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Аннотация

Описан подход к решению задачи о восстановлении контура

на основе следующего вариационного принципа: контур (x(t), y(t))
должен минимизировать длину в пространстве (x, y, θ), где θ —

угол наклона кривой (x(t), y(t)).

1 Постановка задачи и метод решения

Рассмотрим гладкую кривую на плоскости

AB = {(x(t), y(t)) | t ∈ [a, b]},
A = (x(a), y(a)), B = (x(b), y(b)).

Предположим, что часть этой кривой

CD = {(x(t), y(t)) | t ∈ [c, d]},
C = (x(c), y(c)), D = (x(d), y(d)),

a < c < d < b,

скрыта от наблюдения или повреждена, см. Рис. 1. Требуется восстано-
вить кривую CD некоторым естественным образом.

В работах [1] [2] рассматривается следующий способ восстановления
кривой CD. Построим касательную TC к кривой AC в точке C и каса-
тельную TD в точке D, см. Рис. 2. Обозначим через θc, θd углы наклона
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Рис. 1: Исходная кривая AB с
поврежденной дугой CD

Рис. 2: Граничные условия для
восстановления дуги CD
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Рис. 3: Новая кривая CD Рис. 4: Исходная кривая AB с
поврежденной и новой дугами
CD
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этих касательных:

tg(θc) =
d y

d x

∣∣∣∣
C

=
ẏ(c)

ẋ(c)
, tg(θd) =

d y

d x

∣∣∣∣
D

=
ẏ(d)

ẋ(d)
.

Искомая кривая
C̃D = {(x̃(t), ỹ(t)) | t ∈ [c, d]}

должна выходить из точки C с углом наклона θc:

(x̃(c), ỹ(c)) = C,
d ỹ

d x̃

∣∣∣∣
C

=
˙̃y(c)
˙̃x(c)

= tg(θc), (1)

приходить в точку D с углом наклона θd:

(x̃(d), ỹ(d)) = D,
d ỹ

d x̃

∣∣∣∣
D

=
˙̃y(d)
˙̃x(d)

= tg(θd), (2)

и иметь кратчайшую длину в пространстве (x, y, θ):

∫
d

c

√
˙̃x2 + ˙̃y2 +

˙̃
θ2 dt = min, (3)

см. Рис. 3. Условия (1), (2) означают гладкое сопряжение новой кривой

C̃D с известными участками AC и DB исходной кривой. Условие (3)

формализует условие естественности новой кривой C̃D: при ее поиске
штрафуются большие отклонения как по координатам (x, y), так и по
углу наклона θ. Исходная и восстановленная кривая показаны на Рис. 4.

Задача (1), (2), (3) формализуется как следующая задача оптималь-
ного управления:

ẋ = u cos θ,

ẏ = u sin θ,

θ̇ = v,

(x(c), y(c)) = C, θ(c) = θc,

(x(d), y(d)) = D, θ(d) = θd,∫
d

c

√
ẋ2 + ẏ2 + θ̇2 dt =

∫
d

c

√
u2 + v2 dt → min .

В работах [3], [4] эта задача была сведена к решению систем алгебраиче-
ских уравнений в эллиптических функциях. В системе Mathematica [5]
написана программа для решения этих систем уравнений.
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Рис. 5: Восстановленная кривая Рис. 6: Восстановленная кривая

Еще два примера кривых, восстановленных по описанному методу,
приведены на рис. 5, 6.

В разделе 2 показаны решения этой задачи для некоторых явно задан-
ных граничных условий, а в разделе 3 — решения для случайно выбран-
ных граничных условий. В большинстве случаев решение дается глад-
кой кривой (x(t), y(t)), однако иногда она имеет точки возврата. Такие
решения показаны в разделе 4, эти случаи требуют дополнительного ис-
следования.

Вопрос: насколько описанный подход и полученные решения
применимы в задачах восстановления изображений (отдельных
контуров и их семейств) ?

2 Решения с заданными граничными усло-

виями

Рис. 7: (x1, y1, θ1) = (2, 0, 0) Рис. 8: (x1, y1, θ1) = (2, 0, π/8)

Рис. 9: (x1, y1, θ1) = (2, 0, π/4) Рис. 10: (x1, y1, θ1) = (2, 0, 5π/16)
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Рис. 11: (x1, y1, θ1) = (0, 2, 0); по-
вернута на π/2

Рис. 12: (x1, y1, θ1) = (0, 2, π/4);
повернута на π/2

Рис. 13: (x1, y1, θ1) = (0, 1.5, π/4);
повернута на π/2

Рис. 14: (x1, y1, θ1) = (0, 1.5, π/8);
повернута на π/2

Рис. 15: (x1, y1, θ1) = (1, 1, 3π/4) Рис. 16: (x1, y1, θ1) = (1, 1, 5π/8)
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Рис. 17: (x1, y1, θ1) = (1, 1, π/2) Рис. 18: (x1, y1, θ1) = (1, 1, 3π/8)

Рис. 19: (x1, y1, θ1) = (1, 1, π/4) Рис. 20: (x1, y1, θ1) = (1, 0.5, π/2)
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3 Решения со случайными граничными усло-

виями

Рис. 21: Рис. 22:

Рис. 23: Рис. 24:

7



Рис. 25: Рис. 26:

Рис. 27: Рис. 28:

Рис. 29: Рис. 30:
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Рис. 31: Рис. 32:

Рис. 33: Рис. 34:
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4 Негладкие решения

Рис. 35: (x1, y1, θ1) = (1, 1, 0) Рис. 36: (x1, y1, θ1) = (2, 0, π/2)

Рис. 37: Рис. 38:
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