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Аннотация
Получены условия устойчивости для инфлексионных эластик Эй-

лера, средняя точка которых есть вершина или точка перегиба. Теоре-
тические результаты сопоставляются с экспериментальными данными
для упругих стержней.
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1 Введение
В 1744 г. Леонард Эйлер опубликовал решение следующей задачи о стаци-
онарных конфигурациях упругого стержня [14]. Дан упругий стержень на
плоскости, у которого закреплены положения концов, а также углы накло-
на стержня на концах. Требуется определить возможные профили стерж-
ня при заданных граничных условиях. Эйлер получил дифференциальные
уравнения для стационарных конфигураций стержня и описал их возмож-
ные качественные типы. Эти конфигурации называются эйлеровыми эла-
стиками.

Эйлеровы эластики суть критические точки функционала упругой энер-
гии на пространстве кривых с фиксированными концами и касательными
на концах. Целью данной работы является исследование локальной опти-
мальности эластик: является ли критическая точка точкой локального ми-
нимума функционала энергии? Мы интересуемся тем, какие эластики до-
ставляют минимальное значение функционалу энергии среди достаточно
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близких кривых, удовлетворяющих граничным условиям (локальная опти-
мальность). Этот вопрос не исследован в полной мере несмотря на очевид-
ную важность для механики и инженерных приложений.

Локальная оптимальность является существенной для теории упругости
задачей т.к. она соответствует устойчивости эйлеровых эластик при малых
возмущениях, сохраняющих граничные условия. В вариационном исчисле-
нии и оптимальном управлении точка, в которой экстремальная траектория
теряет локальную оптимальность, называется сопряженной точкой. Мы да-
дим точное описание сопряженных точек для эластик специального вида
(середина которых является вершиной эластики, т.е. экстремумом кривиз-
ны, или точкой перегиба).

Эйлер вывел дифференциальное уравнение, известное сейчас как урав-
нение Эйлера-Лагранжа для соответствующей задачи оптимального управ-
ления и свел его к квадратурам. В современной терминологии, Эйлер иссле-
довал качественное поведение функций Якоби, параметризующих упругие
кривые, с помощью качественного анализа задающих их ОДУ. Эйлер опи-
сал все возможные типы упругих кривых и указал значения параметров,
при которых эти типы реализуются. Исследуя эластики, бесконечно близ-
кие к прямой линии, Эйлер получил знаменитую формулу для критической
нагрузки сжатого стержня.

Задача об эластиках долгое время представляла лишь теоретический
интерес и служила одним из примеров приложения теории эллиптических
функций (см., например, [25, 6]). В связи с широким внедрением стали в
практику проектирования и появлением гибких тонкостенных конструкций,
стимулировавшим развитие теории устойчивости деформируемых систем,
решение об эластике стало приобретать практическое значение. Возникли,
в частности, важные для инженерных приложений вопросы: каково пове-
дение сжатой стойки при нагрузках, превышающих эйлерово критическое
значение, какова при этом форма стойки, единственна ли эта форма и устой-
чива ли она? Решению этих вопросов посвящены многочисленные исследо-
вания [3, 8, 23, 16, 32, 46, 39, 43, 38, 44], где рассматривались различные
условия опирания и нагружения гибких нерастяжимых стержней. В послед-
ние десятилетия интерес к эластикам возрос в связи с применением теории
гибких стержней к анализу микро- и наноструктур в биологии и нанотехно-
логиях [24, 45, 37, 26]. Подтверждено существование множественных форм
равновесия при фиксированной нагрузке. Выяснение вопроса о том, какие
из возможных состояний равновесия стержня могут быть реализованы в
действительности, приводит к анализу устойчивости этих состояний.

Важные математические результаты по вопросу устойчивости эластик
получены в 1906 г. будущим нобелевским лауреатом Максом Борном в дис-
сертации «Устойчивость упругих линий на плоскости и в пространстве» [17].
Борн доказал, что дуга эластики, не содержащая точек перегиба, устойчи-
ва. Для общего случая он записал якобиан, обращающийся в нуль в со-
пряженных точках. Из-за сложности функций, входящих в этот якобиан,
Борн ограничился численным исследованием сопряженных точек. Он пер-
вым начертил эластики на основе приближенных вычислений и проверил
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соответствие теории экспериментальным данным для упругих стержней.
Вопросы устойчивости плоских равновесных состояний стержня обсуж-

дались также в [9, 8]. В [36] рассматривается задача устойчивости эластики
при действии консервативных сжимающих осевых сил. С этой целью уста-
навливается знак второй вариации функционала энергии стержня. Впервые
показана возможность вторичной потери устойчивости для искривлённого
стержня при нагрузках, превышающих эйлеров предел.

Другие известные авторам теоретические результаты по исследованию
устойчивости криволинейных состояний получены в основном численны-
ми методами путём замены упругого стержня его дискретными аналогами,
что позволяет применить критерии для анализа знакоопределённости Гес-
сиана энергии системы с конечным числом степеней свободы. Так, в [22, 40]
рассмотрен простейший случай консольного стержня под действием попе-
речной нагрузки на свободном конце. В работах [4, 5] с использованием
метода конечных элементов решены задачи о закритическом деформирова-
нии сжатых стержней, исследована вторичная потеря устойчивости [2, 21]
и определены устойчивые и неустойчивые состояния в закритической об-
ласти. В [31, 35] предложен численно-аналитический метод, основанный на
разложении второй вариации полной энергии стержня в ряд по собствен-
ным функциям вспомогательной задачи Штурма-Лиувилля. В [28] и [34]
с использованием понятия сопряжённых точек исследована устойчивость
стержней с защемлёнными концами при сжатии. Анализ литературы по-
казывает, что вопросы устойчивости равновесных форм гибких стержней
рассматривались в основном для силового нагружения. Практически от-
сутствуют работы, где устойчивость деформированных состояний анализи-
руется для произвольных кинематических условиях на конца стержня. Оче-
видно, это связано с серьёзными математическими трудностями, возникаю-
щими при нахождении самих форм равновесия. Экспериментальные данные
по изучению эластик содержатся в работах [26, 27], подтверждающие тео-
ретические выводы о существовании множественных форм равновесия при
заданных условиях на конца стержней. Экспериментально-теоретическому
исследованию потери устойчивости эластик посвящены работы [20, 19].

В работе [42] получены двусторонние оценки первой сопряженной точки
на эластиках, на основе которых получены условия устойчивости эластик
в терминах точек перегиба. Эти результаты приведены далее в разделе 3.

В теоретическом плане данная работа является продолжением работ [41,
42], и имеет следующую структуру. В разделе 2 задача об эластиках форму-
лируется как задача оптимального управления, и приводится полученная в
работе [41] параметризация эластик функциями Якоби. В разделе 3 напоми-
наются необходимые далее результаты работы [42] о сопряженных точках
на эластиках с точками перегиба (такие эластики называются инфлексион-
ными). В разделах 4 и 5 доказаны условия устойчивости инфлексионных
эластик, средняя точка которых является соответственно их вершиной или
точкой перегиба. Получены верхние грани длин устойчивых эластик, цен-
трированных в вершине или точке перегиба. В разделе 6 теоретические
результаты об устойчивости эластик подтверждены опытами с образцами в
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виде полосок из тонкой целлулоидной пленки. Приведен ряд фотографий,
демонстрирующих устойчивость и неустойчивость стационарных конфигу-
раций упругой полоски. В заключительном разделе 7 подводятся итоги ра-
боты и приводятся некоторые открытые проблемы для дальнейших иссле-
дований.

2 Задача оптимального управления
и инфлексионные эластики

Задача о нахождении форм равновесия гибкого нерастяжимого стержня γ
при заданных кинематических условиях на его концах a0, a1 формализуется
как следующая задача оптимального управления [30, 41]:

ẋ = cos θ, (1)
ẏ = sin θ, (2)

θ̇ = u, (3)

q = (x, y, θ) ∈M = R2
x,y × S1

θ , u ∈ R, (4)

q(0) = q0 = (x0, y0, θ0), q(t1) = q1 = (x1, y1, θ1), t1 фиксировано, (5)

J =
1
2

∫ t1

0

u2(t) dt→ min, (6)

где x, y — координаты текущей точки эластики; θ — угол между касатель-
ной к эластике и осью x; t — длина дуги; точкой обозначена производная
по t; интеграл J пропорционален энергии деформации стержня при изгибе.

a1

a0

γ(t) θ(t)

θ0
θ1

x

y

Рис. 1: Дуга эластики и обозначения

Ниже при исследовании устойчивости состояний стержня, которые опи-
сываются решением вариационной задачи (1)–(6), используется термино-
логия теории оптимального управления [1, 30]. В частности, принимая во
внимание кинетическую аналогию Кирхгофа эластик с маятником [6], па-
раметр t будем называть временем.
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Задача Эйлера имеет очевидные симметрии — параллельные переносы
и вращения двумерной плоскости, поэтому она является левоинвариантной
задачей на группе движений плоскости. Учитывая эти симметрии задачи,
будем далее считать, что начальная точка есть

q0 = (x0, y0, θ0) = (0, 0, 0),

то есть при t = 0 эластики выходят из начала координат в направлении
оси x.

Эластики (проекции экстремальных траекторий в задаче (1)–(6)) делят-
ся на два класса:

1. инфлексионные (имеющие точки перегиба),

2. неинфлексионные (не имеющие точек перегиба).

В этой работе мы интересуемся только инфлексионными эластиками (как
было уже отмечено, все неинфлексионные эластики устойчивы [17]).

В работе [41] получена следующая параметризация инфлексионных эла-
стик:

xt =
2√
r

dn2(
√
rϕ)(E(

√
rϕt)− E(

√
rϕ)) +

+
4k2

√
r

dn(
√
rϕ) sn(

√
rϕ)(cn(

√
rϕ)− cn(

√
rϕt)) +

+
2k2

√
r

sn2(
√
rϕ)(
√
rt+ E(

√
rϕ)− E(

√
rϕt))− t, (7)

yt =
2k√
r

(2 dn2(
√
rϕ)− 1)(cn(

√
rϕ)− cn(

√
rϕt))−

− 2k√
r

sn(
√
rϕ) dn(

√
rϕ)(2(E(

√
rϕt)− E(

√
rϕ))−

√
rt), (8)

sin
θt
2

= k dn(
√
rϕ) sn(

√
rϕt)− k sn(

√
rϕ) dn(

√
rϕt), (9)

cos
θt
2

= dn(
√
rϕ) dn(

√
rϕt) + k2 sn(

√
rϕ) sn(

√
rϕt). (10)

Здесь и далее cn(p), sn(p), dn(p) — эллиптические функции Якоби; E(p)
— эпсилон-функция Якоби; k ∈ (0, 1) — модуль функций Якоби; F (p, k) и
E(p, k) — эллиптические интегралы первого и второго рода;K(k) = F (π/2, k)
и E(k) = E(π/2, k) — полные эллиптические интегралы первого и второго
рода [13, 33]; ϕt = ϕ+ t.

Параметры ϕ, k, r имеют следующий смысл:

• k определяет форму эластики;

• параметр r характеризует величину результирующей реактивных сил
на закреплённом конце стержня;
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• отношение
k√
r
определяет размер эластики: амплитуда эластики (мак-

симальное отклонение от прямой, проходящей через точки перегиба)

равна
2k√
r
;

• ϕ есть начальная фаза дуги эластики.

Несколько инфлексионных эластик разной формы, но одинаковой ам-
плитуды, изображены на рис. 2. Штриховой линией изображена замкнутая
эластика в форме цифры 8, соответствующая модулю k = k0 (см. ниже
лемму 3.1).

Рис. 2: Инфлексионные эластики

Семейство инфлексионных эластик параметризуется тройками

λ = (ϕ, k, r) ∈ N1 =

= {(ϕ, k, r) | r > 0, k ∈ (0, 1),
√
rϕ (mod 4K(k)) ∈ [0, 4K(k)]}.

Таким образом, для любого t ∈ R определено экспоненциальное отображе-
ние

Expt : λ = (ϕ, k, r) 7→ qt = (θt, xt, yt), λ ∈ N1, qt ∈M,

переводящее тройку λ = (ϕ, k, r) в конец соответствующей экстремальной
траектории, проецирующейся в инфлексионную эластику.

3 Сопряженные точки
Напомним результаты работ [12, 41], связанные с описанием сопряженных
точек в задаче Эйлера на инфлексионных эластиках. Как известно, момент
t является сопряженным временем тогда и только тогда, когда отображение

Expt вырождено, т.е. его якобиан J =
∂(xt, yt, θt)
∂(ϕ, k, r)

обращается в нуль. Непо-
средственное вычисление с использованием параметризации экстремальных
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траекторий (7)–(9) дает следующее:

J =
∂(xt, yt, θt)
∂(ϕ, k, r)

= − 32k
(1− k2)r3/2∆2

J1, (11)

J1 = a0 + a1z + a2z
2, z = sn2 τ ∈ [0, 1], (12)

a2 = −k2sn p x1, (13)

a2 + a1 + a0 = (1− k2)sn p x1, (14)
a0 = f1(p, k)x2, (15)

x1 = −dn p (2sn p dn p E3(p) + ((4k2 − 5) p sn p dn p +

+ cn p (3− 6k2 sn2 p )) E2(p) + ((4k2 − 5)cn p (1− 2k2 sn2 p ) p+

+ sn p dn p (4p2 − 1 + k2(6 sn2 p − 4− 4p2))) E(p) +

+ p sn pdn p (1− (1− k2)p2 + k2(4k2 − 5) sn2 p ) +

+ 2cn p (k2 sn2 p dn2 p + (1− k2)(1− 2k2 sn2 p )p2))), (16)

x2 = cn p (2(1− k2) E(p)− E2(p)− (1− k2)p2) +

+ sn p dn p (E(p)− (1− k2)p), (17)
f1(p, k) = sn pdn p − (2 E(p)− p)cn p , (18)

p =
√
rt/2, τ =

√
r(ϕ+ t/2), ∆ = 1− k2 sn2 p sn2 τ .

Лемма 3.1 ([12]). Уравнение

2E(k)−K(k) = 0, k ∈ [0, 1),

имеет единственный корень k0 ∈ (0, 1).

Компьютерные вычисления в системе Mathematica [47] дают приближен-
ное значение k0 = 0, 908 908 557 548 541 478 236 118 908 744 . . . . Модулю
k = k0 соответствует замкнутая эйлерова эластика-восьмерка, показанная
штриховой линией на рис. 2, а также на рис. 10.

Предложение 3.1 ([12]). Для любого k ∈ [0, 1) функция f1(p, k) (18) имеет
счетное число корней p = p1

n, n ∈ Z. Эти корни нечетны по n, в частно-
сти, p1

0 = 0. Корни p1
n локализуются следующим образом:

p1
n ∈ (−K + 2Kn, K + 2Kn), n ∈ Z.

В частности, корни p1
n монотонны по n. Более того, при n ∈ N

k ∈ [0, k0) ⇒ p1
n ∈ (2Kn,K + 2Kn),

k = k0 ⇒ p1
n = 2Kn,

k ∈ (k0, 1) ⇒ p1
n ∈ (−K + 2Kn, 2Kn),

где k0 есть единственный корень уравнения 2E(k) − K(k) = 0, см. лем-
му 3.1.

7



В следующей лемме описаны нули функции x2 (17), входящей в разло-
жение (15) функции a0.

Лемма 3.2 ([42]). Для любого k ∈ (0, 1) функция x2(p) (17), имеет счетное
число корней p = px2

n > 0. Далее, px2
0 = 0 и px2

n ∈ (2Kn,K+2Kn) при n ∈ N,
более того,

k < k0 ⇒ px2
n ∈ (p1

n,K + 2Kn). (19)

В следующей теореме получены оценки первого сопряженного времени
на инфлексионных эластиках:

tconj
1 (λ) = min{t > 0 | t сопряженное время вдоль траектории q(s) = Exps(λ)}.

Теорема 3.1 ([42]). Пусть λ = (k, ϕ, r) ∈ N1. Тогда число tconj
1 (λ) принад-

лежит отрезку, ограниченному точками
4K(k)√

r
,

2p1
1(k)√
r

, а именно:

(1) k ∈ (0, k0) ⇒ tconj
1 ∈

[
4K(k)√

r
,

2p1
1(k)√
r

]
,

(2) k = k0 ⇒ tconj
1 =

4K(k)√
r

=
2p1

1(k)√
r

,

(3) k ∈ (k0, 1) ⇒ tconj
1 ∈

[
2p1

1(k)√
r

,
4K(k)√

r

]
.

Естественной мерой времени на экстремальных траекториях в задаче
Эйлера является период эластик T (k) = 4K(k)/

√
r (период колебаний маят-

ника — кинетического аналога Кирхгофа для эластик). В терминах периода
T оценки теоремы 3.1 записываются следующим образом.

Следствие 3.1 ([42]). Пусть λ ∈ N1. Тогда:

(1) k ∈ (0, k0) ⇒ tconj
1 ∈ [T, t11] ⊂ [T, 3T/2), t11 = 2p1

1/
√
r ∈ (T, 3T/2),

(2) k = k0 ⇒ tconj
1 = T ,

(3) k ∈ (k0, 1) ⇒ tconj
1 ∈ [t11, T ] ⊂ (T/2, T ], t11 = 2p1

1/
√
r ∈ (T/2, T ).

Поучительно выразить условия локальной оптимальности эластик в тер-
минах их точек перегиба.

Следствие 3.2 ([42]). Пусть λ ∈ N1, и пусть Γ = {γs = (xs, ys) | s ∈
[0, t]}, q(s) = (xs, ys, θs) = Exp(λs), есть соответствующая инфлексионная
эластика.

(1) Если дуга Γ не содержит точек перегиба, то она локально опти-
мальна.

(2) Если k ∈ (0, k0] и дуга Γ содержит в точности одну точку перегиба,
то она локально оптимальна.
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(3) Если дуга Γ содержит не менее трех точек перегиба внутри себя,
то она не является локально оптимальной.

Следующее утверждение описывает сопряженные точки для эластик,
центрированных в точке перегиба или вершине.

Следствие 3.3 ([42]). Пусть λ ∈ N1, и пусть Γ = {γs = (xs, ys) | s ∈
[0, t]}, q(s) = (xs, ys, θs) = Exp(λs), есть соответствующая инфлексионная
эластика.

(1) Если эластика Γ центрирована в вершине, то конечный момент t
есть сопряженное время тогда и только тогда, когда

p =
√
rt

2
∈ {p1

n | n ∈ N} ∪ {px2
m | m ∈ N}.

(2) Если эластика Γ центрирована в точке перегиба, то конечный мо-
мент t есть сопряженное время тогда и только тогда, когда

p =
√
rt

2
∈ {2Kn | n ∈ N} ∪ {px1

m | m ∈ N}.

Здесь через px1
m обозначены нули функции x1(p) (16), см. подробности

в [42].

4 Устойчивость эластик,
центрированных в вершине

Получим условия устойчивости для инфлексионных эластик, средняя точка
которых является вершиной:

Γ = {(xs, ys) | s ∈ [0, t]}, (20)
q(s) = (xs, ys, θs) = Exps(λ), λ = (ϕ, k, r) ∈ N1,

точка (xt/2, yt/2) есть вершина эластики Γ. (21)

Как известно [41, 42], условие (21) эквивалентно равенству

sn(τ, k) = 0, τ =
√
r(ϕ+ t/2).

Обозначим
t11 = t11(k, r) =

2√
r
p1
1(k),

где число p1
1 определено в предложении 3.1.

Теорема 4.1. Пусть инфлексионная эластика Γ (20) центрирована в вер-
шине.

(1) Если t < t11, то эластика Γ устойчива.

9



(2) Если t = t11, то эластика Γ критическая, т.е. ее конец является
первой сопряженной точкой.

(3) Если t > t11, то эластика Γ неустойчива.

Доказательство. Рассмотрим, наряду с эластикой Γ, также эластику срав-
нения

Γ̃ = {(x̃s, ỹs) | s ∈ [0, t̃]},

q̃(s) = (x̃s, ỹs, θ̃s) = Exps(λ̃), λ̃ = (ϕ̃, k, r) ∈ N1,

где

t̃ = t11, ϕ̃ = ϕ+ (t− t̃)/2.

В силу совпадения параметров (k, r), эластики Γ и Γ̃ являются конечными
дугами одной и той же бесконечной эластики (с точностью до движения
плоскости1). Равенство ϕ+ t/2 = ϕ̃+ t̃/2 означает, что эластика Γ̃, как и Γ,
центрирована в вершине. Эластики Γ̃ и Γ имеют одну и ту же вершину и
вложены одна в другую: если t 6 t̃, то Γ ⊂ Γ̃, а если t > t̃, то Γ ⊃ Γ̃.

В силу равенства t̃ = t11 = (2/
√
r)p1

1 и п. (1) следствия 3.3, момент t̃ есть
сопряженное время для q̃(s).

(1) Пусть t < t11.
(1.1) Пусть k ∈ [k0, 1). Тогда согласно теореме 3.1 выполнено неравенство

tconj
1 (λ̃) > t̃. Поэтому tconj

1 (λ̃) = t̃. Траектория q̃(s), s ∈ [0, (t̃+ t)/2] не содер-
жит сопряженных точек, потому локально оптимальна. То есть эластика
{(x̃s, ỹs) | s ∈ [0, (t̃ + t)/2]} устойчива. Но тогда устойчива и содержащаяся
в ней дуга Γ.

(1.2) Пусть k ∈ (0, k0). Рассмотрим вспомогательное непрерывное семей-
ство эластик, центрированных в одной и той же вершине:

Γα = {(xαs , yαs ) | s ∈ [0, tα]}, (22)
qα(s) = (xαs , y

α
s , θ

α
s ) = Exps(λ

α), λα = (ϕα, k, r) ∈ N1,

tα = α, ϕα = ϕ̃+ (t̃− tα)/2,

α ∈ (0, t̃).

В силу регулярности нормальных экстремалей в задаче Эйлера об эласти-
ках [42], достаточно малые их дуги локально оптимальны, поэтому суще-
ствует α0 ∈ (0, t̃), для которого траектория qα0(s), s ∈ [0, tα0 ], не содер-
жит сопряженных точек. Рассмотрим непрерывное семейство экстремаль-
ных траекторий qα(s), s ∈ [0, tα], α ∈ [α0, t̃).

(1.2.а) Докажем, что для любого α ∈ [α0, t̃), точка qα(tα) не является
сопряженной для траектории qα(s), s ∈ [0, tα]. От противного, пусть для

1далее это дополнение будет для краткости опускаться
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некоторого α ∈ [α0, t̃) точка qα(tα) является сопряженной для траектории
qα(s). Эластика Γα центрирована в вершине, поэтому в силу следствия 3.3

√
r

2
tα ∈ {p1

n | n ∈ N} ∪ {px2
m | m ∈ N}. (23)

Но tα = α < t̃ =
2√
r
p1
1, поэтому

√
r

2
tα < p1

1. С другой стороны, из неравен-

ства k < k0 и леммы 3.2 следует, что px2
m > p1

1 для всех m ∈ N. Поэтому
включение (23) невозможно, противоречие. Утверждение п. (1.2.а) доказа-
но.

(1.2.б) В силу гомотопической инвариантности индекса второй вариа-
ции [42, 15], любая траектория qα(s), s ∈ [0, tα], α ∈ [α0, t̃), не содержит
сопряженных точек, потому локально оптимальна. В частности, устойчи-
вой является эластика Γ = Γα, α = t.

(2) Воспользуемся семейством эластик Γα (22). Из устойчивости этих
эластик при α < t11 и гомотопической инвариантности индекса второй вари-
ации следует, что при α = t11 эластика Γα не содержит сопряженных точек.
Но t11 является сопряженным временем, поэтому tconj

1 (λ̃) = t11.
(3) Пусть t > t11. Для любого ε ∈ (0, t− t11) эластика Γ содержит неустой-

чивую эластику {(x̃s, ỹs) | s ∈ [0, t̃+ ε]}, поэтому Γ также неустойчива.

Для фиксированной бесконечной инфлексионной эластики

{(xs, ys) | s ∈ [0, t]},
q(s) = (xs, ys, θs) = Exps(λ), λ = (ϕ, k, r) ∈ N1,

т.е. для фиксированных параметров (k, r), теорема 4.1 устанавливает верх-
нюю грань длин устойчивых эластик, центрированных в вершине: эта верх-

няя грань равна t11 =
2√
r
p1
1(k). Естественно сравнить эту величину с длиной

периода эластики T =
4√
r
K(k). График отношения

t11
T

=
p1
1(k)

2K(k)
представ-

лен на рис. 3. Этот график имеет вертикальную касательную в точке (k0, 1).
Все устойчивые инфлексионные эластики, центрированные в вершине,

содержат 2 точки перегиба внутри себя т.к. t11 ∈
(

1
2
T,

3
2
T

)
.

Центрированная в вершине инфлексионная эластика, длина которой рав-
на периоду T , является:

• устойчивой при k < k0 т.к. в этом случае t11 > T (случай 1 теоремы 4.1);

• критической при k = k0 т.к. в этом случае t11 = T (случай 2);

• неустойчивой при k > k0 т.к. в этом случае t11 < T (случай 3).

Изображения таких эластик приведены на рис. 6, а их фото — на рис. 7–9
(случай 1), 10 (случай 2), 11, 12 (случай 3). В критическом и неустойчивом
случаях эластики слегка придерживаются пальцем для придания устойчи-
вости.
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Рис. 3: График функции k 7→ p1
1(k)

2K(k)

5 Устойчивость эластик,
центрированных в точке перегиба

Получим условия устойчивости для эластик, средняя точка которых явля-
ется точкой перегиба:

Γ = {(xs, ys) | s ∈ [0, t]}, (24)
q(s) = (xs, ys, θs) = Exps(λ), λ = (ϕ, k, r) ∈ N1,

точка (xt/2, yt/2) есть точка перегиба эластики Γ. (25)

Как известно [41, 42], условие (25) эквивалентно равенству

cn(τ, k) = 0, τ =
√
r(ϕ+ t/2).

Напомним, что длина одного периода эластики равна T =
4K(k)√

r
.

Теорема 5.1. Пусть эластика Γ (24) центрирована в точке перегиба.
Пусть также k ∈ (0, k0].

(1) Если t < T , то эластика Γ устойчива.

(2) Если t = T , то эластика Γ критическая, т.е. ее конец является
первой сопряженной точкой.

(3) Если t > T , то эластика Γ неустойчива.

Доказательство. (1) Пусть t < T . В силу теоремы 3.1, tconj
1 (λ) > T > t. По-

этому экстремальная траектория q(s), s ∈ [0, t], не содержит сопряженных
точек и локально оптимальна. Иными словами, эластика Γ устойчива.
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(3) Пусть t > T . Построим эластику сравнения

Γ̃ = {(x̃s, ỹs) | s ∈ [0, T ]},

q̃(s) = (x̃s, ỹs, θ̃s) = Exps(λ̃), λ̃ = (ϕ̃, k, r) ∈ N1,

t̃ = T, ϕ̃ = ϕ+ (t− t̃)/2.

В силу следствия 3.3, точка q̃(t̃) является сопряженной для траектории q̃(s).
Поэтому эластика Γ̃ неустойчива. Следовательно, неустойчива и дуга Γ,
содержащая эту эластику.

(2) В случае t = T доказательство аналогично доказательству п. (2)
теоремы 4.1.

При k > k0 утверждение п. (1), теоремы 5.1, вообще говоря, неверно.
Эластика будет заведомо неустойчивой при t > T , но при k, достаточно
близких к 12 она становится неустойчивой для некоторых t < T т.к. первое
сопряженное время возникает раньше периода T .

Теорема 5.1 устанавливает верхнюю грань T длин устойчивых эластик,
центрированных в точке перегиба. Центрированные в точке перегиба эла-
стики длины T содержат 3 точки перегиба: одну в центре и две на границе.

Эластики, центрированные в точке перегиба, изображены на рис. 13, а
также на фотографиях рис. 14–16. На рис. 14 на фото упругой пластинки
наложена соответствующая эластика, построенная в системе Mathematica:
близость физической и математической эластик свидетельствует о высокой
точности математической модели упругих стержней.

6 Экспериментальное исследование
устойчивости эластик

Рассмотрим несколько однопараметрических семейств инфлексионных эла-
стик, центрированных в вершине или точке перегиба:

Γα = {(xαt , yαt ) | t ∈ [0, tα]}, (26)
qα(t) = (xαt , y

α
t , θ

α
t ) = Expt(λ

α), λα = (ϕα, kα, rα) ∈ N1, (27)
α ∈ [α0, α1]. (28)

Для каждого из этих семейств наблюдается потеря устойчивости, т.е. суще-
ствует такое критическое значение параметра семейства α∗ ∈ (α0, α1), что
при α < α∗ эластика Γα устойчива, а при α > α∗ эластика Γα неустойчива
(или наоборот). Для каждого семейства это критическое значение вычис-
ляется.

2при k ∈ (k̄, 1), k̄ ≈ 0, 998
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6.1 Экспериментальная установка
Теоретические выводы об устойчивости эластик подтверждены опытами
с образцами из тонкой целлулоидной пленки, допускающей значительные
искривления без появления остаточных деформаций. Экспериментальная
установка представляет собой толстый лист из оргстекла, на который нане-
сена равномерная сетка с шагом 10 мм. В узлах сетки выполнены отверстия
для установки болтов с продольными прорезями для закрепления концов
образца. Поскольку устойчивость эластик исследуется в широком диапа-
зоне изменения граничных условий, возникает необходимость воспроизве-
дения сильно искривленных, в том числе самопересекающихся равновесных
конфигураций. Экспериментальное исследование таких состояний для об-
разцов прямоугольного поперечного сечения вызывает определённые труд-
ности, т.к. из-за невозможности физического самопересечения образца его
упругая ось выходит из плоскости изгиба и принимает форму простран-
ственной кривой. Для того, чтобы упругая линия стержня оставалась плос-
кой кривой изготовлены специальные образцы в виде полоски переменного
сечения с прорезью (рис. 4). Ширина прорези выбрана несколько большей,
чем ширина сплошной узкой части образца для обеспечения свободного про-
хождения одной части образца через другую. При этом выполнено важное
условие неизменяемости ширины образца в свету, что гарантирует посто-
янство изгибной жёсткости Eah3/12 (E — модуль Юнга материала; a, h —
размеры поперечного сечения образца) по длине образца за исключением
узкой зоны в средней части. Условие неизменяемости изгибной жёсткости
подтверждено воспроизведением состояния чистого изгиба (неинфлексион-
ная эластика): при взаимном повороте концов на угол π и защемлении их
на одной опоре образец с прорезью принимает форму окружности (рис. 5).
На фотографиях приведена упругая полоска длиной L = 198 мм и шириной
a = 4,5 мм.

Рис. 4: Упругая полоска для моделирования самопересекающихся
эластик
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Рис. 5: Неинфлексионная эластика-окружность

6.2 Семейство эластик 1
Рассмотрим следующее семейство эластик (26)–(28), центрированных в вер-
шине:

ϕα ≡ −t1/2, kα = α,
√
rα = 4K(α)/t1, tα ≡ t1,

α ∈ (0, 1).

Для этого семейства имеем

xt1 = 0, θt1 = π,

см. рис. 6 и фото на рис. 7–12. Критическое значение параметра

α∗ = k0,

что согласуется с устойчивостью эластик на рис. 7–9, и неустойчивостью на
рис. 11, 12. Критической является замкнутая эластика на рис. 10.
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Рис. 6: Семейство эластик 1

Рис. 7: Устойчивая эластика (се-
мейство 1)

Рис. 8: Устойчивая эластика (се-
мейство 1)
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Рис. 9: Устойчивая эластика (се-
мейство 1)

Рис. 10: Критическая эластика-
восьмерка (семейство 1)

Рис. 11: Неустойчивая эластика
(семейство 1)

Рис. 12: Неустойчивая эластика
(семейство 1)
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6.3 Семейство эластик 2
Рассмотрим следующее семейство эластик (26)–(28), центрированных в точ-
ке перегиба:

ϕα = t1(3K(α)− p1
1(α))/(2p1

1(α)), kα = α,
√
rα = 2p1

1(α)/t1, tα ≡ t1,
α ∈ (0, 1).

Для этого семейства имеем

yt1 = 0, θt1 = 0,

см. рис. 13 и фото на рис. 14–20. Критическое значение параметра

α∗ = k0,

что согласуется с устойчивостью эластик на рис. 14–16. Критической явля-
ется замкнутая эластика.
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Рис. 13: Семейство эластик 2
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Рис. 14: Устойчивая эластика, наложение фи-
зической и математической эластик (семей-
ство 2)

Рис. 15: Устойчивая эластика (се-
мейство 2)

Рис. 16: Устойчивая эластика (се-
мейство 2)
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Рис. 17: Критическая эластика
(семейство 2)

Рис. 18: Неустойчивая эластика
(семейство 2)

Рис. 19: Неустойчивая эластика
(семейство 2)

Рис. 20: Неустойчивая эластика
(семейство 2)
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6.4 Семейство эластик 3
Рассмотрим следующее семейство эластик (26)–(28), центрированных в вер-
шине:

ϕα ≡ −t1/2, kα = α,

√
rα =

2
t1
F

(
π − arcsin

(
1√
2α

)
, α

)
,

tα1 ≡ t1, α ∈
[

1√
2
, 1
)
.

Для этого семейства имеем

xt1 = 0, θt1 = π,

и критическое значение α∗ определяется из уравнения

sn(p1
1(α), α) = −1/(

√
2α),

откуда
α∗ = 0, 924 902 . . . .

Эластики этого семейства изображены на рис. 21 (где ось x направлена
вверх, а ось y — вправо, для согласованности с последующими фото). На
рис. 22–27 представлены соответствующие фотографии упругой полоски
длиной t1 ≈ 198 мм. Критическое значение yt1 , вычисленное теоретически,
равно ≈ 32 мм, что согласуется с устойчивостью эластик на фото 22–26 и
неустойчивостью на фото 27. Эластика в форме капли (с самокасанием) на
фото 25 соответствует модулю k = 0, 855 092 407 720 382 690 . . . .

-50 0 50
0

20

40

60

80

Рис. 21: Семейство эластик 3
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Рис. 22: Устойчивая эластика (се-
мейство 3)

Рис. 23: Устойчивая эластика (се-
мейство 3)

Рис. 24: Устойчивая эластика (се-
мейство 3)

Рис. 25: Устойчивая эластика-
капля (семейство 3)

Рис. 26: Устойчивая эластика (се-
мейство 3)

Рис. 27: Неустойчивая эластика
(семейство 3)
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6.5 Семейство эластик 4
Рассмотрим семейство эластик, центрированных в вершине, фотографии
которых приведены на рис. 28–31: упругая полоска переменной длины за-
щемлена под углами π/4 к горизонтальной оси в точках на расстоянии
b = 60 мм. При уменьшении длины полоски между точками защемления
эластика теряет устойчивость, сохраняя вертикальную ось симметрии. Ду-
ги на рис. 28 и 29 устойчивы; дуга на рис. 30 устойчива и близка к крити-
ческой: после небольшого укорочения она хлопком переходит в устойчивую
эластику на рис. 31.

Рис. 28: Устойчивая эластика (се-
мейство 4)

Рис. 29: Устойчивая эластика (се-
мейство 4)

Рис. 30: Устойчивая докритиче-
ская эластика (семейство 4)

Рис. 31: Устойчивая закритиче-
ская эластика для семейства 4

Расчеты для этого семейства дают следующие значения критических
параметров:

k∗ есть корень уравнения k sn(p1
1(k), k) = −

√
2−
√

2/2, k∗ ∈ (0, 3; 0, 5),

p∗ = p1
1(k∗),

√
r∗ = 2(2 E(p∗, k∗)− p∗)/b,

ϕ∗ = −p∗/
√
r∗, t1∗ = −2ϕ∗.
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Приближенные вычисления дают критическое значение модуля k∗ ≈
0,39, а отклонение критической эластики от горизонтали равно ≈ 7,3 мм,
в то время как для докритической эластики на рис. 30 это отклонение со-
ставляет около 8 мм.

7 Заключение
В работе детально исследован вопрос устойчивости форм равновесия гиб-
ких нерастяжимых стержней (эластик), центрированных в вершинах или
точках перегиба. Для решения этого вопроса, имеющего механическое про-
исхождение, используются современные методы теории оптимального управ-
ления. Полученные теоретические результаты подтверждены эксперимен-
тально с использованием образцов из тонкой целлулоидной плёнки.

Представляет интерес обобщить рассмотренный подход на случай ин-
флексионных эластик, не центрированных в вершине или точке перегиба.
Для практических приложений важно также изучить поведение эластики с
закреплёнными концами при кинематическом нагружении, например, при
непрерывном изменении расстояния между концами или при повороте кон-
цевых сечений.

Отметим, что в статье рассмотрен случай кинематических условий на
концах стержня (т.е. рассматриваются эластики с закрепленными конца-
ми и касательными на концах). Открытым остаётся вопрос устойчивости
эластик для более общего случая закрепления концов стержня, когда од-
на часть граничных условий формулируется в перемещениях, а другая — в
усилиях.
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