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Àííîòàöèÿ. Íà îêðóæíîñòè äëÿ ãëàäêîãî îäíîïàðàìåòðè÷å-
ñêîãî ñåìåéñòâà ïàð óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì è ïëîòíîñòåé âûãîäû
èçó÷åíû òèïè÷íûå ïåðåõîäû ìåæäó îïòèìàëüíûìè âðàùåíè-
åì è ñòàöèîíàðíîé ñòðàòåãèåé â çàäà÷å ìàêñèìèçàöèè ñðåäíåé
âðåìåííîé âûãîäû íà áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòå. Ïîêàçàíî, ÷òî
èìååòñÿ òîëüêî äâà âèäà òàêèõ ïåðåõîäîâ, íàéäåíû ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì îñîáåííîñòè ñðåäíåé âûãîäû êàê ôóíêöèè ïàðà-
ìåòðà ñåìåéñòâà è äîêàçàíà óñòîé÷èâîñòü ýòèõ îñîáåííîñòåé ê
ìàëîìó øåâåëåíèþ òèïè÷íîãî ñåìåéñòâà. Çàâåðøåíà êëàññèôè-
êàöèÿ îñîáåííîñòåé ìàêñèìàëüíîé ñðåäíåé âûãîäû äëÿ òèïè÷-
íûõ ñåìåéñòâ.

1. Ââåäåíèå
Íà ãëàäêîì (ò.å. êëàññà C∞) ìíîãîîáðàçèè óïðàâëÿåìàÿ ñèñòå-

ìà çàäàåòñÿ ãëàäêèì àâòîíîìíûì âåêòîðíûì ïîëåì, ãëàäêî çàâè-
ñÿùèì îò óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòîò ïà-
ðàìåòð ïðîáåãàåò ãëàäêîå êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå U (èëè îáú-
åäèíåíèå òàêîâûõ) ñ íå ìåíåå ÷åì äâóìÿ ðàçëè÷íûìè òî÷êàìè.

Äîïóñòèìûì äâèæåíèåì ñèñòåìû íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðå-
ðûâíîå îòîáðàæåíèå x : t 7→ x(t) îòðåçêà âðåìåííîé îñè â ôà-
çîâîå ïðîñòðàíñòâî, â òî÷êàõ äèôôåðåíöèðóåìîñòè êîòîðîãî ñêî-
ðîñòü äâèæåíèÿ ëåæèò â âûïóêëîé îáîëî÷êå ìíîæåñòâà äîïóñòè-
ìûõ ñêîðîñòåé ñèñòåìû. Ó÷èòûâàÿ àâòîíîìíîñòü ïîëÿ ñêîðîñòåé
ñèñòåìû, ìîìåíò íà÷àëà äâèæåíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü íóëåâûì áåç íà-
ðóøåíèÿ îáùíîñòè ðàññóæäåíèé.

Ïðè íàëè÷èè íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû ãëàäêîé èëè íåïðå-
ðûâíîé ïëîòíîñòè âûãîäû f äîïóñòèìîå äâèæåíèå ñèñòåìû íà îò-
ðåçêå âðåìåíè [0, T ], T > 0, îáåñïå÷èâàåò âûãîäó

P (T ) =

T∫

0

f(x(t))dt

*Ïðè ÷àñòè÷íîé ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ãðàíòîâ ÐÔÔÈ 03-01-00140 è FCT
XXI/BBC/22225/99.

**Ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå Ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà óíèâåðñèòåòà ã.Ïîðòî
ôèíàíñèðóåìîãî FCT.
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è ñðåäíþþ âûãîäó A(T ) = P (T )/T. Ïðè êîìïàêòíîì ôàçîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå ëþáîå äîïóñòèìîå äâèæåíèå ìîæåò áûòü ïðîäîëæåíî íà
âñþ âðåìåííóþ îñü (â íåêîìïàêòíîì ñëó÷àå ýòî íå âñåãäà òàê, êàê,
íàïðèìåð, äëÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ẋ = x2 íà âåùåñòâåííîé îñè).

Ïîèñê äîïóñòèìîãî äâèæåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùåãî íàèáîëüøóþ ñðåä-
íþþ âûãîäó íà áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòå � îäíà èç âàæíûõ çàäà÷ òåî-
ðèè óïðàâëåíèÿ (ïðè îòñóòñòâèè ïðåäåëà ó âåëè÷èíû A(T ) ïðè T →
∞ áåðåòñÿ åå âåðõíèé ïðåäåë). Â ÷àñòíîñòè, ýòà çàäà÷à âêëþ÷àåò
îïòèìèçàöèþ öèêëè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, êîãäà ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî
ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ. Ê àíàëèçó ñðåäíåé âûãîäû òàêèõ ïðîöåñ-
ñîâ ñâîäèòñÿ èçó÷åíèå ïåðèîäè÷åñêèõ ÿâëåíèé ðàçëè÷íîé ïðèðîäû,
ïîýòîìó ýòà çàäà÷à íå íîâà è èçó÷àëàñü ðàíåå ðàçëè÷íûìè ìåòîäà-
ìè [13], [16], [17].

Â.È.Àðíîëüä ïðåäëîæèë íîâûé ïîäõîä ê àíàëèçó òàêèõ çàäà÷,
îñíîâàííûé íà äîñòèæåíèÿõ òåîðèè îñîáåííîñòåé [1], [2], [3]. Â ÷àñò-
íîñòè, îí ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ãëàäêèõ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì íà îêðóæ-
íîñòè ñðåäè äâèæåíèé ñ íàèáîëüøåé ñðåäíåé âûãîäîé ìîãóò íàáëþ-
äàòüñÿ öèêëû óðîâíÿ - äîïóñòèìûå äâèæåíèÿ, èñïîëüçóþùèå ìàê-
ñèìàëüíóþ è ìèíèìàëüíóþ ñêîðîñòè íà ó÷àñòêàõ, ãäå ïëîòíîñòü
âûãîäû íå ïðåâîñõîäèò è áîëüøå íàèáîëüøåé ñðåäíåé âûãîäû íà
áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòå, ñîîòâåòñòâåííî, è ñòàöèîíàðíûå ñòðàòå-
ãèè (=òî÷êè ïîêîÿ), â êàæäîé èç êîòîðûõ ñèñòåìà íàõîäèòñÿ, èñ-
ïîëüçóÿ íóëåâóþ äîïóñòèìóþ ñêîðîñòü. Â.È.Àðíîëüä òàêæå èçó÷èë
íåêîòîðûå èç òèïè÷íûõ îñîáåííîñòåé íàèáîëüøåé ñðåäíåé âûãîäû
êàê ôóíêöèè ïàðàìåòðà â ñëó÷àå, êîãäà ïàðà èç óïðàâëÿåìîé ñè-
ñòåìû è ïëîòíîñòè âûãîäû çàâèñèò äîïîëíèòåëüíî îò îäíîìåðíîãî
ïàðàìåòðà [2].

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîäîëæåí àíàëèç îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ìî-
äåëè Àðíîëüäà. Äîêàçàíî, ÷òî ñòðàòåãèÿ, äîñòàâëÿþùàÿ íàèáîëü-
øóþ ñðåäíþþ âûãîäó, âñåãäà ìîæåò áûòü íàéäåíà ñðåäè ýòèõ äâóõ
òèïîâ äâèæåíèé. Îäíàêî íàøå ïîíÿòèå òî÷êè ïîêîÿ øèðå. Ê òàêî-
âûì ìû îòíîñèì ëþáóþ òî÷êó ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîé
íóëåâàÿ ñêîðîñòü ëåæèò â âûïóêëîé îáîëî÷êå äîïóñòèìûõ ñêîðî-
ñòåé ýòîé òî÷êè.

Ìû òàêæå èçó÷èëè òèïè÷íûå ïåðåõîäû ìåæäó îïòèìàëüíûìè
âðàùåíèåì è îñòàíîâêîé ïðè èçìåíåíèè îäíîìåðíîãî ïàðàìåòðà è
ïîêàçàëè, ÷òî èìååòñÿ ðîâíî äâà òèïà òàêèõ ïåðåõîäîâ. Äîêàçàëè
èõ óñòîé÷èâîñòü ê ìàëîìó øåâåëåíèþ òèïè÷íîé ïàðû è íàøëè ñî-
îòâåòñòâóþùèå èì îñîáåííîñòè íàèáîëüøåé ñðåäíåé âûãîäû.

Ïîëó÷åííûå â ðàáîòå ðåçóëüòàòû îñòàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè è äëÿ
òèïè÷íîãî ñåìåéñòâà óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì (ïëîòíîñòåé âûãîäû) ïðè
ôèêñèðîâàííîì òèïè÷íîì ñåìåéñòâå ïëîòíîñòåé âûãîäû (óïðàâëÿ-
åìûõ ñèñòåì, ñîîòâåòñòâåííî). Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî ýòî-
ãî óòâåðæäåíèÿ òàêèå æå êàê è â [11].
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Ïåðâûé àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ñîòðóäíèêàì êàôåäðû
ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è Ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà óíèâåðñèòåòà
ã. Ïîðòî, ïðè ïîñåùåíèè êîòîðûõ è áûëà ÷àñòè÷íî íàïèñàíà ýòà
ðàáîòà, çà õîðîøèå íàó÷íóþ àòìîñôåðó è óñëîâèÿ ðàáîòû.

2. Îïðåäåëåíèÿ è òåîðåìû
Çäåñü ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû. Ôàçîâàÿ

ïåðåìåííàÿ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç x, à ïàðàìåòð - ÷åðåç p. Ïîä òè-
ïè÷íûì îáúåêòîì (= ñåìåéñòâîì óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì èëè ïëîò-
íîñòåé âûãîäû, ïàðîé (óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà, ïëîòíîñòü âûãîäû),
... ) ìû ïîíèìàåì òî÷êó èç îòêðûòîãî âñþäó ïëîòíîãî ìíîæåñòâà
â ïðîñòðàíñòâå îáúåêòîâ â òîíêîé ãëàäêîé èëè äîñòàòî÷íî ãëàä-
êîé òîïîëîãèè. Íåêîòîðîå ñâîéñòâî èëè óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî
â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ, åñëè îíî âåðíî äëÿ òèïè÷íîãî îáúåêòà.

2.1. Îïòèìàëüíûå äâèæåíèÿ. Äîïóñòèìîå äâèæåíèå íàçûâàåò-
ñÿ îïòèìàëüíûì, åñëè îíî îáåñïå÷èâàåò íàèáîëüøóþ ñðåäíþþ âû-
ãîäó íà áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòå, êîòîðóþ ìû áóäåì íàçûâàòü íàè-
áîëüøåé ñðåäíåé âûãîäîé èëè íàèëó÷øåé ñðåäíåé âûãîäîé, êîãäà
îíà ðàññìàòðèâàåòñÿ äëÿ îïðåäåëåííîãî âèäà ñòðàòåãèé, íàïðèìåð,
òî÷åê ïîêîÿ.

Äëÿ çíà÷åíèÿ c ïëîòíîñòè âûãîäû äâèæåíèå c-óðîâíÿ � ýòî äâè-
æåíèå, èñïîëüçóþùåå ìèíèìàëüíóþ è ìàêñèìàëüíóþ äîïóñòèìûå
ñêîðîñòè íà ó÷àñòêàõ, ãäå ïëîòíîñòü âûãîäû áîëüøå è íå ïðåâîñõî-
äèò c, ñîîòâåòñòâåííî. Ýòî çíà÷åíèå íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì, åñëè
äâèæåíèå óðîâíÿ äëÿ äîñòàòî÷íî áëèçêèõ çíà÷åíèé äîñòàâëÿåò âðà-
ùåíèå íà îêðóæíîñòè � öèêë c-óðîâíÿ (èëè ïðîñòî öèêë óðîâíÿ).
Ïåðèîäîì öèêëà óðîâíÿ áóäåì íàçûâàòü åãî íàèìåíüøèé ïåðèîä.

Äëÿ óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñêîðîñòÿìè ìàê-
ñèìàëüíàÿ ñðåäíÿÿ âûãîäà A äîñòàâëÿåòñÿ öèêëîì A-óðîâíÿ. Ïðè
òàêîì äâèæåíèè, îáíàðóæèâ ýòîò öèêë, ñèñòåìà íà÷èíàåò ïåðèî-
äè÷åñêîå äâèæåíèå ïî íåìó, ïîëó÷àÿ çà ïåðèîä ñðåäíþþ âûãîäó
ðàâíóþ íàèáîëüøåé íà áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòå. Äåéñòâèòåëüíî, êàê
ïîêàçàíî [2], äëÿ òàêèõ ñèñòåì îïòèìàëüíîå äâèæåíèå èñïîëüçóåò
ìèíèìàëüíóþ ñêîðîñòü, ãäå ïëîòíîñòü âûãîäû áîëüøå íàèáîëüøåé
ñðåäíåé âûãîäû A, è ìàêñèìàëüíóþ, ãäå ìåíüøå. Ïðè ýòîì äâè-
æåíèå íà ñàìîì ýòîì óðîâíå íå âëèÿåò íà ñðåäíþþ âûãîäó [10],
ïîýòîìó åãî ìîæíî âçÿòü êàê íà öèêëå óðîâíÿ A.

Êàê ìû îòìåòèëè âûøå, òî÷êîé ïîêîÿ íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ òî÷êà
ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ãäå âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ìíîæåñòâà äîïó-
ñòèìûõ ñêîðîñòåé ñîäåðæèò íóëåâóþ ñêîðîñòü. Òàêàÿ òî÷êà ñòàöè-
îíàðíà â òîì ñìûñëå, ÷òî äëÿ íåïðåðûâíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû
ñ îäíîìåðíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì ñóùåñòâóåò êóñî÷íî íåïðå-
ðûâíîå óïðàâëåíèå è ñîîòâåòñâóþùåå åìó äîïóñòèìîå äâèæåíèå
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âáëèçè ýòîé òî÷êè, èìåþùåå ýòó òî÷êó ñâîèì ïðåäåëîì íà áåñêîíå÷-
íîñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîå äâèæåíèå îáåñïå÷èâàåò ñðåäíþþ âûãî-
äó íà áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòå, ðàâíóþ çíà÷åíèþ ïëîòíîñòè âûãîäû
â ýòîé òî÷êå, òî åñòü âûãîäó, äîñòàâëÿåìóþ ïðîñòûì ïðåáûâàíèåì
â ñàìîé òî÷êå. Íàøå îïðåäåëåíèå äîïóñòèìîãî äâèæåíèÿ äîïóñêàåò
òàêîå ïðåáûâàíèå (= ñòàöèîíàðíóþ ñòðàòåãèþ).

Òåîðåìà 2.1. Äëÿ íåïðåðûâíûõ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû è ïëîòíî-
ñòè âûãîäû íà îêðóæíîñòè ìàêñèìàëüíàÿ ñðåäíÿÿ âûãîäà (íà áåñ-
êîíå÷íîì ãîðèçîíòå) âñåãäà ìîæåò áûòü îáåñïå÷åíà ëèáî íåêîòî-
ðûì öèêëîì óðîâíÿ ëèáî ïîäõîäÿùåé ñòàöèîíàðíîé ñòðàòåãèåé.

Ýòà òåîðåìà äîêàçàíà â ïàðàãðàôå 3.
Îòìåòèì, ÷òî ìîæåò ñóùåñòâîâàòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ

îïòèìàëüíûõ äîïóñòèìûõ äâèæåíèé. Íàïðèìåð, èçìåíåíèå òàêîãî
äâèæåíèÿ íà êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè ñîõðàíÿåò åãî îïòè-
ìàëüíîñòü. Åñëè ê òîìó æå ñóùåñòâóþò è îïòèìàëüíàÿ ñòàöèîíàð-
íàÿ ñòðàòåãèÿ è îïòèìàëüíîå (öèêëè÷åñêîå) äâèæåíèå óðîâíÿ, ÷òî,
âîîáùå ãîâîðÿ, âîçìîæíî, òî "ñìåøàííîå"äâèæåíèå, ïðè êîòîðîì
äâèæåíèå óðîâíÿ äåëàåò îñòàíîâêè ëþáîé ïðîäîëæèòåëüíîñòè â
ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êå ïîêîÿ, òàêæå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì.

Íàèáîëüøàÿ ñðåäíÿÿ âûãîäà çàâèñèò îò ïàðàìåòðà, åñëè èëè óïðàâ-
ëÿåìàÿ ñèñòåìà èëè ïëîòíîñòü âûãîäû çàâèñèò îò íåãî, è êàê ôóíê-
öèÿ ïàðàìåòðà ìîæåò èìåòü îñîáåííîñòè, íàïðèìåð, ñòàòü íåäèô-
ôåðåíöèðóåìîé èëè äàæå ðàçðûâíîé ïðè ãëàäêèõ ñåìåéñòâàõ óïðàâ-
ëÿåìûõ ñèñòåì èëè ïëîòíîñòåé âûãîäû [2]. Òåîðåìà 2.1 ïîçâîëÿåò
ïðîàíàëèçèðîâàòü ýòè îñîáåííîñòè, ðàçäåëèâ èõ íà òðè ãðóïïû:
îñîáåííîñòè âûãîäû äëÿ îïòèìàëüíûõ öèêëîâ óðîâíÿ, äëÿ îïòè-
ìàëüíûõ ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèé è äëÿ ïåðåõîäîâ ìåæäó ýòèìè
äâóìÿ âèäàìè îïòèìàëüíûõ äâèæåíèé. Ðåçóëüòàòû ýòîãî àíàëèçà
èçëîæåíû â ñëåäóþùèõ òðåõ ïóíêòàõ, ñîîòâåòñòâåííî.

2.2. Îñîáåííîñòè âûãîäû äëÿ îïòèìàëüíûõ öèêëîâ óðîâíÿ.

Òåîðåìà 2.2. ([11]) Íà îêðóæíîñòè äëÿ òèïè÷íîãî îäíîïàðàìåò-
ðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ïàð ïëîòíîñòåé âûãîäû è óïðàâëÿåìûõ ñè-
ñòåì ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñêîðîñòÿìè ðîñòîê íàèáîëüøåé ñðåäíåé
âûãîäû A â ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà åñòü ðîñòîê â íóëå îäíîé
èç ñåìè ôóíêöèé âòîðîãî ñòîëáöà Òàáëèöû 1 ñ òî÷íîñòüþ äî ýê-
âèâàëåíòíîñòè, óêàçàííîé â òðåòüåì ñòîëáöå, è ïðè óñëîâèÿõ
èç ÷åòâåðòîãî ñòîëáöà. Áîëåå òîãî, ýòà âûãîäà äëÿ òèïè÷íîãî
ñåìåéñòâà ïàð è äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî áëèçêîãî ê íåìó ïåðåâî-
äÿòñÿ îäíà â äðóãóþ ãëàäêîé Γ-ýêâèâàëåíòíîñòüþ áëèçêîé ê òîæ-
äåñòâåííîé.
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Òàáëèöà 1.

� Îñîáåííîñòü Ýê. Óñëîâèÿ
1 0 R+ #U ≥ 2
2 (|p|3/2+p2)(1+sign p) Γa #U ≥ 2, ïðîõîä A ÷åðåç ëîêàëüíûé

ìèíèìóì ïëîòíîñòè âûãîäû
3 (|p|3/2−p2)(1+sign p) Γa #U ≥ 2, ïðîõîä A ÷åðåç ëîêàëüíûé

ìàêñèìóì ïëîòíîñòè âûãîäû
4 |p|3/2(1 + sign p) Γ #U ≥ 2, ïðîõîä ÷åðåç äâîéíóþ òî÷-

êó ñ êàñàíèåì èñïîëüçóåìîé ñêîðî-
ñòè

5 p|p| R+ #U ≥ 3, ïðîõîä ÷åðåç òðîé-
íóþ òî÷êó ñ êàñàíèåì èñïîëüçóå-
ìîé ñêîðîñòè

6 |p|3 R+ #U ≥ 2, ïåðåêëþ÷åíèå ñêîðîñòåé â
äâîéíîé òî÷êå

7 |p|7/2(1 + sign p) Γ dim U > 0, ïðîõîä ÷åðåç òî÷êó
ñáîðêè ó èñïîëüçóåìîé ñêîðîñòè

Ïîÿñíèì óòâåðæäåíèå ýòîé òåîðåìû. Γ-ýêâèâàëåíòíîñòü ðàçðå-
øàåò äèôôåîìîðôèçìû ïðîñòðàíñòâà ãðàôèêà ôóíêöèè, ñîõðàíÿ-
þùèå åñòåñòâåííîå ðàññëîåíèå ýòîãî ïðîñòðàíñòâà íàä îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè. Åå ÷àñòíûé ñëó÷àé -R+-ýêâèâàëåíòíîñòü, -
äîïóñêàåò äèôôåîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè è
ïðèáàâëåíèå ãëàäêîé ôóíêöèè.

Ìàêñèìàëüíàÿ (ìèíèìàëüíàÿ) ñêîðîñòü ñåìåéñòâà óïðàâëÿåìûõ
ñèñòåì íà îêðóæíîñòè - ýòî ìàêñèìóì (ìèíèìóì, ñîîòâåòñòâåííî)
äîïóñòèìûõ ñêîðîñòåé ýòîãî ñåìåéñòâà ïî óïðàâëÿþùåìó ïàðàìåò-
ðó. Â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïðè îäíîìåðíîì ïàðàìåòðå ñåìåé-
ñòâà ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü âáëèçè êàæäîé òî÷êè ëèáî ãëàäêà ëè-
áî èìååò îäíó èç òðåõ òèïè÷íûõ îñîáåííîñòåé êàê ó ôóíêöèé

1) |u|, 2) max{v, |u|}, 3) max{−w4 + uw2 + vw |w ∈ R} (2.1)

â íóëå ñ òî÷íîñòüþ äî R+-ýêâèâàëåíòíîñòè (äëÿ ìèíèìàëüíîé ñêî-
ðîñòè íóæíî èçìåíèòü çíàê ó ýòèõ ôóíêöèé) [4], [6], [7]. Çäåñü u, v
- ãëàäêèå ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâå ôàçîâîé ïåðåìåí-
íîé è ïàðàìåòðà. Çàìåòèì, ÷òî ýòè îñîáåííîñòè íå äîñòàâëÿþò íîð-
ìàëüíûå ôîðìû ñàìèõ ñêîðîñòåé êàê âåêòîðíûõ ïîëåé. Òî÷êó ñ
îñîáåííîñòÿìè 1) - 3) ìû áóäåì íàçûâàòü äâîéíîé, òðîéíîé è òî÷-
êîé ñáîðêè, ñîîòâåòñòâåííî. Èç òåîðåì òðàíñâåðñàëüíîñòè ñëåäóåò,
÷òî ïðè îäíîìåðíîì ïàðàìåòðå â òèïè÷íîì ñëó÷àå çàìûêàíèå ìíî-
æåñòâà òî÷åê, ãäå ìàêñèìàëüíàÿ èëè ìèíèìàëüíàÿ ñêîðîñòü èìåþò
òàêèå îñîáåííîñòè (=ìíîæåñòâî Ìàêñâåëëà) èëè ïóñòî èëè åñòü



6 À.À.Äàâûäîâ* è Å. Ìåíà Ìàòîø**

� ãëàäêàÿ êðèâàÿ ïðè ÷èñëå #U ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé óïðàâëÿþ-
ùåãî ïàðàìåòðà ðàâíîì 2,

� ãëàäêàÿ êðèâàÿ ñ òðîéíûìè òî÷êàìè ïðè #U = 3, ïðè÷åì òðîé-
íûå òî÷êè äëÿ ìàêñèìàëüíîé è ìèíèìàëüíîé ñêîðîñòåé îäíè è òå
æå, à ìíîæåñòâî Ìàêñâåëëà âáëèçè íèõ åñòü ïåðåñå÷åíèå òðåõ ãëàä-
êèõ êðèâûõ ïîä íåíóëåâûìè óãëàìè, èëè åùå

� ãëàäêàÿ êðèâàÿ ñ òðîéíûìè òî÷êàìè ïðè 3 < #U < ∞ è äî-
ïîëíèòåëüíî ñ òî÷êàìè ñáîðêè ïðè dim U > 0, ðàçëè÷íûìè äëÿ
ìèíèìàëüíîé è ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòåé, à òàêæå ñ òðàíñâåðñàëü-
íûìè ñàìîïåðåñå÷åíèÿìè âíå ýòèõ òî÷åê.

Áîëåå òîãî, ìíîæåñòâà Ìàêñâåëëà òèïè÷íîãî ñåìåéñòâà ñèñòåì
è ëþáîãî äîñòàòî÷íî áëèçêîãî ê íåìó ïåðåâîäÿòñÿ îäíî â äðóãîå
ãëàäêèì äèôôåîìîðôèçìîì áëèçêèì ê òîæäåñòâåííîìó (ñì. [4],
[6], [7], [9]). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ýòî ìíî-
æåñòâî ðàçìåùåíî òèïè÷íî ïî îòíîøåíèþ ê ñëîÿì åñòåñòâåííîãî
ðàññëîåíèÿ τ îáúåìëþùåãî ïðîñòðàíñòâà íàä ïðîñòðàíñòâîì ïàðà-
ìåòðà ñåìåéñòâà. Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî Ìàêñâåëëà òèïè÷íîãî
ñåìåéñòâà óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì ìîæåò êàñàòüñÿ ñëîåâ ýòîãî ðàññëî-
åíèÿ òîëüêî â òî÷êàõ ñâîåé ãëàäêîñòè è ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì êàñà-
íèÿ. Êðîìå òîãî, â êàæäîì ñëîå ýòîãî ðàññëîåíèÿ ìîæåò áûòü íå
áîëåå îäíîé òî÷êè òàêîãî êàñàíèÿ (=äâîéíîé ñ êàñàíèåì, îñòàëüíûå
òî÷êè ãëàäêîñòè ìíîæåñòâà Ìàêñâåëëà íàçûâàþòñÿ ðåãóëÿðíûìè),
ëèáî òðîéíîé òî÷êè, ëèáî òî÷êè ñáîðêè, ëèáî åùå òî÷êè ñàìîïåðå-
ñå÷åíèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà.

Íàêîíåö, â Òàáëèöå 1
� îáîçíà÷åíèå Γa èñïîëüçóåòñÿ äëÿ Γ-ýêâèâàëåíòíîñòè àôèííîé

âäîëü îñè âûãîäû;
� óñëîâèå ïðîõîäà ÷åðåç ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì ïëîòíîñòè âûãî-

äû îçíà÷àåò ñîâïàäåíèå âûãîäû A c ëîêàëüíûì ýêñòðåìóìîì ýòîé
ïëîòíîñòè ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà;

� óñëîâèå ïðîõîäà ÷åðåç äâîéíóþ òî÷êó ñ êàñàíèåì, òðîéíóþ òî÷-
êó èëè òî÷êó ñáîðêè - ýòî èñïîëüçîâàíèå ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì çíà-
÷åíèè ïàðàìåòðà íà íåêîòîðîì ó÷àñòêå ñêîðîñòè, èìåþùåé íà ýòîì
ó÷àñòêå óêàçàííóþ â óñëîâèè îñîáåííîñòü;

� óñëîâèå ïåðåêëþ÷åíèÿ â äâîéíîé òî÷êå - ýòî ïåðåêëþ÷åíèå
ìåæäó ìàêñèìàëüíîé è ìèíèìàëüíîé ñêîðîñòÿìè â ðåãóëÿðíîé òî÷-
êå ìíîæåñòâà Ìàêñâåëëà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T, T = T (c), è P, P = P (c), ôóíêöèè ïåðèîäà
öèêëà óðîâíÿ c è âûãîäû âäîëü íåãî, ñîîòâåòñòâåííî. Äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû 2.2 ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.3. ([11]) Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîé ïëîòíîñòè âûãîäû ñ
êîíå÷íûì ÷èñëîì êðèòè÷åñêèõ òî÷åê è íåïðåðûâíîé óïðàâëÿåìîé
ñèñòåìû ñ ïîëîæèòåëüíûìè ñêîðîñòÿìè, ìèíèìóì è ìàêñèìóì
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èç êîòîðûõ ðàâíû ëèøü â îòäåëüíûõ òî÷êàõ, óðîâåíü c öèêëà, äî-
ñòàâëÿþùåãî íàèáîëüøóþ ñðåäíþþ âûãîäó, ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåí-
íûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

c− P (c)/T (c) = 0. (2.2)
Áîëåå òîãî, ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöè-
ðóåìîé ôóíêöèÿ âáëèçè ýòîãî óðîâíÿ.
2.3. Îñîáåííîñòè âûãîäû äëÿ îïòèìàëüíûõ ñòàöèîíàðíûõ
ñòðàòåãèé. Ñòàöèîíàðíàÿ îáëàñòü óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû � ýòî
îáúåäèíåíèå S âñåõ åå òî÷åê ïîêîÿ. Äëÿ íåïðåðûâíûõ ñèñòåì ýòà
îáëàñòü çàìêíóòà. Íàèëó÷øàÿ ñðåäíÿÿ âûãîäà As äëÿ ñòàöèîíàð-
íûõ ñòðàòåãèé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé ýêñòðåìàëüíîé çàäà-
÷è As(p) = max{f(x, p) |x ∈ Sp}, ãäå Sp = {x | (x, p) ∈ S}.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êëàññèôèêàöèè òèïè÷íûõ îñîáåííîñòåé âû-
ãîäû As ìîæíî ñíà÷àëà èçó÷èòü òèïè÷íûå îñîáåííîñòè ñòàöèî-
íàðíîé îáëàñòè è äîêàçàòü èõ óñòîé÷èâîñòü ê ìàëîìó øåâåëåíèþ
òèïè÷íîãî ñåìåéñòâà ñèñòåì, à çàòåì ïðîàíàëèçèðîâàòü òèïè÷íûå
îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ ýòîé ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è.
Òåîðåìà 2.4. Äëÿ òèïè÷íîãî ãëàäêîãî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñå-
ìåéñòâà óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì íà îêðóæíîñòè ðîñòîê ñòàöèîíàð-
íîé îáëàñòè â êàæäîé òî÷êå åå ãðàíèöû åñòü ðîñòîê â íóëå îäíîãî
èç ñåìè ìíîæåñòâ Òàáëèöû 2 â ïîäõîäÿùåé ñèñòåìå ãëàäêèõ ëî-
êàëüíûõ êîîðäèíàò, ðàññëîåííîé íàä ïàðàìåòðîì. Áîëåå òîãî,
• ÷èñëî ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà íå ìåíü-

øå äâóõ äëÿ îñîáåííîñòåé 1 è 2, íå ìåíüøå 3 äëÿ îñîáåííîñòåé 3,
4 è ðàâíî 2 äëÿ îñîáåííîñòè 5,
• ñòàöèîíàðíûå îáëàñòè òèïè÷íîãî ñåìåéñòâà óïðàâëÿåìûõ ñè-

ñòåì è ëþáîãî äîñòàòî÷íî áëèçêîãî ê íåìó ïåðåâîäÿòñÿ îäíà â
äðóãîþ áëèçêèì ê òîæäåñòâåííîìó C∞-äèôôåîìîðôèçìîì, ñîõðà-
íÿþùèì åñòåñòâåííîå ðàññëîåíèå ïðîñòðàíñòâà íàä ïàðàìåòðîì.

Òàáëèöà 2.

1 2± 3 4 5±
x ≤ 0 p ≥ ±x2 p ≤ |x| x ≥ −|p| ±(p2 − x2) ≤ 0

Ìû íå ïðèâîäèì äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû. Îíî îñíîâàíî íà
èñïîëüçîâàíèè òåîðåì òðàíñâåðñàëüíîñòè è äîñòàòî÷íî ïðîñòî.
Çàìå÷àíèå 1. Â òèïè÷íîì ñëó÷àå ìàêñèìàëüíàÿ è ìèíèìàëüíàÿ äî-
ïóñòèìûå ñêîðîñòè èìåþò ðàçíûå çíàêè âíóòðè ñòàöèîíàðíîé îá-
ëàñòè, à íà åå ãðàíèöå õîòÿ áû îäíà èç íèõ íóëåâàÿ. Êðîìå òîãî
âíå îñîáåííîñòåé òèïà 2± çàíóëÿþùàÿñÿ ñêîðîñòü âñåãäà èìååò îä-
íîñòîðîííèå íåíóëåâûå ïðîèçâîäíûå. Â ñëó÷àå ïîëèäèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì, êîãäà ÷èñëî çíà÷åíèé óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà êîíå÷íî,
óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.4 áûëî äîêàçàíî Ñåëèåé Ìîðåéðà [8].



8 À.À.Äàâûäîâ* è Å. Ìåíà Ìàòîø**

Òåîðåìà 2.5. Äëÿ òèïè÷íîãî ãëàäêîãî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñå-
ìåéñòâà ïàð óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì è ïëîòíîñòåé âûãîäû íà îêðóæ-
íîñòè è ëþáîãî çíà÷åíèÿ óïðàâëÿþùåãî ïàðàìåòðà, äîïóñêàþùå-
ãî ñòàöèîíàðíûå ñòðàòåãèè, ðîñòîê âûãîäû As â ýòîì çíà÷åíèè
åñòü ðîñòîê â íóëå îäíîé èç ïÿòè ôóíêöèé âòîðîé ñòðîêè Òàáëè-
öû 3 ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè èç òðåòüåé ñòðîêè. Êðî-
ìå òîãî ãðàôèêè òàêèõ âûãîä äëÿ òèïè÷íîé ïàðû è ëþáîé äîñòà-
òî÷íî áëèçêîé ê íåé ïåðåâîäÿòñÿ îäèí â äðóãîé ãëàäêîé áëèçêîé ê
òîæäåñòâåííîé Γ-ýêâèâàëåíòíîñòüþ.

Òàáëèöà 3.

Type 1 2 3 4 5
Singularity 0 |p| p|p| √

p, p ≥ 0 max
{
0, 1 +

√
p
}

Equivalence R+ R+ R+ R+ Γ

Òåîðåìà 2.5 äîêàçàíà â ïàðàãðàôå 4.
Çàìå÷àíèå 2. Â òèïè÷íîì ñëó÷àå îñîáåííîñòü 1 èç Òàáëèöû 3 íà-
áëþäàåòñÿ, êîãäà âûãîäà As äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â îäíîé òî÷êå ïî-
êîÿ � ëèáî íåâûðîæäåííîì ìàêñèìóìå ïëîòíîñòè âûãîäû âíóòðè
ñòàöèîíàðíîé îáëàñòè ëèáî òî÷êå åå ãðàíèöû ñ îñîáåííîñòüþ òè-
ïà 1 èç òåîðåìû 2.4 è ñ fx 6= 0. Îñîáåííîñòè 2 ñîîòâåòñòâóåò ëèáî
òèïè÷íàÿ êîíêóðåíöèÿ äâóõ ñòðàòåãèé ñ îñîáåííîñòüþ 1 èç Òàá-
ëèöû 3 ëèáî ïîÿâëåíèå îñîáåííîñòè 4 ëèáî 5− ñòàöèîíàðíîé îá-
ëàñòè èç òåîðåìû 2.4 êàê (åäèíñòâåííîé) îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè
(ïðè ýòîì fx 6= 0). Îñîáåííîñòü 3 îïðåäåëÿåòñÿ òèïè÷íûì âûõîäîì
(åäèíñòâåííîé) îïòèìàëüíîé ñòàöèîíàðíîé ñòðàòåãèè íà ãðàíèöó
îáëàñòè S; â òèïè÷íîì ñëó÷àå ýòî ïðîèñõîäèò â òî÷êå ãðàíèöû ñ
îñîáåííîñòüþ òèïà 1 èç òåîðåìû 2.4 è ïðè fx = 0 6= fxx â òî÷êå
âûõîäà. Íàêîíåö, îñîáåííîñòü 4 ïîÿâëÿåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà (åäèí-
ñòâåííàÿ) îïòèìàëüíàÿ ñòðàòåãèÿ � ýòî ãðàíè÷íàÿ òî÷êà ñòàöèî-
íàðíîé îáëàñòè ñ îñîáåííîñòüþ òèïà 2+ èç òåîðåìû 2.4 (ïðè ýòîì
fx 6= 0 â ýòîé òî÷êå) è ëîêàëüíî âáëèçè ñîîòâåòñòâóþùåãî çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà ïî îäíó ñòîðîíó îò íåãî íåò ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèé; íà-
ïðîòèâ, îñîáåííîñòü 5 íàáëþäàåòñÿ â òàêîé ñèòóàöèè, êîãäà òàêèå
ñòðàòåãèè åñòü ñ îáåèõ ñòîðîí. Âñå îñîáåííîñòè èç Òàáëèöû 3 õîðî-
øî èçâåñòíû â òåîðèè ïàðàìåòðè÷åñêîé îïòèìèçàöèè [6], [9], [12],
[14]. Â ñëó÷àå ñðåäíåé âðåìåííîé îïòèìèçàöèè îíè áûëè îòêðû-
òû Â.È.Àðíîëüäîì êàê òèïè÷íûå îñîáåííîñòè íàèáîëüøåé âûãîäû
äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèé è öèêëîâ óðîâíÿ [2]. Çäåñü âñå îíè íà-
áëþäàþòñÿ êàê òèïè÷íûå îñîáåííîñòè ýòîé âûãîäû èñêëþ÷èòåëüíî
äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèé è èìåþò óñòîé÷èâûå ðåàëèçàöèè óæå â
ñëó÷àå ñåìåéñòâ áèäèíàìè÷åñêèõ (ïîëèäèíàìè÷åñêèõ) ñèñòåì, èçó-
÷åííîì Ñåëèåé Ìîðåéðà [8], èñïîëüçîâàâøåé òîæå ïîíÿòèå òî÷êè
ïîêîÿ, ÷òî è â íàñòîÿùåé ðàáîòå.
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2.4. Ïåðåõîäû ìåæäó òèïàìè îïòèìàëüíûõ ñòðàòåãèé. Çíà-
÷åíèå ïàðàìåòðà ñåìåéñòâ íàçûâàåòñÿ ïåðåõîäíûì, åñëè â ëþáîé
åãî îêðåñòíîñòè ìàêñèìàëüíàÿ ñðåäíÿÿ âûãîäà íå ìîæåò áûòü îáåñ-
ïå÷åíà òîëüêî îäíèì òèïîì ñòðàòåãèé, à èìåííî, ëèáî öèêëàìè
óðîâíÿ ëèáî òî÷êàìè ïîêîÿ.
Òåîðåìà 2.6. Äëÿ òèïè÷íîãî ãëàäêîãî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñå-
ìåéñòâà ïàð óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì è ïëîòíîñòåé âûãîäû íà îêðóæ-
íîñòè ðîñòîê ìàêñèìàëüíîé ñðåäíåé âûãîäû â ëþáîì ïåðåõîäíîì
çíà÷åíèè ïàðàìåòðà R+-ýêâèâàëåíòåí ðîñòîêó â íóëå îäíîé èç
äâóõ ôóíêöèé âòîðîãî ñòîëáöà Òàáëèöû 4. Êðîìå òîãî ìíîæå-
ñòâà ïåðåõîäíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà äëÿ òèïè÷íîé ïàðû è ëþáîé
äîñòàòî÷íî áëèçêîé ê íåé ïåðåâîäÿòñÿ îäíî â äðóãîå áëèçêèì ê
òîæäåñòâåííîìó C∞-äèôôåîìîðôèçìîì ñ ñîõðàíåíèåì òèïà îñî-
áåííîñòåé âûãîäû â ýòèõ çíà÷åíèÿõ.

Òàáëèöà 4.

No Îñîáåííîñòü Òèï
1 |p| Îñòàíîâêà âî âíóòðåííåé òî÷êå ñòà-

öèîíàðíîé îáëàñòè, fx(.) = 0

2 max
{

0, p
| ln p|(1 + H)

}
Îñòàíîâêà â ãðàíè÷íîé òî÷êå ñòàöè-
îíàðíîé îáëàñòè ñ îñîáåííîñòüþ 1 èç
Òàáëèöû 2, fx(.) 6= 0

Çàìå÷àíèå 3. Â ýòîé òàáëèöå H = h(p, p
| ln p| ,

ln | ln p|
| ln p| ), ãäå h - ãëàäêàÿ

ôóíêöèÿ, h(p, 0, 0) ≡ 0. Ïåðâàÿ îñîáåííîñòü îïðåäåëÿåòñÿ íåâû-
ðîæäåííîé êîíêóðåíöèåé ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà ïëîòíîñòè âûãî-
äû âíóòðè ñòàöèîíàðíîé îáëàñòè, äîñòàâëÿþùåãî âûãîäó As, c íàè-
áîëüøåé ñðåäíåé âûãîäîé âäîëü öèêëîâ óðîâíÿ; âòîðàÿ - ïðèõîäîì
òî÷êè ïåðåêëþ÷åíèÿ ìåæäó ìàêñèìàëüíûìè è ìèíèìàëüíûìè ñêî-
ðîñòÿìè íà îïòèìàëüíîì öèêëå óðîâíÿ íà ãðàíèöó ñòàöèîíàðíîé
îáëàñòè ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà.

Òåîðåìà 2.6 äîêàçàíà â ïàðàãðàôå 5.

3. Èçáðàííûå ñòðàòåãèè: äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.1
Ñíà÷àëà äîêàæåì íåñêîëüêî ïîëåçíûõ óòâåðæäåíèé.

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Åñëè äîïóñòèìîå äâèæåíèå äèôôåðåíöèðóå-
ìîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû âõîäèò â òî÷êó èëè âûõîäèò èç íåå çà
êîíå÷íîå âðåìÿ, òî ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü â íàïðàâëåíèè ýòîãî
äâèæåíèÿ â ýòîé òî÷êå ïîëîæèòåëüíà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîíÿòíî, ÷òî â òàêîé òî÷êå ìàêñèìàëüíàÿ ñêî-
ðîñòü â íàïðàâëåíèè âõîäà èëè âûõîäà èç òî÷êè íåîòðèöàòåëüíà â
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ñèëó íåïðåðûâíîñòè ýòîé ñêîðîñòè. Íî ìàêñèìàëüíàÿ (ìèíèìàëü-
íàÿ) ñêîðîñòü V äèôôåðåíöèðóåìîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû ÿâëÿåò-
ñÿ ëèïøèöåâîé ôóíêöèåé, åñëè ìíîæåñòâî çíà÷åíèé óïðàâëÿþùå-
ãî ïàðàìåòðà - çàìêíóòîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå èëè äèçúþíêòíîå
îáúåäèíåíèå òàêîâûõ. Òàêèì îáðàçîì, åñëè V çàíóëÿåòñÿ â íåêî-
òîðîé òî÷êå x0, òî âáëèçè ýòîé òî÷êè |V (x) − V (x0)| ≤ C|x − x0|
ñ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé C. Ñëåäîâàòåëüíî, âîéòè
èëè âûéòè èç ýòîé òî÷êè çà êîíå÷íîå âðåìÿ ñèñòåìà íå ìîæåò, èáî
ôóíêöèÿ 1/x èìååò íåèíòåãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü â íóëå. Ýòî ïðî-
òèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, â íàøèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ çíà-
÷åíèå V (x0) äîëæíî áûòü ïîëîæèòåëüíûì. ¤

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Åñëè äîïóñòèìîå äâèæåíèå x(t), 0 ≤ t < ∞,
íåïðåðûâíîé óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû îáåñïå÷èâàåò ñðåäíþþ âûãî-
äó A íà áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòå è ó÷àñòîê åãî òðàåêòîðèè ìåæäó
òî÷êàìè x(t1), x(t2) ñ f(x(t)) < A ( f(x(t)) > A ) äëÿ âñåõ t ∈ [t1, t2]
ìîæåò áûòü ïðîéäåí áûñòðåå (ìåäëåííåå, ñîîòâåòñòâåííî), òî
ñðåäíÿÿ âûãîäà äëÿ äâèæåíèÿ ñ áîëåå áûñòðûì (ìåäëåííûì, ñîîò-
âåòñòâåííî) ïðîõîæäåíèåì ýòîãî ó÷àñòêà îáåñïå÷èâàåò íå ìåíü-
øóþ ñðåäíþþ âûãîäó íà áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû ïðîâåäåì åãî òîëüêî â ñëó÷àå áîëåå áûñòðîãî
ïðîõîäà. Àíàëèç äðóãîãî ñëó÷àÿ àíàëîãè÷åí. Íàøè ðàññóæäåíèÿ
àíàëîãè÷íû ïðîâåäåííûì â [11] â ñõîæåé ñèòóàöèè. Áåç íàðóøåíèÿ
îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü ïëîòíîñòü âûãîäû ïîëîæèòåëüíîé, èáî
äîáàâëåíèå ê íåé ëþáîé êîíñòàíòû óâåëè÷èâàåò ñðåäíþþ âûãîäó
íà ñàìó ýòó êîíñòàíòó, ÷òî íåòðóäíî âèäåòü.

Îáîçíà÷èì C = max{f(x(t)), t ∈ [t1, t2]}. Ïî îïðåäåëåíèþ ñðåä-
íåé âûãîäû íà áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòå ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü âðåìåí Ti → ∞ òàêèõ, ÷òî A(Ti) → A ïðè i → ∞. Âîçüìåì
i ñòîëü áîëüøèì, ÷òî Ti > t2 and A(Ti) > C. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
∆, 0 < ∆ < T , ýêîíîìèþ âðåìåíè ïðè áîëåå áûñòðîì ïðîõîæäåíèè
ó÷àñòêà ìåæäó x(t1) è x(t2). Âû÷èñëÿÿ ðàçíèöó D ìåæäó ñðåäíèìè
âûãîäàìè èñõîäíîãî äâèæåíèÿ íà ïðîìåæóòêå [0, Ti] è èçìåíåííîãî
äâèæåíèÿ íà ïðîìåæóòêå [0, Ti −∆], ïîëó÷àåì

D ≤ A(Ti)− TiA(Ti)− C∆

Ti −∆
=

∆

Ti −∆
(C − A(Ti)) < 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äâèæåíèå ñ áîëåå áûñòðûì ïðîõîæäåíèåì ó÷àñòêà
ìåæäó x(t1) è x(t2) îáåñïå÷èâàåò íå ìåíüøóþ ñðåäíþþ âûãîäó íà
áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòå, ÷åì èñõîäíîå äâèæåíèå. ¤

Äîêàæåì òåïåðü òåîðåìó 2.1. Ïóñòü f è A � ïëîòíîñòü âûãîäû
è ìàêñèìàëüíàÿ ñðåäíÿÿ âûãîäà íà áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòå, ñîîò-
âåòñòâåííî. Åñëè îáëàñòü {x : f(x) ≥ A} ñîäåðæèò òî÷êè ïîêîÿ, òî
âûãîäà A îáåñïå÷èâàåòñÿ îäíîé èç íèõ, ÷òî íåòðóäíî âèäåòü.
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Åñëè òî÷åê ïîêîÿ â ýòîé îáëàñòè íåò, òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì
ε > 0 èõ òàêæå íåò è â îáëàñòè D = {x : f(x) ≥ A − ε} â ñèëó
íåïðåðûâíîñòè ïëîòíîñòè âûãîäû, ìàêñèìàëüíîé è ìèíèìàëüíîé
ñêîðîñòåé. Â ÷àñòíîñòè, â îáëàñòè D ýòè ñêîðîñòè îäíîãî çíàêà è
îòäåëåíû îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå äîïóñòèìîå äâèæåíèå íà
ñâÿçíîé êîìïîíåíòå ýòîé îáëàñòè ïîêèäàåò ýòó êîìïîíåíòó çà êî-
íå÷íîå âðåìÿ è ìîæåò âåðíóòüñÿ íà íåå ëèøü ïîñëå îáîðîòà âîêðóã
îêðóæíîñòè.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî îáîðîòîâ âîêðóã îêðóæíîñòè äîïóñòè-
ìîãî äâèæåíèÿ x(t), äîñòàâëÿþùåãî âûãîäó A, äîëæíî ñòðåìèòüñÿ
ê áåñêîíå÷íîñòè, êîãäà ñàìî âðåìÿ óõîäèò íà áåñêîíå÷íîñòü. Äåé-
ñòâèòåëüíî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòî äâèæåíèå áóäåò íàõîäèòüñÿ â
îáëàñòè D ëèøü êîíå÷íîå âðåìÿ è áåñêîíå÷íîå â äîïîëíåíèè ê íåé,
íî òîãäà ñðåäíÿÿ âûãîäà âäîëü íåãî íå ïðåâûñèò A− ε - îãðàíè÷å-
íèÿ ñâåðõó çíà÷åíèé ïëîòíîñòè âûãîäû â ýòîì äîïîëíåíèè, - ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò îïòèìàëüíîñòè ýòîãî äâèæåíèÿ.

Äâèæåíèå x(t) óëó÷øàåìî ïðè êàæäîì åãî îáîðîòå â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ïðåäëîæåíèåì 3.2, èáî â ñèëó íàëè÷èÿ ó íåãî âðàùåíèÿ ìàê-
ñèìàëüíàÿ äîïóñòèìàÿ ñêîðîñòü â íàïðàâëåíèè âðàùåíèÿ âñþäó
ïîëîæèòåëüíà â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.1. Â ÷àñòíîñòè, îíà îòäåëåíà
îò íóëÿ â ñèëó ñâîåé íåïðåðûâíîñòè è êîìïàêòíîñòè îêðóæíîñòè.
Öèêë óðîâíÿ A èñïîëüçóåò ýòó ñêîðîñòü íà ìíîæåñòâå f(x) ≤ A.
Íà îñòàâøåéñÿ ÷àñòè îêðóæíîñòè (= {f(x) > A}) óëó÷øåííîå äâè-
æåíèå èñïîëüçóåò ìèíèìàëüíóþ ñêîðîñòü, êîòîðàÿ íà ýòîé ÷àñòè
òàêæå îòäåëåíà îò íóëÿ â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè ìàêñèìàëüíîé
ñêîðîñòè è îòñóòñòâèÿ òî÷åê ïîêîÿ â çàìûêàíèè ýòîé ÷àñòè.

Òàêèì îáðàçîì, óëó÷øåííîå äâèæåíèå - öèêë óðîâíÿ A. Ñðåäíÿÿ
âûãîäà íà áåñêîíå÷íîì ãîðèçîíòå âäîëü íåãî íå ìåíüøå ÷åì âäîëü
èñõîäíîãî äâèæåíèÿ, òî åñòü íå ìåíüøå A, íî è áîëüøå îíà áûòü
íå ìîæåò â ñèëó îïòèìàëüíîñòè èñõîäíîãî äâèæåíèÿ.

Òåîðåìà 2.1 äîêàçàíà. ¤

4. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.5
Òî÷êó ãðàíèöû îáëàñòè ïîêîÿ áóäåì íàçûâàòü ðåãóëÿðíîé ëèáî

îñîáîé, åñëè â ýòîé òî÷êå ýòà îáëàñòü èìååò îñîáåííîñòü 1 è ëþ-
áóþ äðóãóþ îñîáåííîñòü èç òåîðåìû 2.4, ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëåçíî
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 4.1. Äëÿ òèïè÷íîãî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåé-
ñòâà ïàð óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì è ïëîòíîñòåé âûãîäû íà îêðóæíî-
ñòè
(a) â ëþáîé òî÷êå ïî ìåíüøåé ìåðå õîòÿ áû îäíà èç ïðî-

èçâîäíûõ fx, fxx è fxxx ñåìåéñòâà ïëîòíîñòåé âûãîäû
îòëè÷íà îò íóëÿ,
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(b) â ëþáîé îñîáîé òî÷êå ãðàíèöû îáëàñòè ïîêîÿ îòëè÷íà
îò íóëÿ ïðîèçâîäíàÿ fx, à â ëþáîé ðåãóëÿðíîé - õîòÿ
áû îäíà èç ïðîèçâîäíûõ fx è fxx,

(c) ïðè ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ñåìåéñòâà íàèëó÷øàÿ
ñðåäíÿÿ âûãîäà ñðåäè ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèé ìîæåò
äîñòèãàòüñÿ íå áîëåå, ÷åì â äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ.

Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ óòâåðæäåíèÿ ìû íå ïðèâîäèì, ïîñêîëüêó
îíè ëåãêî ñëåäóþò èç òåîðåìû òðàíñâåðñàëüíîñòè Òîìà â ñëó÷àÿõ
(a) è (b) ìóëüòèñòðóéíîé òåîðåìû òðàíñâåðñàëüíîñòè â ñëó÷àå (c).

Äîêàæåì òåîðåìó 2.5. Ïóñòü ñïåðâà äëÿ çíà÷åíèÿ p0 ïàðàìåòðà
âûãîäà As(p0) äîñòèãàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå ïîêîÿ Q = (x0, p0).

Åñëè Q - âíóòðåííÿÿ òî÷êà îáëàñòè ïîêîÿ, òî, î÷åâèäíî, fx(Q) =
0, à èç óòâåðæäåíèÿ (a) ïðåäëîæåíèÿ 4.1 ñëåäóåò, ÷òî â òèïè÷íîì
ñëó÷àå fxx(Q) < 0, ïîñêîëüêó Q - òî÷êà ëîêàëüíîãî ìàêñèìóìà
ïëîòíîñòè âûãîäû f(., p0). Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ çíà÷åíèé p âáëèçè
p0 âåðíî As(p) = f(x(p), p), ãäå x = x(p) êðèâàÿ ëîêàëüíûõ ìàê-
ñèìóìîâ ïëîòíîñòåé f(·, p) âáëèçè òî÷êè Q, à èìåííî - ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ fx = 0 âáëèçè íåå. Â ñèëó fxx(Q) < 0 ýòî ðåøåíèå ñóùå-
ñòâóåò, åäèíñòâåííî è ãëàäêî ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè. Òàêèì
îáðàçîì, âûãîäà As - ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ âáëèçè òî÷êè p0 è, çíà÷èò,
â ýòîé òî÷êå îíà èìååò ïåðâóþ îñîáåííîñòü èç Òàáëèöû 3.

Åñëè Q - ðåãóëÿðíàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà îáëàñòè ïîêîÿ, òî ïðîèç-
âîäíàÿ fx(Q) ëèáî ðàâíà íóëþ ëèáî íåò. Ïîíÿòíî, ÷òî âî âòîðîì
ñëó÷àå âáëèçè òî÷êè p0 ôóíêöèÿ As ñîâïàäàåò ñ îãðàíè÷åíèåì ñå-
ìåéñòâà ïëîòíîñòåé âûãîäû íà ãðàíèöó îáëàñòè ïîêîÿ âáëèçè òî÷êè
Q, è, ñëåäîâàòåëüíî, îíà ãëàäêàÿ âáëèçè p0. Òàêèì îáðàçîì, êàê è
âûøå ìû ïîëó÷àåì ïåðâóþ îñîáåííîñòü èç Òàáëèöû 3.

Â ïåðâîì æå ñëó÷àå ïðè fx(Q) = 0 èìååì fxx(Q) < 0 â ñèëó óòâåð-
æäåíèÿ (b) ïðåäëîæåíèÿ 4.1 è òîãî ôàêòà, ÷òî Q - òî÷êà ëîêàëü-
íîãî ìàêñèìóìà ôóíêöèè f(., p0). Äàëåå, â ñèëó òåîðåìû òðàíñâåð-
ñàëüíîñòè Òîìà â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ äèôôåðåíöèàë îãðà-
íè÷åíèÿ ïðîèçâîäíîé fx íà ãðàíèöó îáëàñòè ïîêîÿ íå âûðîæäàåòñÿ
â òî÷êå Q. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîé òî÷êå ýòà ãðàíèöà íå êàñàåòñÿ
êðèâîé ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ ïî x ñåìåéñòâà ïëîòíîñòåé âûãîäû.
Â ÷àñòíîñòè, âáëèçè òî÷êè Q ýòà êðèâàÿ è îáëàñòü ïîêîÿ ïðèíè-
ìàþò ñîîòâåòñòâåííî âèä êðèâîé x = p è ìíîæåñòâà x ≤ 0 âáëèçè
íóëÿ ïîñëå ïîäõîäÿùåãî âûáîðà ãëàäêèõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò ðàñ-
ñëîåííûõ íàä ïàðàìåòðîì. Â òàêèõ êîîðäèíàòàõ ñåìåéñòâî ïëîòíî-
ñòåé âûãîäû ìîæíî ïðåäñòàâèòü âáëèçè íóëÿ ((= (0, 0) = Q) â âèäå
f(x, p) = f(p, p) + (x − p)2h(x, p) ñ íåêîòîðîé ãëàäêîé ôóíêöèåé
h â ñèëó ëåììû Àäàìàðà; hxx(0, 0) < 0 â ñèëó fxx(0, 0) < 0. Òå-
ïåðü íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî âáëèçè íóëÿ âûãîäà As åñòü ìàêñèìóì
èç îãðàíè÷åíèé ýòîãî ñåìåéñòâà íà ãðàíèöó x = 0 îáëàñòè ïîêîÿ
è íà ÷àñòü êðèâîé x = p åãî ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ ïî x, ëåæà-
ùóþ â ýòîé îáëàñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, âáëèçè p0 ýòà âûãîäà ðàâíà
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f(p, p) + p2h(p, p) ïðè p ≥ 0 è f(p, p) ïðè p ≤ 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,
èìååò òðåòüþ îñîáåííîñòü èç Òàáëèöû 3 â òî÷êå p0.

Åñëè Q - îñîáàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà îáëàñòè ïîêîÿ, òî fx(Q) 6= 0
â ñèëó óòâåðæäåíèÿ (b) ïðåäëîæåíèÿ 4.1. Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîé
òî÷êå îáëàñòü ïîêîÿ ìîæåò èìåòü ëèøü îäíó èç îñîáåííîñòåé 2+, 4
èëè 5− èç òåîðåìû 2.4, èáî ïðè äðóãèõ îñîáåííîñòÿõ, 2− è 5+, òî÷êà
Q ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé ñå÷åíèÿ Sp0 è íå ìîæåò äîñòàâëÿòü
íàèáîëüøåé ñðåäíåé âûãîäû â ñèëó fx(Q) 6= 0. Ïðè îñîáåííîñòÿõ 4
è 5− îáëàñòè ïîêîÿ â ýòîé òî÷êå âûãîäà As èìååò â òî÷êå p0 âòîðóþ
îñîáåííîñòü èç Òàáëèöû 3, ÷òî íåòðóäíî âèäåòü, à ïðè îñîáåííîñòè
2+ òèï îñîáåííîñòè ýòîé âûãîäû â òî÷êå p0 çàâèñèò îò íàëè÷èÿ â
ñå÷åíèè Sp0 äðóãèõ òî÷åê ïîêîÿ.

Âûãîäà As èìååò â òî÷êå p0 ÷åòâåðòóþ îñîáåííîñòü èç Òàáëèöû
2, åñëè äðóãèõ òî÷åê ïîêîÿ â ñå÷åíèè Sp0 íåò. Ïðè íàëè÷èè òàêèõ
òî÷åê êàæäàÿ èç íèõ â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ áóäåò ëèáî âíóò-
ðåííåé òî÷êîé îáëàñòè ïîêîÿ ëèáî ðåãóëÿðíîé òî÷êîé åå ãðàíèöû.
Ïðè ýòîì â îáîèõ ñëó÷àÿõ çíà÷åíèå ïëîòíîñòè âûãîäû â íåé áóäåò
ìåíüøå As(p0), à âî âòîðîì ñëó÷àå ê òîìó æå ïðîèçâîäíàÿ fx áóäåò
íåíóëåâîé. Âñå ýòî ñëåäóåò èç ìóëüòèñòðóéíîé òåîðåìû òðàíñâåð-
ñàëüíîñòè. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî â òàêîé ñèòóàöèè âûãîäà As èìååò
â òî÷êå p0 ïÿòóþ îñîáåííîñòü èç Òàáëèöû 3.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì îñòàëîñü ïðîàíàëèçèðîâàòü
ñëó÷àé, êîãäà âûãîäà As(p0) äîñòèãàåòñÿ â äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ
ïîêîÿ. Êàê è âûøå, â ñèëó ìóëüòèñòðóéíîé òåîðåìû òðàíñâåðñàëü-
íîñòè êàæäàÿ èç íèõ â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèáî
âíóòðåííåé òî÷êîé îáëàñòè ïîêîÿ ñ fx = 0 < fxx ) ëèáî ðåãóëÿðíîé
òî÷êîé åå ãðàíèöû ñ fx 6= 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíèå âûãîäû, îáåñ-
ïå÷èâàåìûå ëó÷øèìè ñòàöèîíàðíûìè ñòðàòåãèÿìè âáëèçè êàæäîé
èç ýòèõ òî÷åê, áóäóò ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè ïàðàìåòðà âáëèçè òî÷êè
p0. Îäíàêî â ñèëó ýòîé æå òåîðåìû ïðîèçâîäíûå ýòèõ äâóõ âûãîä
â òî÷êå p0 ðàçëè÷íû â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ñàìà âûãîäà As

âáëèçè òî÷êè ýòîé òî÷êè åñòü ìàêñèìóì èç ýòèõ äâóõ âûãîä, è,
ñëåäîâàòåëüíî, â òî÷êå p0 èìååò âòîðóþ îñîáåííîñòü èç Òàáëèöû 3.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî äëÿ òèïè÷íîé ïàðû îñîáåííîñòè Òàáëèöû
3 îïðåäåëÿþòñÿ òðàíñâåðñàëüíîñòüþ ñòðóéíûõ èëè ìóëüòèñòðóé-
íûõ ðàñøèðåíèé ïàðû ê ïîäìíîãîîáðàçèÿì â ïðîñòðàíñòâå ñòðóé
èëè ìóëüòèñòðóé ïàð, ñîîòâåòñòâåííî. Îòñþäà ñëåäóåò óñòîé÷è-
âîñòü îñîáåííîñòåé âûãîäû As òèïè÷íîé ïàðû ê åå ìàëîìó øåâåëå-
íèþ, ÷òî âëå÷åò ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû 2.5. ¤

5. Ñìåíà òèïà ñòðàòåãèé: äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.6
Ñïåðâà ìû äîêàæåì íåñêîëüêî ïîëåçíûõ óòâåðæäåíèé, à çàòåì

èçó÷èì òèïè÷íûå ñìåíû òèïà ñòðàòåãèé.

5.1. Öèêëè÷åñêèå è ïåðåõîäíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà.
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Ïðåäëîæåíèå 5.1. Äëÿ öèêëè÷åñêîãî óðîâíÿ c0 ïëîòíîñòè âûãî-
äû ïðè çíà÷åíèè p0 ïàðàìåòðà äîñòàòî÷íî áëèçêèå óðîâíè ýòîé
ïëîòíîñòè ïðè äîñòàòî÷íî áëèçêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà òàêæå
öèêëè÷åñêèå, åñëè ñåìåéñòâî ïàð óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì è ïëîòíî-
ñòåé âûãîäû äèôôåðåíöèðóåìîå, à ïëîòíîñòü âûãîäû ïðè çíà÷å-
íèè p0 ïàðàìåòðà èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 3.1 äëÿ çíà÷åíèÿ p0 ïàðà-
ìåòðà ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü V â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ âäîëü
öèêëà óðîâíÿ c0 âñþäó ïîëîæèòåëüíà. Ýòà ñêîðîñòü òàêæå ïîëî-
æèòåëüíà è äëÿ âñåõ áëèçêèõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà, ïîñêîëüêó îíà
íåïðåðûâíà äëÿ íåïðåðûâíîãî ñåìåéñòâà óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì. Ñëå-
äîâàòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè (c, p) âáëèçè
òî÷êè (c0, p0) îáëàñòü {x : f(x, p) ≥ c} íå ñîäåðæèò òî÷åê ïîêîÿ.

Åñëè ýòî íå òàê, òî ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè òî÷åê {(xi, pi)}
è óðîâíåé {ci} òàêèå, ÷òî f(xi, pi) ≥ ci è lim

i→∞
(pi, ci) = (p0, c0). Íî

îêðóæíîñòü êîìïàêò, è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû Áîëüöàíî-
Âåéåðøòðàññà ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xij}, ñõîäÿùàÿ-
ñÿ ê òî÷êå Q îêðóæíîñòè. Òî÷êà (Q, p0) - òî÷êà ïîêîÿ â ñèëó íåïðå-
ðûâíîñòè ñåìåéñòâà ñèñòåì, à çíà÷åíèå ïëîòíîñòè âûãîäû â íåé íå
ìåíåå c0 â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ñåìåéñòâà ïëîòíîñòåé. Â ñèëó ïî-
ëîæèòåëüíîñòè ìàêñèìàëüíîé ñêîðîñòè V (Q, p0) ìèíèìàëüíàÿ ñêî-
ðîñòü â ýòîé òî÷êå äîëæíà áûòü ëèáî íóëåâîé ëèáî îòðèöàòåëüíîé.

Äàëåå, åñëè óðîâåíü c0 íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìóìîì ïëîòíîñòè f(·, p0)
ïî îêðóæíîñòè, òî äâèæåíèå óðîâíÿ (c0 − ε) íå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷å-
ñêèì äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε. Äåéñòâè-
òåëüíî, âáëèçè òî÷êè (Q, p0) ýòî äâèæåíèå äîëæíî èñïîëüçîâàòü
ìèíèìàëüíóþ ñêîðîñòü, êîòîðàÿ ëèáî îòðèöàòåëüíà âáëèçè ýòîé
òî÷êè ëèáî âûðîæäàåòñÿ â íåé è óäîâëåòâîðÿåò âáëèçè íåå óñëî-
âèþ Ëèïøèöà (â ñèëó äèôôåðåíöèðóåìîñòè ñåìåéñòâà ñèñòåì). Â
îáîèõ ñëó÷àÿõ ýòî äâèæåíèå íå ìîæåò ïðîéòè ÷åðåç òî÷êó Q : â
ïåðâîì ñëó÷àå ñèëó îòðèöàòåëüíîñòè èñïîëüçóåìîé ñêîðîñòè, à âî
âòîðîì îíî íå ìîæåò âîéòè â ýòó òî÷êó çà êîíå÷íîå âðåìÿ, èáî
ôóíêöèÿ 1/x èìååò íåèíòåãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü â íóëå. Ñëåäîâà-
òåëüíî, óðîâåíü c0 íå ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì ïðè çíà÷åíèè p0 ïàðà-
ìåòðà, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèÿì ïðåäëîæåíèÿ. Èòàê, ýòîò ñëó÷àé
íåâîçìîæåí.

Åñëè óðîâåíü c0 - ìèíèìóì ïëîòíîñòè f(·, p0) ïî îêðóæíîñòè,
òî òî÷êà (Q, p0) - ñòðîãèé ëîêàëüíûé ìèíèìóì ýòîé ïëîòíîñòè,
ïîñêîëüêó ýòà ïëîòíîñòü ïî óñëîâèþ èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Ñëåäîâàòåëüíî, äâèæåíèå óðîâíÿ c0 èñïîëüçóåò
ìèíèìàëüíóþ ñêîðîñòü âáëèçè òî÷êè (Q, p0) çà èñêëþ÷åíèåì ñàìîé
ýòîé òî÷êè. Àíàëîãè÷íî êàê è âûøå òàêîå äâèæåíèå ïðîéòè ÷åðåç
òî÷êó Q íå ìîæåò, è ìû ñíîâà ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå óñëîâèÿì
ïðåäëîæåíèÿ. Èòàê, è ýòîò ñëó÷àé íåâîçìîæåí.
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Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé òî÷êè (c, p) âáëèçè òî÷êè (c0, p0) îá-
ëàñòü {x : f(·, p) ≥ c} íå ñîäåðæèò òî÷åê ïîêîÿ, à óðîâåíü c
ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì äëÿ çíà÷åíèÿ p ïàðàìåòðà. ¤
Ïðåäëîæåíèå 5.2. Åñëè òî÷êà (c0, p0) äîñòàâëÿåò öèêë óðîâíÿ,
òî ìåðà ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíèöû îáëàñòåé èñïîëüçîâàíèÿ ìàêñè-
ìàëüíîé (ìèíèìàëüíîé) ñêîðîñòè íà öèêëàõ óðîâíÿ ýòîé òî÷êè
è ëþáîé òî÷êè (c, p) âáëèçè íåå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè (c, p) →
(c0, p0), åñëè ñåìåéñòâî ïàð óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì è ïëîòíîñòåé
âûãîäû äèôôåðåíöèðóåìîå, à ïëîòíîñòü âûãîäû ïðè çíà÷åíèè p0

ïàðàìåòðà èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.
Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 5.1 ëþáàÿ òî÷êà (c, p) âáëè-
çè (c0, p0) çàäàåò öèêë óðîâíÿ. Òîëüêî òàêèå òî÷êè (c, p) ìû è áóäåì
çäåñü ðàññìàòðèâàòü.

Óðîâåíü c0 ôóíêöèè f(·, p0) ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê,
èíà÷å îíà èìåëà áû áåñêîíå÷íîå ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê â ñèëó
òåîðåìû Ðîëëÿ. Òàêèì îáðàçîì, ýòîò óðîâåíü ìîæíî ïîêðûòü êî-
íå÷íûì ÷èñëîì îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ îáùåé äëèíîé ìåíüøåé ëþ-
áîãî íàïåðåä çàäàííîãî ε > 0. Âûáèðàÿ òàêîå ïîêðûòèå è óäàëÿÿ
åãî èç îêðóæíîñòè, â îñòàòêå ïîëó÷èì íåêîòîðûé êîìïàêò K. Íà
íåì ôóíêöèÿ |f(·, p0)−c0| íåïðåðûâíà è ïîëîæèòåëüíà. Îáîçíà÷èì
÷åðåç m åå ìèíèìóì íà K. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ñåìåéñòâà ïëîòíî-
ñòåé êîìïàêò {(x, p0) : x ∈ K} èìååò â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ
x, p îêðåñòíîñòü, â êîòîðîé ôóíêöèÿ |f(x, p)− c0| íå ìåíüøå 2m/3.
Ïîíÿòíî, ÷òî ëþáàÿ òàêàÿ îêðåñòíîñòü ñîäåðæèò íåêîòîðîå ìíîæå-
ñòâî âèäà K× [p0− δ, p0 + δ] ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ïîëîæèòåëüíîì
çíà÷åíèè δ. Äëÿ òî÷êè (x, p) ýòîãî ìíîæåñòâà èìååì

|f(x, p)− c| ≥ |f(x, p)− c0| − |c− c0| > m/3,

åñëè |c − c0| < m/3. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ òî÷êè (c, p) âáëèçè òî÷êè
(c0, p0), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì |c − c0| < m/3 è |p − p0| < δ
ìåðà ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè îáëàñòåé èñïîëüçîâàíèÿ öèêëàìè
óðîâíÿ ýòèõ òî÷åê ìàêñèìàëüíîé (ìèíèìàëüíîé) ñêîðîñòè ìåíüøå
ε. Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ìåðà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè (c, p) → (c0, p0),
÷òî òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü. ¤
Ïðåäëîæåíèå 5.3. Ïåðèîä öèêëà óðîâíÿ è (ñðåäíÿÿ) âûãîäà âäîëü
íåãî íåïðåðûâíû â ëþáîé òî÷êå (c0, p0) ñ öèêëè÷åñêèì óðîâíåì c0

ïðè çíà÷åíèè p0 ïàðàìåòðà, åñëè ñåìåéñòâî ïàð óïðàâëÿåìûõ ñè-
ñòåì è ïëîòíîñòåé âûãîäû äèôôåðåíöèðóåìîå, à ïëîòíîñòü âû-
ãîäû ïðè çíà÷åíèè p0 ïàðàìåòðà èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî êðè-
òè÷åñêèõ òî÷åê.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáàÿ òî÷êà (c, p) äîñòàòî÷íî áëèçêàÿ ê òî÷-
êå (c0, p0) äîñòàâëÿåò öèêë óðîâíÿ â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 5.1. Ïðè
ýòîì ìåðà ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè îáëàñòåé èñïîëüçîâàíèÿ ìàê-
ñèìàëüíîé (ìèíèìàëüíîé) ñêîðîñòè íà öèêëàõ óðîâíÿ ýòèõ òî÷åê
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ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ ïðè (c, p) → (c0, p0) â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 5.2. Ýòî
âìåñòå ñ íåïðåðûâíîñòüþ ñåìåéñòâ ìàêñèìàëüíîé (ìèíèìàëüíîé)
ñêîðîñòåé è ñåìåéñòâà ïëîòíîñòåé âûãîäû âëå÷åò çà ñîáîé óòâåð-
æäåíèå ïðåäëîæåíèÿ 5.3, ÷òî íåòðóäíî âèäåòü. ¤

Ñëåäñòâèå 5.4. Äëÿ äèôôåðåíöèðóåìîãî ñåìåéñòâà ïàð óïðàâëÿå-
ìûõ ñèñòåì è ïëîòíîñòåé âûãîäû è ïåðåõîäíîãî çíà÷åíèÿ p0 ïàðà-
ìåòðà íàèáîëüøàÿ ñðåäíÿÿ âûãîäà As(p0), îáåñïå÷èâàåìàÿ ñòàöèî-
íàðíûìè ñòðàòåãèÿìè, íå ìåíüøå âåðõíåé ãðàíèöû Al(p0) ñðåäíèõ
âûãîä, îáåñïå÷èâàåìûõ öèêëàìè óðîâíÿ ïðè p → p0, åñëè ïëîò-
íîñòü f(., p0) èìååò ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå, ÷òî As(p0) < Al(p0). Óðî-
âåíü c0 = Al(p0) öèêëè÷åñêèé ïðè çíà÷åíèè p0 ïàðàìåòðà, ÷òî íåòðóä-
íî âèäåòü. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 5.1 ëþáàÿ òî÷êà
(c, p) âáëèçè òî÷êè (c0, p0) òàêæå äîñòàâëÿåò öèêë óðîâíÿ.

Ñðåäíÿÿ âûãîäà A âäîëü öèêëà óðîâíÿ êàê ôóíêöèÿ òî÷êè (c, p)
íåïðåðûâíà â òî÷êå (c0, p0) â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 5.3. Â ñèëó ýòîé
íåïðåðûâíîñòè âûãîäà A(c, p) áîëüøå As(p0) äëÿ ëþáîé òî÷êè (c, p)
âáëèçè òî÷êè (c0, p0). Ñëåäîâàòåëüíî, ìàêñèìàëüíàÿ ñðåäíÿÿ âûãî-
äà ïðè çíà÷åíèè p0 ïàðàìåòðà ðàâíà c0, è âáëèçè çíà÷åíèÿ p0 îíà
âñåãäà îáåñïå÷èâàåòñÿ öèêëîì óðîâíÿ, èáî ôóíêöèÿ As íåïðåðûâíà
ñâåðõó. Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå p0 ïàðàìåòðà íå ìîæåò áûòü ïå-
ðåõîäíûì, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ. Ñëåäîâàòåëüíî, íàøå ïðåä-
ïîëîæåíèå íåâåðíî, è As(p0) ≥ Al(p0) â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 5.4. ¤

Ïðåäëîæåíèå 5.5. Äëÿ òèïè÷íîãî ãëàäêîãî îäíîïàðàìåòðè÷å-
ñêîãî ñåìåéñòâà ïàð óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì è ïëîòíîñòåé âûãîäû
íà îêðóæíîñòè âåðíî íåðàâåíñòâî As(p0) < Al(p0), åñëè íàèáîëü-
øàÿ ñðåäíÿÿ âûãîäà As ïî ñòàöèîíàðíûì ñòðàòåãèÿì èìååò â
òî÷êå p0 îäíó èç ïîñëåäíèõ äâóõ îñîáåííîñòåé Òàáëèöû 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ êàæäàÿ èç ýòèõ äâóõ
îñîáåííîñòåé íàáëþäàåòñÿ ïðè ïîÿâëåíèè îðòèìàëüíîé ñòàöèîíàð-
íîé ñòðàòåãèè (x0, p0) íà ãðàíèöå îáëàñòè òî÷åê ïîêîÿ ñ îñîáåííî-
ñòüþ 2+ ýòîé îáëàñòè èç ñïèñêà òåîðåìû 2.4, ïðè ýòîì fx(x0, p0) 6= 0.
Âîçüìåì ýòó òî÷êó çà íà÷àëî ãëàäêèõ ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò ñ êî-
îðäèíàòîé x, âîçðàñòàþùåé â íàïðàâëåíèè äâèæåíèÿ ïî öèêëó c-
óðîâíÿ ïðè c > f(x0, p0). Òàêîé óðîâåíü c äåéñòâèòåëüíî öèêëè÷å-
ñêèé, ïîñêîëüêó fx(x0, p0) 6= 0, à, çíà÷èò, ïëîòíîñòü âûãîäû èìååò
áîëüøèå As(p0) çíà÷åíèÿ.

Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè óðàâíåíèå c = f(x, p) èìååò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå x = X(c, p) âáëèçè íóëÿ, ïîñêîëüêó fx(x0, p0) 6= 0.
Âûáèðàÿ ýòî ðåøåíèå (ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, ÷òî ñîõðàíèòü íàïðàâ-
ëåíèå îñè âûãîäû) çà íîâóþ êîîðäèíàòó íà ýòîé îñè âáëèçè òî÷êè
(x0, p0, f(x0, p0)), ìû ïðèâåäåì ôóíêöèþ âûãîäû ê âèäó ±x âáëèçè
íóëÿ, à âûãîäó As(p0) ê íóëþ.
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Îñîáåííîñòü 2+ ñîîòâåòñòâóåò îáðàùåíèþ â íóëü ãëàäêîé ìèíè-
ìàëüíîé ñêîðîñòè v âìåñòå ñ åå ïåðâîé ïðîèçâîäíîé vx, êîãäà âòî-
ðàÿ ïðîèçâîäíàÿ vxx îòëè÷íà îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ëåììû
Àäàìàðà íà ñëîå p = p0 âáëèçè íóëÿ ýòà ñêîðîñòü ìîæåò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíà â âèäå x2h(x) ñ íåêîòîðîé ãëàäêîé ôóíêöèåé h, h(0) > 0.

Òåïåðü äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ äëÿ çíà÷åíèÿ p0 ïàðàìåòðà öèêë ìàëîãî
ïîëîæèòåëüíîãî óðîâíÿ äîñòàâëÿåò ïîëîæèòåëüíóþ ñðåäíþþ âû-
ãîäó, òî åñòü áîëüøóþ, ÷åì As(p0). Ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àé ” + x”
ïëîòíîñòè âûãîäû âáëèçè íóëÿ. Äðóãîé ñëó÷àé èññëåäóåòñÿ àíàëî-
ãè÷íî è äàåò òàêîé æå ðåçóëüòàò. Ïîëåçíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Lemma 5.6. Äëÿ òèïè÷íîãî ãëàäêîãî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñå-
ìåéñòâà ïàð óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì è ïëîòíîñòåé âûãîäû íà îêðóæ-
íîñòè è ëþáîé îñîáîé òî÷êè (x0, p0) ãðàíèöû êðóòîé îáëàñòè âñå
äðóãèå òî÷êè ãðàíèöû îáëàñòè ïîêîÿ ëèáî ìíîæåñòâà Ìàêñâåëëà
èç ñëîÿ p = p0 ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè, çíà÷åíèå f(x0, p0) íå ÿâ-
ëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì äëÿ ïëîòíîñòè âûãîäû f(., p0), à åå óðîâåíü
f(x0, p0) íå ñîäåðæèò òî÷åê ìíîæåñòâà Ìàêñâåëëà.

Óòâåðæäåíèÿ ýòîé ëåììû íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóþò èç òåîðåì
òðàíñâåðñàëüíîñòè, ïîýòîìó åå äîêàçàòåëüñòâî ìû íå ïðèâîäèì.

Â ñèëó ëåììû 5.6 â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ f(x0, p0) � íåêðèòè-
÷åñêîå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(., p0). Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ìàëîå
ïîëîæèòåëüíîå a òàêîå, ÷òî âñå çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè èç èíòåðâà-
ëà [0, a] òàêæå íåêðèòè÷åñêèå, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ
çíà÷åíèé ôóíêöèè íà îêðóæíîñòè çàìêíóòî.

Âûáåðåì òàêîå a ñòîëü ìàëûì, ÷òî äëÿ x ∈ [−a, a] ïëîòíîñòü âû-
ãîäû è ìèíèìàëüíàÿ ñêîðîñòü èìåþò âèä x è x2h(x), ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ðàññìîòðèì òåïåðü öèêë c-óðîâíÿ ñ c ∈ (0, a). Ïåðèîä ýòîãî
öèêëà è âûãîäó âäîëü íåãî ðàçîáüåì íà äâå ÷àñòè, ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå äâèæåíèþ âíå è âíóòðè îòðåçêà [−a, a]. Âòîðûå èç íèõ èìåþò
ñîîòâåòñòâåííî âèä

c∫

−a

dx

V (x)
+

a∫

c

dx

x2h(x)
and

c∫

−a

xdx

V (x)
+

a∫

c

xdx

x2h(x)
,

ãäå V - ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü âáëèçè íóëÿ. Ïåðâûå æå, T (a, c)
è P (a, c) äèôôåðåíöèðóåìû âáëèçè íóëÿ, èáî â ñèëó ëåììû 5.6 â
òèïè÷íîì ñëó÷àå âñå òî÷êè ìíîæåñòâà Ìàêñâåëëà â ñëîå p = p0

ðåãóëÿðíûå, óðîâåíü f(x0, p0) ïëîòíîñòè âûãîäû f(., p0) íå ÿâëÿ-
åòñÿ êðèòè÷åñêèì è íå ñîäåðæèò òî÷åê ýòîãî ìíîæåñòâà [2], [11].
Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíÿÿ âûãîäà äëÿ äëÿ öèêëà c-óðîâíÿ èìååò âèä
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P (a, c) +

c∫

−a

xdx

V (x)
+

a∫

c

xdx

x2h(x)





T (a, c) +

c∫

−a

dx

V (x)
+

a∫

c

dx

x2h(x)



−1

Îíà ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ, à åå ïðîèçâîäíàÿ ïî c ê +∞ ïðè c → 0+,
÷òî ëåãêî óâèäåòü ïîñëå ïðîñòûõ âû÷èñëåíèé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè
çíà÷åíèè p0 ïàðàìåòðà ìàêñèìàëüíàÿ ñðåäíÿÿ âûãîäà ïîëîæèòåëü-
íà è îáåñïå÷èâàåòñÿ öèêëîì óðîâíÿ, òî åñòü Al(p0) > As(p0). ¤

Ñëåäñòâèå 5.7. Äëÿ òèïè÷íîãî ãëàäêîãî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî
ñåìåéñòâà ïàð óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì è ïëîòíîñòåé âûãîäû íà îêðóæ-
íîñòè As(p0) = Al(p0) äëÿ ëþáîãî ïåðåõîäíîãî çíà÷åíèÿ p0 ïàðà-
ìåòðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïåðåõîäíîãî çíà÷åíèÿ p0 ïàðàìåòðà èìååì
As(p0) ≥ Al(p0) â ñèëó ñëåäñòâèÿ 5.4. Åñëè As(p0) > Al(p0), òî âû-
ãîäà As íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèåé âáëèçè òî÷êè p0, èíà÷å
ýòî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîäíûì. Ñëåäîâàòåëüíî, â
ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ýòà âûãîäà äîëæíà èìåòü â òî÷êå p0 îäíó
èç ïîñëåäíèõ äâóõ îñîáåííîñòåé èç Òàáëèöû 3 â ñèëó òåîðåìû 2.5.
Íî òîãäà As(p0) < Al(p0) â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 5.5, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
íàøåìó ïðåäïîëîæåíèþ.

Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ 5.7. ¤

Ïåðåõîäíûé óðîâåíü ðàâåí íàèáîëüøåé ñðåäíåé âûãîäå ïðè ïåðå-
õîäíîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà. Îáîçíà÷èì ÷åðåç m, m = m(p), ìàê-
ñèìóì ïî x ñåìåéñòâà ïëîòíîñòåé âûãîäû.

Ïðåäëîæåíèå 5.8. Äëÿ òèïè÷íîãî ãëàäêîãî îäíîïàðàìåòðè÷å-
ñêîãî ñåìåéñòâà ïàð óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì è ïëîòíîñòåé âûãîäû íà
îêðóæíîñòè è ëþáîãî ïåðåõîäíîãî çíà÷åíèÿ p0 ïàðàìåòðà ñðåäíÿÿ
âûãîäà âäîëü öèêëîâ óðîâíÿ íåïðåðûâíî ïðîäîëæàåòñÿ â îáëàñòü
As(p) ≤ c ≤ m(p) ñ çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà p âáëèçè p0. Áîëåå òîãî,
ïðîäîëæåííàÿ âûãîäà A óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2.2) â òî÷êå
(As(p0), p0), òî åñòü [c− A](As(p0), p0) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ âûãîäà As èìååò â
òî÷êå p0 îäíó èç ïåðâûõ òðåõ îñîáåííîñòåé èç Òàáëèöû 3 â ñèëó
ïðåäëîæåíèÿ 5.5. Ñëåäîâàòåëüíî, â ëþáîé äîñòàòî÷íî ìàëîé ïîëó-
îêðåñíîñòè V ýòîé òî÷êè âûãîäà As ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé.
Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2 â òèïè÷íîì ñëó÷àå ýòà âûãîäà äëÿ çíà÷åíèé
p ∈ V âáëèçè p0 äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå íåêîòîðîé ãëàäêîé êðèâîé
(X(p), p), êîòîðàÿ îáðàçîâàíà ëèáî ëîêàëüíûìè ìàêñèìóìàìè ñå-
ìåéñòâà ïëîòíîñòåé âûãîäû, ëåæàùèìè âíóòðè îáëàñòè ïîêîÿ (çà
èñêëþ÷åíèåì, áûòü ìîæåò, ñàìîé òî÷êè (X(p0), p0))) ëèáî ãðàíè÷-
íûìè òî÷êàìè ýòîé îáëàñòè. Çäåñü X - ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.
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Î÷åâèäíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî íóæíîå íåïðåðûâíîå
ïðîäîëæåíèå âáëèçè p0 åñòü "íàä"ïîëóîêðåñòíîñòüþ V. Âûáèðàÿ
íîâûå êîîðäèíàòó c̃ âäîëü îñè âûãîäû, c̃ = c − As(p) ïðè p ∈ V,
è ëîêàëüíóþ êîîðäèíàòó x, x(X(p), p) ≡ 0, íà îêðóæíîñòè âáëèçè
òî÷êè (X(p0), p0), ìû çàíóëèì âûãîäó As â V, à êðèâóþ (X(p), p)
ñäåëàåì îñüþ êîîðäèíàòû p.

Òåïåðü âáëèçè òî÷êè (X(p0), p0) ñåìåéñòâî ïëîòíîñòåé âûãîäû
ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå f = xh(x, p) ñ íåêîòîðîé ãëàäêîé ôóíê-
öèåé h â ñèëó ëåììû Àäàìàðà. Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî ñêîðîñòè, èñ-
ïîëüçóåìûå âáëèçè ýòîé òî÷êè äâèæåíèÿìè c-óðîâíÿ ñ c ≥ 0 ïðè
çíà÷åíèè ïàðàìåòðà p èç V ìîãóò èìåòü íà îñè Op íîëü íå áîëåå
ïåðâîãî ïîðÿäêà (â ñèëó òèïà îñîáåííîñòè îáëàñòè ïîêîÿ â òî÷êå
(X(p0), p0)). Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî ôóíêöèÿ âûãîäû âäîëü öèêëà
óðîâíÿ íåïðåðûâíî ïðîäîëæàåòñÿ â çàìûêàíèå íóæíîé îáëàñòè íàä
V, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ ïåðèîäà ýòîãî öèêëà ìîæåò èìåòü
îñîáåííîñòü ïðè c → 0+ êàê ó ln c â íóëå. Ñëåäîâàòåëüíî, è ñàìà
ñðåäíÿÿ âûãîäà íåïðåðûâíî ïðîäîëæàåòñÿ â çàìûêàíèå ýòîé îáëà-
ñòè, òî åñòü â çàìûêàíèå íàäãðàôèêà As íàä V.

Ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ ïðîõîäÿò è äëÿ ìàëîé ïîëóîêðåñíî-
ñòè òî÷êè p0, âêëþ÷àÿ ñàìó ýòó òî÷êó, êîãäà âûãîäà As(p0) äîñòè-
ãàåòñÿ òîëüêî â îäíîé òî÷êå ïîêîÿ, òî åñòü â ñëó÷àå îñîáåííîñòåé 1
è 3 èç Òàáëèöû 3 èëè îñîáåííîñòè 2 èç ýòîé òàáëèöû, ñïðîâîöèðî-
âàííîé îñîáåííîñòüþ ñàìîé îáëàñòè ïîêîÿ, à íå êîíêóðåíöèåé äâóõ
ðàçëè÷íûõ ñòàöèîíàðíûõ ñòðàòåãèé. Õîòÿ òåïåðü c̃ = c − As(p) íå
äèôôåðåíöèðóåìà ïî p â òî÷êå p0, ýòî íå ìåíÿåò ñóùåñòâà ðàññóæ-
äåíèé. Ïðè êîíêóðåíöèè äâóõ ñòðàòåãèé íàøè ðàññóæäåíèÿ ïðîõî-
äÿò ñ ëîêàëüíûìè çàìåíàìè êîîðäèíàò x, p âáëèçè êàæäîé èç íèõ.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü óñòàíîâèòü ñïðàâåäëè-
âîñòü ðàâåíñòâà [c−A](As(p0), p0) = 0 äëÿ ïðîäîëæåííîé ôóíêöèè
ñðåäíåé âûãîäû. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî çíà÷åíèå p0 ïàðàìåòðà ïåðåõîäíîå,
ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñõîäÿùàÿñÿ ê p0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà-
÷åíèé pi ïàðàìåòðà òàêàÿ, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ñðåäíÿÿ âûãîäà A(pi)
áîëüøå As(pi). Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû 2.1 âûãîäà A(pi) äî-
ñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðûì öèêëîì óðîâíÿ ci, à â ñèëó òåîðåìû 2.3 èìå-
åì ci = A(pi) è ðàâåíñòâî [c − A](A(pi), pi) = 0 ñïðàâåäëèâî. Íî
A(pi) → As(p0) ïðè i → ∞ â ñèëó ñëåäñòâèÿ 5.7. Ñëåäîâàòåëüíî,
â ñèëó íåïðåðûâíîé ïðîäîëæàåìîñòè, äîêàçàííîé âûøå, ïîëó÷à-
åì â ïðåäåëå ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà [c − A](As(p0), p0) = 0 äëÿ
ïðîäîëæåííîé ôóíêöèè ñðåäíåé âûãîäû. ¤

Ïðåäëîæåíèå 5.9. Äëÿ òèïè÷íîãî ãëàäêîãî îäíîïàðàìåòðè÷å-
ñêîãî ñåìåéñòâà ïàð óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì è ïëîòíîñòåé âûãîäû
íà îêðóæíîñòè è ëþáîãî ïåðåõîäíîãî çíà÷åíèÿ p0 ïàðàìåòðà âûãî-
äà As(p0) äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â îäíîé òî÷êå ïîêîÿ Q, ÿâëÿþùåéñÿ
ëèáî ðåãóëÿðíîé òî÷êîé ãðàíèöû îáëàñòè ïîêîÿ ñ fx(Q) 6= 0 ëèáî
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íåâûðîæäåííûì ëîêàëüíûì ìàêñèìóìîì ïî x ïëîòíîñòè âûãîäû,
ëåæàùèì âíóòðè ýòîé îáëàñòè ñ f(Q) < m(p0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ïðåäûäóùåì äîêàçàòåëüñòâå ïîêàçàíî, ÷òî ïî-
ñëå âû÷èòàíèÿ As âûãîäà P âäîëü öèêëà óðîâíÿ äîîïðåäåëÿåòñÿ
íåïðåðûâíî â çàìûêàíèå íàäãðàôèêà As (={c ≥ 0}), íàä V, à ïåðè-
îä T ïðè ýòîì ìîæåò èìåòü ëîãàðèôìè÷åñêóþ îñîáåííîñòü ïî c ïðè
c → 0 + . Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâåíñòâî èç ïðåäëîæåíèÿ 5.8 ìîæíî ïå-
ðåïèñàòü â âèäå [cT − P ](As(p0), p0) = 0. Òåïåðü ëåãêî óâèäåòü, ÷òî
â âûáðàííûõ êîîðäèíàòàõ îíî âûïîëíåíî â òî÷êå ãðàôèêà âûãîäû
As òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà P çàíóëÿåòñÿ â íåé.

Äëÿ òèïè÷íîãî ñåìåéñòâà ïàð ìàëûìè âîçìóùåíèÿìè ñåìåéñòâà
ïëîòíîñòåé âûãîäû âíå åãî ëîêàëüíûõ ìàêñèìóìîâ ïî x, à òàêæå
âíå ìíîæåñòâà Ìàêñâåëëà è ãðàíèöû îáëàñòè ïîêîÿ ñåìåéñòâà ñè-
ñòåì, ìîæíî óáðàòü òî÷êè òàêîãî çàíóëåíèÿ ñ òî÷åê íåãëàäêîñòè
ãðàôèêà âûãîäû As ñ ñîõðàíåíèåì ñàìîé ýòîé âûãîäû, ÷òî íåòðóä-
íî âèäåòü. Íîâûå äîñòàòî÷íî ìàëûå øåâåëåíèÿ âîçìóùåííîé ïàðû
ñîõðàíÿþò ýòî, ïîñêîëüêó äëÿ òèïè÷íîé ïàðû îñîáåííîñòè âûãî-
äû As íåïðåðûâíî çàâèñÿò îò íåå â ñèëó òåîðåìû 2.5, à âûãîäà P
ïîñëå âû÷èòàíèÿ As ïî îñè âûãîäû òàêæå çàâèñèò íåïðåðûâíî îò
ýòîé ïàðû âáëèçè åå îñîáåííîñòåé 2 è 3 èç Òàáëèöû 3.

Äàëåå, â òèïè÷íîì ñëó÷àå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ñ îñîáåííîñòÿìè 4
èëè 5 âûãîäû As èç Òàáëèöû 2 íå ìîãóò áûòü ïåðåõîäíûìè â ñèëó
ïðåäëîæåíèÿ 5.5.

Èòàê, â òèïè÷íîì ñëó÷àå âûãîäà As ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé
âáëèçè ïåðåõîäíîãî çíà÷åíèÿ p0 ïàðàìåòðà. Â ñèëó çàìå÷àíèÿ 2 ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî âûãîäà As(p0) äîñòèãàåòñÿ òîëüêî â îäíîé òî÷êå ïîêîÿ
� ëèáî íåâûðîæäåííîì ëîêàëüíîì ìàêñèìóìå ïëîòíîñòè âûãîäû
f âíóòðè îáëàñòè ïîêîÿ ëèáî â ðåãóëÿðíîé òî÷êå ãðàíèöû ýòîé
îáëàñòè ñ fx 6= 0. Â ÷àñòíîñòè, As(p0) < m(p0), èíà÷å As ≡ m
âáëèçè p0, è p0 íå ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîäíûì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ.

Ïðåäëîæåíèå 5.9 ïîëíîñòüþ äîêàçàíî. ¤

Ïðåäëîæåíèå 5.10. Äëÿ òèïè÷íîãî ãëàäêîãî îäíîïàðàìåòðè÷å-
ñêîãî ñåìåéñòâà ïàð óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì è ïëîòíîñòåé âûãîäû
íà îêðóæíîñòè è ëþáîãî ïåðåõîäíîãî çíà÷åíèÿ p0 ïàðàìåòðà ñëîé
p = p0 íå ñîäåðæèò äâîéíûõ òî÷åê ñ êàñàíèåì (òðîéíûõ òî÷åê,
òî÷åê ñáîðêè) èëè òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ ìíîæåñòâà Ìàêñâåëëà
èëè äâîéíûõ òî÷åê â óðîâíå As(p0) ïëîòíîñòè âûãîäû.

Ïðåäëîæåíèå 5.11. Äëÿ òèïè÷íîãî ãëàäêîãî îäíîïàðàìåòðè÷å-
ñêîãî ñåìåéñòâà ïàð óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì è ïëîòíîñòåé âûãîäû íà
îêðóæíîñòè è ëþáîãî ïåðåõîäíîãî çíà÷åíèÿ p0 ïàðàìåòðà ïëîò-
íîñòü f(., p0) íå èìååò êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ñ çíà÷åíèåì As(p0) è
èìååò òîëüêî îäíó òàêóþ òî÷êó, - îïòèìàëüíóþ ñòàöèîíàðíóþ
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ñòðàòåãèþ,- åñëè âûãîäà As(p0), äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè
ïîêîÿ è âíóòðè íåå, ñîîòâåòñòâåííî.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ òèïè÷íîãî ñåìåéñòâà ïàð ìíîæåñòâî Ìàêñ-
âåëëà êàê è ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïëîòíîñòè âûãîäû
óñòîé÷èâî ê ìàëûì âîçìóùåíèÿì ñåìåéñòâà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðà-
âåäëèâîñòü ïðåäëîæåíèé 5.10, 5.11 ìîæíî óñòàíîâèòü ñ ïîìîùüþ
ìàëûõ âîçìóùåíèé ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì ïðåäëîæåíèÿ
5.9, ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ ìû çäåñü íå ïðèâîäèì.

5.2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.6. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 5.9 äëÿ
ïåðåõîäíîãî çíà÷åíèÿ p0 ïàðàìåòðà âûãîäà As äîñòèãàåòñÿ òîëüêî
â îäíîé òî÷êå ïîêîÿ, ñêàæåì Q, � ëèáî íåâûðîæäåííîì ëîêàëüíîì
ìàêñèìóìå ïî x ñåìåéñòâà f ñ f(Q) < m(p0) âíóòðè îáëàñòè ïîêîÿ
ëèáî ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà åå ãðàíèöû ñ fx(Q) 6= 0. Èçó÷èì ýòè äâà
ñëó÷àÿ ïîñëåäîâàòåëüíî.

Â ïåðâîì ñëó÷àå â òèïè÷íîé ñèòóàöèè ìàêñèìàëüíàÿ è ìèíè-
ìàëüíàÿ ñêîðîñòè èìåþò ðàçíûå çíàêè âáëèçè òî÷êè Q â ñèëó çà-
ìå÷àíèÿ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, äâèæåíèå óðîâíÿ c ñ c ≥ As(p) îïðåäå-
ëåíî äëÿ çíà÷åíèé p ïàðàìåòðà âáëèçè p0, ïîñêîëüêó îíî èñïîëü-
çóåò ìàêñèìàëüíûå ñêîðîñòè âáëèçè òî÷êè Q. Òàêèì îáðàçîì, çà-
ïðåòèâ ïåðåêëþ÷åíèå ìåæäó ìàêñèìàëüíîé è ìèíèìàëüíîé ñêîðî-
ñòÿìè âáëèçè ýòîé òî÷êè, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü ôóíêöèè ïåðèîäà
T è âûãîäû P âî âñåõ òî÷êàõ (c, p) äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê òî÷êå
R = (As(p0), p0). Ýòè ôóíêöèè è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñðåäíÿÿ âûãîäà
Al ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè âáëèçè òî÷êè R â ñèëó òåîðåìû 2.2 è ïðåä-
ëîæåíèé 5.10, 5.11. Êðîìå òîãî, Al(R) = As(p0) ïî îïðåäåëåíèþ
ïåðåõîäíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, (c − P/T )(R) = 0 â ñèëó ïðåä-
ëîæåíèÿ 5.8, à òàêæå (P/T )c(R) = 0 â ñèëó îïòèìàëüíîñòè öèêëà
óðîâíÿ, äîñòàâëÿåìîãî òî÷êîé R.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû î íåÿâíîé ôóíêöèè óðàâíåíèå
(2.2) ëîêàëüíî âáëèçè òî÷êè p0 èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå c, c =
C(p), âáëèçè òî÷êè R è ýòî ðåøåíèå ãëàäêîå. Òàêèì îáðàçîì, âáëè-
çè p0 ìàêñèìàëüíàÿ ñðåäíÿÿ âûãîäà çàäàåòñÿ ìàêñèìóìîì èç ôóíê-
öèé As è C. Ñîâïàäåíèå ïðîèçâîäíûõ ýòèõ ôóíêöèé â òî÷êå p0 -
äîïîëíèòåëüíîå íåçàâèñèìîå óñëîâèå íà ïåðåõîäíîå çíà÷åíèå ïàðà-
ìåòðà, ïîýòîìó åãî íåò â ñëó÷àå îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
äëÿ òèïè÷íîãî ñåìåéñòâà ïàð ýòè ïðîèçâîäíûå ðàçëè÷íû, à ìàêñè-
ìàëüíàÿ ñðåäíÿÿ âûãîäà èìååò â òî÷êå p0 ïåðâóþ îñîáåííîñòü èç
Òàáëèöû 4 òî÷íîñòüþ äî R+-ýêâèâàëåíòíîñòè.

Âî âòîðîì ñëó÷àå îáëàñòü ïîêîÿ âáëèçè òî÷êè Q èìååò âèä ëèáî
x ≤ 0 ëèáî x ≥ 0 âáëèçè íóëÿ â ïîäõîäÿùèõ ëîêàëüíûõ ãëàäêèõ
êîîðäèíàò x, p âáëèçè ýòîé òî÷êè ñ íà÷àëîì â íåé, ðàññëîåííûõ íàä
ïàðàìåòðîì è ñîõðàíÿþùèõ íàïðàâëåíèå ðîñòà x. Ðàññìîòðèì ïåð-
âûé èç ýòèõ äâóõ ïîäñëó÷àåâ. Âòîðîé àíàëèçèðóåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Â ïåðâîì èç íèõ âáëèçè òî÷êè Q ìèíèìàëüíàÿ ñêîðîñòü v ãëàä-
êàÿ, îòðèöàòåëüíàÿ â îáëàñòè x < 0 è èìååò íåâûðîæäåííûé íîëü
íà åå ãðàíèöå â ñèëó çàìå÷àíèÿ 1. Ñëåäîâàòåëüíî, ëîêàëüíî âáëèçè
íóëÿ îíà ïðèâîäèòñÿ ê âèäó v(x, p) = xγ(p) ñ íåêîòîðîé ãëàäêîé
ôóíêöèåé γ âûáîðîì íîâîé ãëàäêîé êîîðäèíàòû x [5] (ñ ñîõðàíå-
íèåì ôîðìû x ≤ 0 îáëàñòè ïîêîÿ); γ(0) > 0, ÷òî íåòðóäíî âèäåòü.

Âû÷èòàÿ âûãîäó As èç ïëîòíîñòè âûãîäû äëÿ çíà÷åíèé ïàðà-
ìåòðà áëèçêèõ ê íóëþ, ìû çàíóëèì è ñàìó ýòó âûãîäó è ñåìåé-
ñòâî ïëîòíîñòåé f íà ãðàíèöå x = 0 îáëàñòè ïîêîÿ. Òåïåðü, â ñèëó
ëåììû Àäàìàðà âáëèçè íóëÿ ñåìåéñòâî f ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
f(x, p) = xh(x, p) ñ íåêîòîðîé ãëàäêîé ôóíêöèåé h; h(0, 0) 6= 0, ïî-
ñêîëüêó fx(x0, 0) 6= 0. Êðîìå òîãî h(0, 0) > 0, èíà÷å íåò öèêëîâ ñ
ìàëûì ïîëîæèòåëüíûì óðîâíåì ïðè áëèçêèõ ê íóëþ çíà÷åíèÿõ ïà-
ðàìåòðà, ïîñêîëüêó ìàêñèìàëüíàÿ è ìèíèìàëüíàÿ ñêîðîñòè èìåþò
ðàçëè÷íûé çíàê â îáëàñòè x < 0 âáëèçè íóëÿ.

Ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè óðàâíåíèå c = xh(x, p) èìååò
åäèíñòâåííîå è ãëàäêîå ðåøåíèå x, x = X(c, p), âáëèçè íóëÿ ñ X(0, p) ≡
0 è Xc(0, 0) > 0. Âûáèðàÿ íîâóþ ãëàäêóþ êîîðäèíàòó âäîëü îñè
âûãîäû, ñîâïàäàþùóþ ñ ðåøåíèåì X âáëèçè íóëÿ, ìû ïðèâåäåì
ñåìåéñòâî f ê âèäó f(x, p) = x âáëèçè íóëÿ.

Òåïåðü âûáåðåì ïîëîæèòåëüíûå çíà÷åíèÿ a è ε ñòîëü ìàëûìè,
÷òî â ïðÿìîóãîëüíèêå [−a, a]×[−ε, ε] îáëàñòü ïîêîÿ, ñåìåéñòâî ïëîò-
íîñòåé âûãîäû è ìèíèìàëüíàÿ ñêîðîñòü èìåþò âèä x ≤ 0, x è xγ(p),
ñîîòâåòñòâåííî. Ôóíêöèè ïåðèîäà öèêëà c-óðîâíÿ ñ 0 < c < a è âû-
ãîäû âäîëü íåãî äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà p, |p| < ε èìåþò âèä

T ∗(c, p) +

a∫

c

dx

xγ(p)
= T ∗(c, p) +

1

γ(p)
ln(

a

c
),

P ∗(c, p) +

a∫

c

dx

γ(p)
= P ∗(c, p) +

a− c

γ(p)
,

ñîîòâåòñòâåííî, ãäå T ∗ è P ∗ - âðåìåíè äâèæåíèÿ è âûãîäà âíå
èíòåðâàëà [−a, a]. Â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 5.11 ïåðåõîäíûé óðîâåíü
As(p0) íå ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèåì ôóíêöèè f(., p0), à â
ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 5.10 ñëîé p = p0 íå ñîäåðæèò äâîéíûõ òî÷åê
ñ êàñàíèåì (òðîéíûõ òî÷åê, òî÷åê ñáîðêè), òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
ìíîæåñòâà Ìàêñâåëëà è äâîéíûõ òî÷åê â óðîâíå As(p0) ïëîòíî-
ñòè âûãîäû. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèè P ∗ è T ∗ ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè
âáëèçè íóëÿ [2], [11], è, òàêèì îáðàçîì, äëÿ âûáðàííûõ çíà÷åíèé
óðîâíÿ è ïàðàìåòðà, åñëè âåëè÷èíû a è ε äîñòàòî÷íî ìàëû.

Òåïåðü íàì äîñòàòî÷íî ïðîàíàëèçèðîâàòü, åñòü ëè äëÿ áëèçêèõ
ê p0 çíà÷åíèé ïàðàìåòðà öèêëû óðîâíÿ ñ ïîëîæèòåëüíîé ñðåäíåé
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âûãîäîé. Óðîâåíü òàêîãî öèêëà ñ íàèáîëüøåé âûãîäîé äîëæåí óäî-
âëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ (2.2) èëè, â íàøåì ñëó÷àå, óðàâíåíèþ

c− [P ∗(c, p) +
a− c

γ(p)
]/[T ∗(c, p) +

1

γ(p)
ln(a/c)] = 0

Ïðîñòûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðèâîäÿò ýòî óðàâíåíèå ê âèäó
c ln c = F (c, p), (5.1)

ñ ãëàäêîé âáëèçè íóëÿ ôóíêöèåé F, F (c, p) = cγ(p)T ∗(c, p)+ c ln a−
γ(p)P (c, p), F (0, p) = −γ(p)P (0, p). Èñïîëüçóÿ ëåììó Àäàìàðà, ïðåä-
ñòàâèì ýòó ôóíêöèþ âáëèçè íóëÿ â âèäå cH(c, p) + pB(p) ñ íåêî-
òîðûìè ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè H è B, B(0, 0) = −γ(0)Pp(0, 0). Îá-
ðàùåíèå â íîëü â íóëå ïðîèçâîäíîé Pp äàåò ëèøíåå íåçàâèñèìîå
óñëîâèå íà ïåðåõîäíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, è ñëåäîâàòåëüíî, â òè-
ïè÷íîì ñëó÷àå Pp(0, 0) 6= 0 6= B(0). Ìåíÿÿ, ìîæåò áûòü, çíàê p,
äîáüåìñÿ B(0) < 0.

Òåïåðü ëåãêî âèäíî, ÷òî âáëèçè íóëÿ óðàâíåíèå (5.1) íå èìååò ðå-
øåíèé ïðè p < 0. Ïðè p > 0 åãî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ìîæíî íàéòè
â âèäå c = p

| ln p|z, ãäå z - ôóíêöèÿ îò p. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðåøåíèå è
ôóíêöèþ F â ïîñëåäíåé ôîðìå â (5.1), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

p

| ln p|z ln(
p

| ln p|z) =
p

| ln p|zH(
p

| ln p|z, p) + pB(p).

Ñîêðàùàÿ åãî íà p è ïðåîáðàçóÿ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

z

(
−1− ln | ln p|

| ln p| +
ln |z|
| ln p|

)
− 1

| ln p|zH(
p

| ln p|z, p) + B(p) = 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî çíà÷åíèå z(0) äîëæíî ðàâíÿòüñÿ −B(0), è , òàêèì
îáðàçîì, îíî ïîëîæèòåëüíî. Ââîäÿ íîâûå ïåðåìåííûå r, r = 1/| ln p|
è s, s = ln | ln p|/| ln p|, ïîëó÷àåì, ÷òî ëåâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî óðàâ-
íåíèÿ � ãëàäêàÿ ôóíêöèåé îò p, z, r, s, âáëèçè òî÷êè (0,−B(0), 0, 0).
Êðîìå òîãî, åå ïðîèçâîäíàÿ ïî z â ýòîé òî÷êå ðàâíà −1. Ïî òåîðåìå
î íåÿâíîé ôóíêöèè ýòî óðàâíåíèå èìååò âáëèçè ýòîé òî÷êè åäèí-
ñòâåííîå è ãëàäêîå ðåøåíèå z = Z(p, r, s) c Z(0, 0, 0) = −B(0). Äëÿ
ñàìîãî óðàâíåíèÿ (5.1) ýòî äàåò ðåøåíèå c = p

| ln p|Z
(
p, 1

| ln p| ,
| ln p|

ln | ln p|

)
.

Çàìåíÿÿ êîîðäèíàòó c, c = c̃Z(p, 0, 0), ìû ïðèâåäåì ôóíêöèþ Z ê
âèäó Z = 1 + H

(
p, 1

| ln p| ,
| ln p|

ln | ln p|

)
ñ H

(
0, 1

| ln p| ,
| ln p|

ln | ln p|

)
≡ 0. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ìàêñèìàëüíàÿ ñðåäíÿÿ âûãîäà èìååò â òî÷êå p0 âòîðóþ
îñîáåííîñòü èç Òàáëèöû 4 ñ òî÷íîñòüþ äî R+-ýêâèâàëåíòíîñòè.

Òåîðåìà 2.6 äîêàçàíà.
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