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����	��!�� 
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�
��	 
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����!�� ��������� 	 �����  ��� �	
����	� =��	 ���������� 	 
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�	��� � ����������		 � ;'�8I< �����

��i K �i MRT lnxi�

� �����	�� ��������	� �	i K ��i � ��� ���

��i MRT ln pi K �i MRT lnxi�

����
� ����� ������������	� ���
���

pi
xi

K exp

�
�i � ��i
RT

�
� ;'�8(<

4����� ����!  ���� �������	� ���	�	� �� 
�����	� 	 �����������
9������	 �� ��� Fi;p� T <� �����	� ���� "����	/ Fi ������
�����

���� � ���	� ���������	�� 	� ;'�8(< ���
��� ���������

pi K Fixi� ;'�8E<



���� ���
�����
���
 �������
 �
����������
���	 ����
� 8'

.���� ����	 "����	/ Fi� �����	 xi � �
	�	��� ���� �������	
������� ���
� ������� ��	��	������ � �	���� i�� ���������� 4�	
 �� 
�����	� i��� ��������� ��
 �������� 
����� ��	��	���!�� �
����������� 
�����	/ ���� �	����� �������� P i� 7�� ��� Fi K P i� 	
�������	� ;'�8E< ��	�� �	


Pi K P ixi� ;'�*G<

������	� ����������� ���� ��
 �������� �������	����!�� 
�����	/
����������� ���� �	����� �������� 	 ����������		 �������	������
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���!��� ���������� $������	 ���! 
��� �������
A 	 B� :� �		����	� ������	��� �����

�A K �A MRT lnxA� �B K �B MRT lnxB �

+����
���  ����	� 3	���� 
�� ��� ���	-

O�� K xA�A M xB�B �

+����
���  ����	� �	���� �������� ������ � ��� �� ���	�������-

O K xA�A M xB�B �

4����	  ����		 ��	 ��%��		 �	���� �������-

A� K O�O�� K �RT ;xA lnxA M xB lnxB<� ;'�*'<

9���	
��� ��� A� 
 G� 2�� ���	�	�� ������/� �����	�� �������
���
����	�� ��� ��� ��� ����� 	�	��!��� ������� ������/ �����

$ 	 �� '�'� L��	�	���! �����!  ����		 ��	 ��%��		 �� ����������		
��/������ ���������

������	�! 
�� ���
����	� �
���� ��� ���	 �� �	���� ����������
1����	� A�;xA< �������� �� �	�� '�'� ��	  �� ������� ��� xB K '�xA�



8) �� �� ���
�����
���
 ���
� �
�����������

+������	� "����		 A�;x< �  �����	�� ��%��	� ;'�)(�< ��	��
	� �
������%��	/

PS�� K
A�

T
� ;'�*)<

� ����� ���� ������ 
�� ���	 m �������� �����%���� ������
�	��� ������ �����	  ����		 ��	 ��%��		 ��	�� "���

A� K �RT

mX
i��

xi lnxi� ;'�*8<

$������	 ������� ���
� �
	� ��! ���	� ��������� 	� 
���
���������� A 	 B� ����� ���
��	�! �� 
�� ������� � ����� 	� �����
��� ����������		 ����� xA� 	 xB�� � �� ����� xA� 	 xB�� 9������	

��/ ������� ������ ����� �� ��� ��� 
��� ������� ������ ����� '� ��
 ����	� 3	���� 
�� ���
��� 	� ����
��� ������� 	 	� ��� �����

O� K �;xA��A� M xB��B�<� O� K ;'� �<;xA��A� M xB��B�<�

O� K O� MO��

4����	  ����		 ��	 ��%��		 ;��	 �� ����� 	�	��!��� ������ ����

����	�<-

A�� K O� � O���

4���� ��
�������	 �  �� ��������� �������	� 
�� �		����	� ������
�	���� 	�	��!��� ������ ���
����	� ��	�� "���

A�� K A�;xA<� @�A�;xA�< M ;'� �<A�;xA�<B� ;'�**<

=��	 �����!� ��� xA K �xA� M ;' � �<xA�� �� A�� ���
�������� �����
��������	� ��
� ������ A�;xA< 	 ��
	����� �������� ���
	��/����
A�;xA�< 	 A�;xA�<� 
�� x K xA� 7�� ��� "����	� A�;xA< �������
������ ������ ���
����	� �����	�����!�� ;�� �	�� '�'<�

$����� ���
����	� �������	����!�� �	��� ���� N ���
������
���	� =��	 �����!  �� ���������!���� 	 ���
��		�! ����� 	 ������
����	 �������� 
�� ������ ���
����	� �� ���	�	��� ����
���/��/
��%��� �����	� �� � ����� ������  �	� �������� � �����	 #�����
�	�/ ������!& ���
����	�� � � ������ ����� �	��� ���� �����

���
������ ���	�

��
������ !�	����� ��� "������ ������#������ 4�	 "����
��� ���������	��� �����
��	� ��	 ��������� 
�����		 	 �������
���� T  �����	� ������� �� ���	�	�� ����%��	� ��	�����  ����!�		
� ���������� "������� ���������	�� 7��� ��	 �������		 �!
�

PSa K
PH

Ta
K

IGG(

)F8� )
K )E� EE;���;������<<� ;'�*A<

� ��	 	������		 ��
� ��	 �����!�� ����"���� 
�����		

PSb K
PH

Tb
K

*GIF8

8F8� )
K 'G(� E8���;������<� ;'�*I<



���� �
����������
���
 ������ 88

4�	 ������� ���� � ��
����� ����������!/ �� ���������� T�

� T� �� ����! ���
�� ���!%�� ���� ;�����	�< 	�����	�  �����		
�����

PS� K

Z T�

T�

CdT

T
K

Z T�

T�

Cd lnT� ;'�*F<

=��	 ��������	� ���	���
	� ��	 ��������� ��H��� �� C K
C�;T <� � ���	 ��	 ��������� 
�����		� �� C K Cp;T <� L��	�	���	
����������	 �� ���������� 
�� ����	���� ������� ����
��  �����
�	�����!���

+��
��� ����	�!� ��� ������ �� "����� ;'�*A<U;'�*F< ���
�����
���� ����������� �������� ���������� 9�	 ����	��
��� ����	��� 
��
������� 	�����	�  �����		 ��	 ��������		 ���������
����� �	
�
����	 	�	 ��	 ��	�����	���		 	� ������������� ��������� :�����
�	� "������� �������	� �	���� ����� ����	�! �  �� ������ �� ����
�������� ���
		� 4���! ���������� �������	� T�� � ����������
�	
����	 T� � T�� ��� ��
����� 	�����	�  �����		 ����� ������

�� �	
����	 � ����
�� ���� �������	 � ��	 ����������� ���
		-

'� 5����� �	
����	 �� T 
� T��
)� $���������� "������ ������
 ��	 T K T��
8� 9����
��	� ����
��� ���� 
� T��
7�� ���  �����	� 6 "����	� �������	�� �� ��	����  �����		 ��	

��	�����	���		 ���������
����� �	
����	 ����� ��� �� ��	������
�� ���
�� ���
		�

���� �
����������
���
 ������

�	���	�� ���	�
�� 7���
	��	����	� ������� ��������	��/�
����! ��
� ������	 �� ���
�� 	� ��������  ����		 	  �����		�
������	 �	���� ����	������ � �������	��� ����� ����	������	�
�  �	� ���	�	� � �	���� 	 �������!/ 	�����	� 	� ���	������� ���
�����	 
���� � ��
� ��	�����!� ��	��� ���
��	� �����	 �����
�	���!��	� � ����
��	� 6 ���	�����!��	� $��
��	 �����	 ��
�������	���� 	 
	""��	������ ����	� �����
�	� 	�
���� d� � ���
�	�	� �� �������	����� ������ 
	""��	����� ���	�	� �� ����	�	�
��
� 	�����	���	 ��������	 	����
���� �	���� � ������ ���

� �� ���
	� 	�	 ����
� ����
	� 	 	�����	���	 ��������	 �����
���	�� ,��� ����� ��
� 	����!�����! ���
�/�	� ���������	�- j 6
	�
��� ������� ej � vj � 6 ����������  ����	� 	 ��!� �
���� ��� ���
���������/���� ������� � Pj 6 ��� 
�����	�� hj K ej M Pjvj 6 ��!�
���  ����!�	�� hdj 6  ����!�	� � ������� �������/�� 
	""��	�����
qj � j�� ����� ������ Na 6 ������!� ���	���
	�� �	������

4�	��
� ���	� �	
 ���������� �������	��



8* �� �� ���
�����
���
 ���
� �
�����������

(�
�"
���
��� ������ +������! 	�����	�  ����		 E �	����
����
������� ������	  ����		� ��	���	�� 	 ����	�� ����� � ����
����	��	 ������	 ��������� 	�����	�  ����		 �� ���� 
	""��	�
������ ����� ��������� ������	 ������ ����
������� ���
���	��
��� 	 ������!/ �����%���� ������-

dE

dt
K
X
j

gjhj M
X
j

gdjhdj M
X
j

qj �Na�

���
����#��� ������ :�����	� �	��� Ni ���� i��� ���������
� �	���� ����
������� ������	 ��������� �������/�		 �������
�	��� 	 
	""��	����� � ����� ��������	� �		����	� �����	�-

dNi

dt
K
X
j

gjxij M
X
j

gdjxdj M
X
�

�i�W� �

L
��! xij 6 ��!��� 
��� i��� ��������� � j� ������� �i� 6 ����	��
���	����	� �� ""	�	���� � ������ i�� �������� ���
	� � �������
�	� 	�� �����		� W� 6 �������! 	�� �����		�

(���������� ������ :�����	�  �����		 S �	���� ���	���
	�
����
���	� ��	����  �����		 ����� � ��������	� �������/�		
�������	��� 	 
	""��	����� ��	���� 	�	 ����
� ����� ;qj K TjdSj�dt�
����
� qj�Tj 6 	�����	�  �����		 ��
 ��	��	� j��� ������ ����� �
����������� Tj< 	 ���	���
����  �����		 � ����
���	� �����������
����	 ���������� �����
��	� �����	 ���� �	����-

dS

dt
K
X
j

gjsj M
X
j

gdjsdj M
X
j

qj
Tj

M ��

Q���	���	�  �����		 ����
���	� 
	""��	������ ��	���� ��������
���� �����	�! 	 � 	����!�����	� ������� ����	��  ����		 qdj K
K gdjhdj � 7�� ��� �
��!���  ����	� 3	���� �dj K hdj � Tdjsdj � �� sdj K
;hdj��dj<�Tdj � �
� sdj 6 �
��!���  �����	� j��� 
	""��	������ �������
hdj 6 �
��!���  ����!�	�� +��
������!��� gdjsdj K
K gdj;hdj��dj<�Tdj � =��	 
	""��	���� �������	��� ������!�� �������
��������� ��

gdjsdj K

�
qdj �

X
i

gdj�dij
Tdj

�
�

�
� �dij 6 �		����	� ������	�� i��� ��������� � j� 
	""��	����
������� 7��
� �������	�  �����	����� ������� ��	�������� �	


dS

dt
K
X
j

gjsj M
X
j

qdj �
P
i

gdj�dij

Tdj
M
X
j

qj
Tj

M ��



���� �
����������
���
 ������ 8A

7��	 ������� �������	� 
��  ����		� �������� 	  �����		 	�/�
"���

dE

dt
K
X
j

gjhj M
X
j

qdj M
X
j

qj �Na� ;'�*(<

dNi

dt
K
X
j

gjxij M
X
j

gdjxdj M
X
�

�i�W� � ;'�*E<

dS

dt
K
X
j

gjsj M
X
j

qdj �
P
i

gdj�dij

Tdj
M
X
i�

�i�ni�
T�

M
X
j

qj
Tj

M �� ;'�AG<

L
��! ni� K ��i�W� 6 	�����	�����! ���������	� i��� �������� � 	��
�����		� T� 6 ���������� 	�� �����		� =��	 
	""��	����� �������
���� ��

dE

dt
K
X
j

gjhj M
X
j

qj �Na� ;'�A'<

dNi

dt
K
X
j

gjxij M
X
�

�i�W� � ;'�A)<

dS

dt
K
X
j

gjsj M
X
j

qj
Tj

M
X
i�

�i�ni�
T�

M �� ;'�A8<

�
� � �	��� �������� ������� ���/���� �����	 ������ ��
���/�	��
�� 	�	 ���������� ��	 �		����	� �����	��� ������� ���	��� ��
�������	 �����	��

=��	 �������	������ ����	������� ���	 ��������� ���
�
dE�dt K dNi�dt K dS�dt K G� �� ���	������ �������	� 	� 
	""�����
�	��!��� ��������/��� � �������� ������%��	�� 4�	 ���������		
�	��	������� �������� ������� ���� ���	���! �� 
�� ���
��� ����
�� �����	� � � ���
�� �� �	�� ������ ��������	� 7�� ��� � ������ 	
����� �	��� �������	� �	���� �
	������� �� ����� 	�����	�  ����
�		� ���	������ �������� 	  �����		 �� �	�� ����� ���/� D������
�  �� ������ ����� ���
���� � �	���� ������%��	�� �������/�	�
���
�	� �� �	�� ������	� ��������� �����	� � ������ ������ �����
���	��

��� �������� �	���� �������	� 	� ������!�	� ����������� ��
�
�	���� ����
	��	����	� ������� 	�/� "���

VE� K
X
i

VEi� VN� K
X
i

VNi� VS� K
X
i

VSi�

�
� i 6 ���� ��
�	����� � 	�
��� G �����	��� � �	���� � ����� �
���/ �����
!� VEi� VNi 	 VSi ����
���/��� ������%��	�	 ;'�*(<U;'�AG<�

7���
	��	����	� ������� �������/� 	�����	�����! 	 �������
�������� �������/�	� � �	����� �������	 �		����	� ���������	� �



8I �� �� ���
�����
���
 ���
� �
�����������

��� 	 ���	���
����  �����		� 9�	 �� �������/� ����	 ���	���
����
 �����		 � ���
����
��� 	���	�������� �	����� ���
� ��
�	����
����	��/��� 
��� � 
���� �������� 	  ����	���

���������	�� !�	����� � ������������ �������������

���	�
�� � 	���	�������� ���
����
��� �	���� ��
� i�� 	 j�� ��
�
�	����	 ����	��/� �����	 ������ 
	""��	����� �����	 ���������
�������/� �		����	� �����		� ���%�	� �����	 ���������/� 	 	���
���	�  �����		 ���
�� 	� ��
�	��� � ����� �� ��������	� ;�j K G<
	��� �	


dS

dt
K

'

Tj

�X
i

�
qij M qdij M

X
k

gdijxijk�jk

�
M
X
k�

�k�nk�

�
� ;'�A*<

L
��! k� 6 	�
��� ��������� ������/������ � 	�� �����		� +������!
	�����	�  �����		 � ����� �	���� ������� � �� ���
����
����!/�
9�� �����

� K
X
j

dSj
dt

� ;'�AA<

9�� �����	�����!�� 	 � �� ������� ���
� �� 	�	 	��� �������� ������
����/�� ��� ��� ���	�	���	 ������� �� 	�����	���� ��������� ��
�
�	��� qij;Ti� Tj � �i� �j � pi� pj<� gdij;Ti� Tj � �i� �j � pi� pj<� nkj� ;Pj � Tj � �j<

����� ���! ������� ����� ��� �� j ����
���/�	��� 		 �������
�� � ;'�A*< ���� �����	�����!�� ��	 ��������		 �����!��� ��������

9���	� ��� 
�� ���	�	 ����
	��	����	� �������� �� ������
���� ����	� �������	� �������	� ��
�	�� S;E� V�N<� ����� �	%!�
����� ����� ���	�	���! ������������� 7��
�

VS K SE VE M SV VV M

mX
i��

SNi
VNi�

��� �����
��� � �������	� ;'�AG< 
�� ����������� ��
�	����� ���	
�����!� ���

SE K
'

T
� SV K

P

T
� SNi

K �
�i
T
� VE K q �Na K q � P VV �

4������ ��� 	� ����
	��	����	� �������� ������/� �������
�	� 
�� ���	���
����  �����		�

�
������
� $������	 	���	�������/ �	����� ��������/ 	�

��� ����������� ��
�	��� � ����������	 T� 	 T�� 4���� �����
��
� �		 ���	�	� �� T� 	 T�� ��� ���

sign q;T�� T�< K sign;T� � T�<� q;T�� T�< K G� ��	 T� K T�� ;'�AI<

� ����������		 � ;'�A*< 	��

VS� K �
q

T�
� VS� K

q

T�
�



���� �
����������
���
 ������ 8F

��� ���
VS K � K q;T�� T�<

�
'

T�
�

'

T�

�
� ;'�AF<

� �	�� ��������� ;'�AI< ���	���
����  �����		 �����	�����!���
)
�
��� �
��� � ���
 5��
� ���	���
����  �����		 � ���� ������

�����
���� ��������� ���  ���� �������	� ;'�AF< ���	%� ����� ����

	��� ����������� ���

� K qr

�
'

T

�
K �

qr;T <

T �
�

=��	 �������� ����� �������	������ ���
	���� ���������� � �� "�
"	�	���� �k� ��

� K
k

T �
;rT <��

*���
����
��� ������
�
��� ��� 
��� �
����
��� ��
�	����
	�/�	� ���������� T 	 �		����	� ������	��� �� 	 ��� gk 6
����� k��� ��������� +������� ;'�A*<

VSj K �
'

T

X
k

gk;��� ��<�kj � j K '� )�

+������! 	�����	� �������  �����		-

� K VS K VS� M VS� K
'

T

X
j

gj;��� ��<;��j � ��j<� ;'�A(<

4�	  �� ������ ������������ �
���������/� �����	/ �����	���
���!����	 � ��	 ��� �� ����� ���

+
����
����
��� ������
�
��� 4���! ���������� ��
�	���
����	���� ��� 	 	� �		����	� ������	���� 	 ��
� �		 ���������
������ ������������ +����%���� ������	��� ���� ���  �� ���� �
����
�� � ������������ ��%� �������� ���	���
����  �����		 � �	����
���� ���	���! � "���

� K
X
k

	
gk

�
��k
T�

�
��k
T�

�
M qk

�
'

T�
�

'

T�

�

� ;'�AE<

�
� qk 6 ��	���  ����		 � ������ ��������� gk;��� ��� T�� T�<�
�
��p��������
 �������
�����
 $�����p	 
�� ��
�	�����

p��
������� ��p%��J P� 	 P� 6 
�����	� � ��
�	������ T 6 	�
����p���p�� $������! 
�����	� �������� ��p�����	� ��p%��� 9���
����	 ��p�� v ���p���! 	�����	� ��H�� ���
�� 	� ��
�	���� ����
�����/ � ��p�����	� ��p%���

4p�	���
����  ��p��		 ��p�
������� ����%��	�  ��p�		� p�����
	��/����� �p	 ��p�����		 ��p%�� q K v;P�� P�<;P� � P�<� � ���
��p���p�

� K
v;P�� P�<

T
;P� � P�<� ;'�IG<



8( �� �� ���
�����
���
 ���
� �
�����������

�	
 ���	�	���	 ���p���	 �� ��p���
� 
�����	� ��p�
������� ��p���
��p� �p��	� ��p%�� � �����	�

�p���
��p�����
 "��� 4p	 �p����
��		 ���� ��p�� ����/���
���p������ ;
p�����!< ��� 
�����	� 	�������� �� P� 
� P�� � p����
 g
���	�	� �� ��p���
� 
�����	�� D�
� �p�
�������!� ��� ����� ����� q
��
��
	��� � �	���� ���� ��� ����p���p� ���� �� 	���������

� K g;s� � s�< M
q

T
�

��	
� ����� ��� � 	����p	����� �p������ ��
��
	�� ����� �����

q K g;h� � h�<�

� ����� ��	������ ��� �		����	� ������	��� 	�/� �	


�i K hi � Tsi� i K '� )�

�����	

� K g;P�� P�<;�� � ��<�T� ;'�I'<

��� 	
���!��� �����  ����!�	� ���	�	� ���!�� �� ����p���p�� �� �
���

� K g;P�� P�<;s� � s�< K g;P�� P�<R ln

�
P�
P�

�
� ;'�I)<

)p��
�� 	����
��"� �p
�p�,
��� $�����p	 ��p�
	��	����
��/ �	����� � ����p�� �p	 ���������� ����p���p� T 	 
�����		 P
�p�	���
	� �		����	� �p����� �	
�

X
i�Ij�

�ijBi�
k�j
��
k�j

X
i�Ij�

�ijBi� j K '� � � � � r� ;'�I8<

L
��! j 6 ���p p����		� Bi 6 �������/�	� ���������� Ij� 	 Ij�
6 �������� 	�
����� 	���
��� ���������� 	 �������� �p�
�����
p����		� �ij 6 ����	���p	����	� �� ""	�	���� ;��	 �����	���!��

�� �p�
����� p����		 	 ��p	�����!�� 
�� 	���
��� ��������<� k�j
	 k�j 6 ��������� ���p����� �p��� 	 ��p����� p����	��

=��	 ��p�� Wj �������	�! ���p���! j�� p����		� �� 	�����	� �	��
�� ���� i��� �������� � p����	���� ��H�� ��p�
������� ���

dNi

dt
K
X
j

�ijWj � i K '� � � � � n� ;'�I*<

4p�	���
����  ��p��		 ����
���	� �		������� �p��p����	� 	��
�� �	


�x K �
'

T

X
i

�i
dNi

dt
K

'

T

X
j

WjAj � ;'�IA<



���� �
����������
���
 ������ 8E

�
� Aj K �
X
i

�ij�i 6 �		������ �p�
���� j�� p����		� � ��p��	��

p����		 � �������		 p�������	� Aj K G� +��p���	 p����	� � ���/
���p�
! ���	��� �� �������p��	�� ����p���p� 	 
�����	��

�
���������
p
��� 4�
�	����� �������	p�/�	� 
p�� � 
p����
	�/� p����� ����p���p� T� 	 T� 	 �����p� �		����	� ������	��
��� �� 	 �� � ��������/�		 �ji ;j K '� )J i K '� � � � � n<� 2�	 p���	�	�
������/� ����� ����� q 	 �����p��� ����� �������� g K fg�� � � � � ghg�
���
�� 	� ����p�� ���	�	� 	 �� ����p���p� Tj 	 �� �		����	�
������	���� �j � 4p�	���
����  ��p��		 ��	�� "���

� K q;T�� T�� ��� ��<

�
'

T�
�

'

T�

�
M
X
i

gi;T�� T�� ��� ��<

�
�i�
T�

�
�i�
T�

�
�

;'�II<

-�
.
��
 ������ $������	 ����������!�� ������� ���
� � �	��
��� ��%	��/��� �����	 �	���� �������� 	�/�	� �
	������/ ���
�������� T � 9������	 ����� Nk �	��� ���� k��� ��������� ��������
/���� � �	���� � �
	�	�� �����	 ;��!��� �����
<� 4������ ���
%��	� �������	� ���	���
����  �����		 ���� ���! ���
��� ���
�������! ��
�  �����	�� ����
���� 	 ���
��� �������� + �����
��	�������	 	�  ����!�		 �����	

� K �
'

T

X
k

Nk;�k � ��k<� ;'�IF<

��� 	
���!��� ����� 	 	
���!��� ��������� ����	�� ��
� �		�
����	 ������	��� k��� �������� � ���	 �k;xk< 	 ��� ������	���
� �	��� �	
� ��k ����� RTxk ln xk� ��� ���

� K �R
X
k

Nkxk ln xk �

�
�

xk K
NkP
�

N�

�

� ����� ���� ������ � ���	���! �������/� �����	 � ��!��	
�����
�	 gj � ���
�� 	� ������� ��
���	� xkj ��!��� 
���� k���
���������� W		����	� ������	�� k����� ��������� � j� ������
�������	 ��� �kj � +����� ���	 �� ����
� ����
������� ������%��	�
�

xk K

P
j

gjxkjP
j

gj
K

NkP
�

N�

� ;'�I(<



*G �� �� ���
�����
���
 ���
� �
�����������

� ���	���
����  �����		 6 ������%��	�

� K �
'

T

�
�X

k

�k;xk<
X
j

gjxkj �
X
k

X
j

gjxkj�kj;xkj <


A �

L
��! �k;xk< 6 �		����	� ������	�� k��� �������� � ����
�� ���
����� + ����� ;'�IF<

� K �
'

T

�
�X

k

Nk�k;xk<�
X
j

gjxkj�kj;xkj<

�
� �

	�	� ������
� � ��	�����	� �		����	� ������	�����

� K �
'

T

�
�X

k

Nk;�k;xk<� ��k<�
X
j

gjxkj;�kj;xkj<� ��k<

�
� �

4p	 ��%��		 
��� �
��p�
��� ������� 	
���!���� ���� � p�����

�	 g� 	 g� 	 ����p���p�	 T� 	 T� �p�	���
����  ��p��		 �����

�c� K

�
g� ln

Tc�
T�

M g� ln
Tc�
T�

�
Cp�

�
� ����p���p� ���	 Tc� ��p�
������� 	� �p�����	� ��������� ���
�����

Tc�;g� M g�< K T�g� M T�g��

7���������! ������� Cp �p�
���������� �
	�������� ��� 	 	� 
�����
�	� P �

!�
� ��
.
��� � 	����
��� p
���p
 ��� 	����p	������� p��
����p� ��p	�
	������� 
�����	�� � ����p�� � ���� t K G ���p����
/��� �	���� ���������� � �������� �p�	���
����  ��p��		 �������
����� �p	���! ����%��	� �p	p����  ��p��		 ���	 � �p�
���	���!�
����	 �p������ � � � 	����p	����� �p������ �p	p���  ��p��		 �����

PS K S;�<� S;G< K PS�� MPSx� ;'�IE<

4�p��� �������� �  �� ��p����		 6 �p	p���  ��p��		 �� ���� ���
%��	�

PS�� K �
'

T

X
k

Nk�;�k;xk<� ��k<�

L
��! Nk� 6 �	��� ���� k��� ��������� � ���	 � ���� t K G� ���
�/���� ����� t

xk;t< K
Nk;t<P
�

N�;t<
�

xk� 6 �����!��� �������p��	� k��� ����������



���� �
����������
���
 ������ *'

4p	p���  ��p��		 �� ���� �p������	� �		������ p����		 ��
�
��	�������� ��p�� �		����	� ������	��� 	 �������p��		 � ����
�������	� �p������ � -

PSx K �
'

T

X
k

�
Nk�k;xk<�Nk��k;xk�<

�
�

.	��� ���� � ���� � 
�� k��� ��������� ���	�	� �� ����	���p	�
����	� �� ""	�	����� 	 ���p����� p����		 ���

Nk K Nk� M

�Z
�

X
j

�kjWJ ;x;t<<dt�

+�	p�� �p	p����  ��p��		� �����	

� K
PS

�
K �

'

T�

X
k

;Nk�k;xk<�Nk��
�
k<�

��� p�����p� 	
���!���� ��%��	� ���p�p������ 
�����	�� � ���
��p�� ��
�/��� �	���� ��������� � p����
�	 gk�� �p�	���
����
 ��p��		 ���� �p�
����	�! ��� ��� 
��� ��������/�	�-

� K ��� M �x� ;'�FG<

9�������� ��p�� x �����p �������p��	� �� ����
� 	� p�����p�
;� ����	�� 	 � ��� ��H��<� �����	 
�� ��p���� ��������� � ;'�FG<
;�� ;'�IF<<

��� K �
'

T

X
k

gk�;�k;xk<� ��k<�

���p�� ��������� ������	��� ��p����	/ ;'�IA<� p����

�x K �
'

T

X
k

�k;xk<
X
j

�kjWj;x< K
'

T

X
j

Wj;x<Aj �

� ���/ ���p�
! �����p x ��p�
������� 	� �p�����	� ���p	��!����
�������

xk K

Nk M
P
j

�kjWj;x<

P
�

�
N� M

P
j

alpha�jWj;x<

� � k K '� )� � � �

/����
��
 �p��
��� � �	��	����	� �p������� ��p�������
��p����p	��/�	� �������	� �	����� ��p	�
	����	 �p	�	�/� �
��
	 �� �� ������	�� ��� ��� ������
�	�� �����	� �	��	�����	

E;G< K E;�<� S;G< K S;�<� Nk;G< K Nk;�<� k K '� � � � �K�



*) �� �� ���
�����
���
 ���
� �
�����������

� �	�� �����	� �	��	�����	 	����p��� �� ��p	�
 @G� � B �� �p���� ����
��� � �p�����	�� ��p�
	��	����	� �������� ;'�*(<U;'�AG< p���� ���
�/� =��	 p��	 �	���� ����	����	�� �� ��p������ �������	� ��	��
���� 	 ����� ����	 �p�����	� ��p�
	��	����	� �������� p����
���/�

���� �����  !!
��������� �
����������
���	

����
� � �������������  �������

Qp�����	� ;'�*(<U;'�AG< �������/� �p����
	�! ����! �����������
 ""���	�����	 �p������ � �p�	���
����  ��p��		 �� ������	���!���
p�����p	 �������	�%	��� �p������ � ����p� ����� ����! �p�����
�	� ;'�AG< p���� ���/ ;� ���
�� ���� �p���	 	�	 � �p�
�� ��
�	��<� +������� �p	����� ��%� �p��	�� �����	���!�� ��	������
���p�����	� ������� �������� 	  ��p�		� �������/�	� � �	����� �
��p	�����!�� 6 ����
��	� 	� ���� 9p���	���	� �p������� � �	����
��p�
����� �� ����p��	���! 	� � �	�� �p�����	� ;'�AG<� �����������
�p	 "	��	p������� ��p���p�� ���
��� ������� �� ��p����p	��	��
����
���� $��� � �p	��
	� � p����  ��p��		 ����
��� �������� �p	
�p��	� p����� �����	��  ��� p��� ���!%��� ����p���p� ������� ��
����
� �	�� �p	 "	��	p������� ����p���p� ����	�	���� ����
��	�
�����  ����		� : � ��� 	 � 
p��� ������  �� �p	��
	� � ���!%��	/
����	������ p������ 	�	 ������ ���
����	�� ��p���������� �	��
����� 2��p���	������  ""���	�����! ��p�
	��	������ �	�����
��p����p	��/����� ����%��	� �������� p������ ��p���������� �
���� � ���p���  ��p�		� 
���	���� ���	�� � ��p��	�� �p�����
���� ���
� � K G� � ����	�� '�' 
��� �������	� ����
	��	����	�
�������� 	 ������/�	� 	�  �	� �������	� ���	�	���	 ��
� ���
��������  ""���	�����	 �������� 	 �p�	���
����  ��p��		 � 
��
��������� ����
	��	����	� �	���� 4����� �����
������!����!
�������	�  �	� ���	�	����� �� ��	���� ���������� �	����

�
������ ��.��� 7������� �%	�� ����������� ������ ��������
�� �� ���������� � ����������� T� ;�������� 	�����	��<� � �����
��� +������	� �������� ���� ������� �	��	���� ��	  �� ��� ��
���
����!  ����		 ����
��� 	�����	�� � ����������� T�� 4���������
 ""���	�����	 ���� ����	�! ����%��	� ���	���
����� ������ � ���
�	������ ������ ����������� � ������� 	�����	�� ;���	����	� ,4�
� K p�q�<�



7
�
�
�
	
�
�
'
�'

$
�
�


�
�
�
�
�


�

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
	
�
�
�
!
"
"
�
�
	
�
�
�
�
�
	
�

�
p
��
��
�

�
p
��
	
�	


�
�
�p

��


	
�


�
��
�


�
��
�
�	
��
�

�
��
��
��
��
�
��
�
��
�


�
	
�
��



�
��
�
��
��

��


	
�

��


��
�
��
 
�
!

q�
�
q�
�
P
"
#
�

q� T
�

�

q� T
�

$
�
"
#

�
"

P q�
"

�
�
T
�

�
T
�

�
$
T
�

�
�
P

�
��
�
��
�%
	
��
�
�


�
��
��


�
�
&

	


�
��


��
�
��
 
�
!

q�
$
q�
�
P
"
#
�

q� T
�

$

q� T
�

$
�
"
#

�
r
"

q� jP
j

"

�

T
�
�
T
�

�
�

�
T
�
�

jP
j

�
�
h
p
"

q� jP
j

"
�
$
�
r

'


�
�
(
�

�	
	
�&

��
�	


�
��
&

�


%
�


�
�
��


��
�
��
� 
�
!

q�
$
q�
�
P
"
#
�

g
�

$
g
�

"
#
�

q�
$
q�
�
�
�

g
�

�
�
�

g
�

$
�
T
"
#

�
d
"

P g
�

"
�
�

�
�
�

�
T
�

g
�

�
�
r
"

g
� P

"
�
�
T
�
�
jP
j

�
�

�
�
�

)


�
�


�
��
�
�
�

p
��
�
��
�	


�

�

	
�p
	
*
�
�
��
�%

��


��
�
��
 
�
!

qc
b
$
qc
$
qb
�
qo
�
P
"
#
�g

c
b
c

�
g

c
"
#
�

g
c
b
b

�
g

b
"
#
�

g
c
b
"
g

c
b
c

$
g

c
b
b

�

�
�
T
�q

c
b
$
qc
$
qb
$
qo
�
�
� c
g

c
b
c

�
�
� b
g

a
b
b

�

�
�
� c
g

c
�
�
� b
g

b
!
$
�
"
#

�
"

g
c
b

jP
j

"

g
c
b

jg
c
j�
�
� c

�
�
� c
!
$
jg
b
j�
�
� b

�
�
� b
!
$
T
�

+
��


�
�


�
�
��
�
�
p
��
�
��
�	


�

�

	
�p
	
*
�
�
��
�%

��


��
�
��
 
�
!

g �
"
g �
$
g �
�

g �
x
�

�
g �
x
�

�
g �
x
�

"
#
�

q�
�
q�
�
g �
h
�

�
g �
h
�

�
g �
h
�

"
#
�

q� T
�

�

q� T
�

$
g �
s �
�
g �
s �
�
g �
s �
$
�
"
#

�
"

g � q�
"

� F
� �

�
T
�

T
�

� �
�

T
�

F
q�

�

,
S
�
i
"
,
S
c
m
�
�
,
S
c
m
i
$
C
p
ln

� T � T
i

� �
C
p
ln

� P � P
i

�  

F
"
T
�

�,
S
�
�

$
a
,
S
�
�
!
�
,
h
�
�

�
a
,
h
�
�
 

,
h
�
i
"
C
p
�T
�

�
T
i
!�
i
"
�
��

-
�
��
p
��


�	
	
�&
�
��
�p
��


�	
&

	
*
%
�


�
�
��


��
�
��
 
�
!

qa
$
qs
"
#
�

g
a
$
g

s
"
#
�

qa
�
T
a
$
qs
T
s
�
�
a
g

a
�
T
a
�
�
s
g

s
�
T
s
$
�
"
#

�
"

g
s

qs
"

�
�
T
a
�
�
�
T
s

�
s
�
T
s
�
�
a
�
T
a

�
�

�
�
g

a

�
s
�
T
s
�
�
a
�
T
a

.
��
�


�


�
��


�
��


��
�
��
 
�
!

g g
h
g
$
g b
h
b
$
g f
h
f
$
q�
$
q�
"
#
�

g g
x
g
i
$
g b
x
b
i
$
g f
x
f
i
"
#
�

i
"
�
��
��
�l
�

g g
s g
$
g b
s b
$
g f
s f
$
q�
�
T
b
$
q�
�
T
g
$
�
"
#

�
"

g f q�
"

g f
��
�
T
g
�
�
�
T
b
!

P
i�
b
�g
�f

�g
i
s i
�
g i
h
i
�
T
g
!
$
�

'
�


/�
�
��
�

�
	
(
�
p
�	
	
�/
�

�/
�p
�	


�
��


��
�
��
 
�
!

g �
h
�

$
g �
h
�

$
q �
�
P
"
#
�

g �
s �
$
g �
s �
$
q �
�
T
$
�
"
#
�g
�

$
g �
"
#

�
"
P
�
g �
"
g
�

�
g
�

�
�
T
�
g �

g
i
"
h
i
�
T
s i
�

i
"
�
��



** �� �� ���
�����
���
 ���
� �
�����������

$ 	 �� '�)� +�������� ������� 
�� �	��� 	� ����� '�'

���
� ���������	� 
�� ���
�	� 	�����	������� ������� ������ ���
�	������ �� �������� ;q�< 	 ��
������� ����
��� ;q�< 	�����	���
� ����� 
�� ������	 p� ���	%� �������	� ��������  ����		 	  ��
����		 
�� �������� ����-

q� � q� � p K G� ;'�F'<



���� ���� !""
��������� ����
� � ������������� !������� *A

q�
T�

�
q�
T�

M � K G� ;'�F)<

5��	 � ������ ������  �	� �������	� �����������/� ��� "���
��� ��� �������	� �������� ���� �	�� ������ �� ������� �� �����	
;������� 	 ������� ����	��<� �	�� ������� �	��	����	 ;������� ��
%	��<�

:� �������	� ;'�F'< �����	 ���	����	� ,4� ���

� K
p

q�
K '�

q�
q�

�

� ���/ �����
! 	� ;'�F)< ���
���� ���

q�
q�

K
T�
T�

M �
T�
q�

�

7��	 �������

� K

�
'�

T�
T�

�
� �

T�
q�

K
'� T��T�
' M �T��N

� ;'�F8<

4�	 ��������		 �������	���	 ;� K G< ���	����	� ,4� ����� ,4�
,����-

�� K '�
T�
T�

�

=��	 ���! ���������! ����	�! ���	���
����  �����		� ���� ����	
�min ������ ��� ����!��� � 
 �min 
 G� ��� ��
����	� �min � "����
�� ;'�F8<� ���� ����	 ����� �����/ ������ 
�� �� � ��� * ���������
��� ��	 ��
����� ������	 p 	 �	���	�� ������������� ����� ������
���� ���! ���
����

-����������� �
������
� $������	 ����
	��	�����/ �	��
��� ;�	�� '�8<� ��������/ 	� 
��� �������� ����	��/�	��� 
��� �

���� ������ D�
� ���
�������!� ��� 	�����	� 
�����	� �������
���� ���������!� 9������	 ����� gi� Ci� Ti�� Ti�� si�� si� 6 �����
�
����������!� ���������� 	  �����	/ i��� ������ �� ���
� 	 ����
�
�������������� ;i K '� )<� Wi K Cigi ��
����  ��	������ i��� �������

$ 	 �� '�8� +��� �����	���		 ����	�������� ����������



*I �� �� ���
�����
���
 ���
� �
�����������

Q������	� �������  ����		 	  �����		 	�/� "���

W�;T�� � T��< MW�;T�� � T��< K G�

g�;s�� � s��< M g�;s�� � s��< K ��
;'�F*<

L
��! � 6 ���	���
����  �����		 �� ���� �������	���	 ���������
��������������

4���! �������� ����������	�� q K W�;T���T��< ��
���� ���
� 	�
;'�F*< ���
�/� ���������

g� K
q

C�;T�� � T��<
� g� K �

q

C�;T�� � T��<
�

4���� ��
�������	  �	� �������	� � �������	� �������  �����		 ���
���	

s�� � s��
C�;T�� � T��<

�
s�� � s��

C�;T�� � T��<
�
�

q
K G�

=��	 �����	 �� ���	 �������� ��	��	 � 	
���!�� ����� �� ��	
	�����	����� ���������� ��	�����  �����		 ������� �����

s�� � s�� K C� ln

�
T��
T��

�
� s�� � s�� K C� ln

�
T��
T��

�
�

7�� ��� �������	� ;'�F*< ��	�� "���

ln;T���T��<

T�� � T��
�

ln;T���T��<

T�� � T��
K
�

q
� ;'�FA<

9���%��	� Xi K
Ti� � Ti�

ln;Ti��Ti�<
	��� ���������! ����������� ��� ��

������� ���	�	� �� ���
��� ���������� i��� ������� � ��	 ���� ����
����	 ��������� ����! ���
�� ��	��� �  ��� ���
��� ����������
;Xi � G� A;Ti� M Ti�<<� D�
� �������! Xi  ""���	���� ���������
��� i��� ������� :� ;'�FA< ���
���� ��� � ���!%��	� �������	���	
��������  ""���	���� ���������� ����������� ������ �����������
������	���!���

'

X�

�
'

X�

K
�

q
�

4�	 ��
����� �������� �������� 	 ���������� T�� ���	�	�� X�

"	��	������� Y	�		���	� ���	���
����  �����		 � �� ���� ������
W�� W� 	 �� ���� �����	���		 ���������� ��������� ��	 "	��	���
������ ����������	 ����������	�� ����	�	�!  ""���	���/ �����
������ ������� ������� � ����	�� ��	 ��
����� T�� �����	�! T���

)���
�� �
����
��"� ����
�
��� ��&	�����
����� ��
�� $���
����	 ������� ���
����	� ���	� ��������� 	� 
��� ��������� 9���
����	 ����� qi� Ti� si� pi� hi� xi� �i 6 �����
� �����������  �����	/�



���� ���� !""
��������� ����
� � ������������� !������� *F


�����	�� ����������	/ ��/������ ��������� 	 ��� �		����	� ���
����	�� � i� ������� 4�	� 	�
��� i K G 
�� ���
������� �����
��� i K ' 
�� ������� ������������ ��/���� �������� ;��� ���
x� 
 x�<� 	�
��� i K ) 
�� ������� ��	������� �� ��/������ �������
�� ;x� � x�<� , ���� ���
����	� ��
��
	��� �������� ����� q�� ��
	�����	�� � ����������� T� 	 ����
	��� ����� q� 	�����	�� � ���
��������� T�� 4��	���
����  �����		 �������	 ����� ��

L��	%� ����������!�� �������	� ����	��!�����  ������	������
�� 	  �����	����� �������� 
�� ���� ���
����	� � ����� � ����
�������	 ���������� ������%��	� ���!�� 
�� �������� ����� � ���
���
�� ������ ���� �������� ���� �� �	�� �������� ���������� 	
���	���
����  �����		 ������� ���!�� � 
	��	���	���	 ������	
������ 	 �������������

7���
	��	����	� ������� ����-

g� K g� M g�� g�x� � g�x� � g�x� K G�

q� � q� M g�h� � g�h� � g�h� K G�

q�
T�

�
q�
T�

M g�s� � g�s� � g�s� M � K G�

;'�FI<

��� �����
�	� ��������� �
���� �����	���! ���� ����� � �	� ��%�	 ��
�����/���� ������	�� � ��	�����	�  ����!�		 	  �����		� + �����
;'�FI<� �����	� g� ����� g� 	 g�� �����	

q� � q� M g�Ph�� M g�Ph�� K G� ;'�FF<

g�Ps�� M g�Ps�� M
q�
T�

�
q�
T�

M � K G� ;'�F(<

L
��! Ps�� K s� � s�� Ps�� K s� � s� 6 ��	�����  �����	�� � Ph�� K
K h� � h�� Ph�� K h� � h� 6 ��	�����  ����!�	� �����������/�	�
��������

,�� ����	��� ����������		 ��/������ �������� � ������� ��
��
��� � � �������� ���	������� ,4� �������� ���
����	� ���� ���!
��	���� ����%��	� �����
�� �������� ������ g� 	 ������ ����� q�-

� K
g�
q�

� ;'�FE<

:� �������	� ����	��!���� ������� ;'�FI< �����	 g� ����� g�� 9���
����	 a K ;x� � x�<�;x� � x�<� 7��
� �����
 ������� ������ g� K ag��
Q������	� ;'�FF<� ;'�F(< �����	%���� � "���

q� � q� M g�;Ph�� M aPh��< K G� ;'�(G<

q�
T�

�
q�
T�

M g�;Ps�� M aPs��< M � K G� ;'�('<



*( �� �� ���
�����
���
 ���
� �
�����������

:���/�	 	� ;'�(G< q�� �����	 q� K q�M g�;Ph��MaPh��< 	 ��
����
�	  �� �������	� � ;'�('<� 4�	��
	 � ���������

q�

�
'

T�
�

'

T�

�
K g�

�
Ps�� M aPs�� �

Ph�� M aPh��
T�

�
M ��

	� �������� ���
���� ���

� K
g�
q�

K
'

F

�
'�

T�
T�

�
� �

T�
Fq�

K
'

F

�
�k � �

T�
q�

�
� ;'�()<

L
��! F K T�;Ps�� M aPs��< �Ph�� � ah��� �k 6 ,4� ,����� 4�	���
���	�  ����!�		 	  �����		� ���
��	� � F � 	�/� �	


Ph�i K Cp;T� � Ti<� i K '� )�

Ps�i K Cp ln
T�
Ti
�R ln

P�
Pi

MPs��� �Ps��i� i K '� )�

2�����	� ��%��	� �
���� ��� ���	 i��� ������-

Ps��i K R@;'� xi< ln;'� xi< M xi lnxiB� i K G� )�

4����� �������� � �������		 ;'�()<� ��� 	 ����%��	� T��F � ���
�	��� ���!�� �� ��������� ���%�	� �������� � �����	� �������
�� ���	���
����  �����		 � ����� ���/� 	 ���	�	�� ���	�������
,4� 
���	���� ���	��� ������� ������ �������� � ;'�()<� 9���
�	� ��	�� �� 	�	 	�� ������� �������	���! ��������� ���� ���
�
	�	��!�� �������/ ��	 
����� ���	���
	���!����	 	 �	���	��
������ 	 ������������ ���	�	�� �� ���� �����	�! �����	�/ �����
�� ���	������� ,4� �������� ���
����	��

� �� ������� ���
� ���
����	� �������������� �� ���� �	������
�		 �������� ���� � �������
�� ��������	� 	 ��	��	 � �����
�����	��� ;�������	� 	�	 �
�����	�< 	 ��
����	� �� ����� �����
�	��� ;
������	�<� �������	� 
�� ���	������� ,4�� ��	���� � ;'�()<�
�� ���/��/��� �		����	� ������	��� �������� ���� �����	�! 	�
����
	��	����	� �������� 
�� �������� �����

7�� ��� �������� �������� ���� ���/��� ���	�
	����	� �� 	��
����	� ��� ���� PM � ����������  ����		 PE 	  �����		 PS ��
�	�� ����� ���/� :�  �	� �����	� ���
���� ��� �����
 ��������� ���
���������� 	� ���	 � ����� �����	���� ����� g�� Q������	� �����

	��	����	� �������� ��	�� "���

q� � q� M g�Ph�� K
PE

�
K G� ;'�(8<

q�
T�

�
q�
T�

M g�

�
��
T�
�
��
T�

�
M � K

PS

�
K G� ;'�(*<

:���/��� 	� ;'�(8< q� K q� M g�Ph�� 	 ��
������� � ;'�(*<� �����	
���	����	� ,4� �	��� ���
����	� � "���

� K
g�
q�

K
'

�

�
'�

T�
T�

�
� �

T�
q��

K
'

�

�
�k � �

T�
q�

�
� ;'�(A<



���� ���� !""
��������� ����
� � ������������� !������� *E

1����	� � ���	�	�� ��� 	 F � �������		 ;'�()<� �� ��������� ���
�
���� ������ 	 ������� ������������ ������ ���������

� K T�

�
��
T�
�
��
T�

�
�Ph���

� �� ������ ������� ���
� ���������� ���
������� ������
	 ������� ������ �
	������ ;T� K T� K T <� ��	�����	�  ����!�		
Ph�� K G 	 "����	� � ��	�� �	


� K
T�
T

;�� � ��<�

��� �����	 ���	���
����  �����		 � ���! ������� ���� ����	�!
�� ���
		� 5���	��� �������	�����
������	����� �	�� ���� ������
�� ����	�! �� ���
		 ������ 	 ������������� 9���	� ��	�� ���	���
�
����  �����		 �� �� ���
		 ����������� ���
� �����	� �������� ���
��
��	� 	� 
��������� ��
��� ���� ����� ��������� �������/��� �

�������� ���	���
����  �����		 �� �� ���
		 �������		� �
 �� ����

		 ������� �������� � 
�������� ���%�	 	�����	�� 	 �� �� ���
		

��
����	� ��	��	 � 
��������� ���� ����	 � K
�X
i��

�i� 2�� ���	�	�

�� ����� ��
�������	 � ;'�(A< ��������� ����	 �������	�/ �����//
������ 
�� ���	������� ,4� �	����

����&��������
	����
��� � �
��������&������� ���� Y����	�
������ ������ ���� ���! �������� �� ���!�� �� ���� ����
��	 �����
�� ����� �������� � ����� ����
��� ����������� ���  �� ���	���
	�
� �	��� �������� �%	��� �� 	 �� ���� ����
��	 �������� �� ����
� ���!%	 � ���� � ��!%	 �		����	 ������	���� $������	
�	����� ��������/ 	� 
��� 	�����	���� � �
�� 	� ������� �		�
����	� ������	�� ���������� �������� ����� ��� � � 
���� �� ;
��
����
��������	 �� 
 ��< 	 �������� ����� �������� �������� �	��	�
����	 	����/���� ,�� 	 ������ ���	%� ������� ���������  ����		 	
 �����		� ����� ��� � ���
�� �� �	�� ����������  ����	��  �����	�
	 ���	������ ���� N �������� 
�� �������� ���� �� 	����/����

4����	-
�< 
��  ����		

q� � q� � P K VE K GJ ;'�(I<

�< 
�� ��������
g� � g� K VN K GJ ;'�(F<

�< 
��  �����		

'

T
;q� � q� � ��g� M ��g�< M � K VS K G� ;'�((<

L
��! ��	����� ��� ���������� ������� g� 	 g� �
	�������



AG �� �� ���
�����
���
 ���
� �
�����������

� �������� ��	���	�  ""���	�����	 �	��� ���� ���! ��	����
����%��	� ���
��� ������	 � ������ g�-

� K
P

g�
�

:� �����	� ;'�(I<U;'�((<� 	���/��� g�� g� 	 q�� �����	

� K �� � �� � �
T

g
K

�� � ��
' M �T�P

� ;'�(E<

9����	�� ������ ����������  ""���	�����	 
	""��	���������	�������
�	��� ����� �������	 �		����	� ������	���� �� � ��� 2���� ���
��
���� ��	
��! �� ����� �		������� ������	��� ��� ���	�	�� ����
��
���  ����		 3	����� ���������� � �
��� ��/ ��������� :����
��
�������	���! ������������ 	 ����	� ���	�	�� �� ���� � 	����!�
�����	� ;'�(E< ����������� ����%	�! �����	�/ ������ 	 ������!
���������!  ""���	�����	 � �� ""	�	����	 ��������
��	 	 
���	�
	 "������	� ����
���/�		 �������	���!�

.	�����/ ���
�������� ���
����! ������	���� �����
�	 � ��
������� ���
� ���������� ����������� ����	���� � ���������!  "�
"���	�����	 �	��� ����� ����%��	/ ����	������ ������	 � ���
����� ������  ����		� ���	����� �� �
���� 	� 	�����	���-

� K
P

g��� M q�
�

� ���� ��
� ��������� ���	���
	� ������� ������������	��!����
����� � ����������� T� � ���!/ ����
��	 ������ g �� 	�����	��� �
�	��	 ������	��� �� � 	�����	�� � �����	 ������	��� �� @8IB�
:� ���������� ��%� �������	� ;'�A'<U;'�A8< ���
���� ��� �� ""	�	�
���  ""���	�����	 ���	� �����
	""��	����� �	���� �����

� K
g

q
K

'�T� � '�T�

��� TT� � ��� TT�
�

�

q;��� TT� � ��� TT�<
� ;'�EG<

����� ������� ��������� �������� ��� ��������� ������

	� ��������
�� ������� ����
�	���� $������	 ����	�����
��� �������� � ������ VE K VN K VS K G� �  �� ������ 	� �������
�	� ����
	��	����	� �������� ;'�*(<U;'�AG< 	 ����������� � � �min
������/� �����	�� ������ 
����� �
����������! ����	����� ����
���	� ��������� � ����	������ ���	� ����
	��	������� ����
�����- X

j

gjhj M
X
j

qdj M
X
j

qj �Na K G� ;'�E'<

X
j

gjxij M
X
j

gdj M
X
�

�i�W� K G� ;'�E)<



��#� $��
�����
 ���� �
%
��� ��������&�����	 ����� A'

X
j

gjsj M
X
j

qdj �
P
i

gdj�dij

Tdj
M
X
i�

�i�ni�
T�

M
X
j

qj
Tj
� ��min� ;'�E8<

4�	  �� ����� �����!� ��� ���	�	�� �min � ���/ �����
! ���	�	� ��
	�����	�����	 �������� �	���	����	� �� ""	�	������ �	
��
	��	�
�	 ��������� 	 ���

��"� #��
�����
������ �
$
���

��������%�����	 ����� �
�����������

,�� ���� �	
�� 
�� ���� ������������ ��	����� 	� �������	�
����
	��	����	� �������� ���
���� ��� ���������!  ""���	�����	
	����!�����	�  ����		 � ����
	��	����	� �	����� ;���	����	�
,4�< �������� ���!%���� � ����� ���	���
����  �����		 �� ���� �
����� �������	�� �����!  ����		� ���	�	�� � ���	�	� �� �	���	�	
������ 	 ����������� ���������� � ����� �	���	�	 �		����	� ���
���	�� Q������	� �	���	�	 �������/� 
	��	���	���� �����	  ����		
	 �������� � 	�����	���	 ��������	 ���	�
������/�	� ��
�
�	���� +���! ����������  ""���	�����	 � ���	���
����  �����		

��� � ����� '�'�

L�
��� ���	��!��� � ����
	��	����� ����� �����	���		
�������� �����	� � ��� ����� ������ ���������� 
�����	�� �	�
	����	� ������	���� ���	�
������/�	� ��
�	���� � ����� �� "�
"	�	����� � �������	�� �	���	�	 
��	�!�� 	�	�� ���	���
����
 �����		 ��	 ��
����� 	�����	�����	 �������� � ������
������� ����
�	������� �	����� ;��������� ����������	���� ���������� ������
��� ��������� 	 ���< 	�����	���� ��������� ���/��� �� 
�	���
	 ��������� ����	 ���	��!��� ����� 	�����	�  �	� ���������
	 �� ""	�	����� ������ 	 ������������ �
��! ��������� � ������	��
������ ��������� ��������� ����	 ����� 	�����	� 	�����	���� ���
������� �� �����	�

����� �������� ���	���
����  �����		 � �	���� �������� ��
�

	�	�����!� ��� ��������� �� �����  ���� ����	�! ������/ �	����
� �� ��
��!��� ��
�	����� ���		�	�����! ���
�/ 	� ��
�	���
��	 ��� 	�	 	��� ��������� �������/�	� 	 ����
��	� 	� ��� ���
������ 5� ���
�/��  ���� ��������� ��� ����������! ���
�	� 	�����
�	�����	 �������� ����� �
��������	�! �	����� ����� 	 	�		�
�	�����! ������� ���	���
����  �����		�

,�� ����	��� 
�� ����	���		 ���
����� ������� 	�����	� ���
�������� 
�����	�� �		����	� ������	���� � ��� 	�����! ��H�
�� ��
�	���� �� ""	�	���� ������ 	 ���������� +�� �����
�� 	 ��� ��������������� ������� 	�����	� �� ""	�	�����



A) �� �� ���
�����
���
 ���
� �
�����������

������ 	 ��������� �������� ����������	� 	 ������ ��������� ���

� ��
�	����	� � ��� �������� ���
� �����	������� ������� ������
���	� �� �������/� ����	�����! ���	��!��� ��%��	�� ���	�	�� �min�
�����������/���  ��� ��%��	/� 
��� ������ ��	�� 
�� ���	���
���
��  �����		� 7��	 ������� ��	 ��
����� 	�����	�����	 ��������
���!�� �����	�! ���	���
����  �����		� ��!%��� �� �min� 4�
����
����� �min � �������	� 
�� ���	������� ,4� 	�	 
������ �������
����  ""���	�����	� �������� ���	������ �� �� ��������� �����	�!
�����// ������� ������/ ��	 ��
����� 	�����	�����	 ���!�� ����
�����	� =����������� ���  �� ������ �	�� �����	��� � ����	� ��	��
� 	��	��� 9�� ���	�	� �� ���	���
	���!����	� �� ""	�	����� ������ 	
���������� ���� �� ���������		 	 ������� ��������� ��� ���������
��������	�! ����
	��	����	� ���������	 �� ���	�����	 	 ����
�	 �����	����� ��%��	�� 4�
�������� �min � �����	� ;'�E'<U;'�E8<
��������� ��
��	�! ������! ����	������	 �������	�� ����������

� ��
� ������� � ����� ���	���
	���!����	 �	���� �min ������
����! ������� ���  �� ���	���
	���!����! ��	 �/��� ��������  ����
�		 �� ���� ��������	 ���������� ���
���� ��� ��������� ����	�! 	
���
��!��/ ���	���
	���!����! ����������



����� �

�������� �	
	���
��
�	��	���		

�� �������	
 ���	������ 	 ��������� ���
 	����
 ��� ��������� 	���
�������� ����������������� ������ ��������� ��������������
����������� 	 ��� ��� ����	� !���������� "��# ������������� $	�$�
���$ ������� �$ %�����	����	� "�������&� ' �����# ���	� p������p��
� �p� ���
 ����p� �p� �������# �p����# �������	����� %�p���
��# 	������� �	��(��� ���& ����� ���������(� ������� ��� '
"��� ��� ����� �	��(��� ��� ��� ����������� 	� 	p����� ��� 	
�p���p����	�
 ��� ����p�������� �p� ����
 � ���	����$ �p���	�����
	�� "��p����
 ����������� ' p$�� ��(���	 ����# �����(� ��#�� ��
(�����$ ��� ��$ ��� ��p�������$ �p��(���$ ���)��� ����� �������
������ *���� ��p��$��$ ���(���� � ���( ������� �� ����(�

*�� ��� 	 ������# ������� �p���	����	� "��p���� ������	�� �	$�
���� � �p���	����	�� "��p���� 	 ������ �� �� "�������	
 �� �p�
�p�����p�	���� ������ ���������� ���������� p���p������� ����(
������������ �������� �p����# �������	����� �p� ����	� +�����(
�������� �p����# �������	����� ����	����	(�� ���������� 	������
��$ 	������� ������� �� "��p���� !p� �p�����p�	���� ������ ����
��� ���������� ����	��������� ��#�� �p������� 	���������� 	���
�$��� 	 ��� ����������

!�p	��������� p������p�� �����( � ����������# ������� �� 	
����� 	���� ,���� ���(����� ������)���$ ����p�����p(�� ��$  ��
���� p$�� �p� ����	 %������ � �������p�����
 �p������p�	���$
 �����
������ �p�	p�����# � �p�&�

!�� ��� ����������# ������� �� ����� �	$��� � ����# ��  ���
������� 	 ������������� ����� � �����������# ������� +���� �p��
 ����	 ����������# ������� �� ����� �� 	����
 ��� � ����� ��p����
�� �p� ����	� -� �(���� �p���  ��)�� 	����������# ���������

��� ������ "�� �p���  ����	����$ p�����(���� � p��)�p��� ��
����� ��)� �� ���� ����	���� 	������# %(	�������� ��	�p������#
��������& ���� �� ���� (����)���$ �������	����� �p� �����

' �	(� ��������� ���������� ���������� (���	�$ �� !��������

�������� ������ ��� ��������( �����$��� ������# ������ �����
	����	(�� �����(� �����	����	� "�������
 � ����� �������� �����
������ �� ��� ����	
 �� ���( (���	�# ����������# ������� ���
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���

���� �����	
 �	�	������ �	��	��		

���������� 	�
��� *���������������# ��� ��� ����������(�
�� �	� ���� ��������� / �������	�� %��������(��
 ��	�����
 ����
 ����� �$ � ���& � "�������	�� %��0��
 	�(�����$$ "�����$
 �����
����# ���������� 	�����	� 	 �������
 "������$ � ���&� !�� �������
���������# ������ �� �	� ��������� �������	�� ��������� ��$
�����# �� ��� ����	����$ ����������
 � "�������	�� ��������
�� (����)����$ 	� ������� ���
 	� ������� ����� ��������� �����
)� ��������� �(�������� ��0����

1(��� ���������� �������	�� ��������� ��$ i�# ������ �����
ui
 � "�������	�� ����� xi� ' ����� ��(��� "�� ��������� 	������
��� +���� �	� ���������� ���������(�� ��(� � ��(���
 ��������
����( u� � u� ���	���� � 	�������	���� ������ J%u�� u�&� 2(�� �$ J
��$ ����$��� u� � u� ������	��
 �������� ��(��� �� ��	��(������
���(�����	 � �������� ����(����� �	�#��	���3

�J

�u�
� 4�

�J

�u�
� 4�

J%u�� u�& 5 4� ��� u� 5 u��

%6��&

!���� ��� "��� ������ �����	��� ���

J%u�%l&� u�%l&& 5 a%l& 7J%u�%l&� u�%l&&� %6�6&

��� a%l& � 4 / ��"��� ����
 ����������(���# ������������� ��	����
����� �������� �� l� +���� ����# ��"��� ���� �������� A �����
 ��

LZ
�

a%l&dl 5 A� %6�8&

9��� a �����$���
 �� a%l& 5 A�L� :��(���� l ����� ����� ���� 	���
���� ��� ��	�������� ����������	���$�

' ����� ����� ��(��� J 5 %J�� � � � � Jj � � � � � Jm& / 	����� ������	

u� 5 %u��� � � � � u�j � � � � � u�m& / 	����� �������	�� ��������� ��#
��������� %� 5 �� 6&� !��	�� �� (���	�# %6��& ������ 	��

�Jj
�u�k

� 4�
�Jj
�u�k

� 4� k 5 �� � � � �m� j 5 �� � � � �m� %6��&

'����� (���	�� �� ��������$�

;������� ����( 	�������� u� � u� ���	���� � ��$	����� �	��
�(��� ��� Xj 
 �����$ �� ������ �������$���$ ������ u�j � u�j 

(��	���	��$�� (���	�$�
 ���������� %6��&
 � ����� ��� �� ����
 ���
� ����� Jj � !����	����	� "�������
 ����������(���� �������������
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��� ����
 ��	�� �������( �������� ����$����� �����	�����$ 	������
������	 �� 	����� �	��(��� ���3

	 5
�

L

LZ
�

mX
j��

Jj%u�� u�&Xj%u�j � u�j&dl %6�.&

-�������� 	)� (���	�$
 ����p� (��	���	�p$�� �(�� �� Jj
� Xj 
 �p�	��$� � ���(
 ��� �(���
 ���$��$ ��� ������ �����p���

������������ ��p��������$�

1(��� ������������
 ��� 	 ��)�� ������$����� ��������$ ���� ��
�������	�� ��������� %��$ �������������� u�%l&&
 ������$ �����
��������� �������$ �� ���������� �������	� V � '����$ �� ��p�����
��$ 	 ���( ��������$ X� �����$���$ ���
 ���

du�j
dl

5 
j%u�� u�&� u�%4& 5 u��� j 5 �� � � � �m� %6�<&

+���� ����
 ������� �������$ 	��� ��� ����� ������	 �����3

�

L

LZ
�

Jj%u�� u�&dl 5 Jj � j 5 �� � � � � k�� k� � m� %6�=&

' "��� (���	�$� ����(���$ ��#�� ����������� �p���	����	� "��p��
��� 	�

��������� ������ !��(��� (���	�$ ������������� ������
%6�.&>%6�=& ���	��������� ��$ ����$����� ��(��$ %m 5 �&
 � ����� ��$
	���������� ' ����$���� ��(��� ������ ����)���$ 	 �����

	 5
�

L

LZ
�

J%u�� u�&X%u�� u�&dl � min
u��V

%6�?&

��� (���	�$�
du�
dl

5 
%u�� u�&� u�%4& 5 u��� %6�@&

�

L

LZ
�

J%u�� u�&dl 5 J� %6��4&

'������� L ����� ��� ��� �������	����#
 ��� � ��������� �����
�������( 	���(�

A������ ���(�����
 ��� 	 ����������� ��� ���� 
%u�� u�& �5 4B "��
���	��$�� ���	���� �����( ���������#

dl 5
du�


%u�� u�&
� %6���&
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� ��������� �

���

!���� "��# ����� ������ %6�?&>%6��4& ������ 	�� %������� ���	����
������ L �������#&

	 5
�

L

u��L�Z
u��

J%u�� u�&X%u�� u�&


%u�� u�&
du� � min

u��V
%6��6&

��� (���	�$�

�

L

u��L�Z
u��

J%u�� u�&


%u�� u�&
du� 5 J� %6��8&

�

L

u�LZ
u��

du�

%u�� u�&

5 �� %6���&

� �������	����� �������� u���
C�� ������ �(����	���� ����� �������# ������ %6�?&>%6��4&
 ���

��� �� �������� �������� ������# �	$�� %6�@&� 9� ��)���� u�� ���(�
�����$ �� ��� �(�� �$ l
 � ��� �(�� �$ u�
 ��� 	� ������ ��(��$� ���
����� ��������� 2(�� �$ D������� ��$ ������ %6��6&>%6���& ����)���$
	 �����

R 5
�


%u�� u�&
EJ%u�� u�&%X%u�� u�& F ��& F ��G� %6��.&

(���	�$ ������������� 	 ����� ���� ��� ������(�� %��� ���@& �����
	��

u��%u�� �& 5 arg max
u��V

R%u�� u�� �&� %6��<&

!�� ���(���	�� ����������# ��� 	�(�p� ���(�����# ������� V (����
	�� ��� ���������� R �� u� ������ ����(

%X F ��&%
J
�

u� � 
�u�J& F 
JX �

u� � ��

�

u� 5 4� %6��=&

H���	�� %6��=& ��	������ � ��	����	��� %6��8&
 %6���&
 � ����� � ������
	�����

R%u�L� u�%u�L&� �& 5 4 %6��?&

���	��$�� ��#�� u��%u�&� u�L� ��� ���
,����� ������ (��������$ 	 ����� ���������������� ��(���
 �����

�������� ��������$ ���������# u� ������ �������� �����(3


%u�� u�& 5 c%u�&J%u�� u�&� %6��@&

' "��� ��(��� ���	�� ��������� 	 (���	�� %6��=& ���������$ 	 �(��
 �
��� ������ ����(

J�%u�� u�& 5 ��

�
�J%u�� u�&

�u�
3
�X%u�� u�&

�u�

�
� %6�64&



���� �
���� ��������� �

��� .=

� (���	�� %6��8& ��p���)���$ ���

u�LZ
u��

du�
c%u�&

5 J � L� %6�6�&

��� �������$�� u�L ����	����� �� ������������ ��)���$ u��%u�&�

����������	
� �����	���
� ' ��� ��(���
 ����� ��"��� ���� ���
������ a �� �����$���
 ����� ����� 	 ����� %6�6& � (��	���	��$�� �����
������� %6�8&
 �(�� �$ a%l& �������� �����������( 	���(� H���	��
��� ���������� �� a%u�& �(�� �� D�������

R� 5 R%u�� u�� �&� ��
a%u�&


%u�� u�&
�

��� R �������$���$ 	�������� %6��.&
 ���	���� � ��	����	(

7J%u�� u�&%X%u�� u�& F ��& 5 ��� %6�66&

������� �(��� ����	��� � (���	�$� %6��=&
 %6��?& 	����� � ���������
���� %6�8& � (���	��� ������ ���������� a%u�& � 4�

��������� ������ H���	�$ ������������� ��$ ������ %6�.&>
%6�=& ����� ����( ���� ��� ������(�� !����$���� %��� E�4G&� 2(���
 �$ I��������� ����� 	��

H 5

kX
j��

E��Jj%u�� u�&Xj%u�j � u�j& F �j
j%u�� u�& F �jJj%u�� u�&G�

A���$����� ��������� �j (��	���	��$�� (��	����$�

d�j
dl

5 �
�H

�u�j
� j 5 �� � � � � k� �j%L& 5 4� %6�68&

� ��������� u�� �������$���$ �� (���	�� ������(�� H

u��j%l& 5 argmax
u�j�V

H%u��%l&� �%l&� �&� j 5 �� � � � � k� �j 5 4 �p� j � k��

%6�6�&
' ��	��������� ��(��� �� 5 ���

�
	��	�� ���
�
����� ������� �� ��
���
 �
�� :������������
��)���� (��	����# %6�68&
 %6�6�& ��	������ � (��	����$�� %6�<& � (����
	�$�� %6�=& 	������� ��)� 	 ������ ��(��$�� !�� ����� ����������
�� ������������������ ��	��	���$
 ����� ������ J � ��� X �	$���
������)���$�� -�������

J 5 AXT � %6�6.&

	 ������ ����� � ������������������ ��"��� �����	 A �������
������ �����������$
 	�������
 ���$��� ��� ������ ��������� 	
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%6�.&
 / ������������ �����������$ �	���������$ ����� �� ������
������������ ���� ' "��� ��(��� ��)���� ������ ����������� (����
�����$
 � ������
 �� ���	�� �� "���� ����� ��������� (���	�$ %6�<& �
����#�� � ������ � �����(�� �������� �������$ �	���������# ����

	 5 %XAXT &� min %6�6<&

��� (���	�$�

kX
���

a�jX� 5 Jj � j 5 �� � � � � k�� %k� � k&� %6�6=&

!��������� 	 "��# (���������# ������ $	�$���$ 	����� �	��(���
��� X � *�� ��� ������ %6�6<&
 %6�6=& 	�(���$
 �� �� ��)���� ����	���
��	(�� �����$���	( ������ ���������
 � ������
 ����������� X�

�

�	�����$ � ��)���� ������# ������ �	����������� �����������	��
��$�

J� 	����� "���� �����$� �������$ 	������ u� � V 
 (��	���	��$��
��� (���	�$�

Xj%u�j � u�j& 5 X�

j � j 5 �� � � � � k� %6�6?&

� (��	����$� %6�<&� K�$ "���� ����� ���������	��� (���	�$ %6�6?& ���
(��	����$
 �������$���� ��	�������� u�%u�&� !���� ��������	�� "��#
��	�������� 	 %6�<& � ��)���$ (��	����# ���(��� u��%l&
 � ������
 �
u��%u

�

�%l&& 5 u��%l&� 9��� ��#������ ��)���� (��	���	��$�� �����������
$�
 �� ������ %6�6<&
 %6�6=& "�	�	������� �������#
 � � ��)�� ��� ���
����������# ������� ��� 9��� u��%l& �� V 
 �� ��)���� ������ %6�6<&

%6�6=& ���� � ���( ����( ��$ ������������ �p���	����	� "��p���� 	
����������� ��� �����

�����
 	� �����	� ���� � ������� '��p�# ��(��#
 ����� p�)����
�������p��# ������ ��p�������� (�p������$
 "�� ��(��# ����	����
����� 	�������#��	�#
 ����� ����# �� ������	 ��	���� ������ ��
�	��� ��p������

Jj 5 Jj%u�j � u�j&� j 5 �� � � � � k�

�� �� ��������$ � � ����� Xj 
 �p����

du�j
dl

5 
j%u�j � u�j&� u�%4& 5 u��� u�%L& 5 u�� j 5 �� � � � � k� %6�6@&

' "��� ��(��� ������ � �����(�� ������� �� p���������$ �� k
������p�� ����� 	���

	j 5
�

L

LZ
�

Jj%u�j � u�j&Xj%u�j � u�j&dl � min %6�84&
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�p� (���	�� %6�6@& �

�

L

LZ
�


j%u�j � u�j&dl 5
u�%L&� u�%4&

L
� %6�8�&

:��������� ������p���( ��(��� ��$ 	��p� �����# �� ��p�����
�� u�j ����� �������� �����	����

u��j 5 arg max
u�j�Vj

�
�


j
%JjXj F �j&

�
� %6�86&

���
 	 ����� �����# ��p��


Jj%u�j � u�j&

dJj��u�j

d

du�j
%JjXj&� JjXj 5 const 5 �j � %6�88&

'������ �j ��p����$���$ �� (���	�#

u�jZ
u�j ���

du�j

j%u�j � u��j%�j � u�j&&

5 L� j 5 �� � � � � k� %6�8�&

L���� ��������$
 ��� �������$ u�j ����� �� ��$ 	��� j
 � �����
�� ��$ j 5 �� � � � � k�� k� � k� *���� ��$ ��p�������$ �j ��	������ �
u�j �p� j 5 k� F �� k ����� ������������� (���	�$ p�	����	� �(��
	p�����$
 ���$���� ��� ������ argmax 	 %6�86&
 �p���� 	 �(�� �$�

j � gj � fj 	����� u�j ����� ������� u�j 
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 �#� ' 	������� %6�.& ������ � �	��(��� ��� ����� 	��

Jj%u�� u�& 5 Jj%C�� C�&�

Xj%u�j � u�j& 5
�

T %C�� C�&

�
��j%C�j � T &� ��j%C�j � T &

	
�

%6��?&

-�����	���$ �� ��(���
 ����� �� ����# ��������� 	 ��(�(� ���
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9��� p����p � ��p�� �p�������	 �p� t 5 4 �������	
 ��

QM 5 KM���%C� � CP &� %6�=.&
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+�"��� ���� K ��	���� ��� �� ��"��� ����� ������������� ��� � ��
���� ����������

,����� � �����(�� ������� �� 	 ��� ���� ����������� �� ������
����(

M	 5
�

�

�Z
�

KM���%C� � CP &R ln
C�

CP
dt� min

C�

� %6�=<&

�Z
�

KM���%C� � CP &dt 5 %M �M�&� %6�==&

H���	�$ ������������� "��# ������ 	������ �� �����	���# %6�64&

%6�6�& � ����� 	��

M���%C� � CP &
�

C�
5

��
KR

5 const 5 �� %6�=?&

�� (���	�# %6�=?& � (��	����$ %6�=.& ���(��� �������� ������� (��	�
�����
 ������� � ��������� �� �������� 7� 5 � �������$�� C�%t&� K�$
"���� ������� QM � M ����� QC� � C�3

QC�

� 5 �
p
7�

p
C�

� %C
�

� � CP &
�

C�

� F CP
� C�%4& 5 C��� %6�=@&

J��p(��� 	�����
 ��� ��$ ��(��$
 ����� �������� ���� �p������
��	 p������
 ��������	���� (p�	����$ %6�=.& ��$ �p����# ��������#
���� ���� %	 ���( 	�(������ 		�p� ��	�������� ��	�p������ ��M&

� ���( ����( ��$ �p���	����	� "��p�����
���������� ������ ���� ;��������� �������������# �����

��� ���������� ���)���$ �������������� ��#��	�$
 	 ������� ������
���� ���� �$ 	���

�B� F �B�

k�
��
k�

�B��

��� Bi / �������
 i / ����������������� ��"��� ����� K����
�(��� �������
��� � � 4� � � 4� � � 4� A������� ���� �� �����
���$���$ ������� ��#��	(���� ����

W %X& 5W� �W� 5 k�X
���
� X���

� � k�X
��
� � %6�?4&

��� Xi 5
Ni%t&

N%t&
/ ������$ ���$ i��� ����������
 ni / ����� ����# i���

���������� 	 ����p���
 N%t& 5
X
i

ni%t&�

!����	����	� "�������

	 5
W

T
A� %6�?�&
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A 5 �

�X
i��

i�i

/ ���������� �p����	� p��� �#�
K�$ �������� ����	���	

�i 5 ��i %T� P & FRT lnXi�

���(��

A 5 �

�X
i��

i�
�
i %T� P &�RT

X
i

i lnXi�

!��	�� ��������� 	 "��� 	������� ��	�� E@G

�

�X
i��

i�
�
i 5 RT ln kp%T� P &�

+�������� ��	��	���$ kp ��	�� ����)���� �������� ��������# ��$��#
� �������# ���� �#3

kp%T� P & 5
k�%T� P &

k�%T� P &
�

*���� �������
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�
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�
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�
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�

5 RT ln
W�
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�

!(��� ������ �����$$ �������� ���� ��

�

�

�Z
�

W %t&dt 5W� %6�?6&

� �������� ���� �� W %t& $	�$���$ (���	������� -�� �������$�� �����
����� ������� ���	������$ �%t&

d�

dt
5W %6�?8&

� ����� ����# ����������	 	 ���� ���� ��

dNi

dt
5 iW� i 5 �� 8�

-�����
N�%t& 5 N�� F ��%t&�

� ����� ����� ����# /

N%t& 5 N� F �%t&

�X
i��

i�
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A������� �������# ���� �� /

W� 5 k�
N�%&P
i
Ni%t&

5 k�
N�� F ��%t&

N� F �%t&
�P

i��
i

�

A (����� ����������
 ������ � �����(�� ������� �� ������ 	��

	 5
�

�

�Z
�

RW ln
W FW�%�&

W�%�&
dt� min

��� (���	�$�
�

�

�Z
�

W %t&dt 5W�

d�

dt
5W� �%4& 5 4�

W�%�& 5 k�
N�� F ��

N� F �
P
i

i
� %6�?�&

�������($ �����( ��������� dt 5
d�

W

 ����)�� �(�� �� D�������3

L 5
R

�
ln
W FW�%�&

W�%�&
F

�

W
�

�� (���	�$ ��� ���������� L �� W ���(���

W �

W FW�%�&
5
��

R
5 const� %6�?.&

C�� �����	���� 	����� � (��	������ %6�?8& � (���	��� �� ������� ����
����� W ���	��$�� ��#�� W �%t&� ��%t& � � ���( ��$ �����	����	� "��
�������

H���	�$ ����������# ������� �� � ����������� �����	����	�
"������� ��$ �������� ��� ����	 ���	���� 	 ����� 6���

���� �������	� � ��������

������	��	����	� �	������

������ ��	���	�

;��������� �����(� ���������������(� ������(
 �����$�(�
�� �	(� �����	(���	 �� �������$�� �������	�� ��������� u	 �
u� � ������(�����# ���������
 ������# 	����� �������	�� ���
������� u � "�������	�� ��������� v� !���� J	
 ����(�����# 	
������(
 ��	���� �� u	 � u
 � 	���$��# / �� u � u�� :���������
������� �	��(��� ���3 x	 ��	���� �� u	 � u
 � x� �� u � u�� A������
�����	����	� "������� 	 ����# ������� �� 	���$ �
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&
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�
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�

�

�Z
�

X
j

h
J	j%u	� u&x	j%u	� u&F

F J�j%u� u�&x�j%u� u�& F Jpj%u&xpj%u&
i
dt� %6�?<&

!�����(�����$ ������� ����� ��� �����������
 	 "��� ��(��� 	���
��� ������	�� ��������� ��$ 	���$���� � 	���$���� ������	
�������� C��# ������������� 	 	������� %6�?<& ����	����	(�� ����
������ Jpxp�

*�� ��� ��$ ����# ��	��	����# ��������� ����	����	 �������
)���$

Qvk 5
X
j

Jkj%uj � uk&� k 5 �� 6� ���� %6�?=&

� �����$��$ ��������� 	 ������� ��������
 �� ������� �������� ����
	�# ����� ��	����	� %6�?=& ��	�� �(��3

�Z
�

X
j

Jkj%uj � uk& dt 5 4� k 5 �� 6� ��� %6�??&

' ��� ��(���
 ����� (���������$ ������ � �����(�� 	 ��� (���	��
%6�??& 	�(��� 	���
 ��� ����� ��� �������� ��)���� u�
 �� �������
�������������� 	������� 	 %6�??& ��	�� �(���

!�� ����� ���������� �� �����$��$ ��	��	���$ ������������
 ���
������ ����#�� ��	��$� �� �	��(��� ���
 ���� ���(� ��� ������� 	
����� -�������

Jj 5
X
�

�j�x� � j 5 �� 6� ��� %6�?@&

!����� ��$ ������������ ��"��� �����	 ����	����	 (���	�$

�ij 5 �ji�

� ����� � ��"��� �����	 jj�ij jj ������������������������$� !�� ���
�������� 	 %6�?<& 	 "��� ��(��� ����	����$ ������������������������$
�	���������$ ������ H���	�$ �� �����(�� �� �����	�$���� 	������
u ��� �������	���� �������$� u	
 u� ��	������ � (���	�$�� ����
 ���������� �����$��$ ���������X

j�

��jx�%u� � uk& 5 4� k 5 �� 6� ��� %6�@4&

*��
 ��$ �����	��� ������ � ����# ������(�����# ��������� ���
��� ����� ������ ������� �������� ��������(��� ����� ����	 u	 5
��T	� u� 5 ��T�� u 5 ��T 3

q	 5 	%u� u	&� q� 5 ��u� � u&�
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	 5 q	

�
�

T
�

�

T	

�
�q�

�
�
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�

�

T

�
5 	%u�u	&

�F�%u��u&
�� %6�@�&

H���	�� ��� ���������� �����$��$ ������(�����# ������3

q	 F q� 5 	%u� u	&� �%u� � u& 5 4� %6�@6&

*����	���� �����(�� 	 �� u 	 ���( 	�(������ 	��� "��# �(�� ��

�	

�u
5 6	%u� u	&� 6�%u� � u& 5 4

��	������ � (���	��� ��� ���������� ������ %6�@6&�

H�	�������� � ���
 ��� 	 ��� �������� �����$��� ������# ����
���
 ������# � ��	��	����
 �����	����	� "������� ����������
 ���
�	��� �������# !��������� 9� ������������	� ��$ ������ � �������
�������� ����������� ���	�����
 ��������
 	 E�.G�

�� � !���	"	��	
 ������	��	����	� �	����

�� �	�# ��������� �	�	������ �	��	�$

�		� �����	� �����
���� ���	%������ &�$

����		

;��������� �����( � 	������� �� �������	� ��0����	 ���������
���� (���	����$ ������ ������
 ��$ �������� ����������� ��)���� ���
������ ��� ��� ��� �	�#��	��� !�����(� �����( ����� ������� ���
�����# �� ����)���� � ������ ������������ (���	����$�

,����� ������������ (���	����$
 �����$����$ � ��# ��� ���# ���
�����
 ����� �������� ��������� ������ �	�#��	���� J�������
 ��
�������� ������������� ��� �������������� (���	�$����� ��0����
�������	 � ��������� �� 	��� ��������# �(�� ��
 	���$��# 	 ������
��# ��� �	$�	����# ��(� � ��(��� ��������� �����$��$ x � (���	�
�$���� 	����#��	�$ u� *���# ��������� �������� ������ ������ ���
������
 ��� ��������� $	�$���$ �����(� ������ "������
 � (��	����$
�	�����$ ������ ��(� �� ��(�� ��)� 	���� ��	�������� ��� ������
��	����$ �	������ �� ��������� :��������� 	 ������� ����������#
������������� �������# / �����(� ���������� ������
 � �������
�� ��� ����	 ����������(���$ ����� ������������ ��������������#�
'� 	��� "��� "��� ��(��$� ��������$ ��	�������� n%x� u� t& 	���$��
�� �������	� ��������� ��������(� �����(�

1(��� ������������
 ��� ����������� ��)���� 	 ����� ��������
u�%t& ��� ������� u�%x& �(����	(�� � ������	���� ��$ 	��� �(�� �#
n
 ����� ����( u� � n� ' ������ ������������ (���	����$ ����(���$
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��� ��	�����# �������������� (���	�$����� ��0����
 � ������ ��� ���
	�����# ��	�������� n%x� u� t&
 ��#�� ����������� (���	����� u� ���
	$	��� ��� �	�#��	�� ' �������# ������ �(��� ��#�� ����# �����
(���	�$��� ��0����	
 �� ���� ����# ����� ��	��������# n%x� u� t&
 ��$
������ u� ����� ������� �	�#��	��

' �������# �������	�� �������$ ������ ����� ����� ����# ������
��� � ���� )����	
 ��� ��$ ��� ����� ���������� �������(� ����(�
����( ��)���$� J��� ���������� �������	���������� ��)���$ "��#
������ ��$ ������ ������ (���	�$��� ������
 	��������� ��������
���������� � �����"������������ ��� ����
�#��� ��$���� 
�� �
��%� ������ 	�
��� !(��� (���	��
 ���

�������� �� ��� ��� ������������ (���	����$
 ����� ��� ��������
	 ����� �	$�� ����( (���	�$���� 	����#��	��� u%t& � ���������#
�����$��$ x%t& 	���


%x� u�& 5 const� %6�@8&

��� �(�� �$ 
 ������	�� � �������� ��(��� �� ��	��(������ ���(�
�����	
 	������� �������� �� ����������
 � u%t& � x%t& > ����$���
�(�� ���

1(��� ������������
 ��� ����	��(�������� ������ ����������(�
���$ �(�� ��# n%x� u&
 � (���	�$ ������������� ����� ����(

F %n%x� u&� x� u� nx� nu& 5 const� %6�@�&

��� ����� nx
nu ��������� ������ �����	���� n �� ����	����	(��
��� ����������

J� �(�� �� n ���(� ��� ������� �� ��� ��� (���	�$
 ������
���
 �����	���� 	���

n%x� u& 5 4 ��� x 5 u� %6�@.&

*���(���$ 	������ ����� �(�� �# n%x� u&
 ��$ ������ ��)���� (��	�
����$ %6�@�& (��	���	��$�� �����	���� %6�@8&�

-���$ ����� ��)���$ �����	�����# ������ ����	��� �� �������� 
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� �����
 ���
����	��� �������	
� ������������� �����
#

%6�@8& ����� 
 ������ �����$ ����� %�	�&
� n%x� u& �������� ��"�	
��

����	�	
�
Fx
Fu

5

x

u

� %6�@<&

K�#��	�������
 �� (���	�$ %6�@8& ����(��
 ���


xdx 5 �
udu�

� �� %6�@�& 	������
 ���

Fxdx 5 �Fudu�
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�������� (���	�$ %6�@�& ��	����	� %6�@<& �� ����� �����
 �� �� 	����
���� � (���	�� %6�@8&�

D�	�$ ����� ��	����	� %6�@<& ��	���� �� 	��� �(�� �� n � �� �����
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� ��� �!�	�	��� �	��	������ �������� �� ��	�	�� � �����	������
� �����	��	� -5�6.�
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�����
	���� #�� ����
�!������ �
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� ���$ !����� ��		� ���
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#�� !����� ���� ������ 	��$ �������� ��� �����
	��	� ��
�	���
�	��	������ T ��"��	�� �	
�� B����	�� �����
	��	� ��1	� "���
������ �	�	�	����� ������	�� �"C	� ��"��	�� �	
� V � D� 	�
� �������
��	 ��"��	�� �	
� ����
	�����	� ��
���� �����	��	�� ������	���� ��
�"C	� � �	��	������ � �1��$ ���	�� ��	�	�� ���!��� �����	���
	� ���������� #���
�� ��� ���!� ����������� ��1�� �����
� ��$��
������
���$ !��� �!�	�	��� �	��	������ T �-t.� � �1	 !��	� + ���
���	��������� 	�� ������ V �-t.� 8����" �	�
�!���� ��$�	�����
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����� ��� � ������
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#�
��	���	 ��
���	 -5�F. �	����������	���� ���	� 	����� ����	���
�	�"�������� �	�
��"�	�� ��!��
�	� ��$�� ���!� �	1�� ������
���$
���������	$� �	�
���$ �����!�$ Q� �	�
�	������ -������� ������

	����. �������� � �������	���� �	�
��	�	����� �����������
��
��� �	
����	 ���	��������

#���
�� ����1	��� �
� ������
���$ ���������� ��!�������
������		� 	�
� ����
�!����� � ��	���	 �����	��� �	 Q� � �������
�������� �������� ;S�� ��	������	
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;S�� E
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��	�	����
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8��!�� ���
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T
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3"�!����� ��� ���� 	��	 Im� /���� q-T�. ' kT�-6 � Im.� 8������ �!�
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���������� -;S�� D. ���	�	
����� ��������� �	���	�����p

Dk	

cT�b
& exp

�
�;S�

c

�
� 6� -5�6@.

��� ���$ ������� ���!�� �� ���� 5�:� �� �� � �
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E
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Q� �	�
�	����� �������� c -�������� �����
	��� ����� W . ����
������� ;S� �� �����
	 -5�6(.� � ��1	 �����	��� ���������� D
� ��!����� �	1�� �������	$ ����	�� � ����
	 � � ���	 ����	���
-��!����� ��������$ �������� �������� � ��������� ������.� #��

��	���	 �����	 �����	������� ���	 �� �
������ � �����������
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	1�� !��	���� �� 	 �������� ���	�	
�	��$ �	���	����
���� ���� -5�6>. �
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�����	�������	$ ���� ������� �"
���� ��!��
�	� ���	�1����� 	���

� �	!	��� �
� �
�� 	��� �	����������	��$ ������!���� ����	����
3��	���� ��� ��$�	���	 ��	�� �	 ��
����� ���"���� �� � �
�
������������ !���� �	�
��"�	�� � ���"����� ������������� �	��

��"�	���	 ��	�� -5�6>. ��1	� "��� ���������� -�	���	����� ����
������� ���	������. !� ��	� ���"��� ������� �����
	���� �������

����������� ������
������ ����������� � �����������
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��"�	�����
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������� �����
�� �"�
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��"�	�� "
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�$ �	�
��"�	��� � �����������	��$ ����	�	 "
�!�  ��	�
������
��	�  ������ ��� ��� !������� !���	���� �	��	����� ������� ���
���� � �	�
���$ �����!	 Qi ����!������� �������� � �	� "
�!�
 ������
���L��!��1����� ���	�	
���	���� ����1	����� -5�6(.�
-5�6<.� B����� Dimin ����
�� ���! �� ���	������� �������	���
�	�
������������ Ki ' kiL -Ki ' ki	.� )����� ������
����� �����	�
�	
	��� ���	������� �	�
��"�	�� ��������  ����� ��"��� ������
��	���� Ki � ( � ���"� ��� !������$ �� ����	 ���������� � ����	�	
�	�
��"�	�� "�
� ������
���*
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X
i

Dimin-Ki.min
�X

i

Ki ' K� -5�6A.

#� ��
����� ������
������ ���$ !����� �
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��"�	����� �
�	��
	��$ ���	�������� ����!�����	 �� ki ��
1�� "��� ��������*

dDimin

dKi
' const� i ' 6� :� ��� -5�62.

#��
	 ����	�	���������� -5�6<. �� Ki ' ki	i ��
����
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;Si� &Ki

' const� i ' 6� :� ��� -5�6F.
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7 � �� 5�5� /	�
��"�	���	 ��������� ��!
��������� ���	
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��"�	������ ��!
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�1��� �	�	��� �������� ���	��������� ����	��� �	�	���� !������
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� �
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T�K
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'W� ln
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T�K
'

W�Q
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	���� �������
�����

W� '
W�

Im
�

� �
� �	�	��� l ' ( ��		�
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�	���� ����� ���
���� ��"��	 �����
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K
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���� !���	��$ ����� �	����  ��$�	���$
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	 ����	�� t � G(� t�H ������$ ����
��� ������� !��
���� &� ' � !������ !��
���� (� * �������� �	�
�	! ������� ������� 	$ �	�
�� /	��	������ ������ � �����	�� �����
��� ���� �!�	������ � �����	������ � �����	�����

JT '
k�-T� � T .

c
� T -(. ' Tb� -5�56.

JT� ' �k�-T� � T .

c�
� T�-(. ' T�b� -5�5:.

��	 c � c� + �	�
�	����� ������ � �����	�� �����, k + ��������
	�� �	�
��	�	���� �	1�� �����

7 � �� 5�>� 8�	�� �	�	�	���
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��"�	����

� ��
���
	 ��
�1�	��� t � Gt�� 	 H !����� !��
��� &� '� �����
�� !��
��� (� *� � ��
����$ ���� ��
�1��	� ������� !�"���� �� �		
�	�
�� /	��	������ ������ � ��
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�	������ � �����	�����

JT ' �k�-T � T�.

c
� T -t�. ' T b� -5�55.

JT� '
k�-T � T�.

c�
� T�-t�. ' T�b� -5�5<.

��	 c� + �	�
�	����� ��
������ �����, k� + �������	�� �	�
��	�
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����� �������
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������ ��
���
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�1�	��� t� � t� ' 	 � t� ���� �"��!��� ���"� �"�		
�
��	���� �	�	������� �	�
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� ������
���*

Q ' c-T b � Tb.� max� -5�5>.

��� ��
����� ��� �	��	������ ������ � ���	 ��
� T -	. ����� 		
�	��	�����	 � ����
	 ��
� T -(.� 8
	��	� ����	������ ��� �� �	
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���� T -(.� �� �	
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����� ��	��	 � t�� t� �
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	��	�� ��� dT�dT ' �cc� ' a�
/����

T�-t. ' T�b & aTb � aT -t.�

#�������� ��� ����1	��	 � �����	��	 -5�5:.� !��� 	� �	 	��	 ��
��
�	����� �����	���� ���������		 �!�	�	��	 �	��	������ ������ �
��
���
	 ����	��*

T -t.'
6

6&a

�
T�b&aTb&-Tb�T�b. exp

�
� -6&a.k�t

c

��
� (�t�t�� -5�5@.
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������� �"��!�� � ��
���
	 ��
�1�	���

T -t.'
6

6&b

�
T�b&bT b&-T b�T�b. exp

�
� -6&b.k�-t�t�.

c

��
� t��t�	� -5�5A.

��	 b ' cc��
����1	��� -5�5@.� -5�5A. ��� ���������	 � ��� ��	���� !���	�

��$ ��	�	�� t�� 	 ��!��
��� ��$�� !���������� ��������� !���	��$
�	��	������ ������ Tb � Tb �� �����	����� �	�
��"�	�� � ��	�	��
��
���
��*

Tb '
T�b-6 &A.-6 & a. & T�b-b&A.-6�MAr.

-6 & a.-6 & b.� -b�A.-MAr & a.
� -5�52.

T b '
T�b-6 & b.-6�MAr. & T�b-6�A.-a&MAr.

-6 & a.-6 & b.� -b�A.-MAr & a.
� -5�5F.

��	
k�-6 & a.

c
' n��

k�-6 & b.

c
' n�� �n�

n�
' r�

e�n�� 'M� e�n�t� ' A�

#��������� -5�52.� -5�5F. � -5�5>. � ������!���� ��
��	����� ���
��1	��� �� A ��������  �����	���

-6 & b. & rM-6 & a.Ar�� � :M G6 & b& r-6 & a.HAr&

& -6 & a.rMAr�� & -6 & b.M�A�r ' (� -5�<(.
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	 ' 5(c + ������
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����
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��	��� �� �"�		 ������	��	 �������� ����	�� ���	�
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���� ����
 ������ ���
�
��� �
��
	��	 ������� T�-t.
� T�-t. � ����
 �����
��
 ����
������� ���%����� � ' t�t�$ ���
����	�� �	� �������� �
������ ���	��
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�
�� %���� 	 � ����

��������� �
��
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 ������� T b �	�	��� ���	���� ����
�� -�
�
��	�����
 ���
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��	���� �	
�����.� ������
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6
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	��� ����� 3��	�	
�	��� ������
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���
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��� #�� ���� ��������� ���$ !��� �!�	�	��� �	��	������ �����	��
����� T�-t.� ��� ������ ������!���	��� ������� �������� ����	��
� ���� ��
���
	 -!����� �
��	���� �	�	����	���� �	�
� Q � !���
�!�	�	��� �	��	������ ��"��	�� �	
� -5�<<..� #�� �	 	��� ���$ !����
�� t� � Tb ��������������� � �����	����
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���
� ��
�1�
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�	�	��� �	��	������ ��
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��� ����� #��������� ������ ��
���
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��	
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���
�� � ��	��� ���!	$� �"��� �
� ��
���
���

)������ �	 �	��	 �� �	���� ���� ������� ��
����� !������� �"
������
���� �	�
���� �����	 ���� �	
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� ���!���

�
���

�����
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�
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	������� �
	������
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�
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� -5�<>.

��	 m��m� + ��������� 3����� ��������� ������
���	 !���� �!�
�	�	��� �	��	����� ������� 4���
�!�����	 ���� !���������	$ ���
�	���	��� ������	� �	 	��	 ��	$ !������ ����� 		  �	 	��� !�����
�	
��	$���� ����������������� E�
��	$ �� ����	���� ����� �	 	�
��� "��	� ��������� ����	���	
���  ���	����� !���� �	�
��	�
�	�����

#���� !��� �	�
��	�	���� 
��		� �������	
��� �	��	�����*

q� ' k�-T� � T .� q� ' k�-T � T�.� -5�<@.

� ���� �
���	 �! ��
���� -5�<>. �
	��	�� ��� ������
���	 !���� �!�
�	�	��� �	��	����� ��
1�� "��� ������ ���"� �
� 
�"��� ���	���
��	�	�� ���� 	��	 �	��	����� "�
� ���������� -��� -5�66..*

T�-t.

T -t.
' m� ' const�

T�-t.

T -t.
' m� ' const� -5�<A.
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�������� �����	��� � 	�� �����	��$ ���	����
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g-��� ��. + ���� �"�	�� �������� �����	����

#���!������� ��������*
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)= =B* ���������� 	�������� ������
��� 
�� . � p � pmax� � ���
��
�������� 
�� . � g� � g�max �� ���� ���	��
��������� �� 
�����
�����#��� ���������� ��	�����" 

K���� ��"� ���������� ��	������ ���	��
��������� �����
�� ����������� ��	
������ ��
����� � ������� )= =B* ������ p
������ ����� �����" )= C@* � )= C+* � 	������� �� ��� ������
��	��������  ���	���� ����	

B 0 RT
X
j

�j
X
i

xij ln
xij
xi�

� D 0
X
j

��j
X
i

x�ij
�ij

� )= CC*

������ 
�� �������	������� � ������
������� ����������

pmax 0 N�
�p

T� �
p
T�

��
0 Bg�max ? Dg��max�

����
� 
�� ���
�����" ���	��
�������� ����

g�max 0
�B ?

q
B� ? +N�D)

p
T� �

p
T�*�

<D
)= C5*

P������ )= CC*� )= C5* ��	������ ������ ���
������ ���	��
�
��������� ������ ����������� ��	
����� � ������� ���
� 	�����
����������� ���
� ������ �����  �������� ��
��  ������
����� ������������ ����� ������������� �������������� ��	����
%�����% ����������� � ������������ ��	�� � 	������������ �
�����������" T  

 ������ 8�"
�� ��������� 	������ ����� 
�� �������� ����
�������� ��	
����� ��	��� �������� ����������������" ������
� ������" �
� 	 ����������� ��	���" ���� �����2����� %���
���
���������� � 	���� �� �������� �������� ��
������� F���� ���
������� � �����������" T0@=. &� �����������" ��������� ������
����� x0.�= ����T)���� ����*� ���%�
 ���� g�0= ����T� $�����
������ ��
��
� ����� �� �������  �%���
�� �������� ��������
����� �������������� Th0+.. &� Tc0@.. &� � ���������� ��������
��
�� ��0< ����T )� &*  ��0+ ����T)� &* &��������� ���������
���������� � ��%�
��% ������%� �
� 	 ������% ������������� ��	��
���#�
#��� ����	 %���
��" �������� � �����" ��	�� ��#�
#��� ����
�� �������� x�0.�B> x�0.�,> ���������� ������������� �� ���
���
	 ��������� 
�� ���" �����%���� �������� � %���
���  ������
��������� ��0.�.5 �����T)��� �*� ��0.�.@ �����T)��� �* 



��&� $��	������ ����������
 ����
'
���

 <.B

$�� ��� ������� ���������� �������
�� �%���
����  ��������
���� �� �������	������� ����� � ������ ��	
����� �������� �������	��
������� � ����
��������� ����������  ��� ���
������ ��2�����
����
������� ��������� )= C+*

pmax 0
<� +

)
p

< ? <*�

�p
+..�

p
@..

��
0 +� B=

����

�
�

$�������� ��2����� ��"
�� �� ������� )= =B*� �������� ���
�
��������� ��
������ ��������� ����� ���������

p� 0 RTg�

mX
j��

�j
X
i

xij ln
xij
xi�

0 =+B
���

c
0

=+B

+<5
0 ,� <B

����

�
�

-
��� +<5 ���T���� : ��%������" ��������� ������� '������
��� ���������� 	������ ������ 
�� ������� ��
����2�"�� �����
����� !�	������ ����
������� ��������� )= =B*�

Ap 0 g��

mX
j��

��j
X
i

x�ij
�ij

0 p� ? Ap 0
<++

+<5
0 .� =5

����

�
�

$��� ����	��� p 0 p� ? Ap 0 ,� 4C ����Tc  pmax -������ �����
�� �� ��	
����� �� �����#��� ���������� ��	�����% �� 
����%
����������% ������������� 

8�"
�� ������ 
�� ������ ������ ��
��
���� � ��������� �� ����
���� )= C=*� ������

q� 0 5� 5=����T��

1��� ����������� �������� �����  ������������� �������� ���
������ ������ 	����� ������ �
���� ����� ������ ���� ����� ��	�
��� ���������� �������� � ��� �� �����
������" %������� �������
��� 9� ������� ����%�
�� ��������� ��� ��� �
����� ��� 
��
�������� �������� 

��%� #��	������ �����&����
 ��������

�
�����$ ����
'
���



�������� �������� �������� ������� ����������������
��������� ��	
����� �
�% �����" 3 ��������� �� �����	����
�� 
�� �������� ��������
����� $�� ��� 	����������� �� ������

��� ��% ��������� ������ ����� ������ ���
���������� ��������
���������� ����
����� ���
�����% ��	��������" ���% ����������
�������� �������� % ���������" �����	�� 

F%��� �������� �������� 	�������� �� �� = B ����� ��
%�
��" ���� � ���%�
�� g

F
 �������� ����������" x

F
���������



<,. ��� �� �����
 ���	������ ������������ �
���� ���	����
�

� ������� & ���� ������� ��
��
��� �������" ����� q�� �����
��
�� ���� � ���� ����%�
� ��������  ����� ���� V ��
�������
����% �� �������� ���������� � �������2��� ��	 ������� �
�
���� )������* L �� ���� ����������� ���������� ����%�
�� 	
�
���� � ���� � ���������2� : 	 ���� � �
����� !����#����
����� ������" �
���� ��������� � ������� g

B
 

/  � = B F�������� �������
�������� ��	
����� �
����
� ������� ��������

3 
���������� ��������� ���� ����2����" ����������� ����
�������� $�� �� ���
���������� ��
���� �%���
��2�" �
����
����� q� K���� ���
������ g

D
0 �g

F
���������� � �����#���� �����

L 0 V �g
D

� ����� ������ ��	���2����� � ������� 3����� � )
���
������* 
�� ������" ���� ��������� ����
������� �������� �%�
�
����  ��%�
��% ������� 7�� �� ������ �
� 	 ��%�
��% �������
�������� �������  	�
��� ������ ��� ������������ �� ������� �����
��� �� ��� �� �� ������ ����������� ���������� ������� �������
�� ������ ������ 	����� ����� �� ��	
����� 

������� �������� ������� �� ������% ��������� ���
� ��
��2�" �
������  ����	��2��� ����� 7�� ���
��������� ���
�
��� ��	� ��	�� �� ���� ���"����� � 
������� ���������� �
������� : � 
������� ��	��� �� ���������� 
������ i��� ������
����� � ���� ����� ���	��
��� ��� ���������� �� ��2�� 
������
)	���� /����*�

Pi 0 Pyi 0 yi
X
�

P� � )= C4*

F 
����" �������� ���������� 
������ ���� i��� ���������� ��
 ����
������ � ������% ��������� ����� 
������ ����2������ ���� ��

����� ����������� P �

i � ����������� �� ������� 
��� ����� ����
������� � ���������

Pi 0 P �
i xi� )= CB*

-
��� 
������ P �
i 	���� �� ����������� ;�� �	�����2% )����



��&� $��	������ ����������
 ����
'
���

 <,,

�������%* ����������� �� �
��"  ��" �� ����������� ��� ��#��
��� 
�� ���������2% 

1������� )= C4*  )= CB* �� 	������% 	��������% P �
i )T * ��	�

������ ��"� y�i )xi* : ������ ���������� ;�� ������" ���� 
�����
�� ����� � ���������� � )= C4* �����

P 0 P� ? P� 0 P �
� x ? P �

� ),� x*�

����
� � ������% ��������� ���������� ����������� � ����  �
�������� ���	��� 
��� � 
����� ������#����

y�)x* 0
P�
P

0
P �
� x

P �
� ? )P �

� � P �
� *x

�

3��
� ��������� �����������" ��������

�)T * 0
P �
� )T *

P �
� )T *

�

������ ����� ��������� � �����

y�)x* 0
�x

, ? )�� ,*x
� )= 5.*

&�������� � � ,� ��� ��� ����	 y ���	������ ����������� �	�
�����2��� )�������������* ���������� G������� ����" ���������
����	�� �� �� = ,. 

/  � = ,. F��	� ����

� �����������" ��������
������ ���������� � �
�
���� x� ����������" ����
��������" � ���� y�  ���
����" �����������" y

3����� ���� ����� 	������� ����������% ����������"
����������� � ���� y)T *  � �
���� x)T * �� ����������� !� ���
��	��� �� �� = 4 8� ���� ������ ����� ����� �������� ����" ��
����� ��
 ��" ����������� ������� �
��" ��	�� � ���%��� : ����"
���
������  ��#� ��� : ������� ����������� ���� �� ��������
���� T� �
������ ���2�� ����������� ������������� ����������
x� ������� ������ � �� ����������� T� ��� � �����������" ������
�������� ���������� y ������� ���
����������� '��
� �����
�����  ���
����� ��%�
��� �������� ������������2�� 
��%��	�
��" ����� ������ ������" �� ���
�" ����������� � ��������" �����
a )�� = ,,* ����
������� ��� ���
���	��#����� ���
� �������� �



<,< ��� �� �����
 ���	������ ������������ �
���� ���	����
�

�����% a�  a�� � � ���� ������% 
���" �
���� n� � ����� a �����
���� � ���� ������% 
���" ���� n� 0 ,� n� ��� ��	���� ��������
�����2% ����������"�

n�
n�

0
y)T *� xa
xa � x)T *

�

&�� �
�� 	 �� = ,,� ����������� ������������� ���������� �
������" ��	� �� ����������" ����������� ����#�� ��� � �
��"
��	� ������� ��� �� ��	� ��	
����  ����
��������� ���� �� ���
����#���� ����� ��
�� ���� �U���#�� ����������� �������������
���������� $��� 
�� ����������� T� ����" ���
����� ��
�� ����
������������ ������ xa� � xa� ����� ������� �� �����������
T�  �������" ���
����� ����������� ������������� ����������
��	������� 
� xa� � xa�  � 
 

/  � = ,, -�������� ����
�������% ����������" ������
�������� ���������� � ���� y 
� �
���� x �� �����������

3 ������� �������� ����%�
� ��������� 
����� ���� 
���
������ � ������������ ��������  ���
������" �� ���� ��
%�
��� ����� ��	
������� �� ���
����� � ����#�" �����������" ����
�������% �����������  ������" ������� � ����" % �����������" 

��%��� �����	
���
���
� ������� ����
'
���




 �����
��� ������ ������ �����



-��#�� �������� �����
�������% ��������� �����	�� ����

��2� ���	������� T� : ����������� � 
������������ � q� : ����
����" ����� (�
��� j ������������� j��� ���������� ���� K���	
h
F
� h

D
 h

B
���	������ ������� ������� ������������2% �����

���� � ����	 s
F
� s

D
 s

B
: ������ K���	 � ���	������ ���	��
����

������ H�
�� ���
��������� ��� ���� ��	� � 
������� �������
���  �������" ���#��� ����� �����������

g
F
xjF � g

D
xjD � g

B
xjB 0 .� j 0 ,� � � � � k� )= 5,*

q� � q� ? g
F
h
F
� g

D
h
D
� g

B
h
B

0 .� )= 5<*



��&� $��	������ ����������
 ����
'
���

 <,@

g
F
s
F
� g

D
s
D
� g

B
s
B

?
q�
T�

� q�
T�

? � 0 .� )= 5@*

�
� k : ���� ����������� � ���� (	 �����" )= 5,*J)= 5@* �����
�������� q� ������

q� 0
T�

T� � T�

h
g
F

)s
F
T� � h

F
*� g

D
)s

D
T� � h

D
*�

� g
B

)s
B
T� � h

B
*
i

? �
T�T�

T� � T�
0 q�� ? �

T�T�
T� � T�

� )= 5+*

������ ��������� � �����" ���� ����� ��������� ������� ���	����
����	 q��� ���
�������� ����" 	������ ����� � �������� ���������
��� 	���� ������ �� ���������� �%�
��%  ��%�
��% �������  ��
���	��
��������� ������ ��������� ������������� 
���������
	������� ����� 

�������	���� �������� 	������ ������ ������ ��� ������
������ 	 
���������� g

D
 ��� ������ ���������� 
������ � ����

����� �������� ���� ��������  ����� ���� ������ ��������
���� � 
�� ������% �������"  ������" ������
��� ������#���

h)T� P� x* 0

kX
j��

xjhj)T� P *�

s)T� P� x* 0

kX
j��

xj

�
s�j )T� P *�R lnxj

�
�

������ ������" �������  ������ � 	������� �����������
����
������� ����	 ������������ cpj)T * ���

Ahj 0 hj)T�� P *� hj)T�� P * 0

T�Z
T�

cpj)T * dT�

As�j 0 s�j )T�� P *� s�j )T�� P * 0

T�Z
T�

cpj)T *

T
dT�

!������� ������ 
�� 	����� ����� � �������� �������� ���
���#�� � �����

q�� 0
RT�T�gD
)T� � T�*�

kX
j��

�
�xjD lnxjD ? ),� �*xjB lnxjB �

�xjF lnxjF �
�xjD
RT�

T
FZ

T
�

�
,� T�

T

�
cpj)T *dT ?



<,+ ��� �� �����
 ���	������ ������������ �
���� ���	����
�

?
),� �*xjB

RT�

T�Z
T
F

�
,� T�

T

�
cpj)T * dT

�
� )= 5=*

3�����

p� 0
g
D

�
RT�

kX
j��

h
�xjD lnxjD ? ),� �*xjB lnxjB � xjF lnxjF

i
)= 5C*

���
�������� ����" �������� 	����������� ��2����� ��	
�����
������ g

F
� �����������" x

F
�� ����� � ������������ x

B
 x

D

�� ����������� T� 7�� ������� ��� ������ ��	
����� �
���� ����

������� ���2��� ������ ����������" x� �����

�
�

kP
j��

xj lnxj

�
� �� p�

� ��������� 
� ��������� ����2��� ����
 	����� ������ ���
�����
���� ����" ��	����� ���
� �������" ��2������ ��	
����� ���� ��
����� ����������  ��2������ ��	
����� �� ����� ����������
��%�
��% ������� 

8�	���������" %������� ��	
����� ����
� � �������� 
��
������������ ����������

Ap� 0
g
D

�

kX
j��

�
),� �*xjB

T�Z
T
F

�
,� T�

T

�
cpj)T * dT�

� �xjD

T
FZ

T
�

�
,� T�

T

�
cpj)T * dT

�
� )= 55*

7�� ���������� 	��������� ����������� �� �����������  �����
� c�pi  c�pi ��� ���������� ����������� � ��������% )T�� TF * 
)T

F
� T�* ��������������� �� 
������������ �������� ��2����� ���

���#���� ���

Ap�0
g
D

�

kX
j��

�
),��*xjB c�pj

�
T��TF�T� ln

T�
T
F

�
�

� �xjD c
�
pj

�
T
F
�T��T� ln

T
F

T�

��
�

!������� ������ 
�� ������ ��
��
���� �����

q�� 0
p� ? Ap�

�
K

� )= 54*

�
� �
K

0 ),� T�	T�* : &�; &���� 
3 �������� ��������� &�; ������� �������� ����� ����

������ ����#��� 	����������" �������" ������ ��	
����� A�



��&� $��	������ ����������
 ����
'
���

 <,=

� 	����������� ����� q� &�� ���
��� 	 )= 54*� ����" &�; �����

p�

q��
0 ��	 0 �

K
� Ap�

q��
� )= 5B*

#��	� �	� 	��	�
 �� ��	��� �������
 	��
����� �
$

��
� %���&�� 3 ��� ������� ���
� 	�
��� ������� ���% ������� ��
�%�
�  ��%�
� �������� �� �����	�� ����
������� ���%�
�� ������
������  
��� ������ �
��	����� ���	��� � ������� 7�� �� ������
�
���� 	 ������� �� ��������� �� 
��� ������ ��
���� ������ ��
���� � ���� ������ '� ��
�� ������ ����� 	 
�����������
gD ������� ������� � ����������� ��������� � ������ ����  ����
	����� � � 
��� ������ ������� �� ������ ������ �������%
	����� ����� �� ��	
����� 

!������� ������ 	����� ����� � ������� �� �
� ���� ��������
������

q��
g
D

0
)p� ? Ap�*

g
D
�K

	���� ������ �� �������� �%�
��%  ��%�
��% �������  ����������
� ����  
���������� -������ 
�� ������ � )= 5C*� )= 55* ���	��� �
������� ������� ���

� 0
x
F
� x

B

x
D
� x

B

� )= 4.*

�� 	�
����� ������� ���%���� ���
���� ��
�� ������� � 	 ������
������ �������% 	����� ����� q�� )�� )= 5=** �� ������%X

j

x
Bj 0 ,� �x

Dj ? ),� �*x
Bj 0 x

F j � , � x
Bj � .� )= 4,*

3 ���� ������ ��#���� ��� ������� ���	������� � ����� ���������
���� ����� I������� 	�
�� )= 5=*� )= 4,* 

;�� ������" �������� ������� ����
������� ������ 
���"
��������2��� xD� ��� ���

x
B

)�* 0
x
F
� �x

D

,� �
� )= 4<*

9�� �������� ����� ���� ��
�������� � )= 5=*� � ���������� 
���
������ ������������� ������ ����������� �������� 3��#��
���  �������	���� %������� 	������� �������% 	����� �����
�� ������ 
�� �������

q��)�* 0
p�)�* ? Ap�)�*

�K)�*
� )= 4@*

�
�



<,C ��� �� �����
 ���	������ ������������ �
���� ���	����
�

p�)�* 0
g
D

�
RT�

h
�x

D
lnx

D
? ),� �*x

B
)�* lnx

B
)�*� xF lnxF ?

? �),� x
D

* ln),� x
D

* ? ),� �*),� x
B

)�** ln),� x
B

)�** �
� ),� xF * ln),� xF *

i
�

Ap�)�* 0
g
D

�

�
),� �*x

B
)�*c�p�

�
T�)�*� T

F
� T� ln

T�)�*

T
F

�
�

� �)x
D
c�p� ? ),� x

D
*c�p�*

�
T
F
�T��T� ln

T
F

T�

�
?

?),��*),�x
B

)�**c�p�

�
T�)�*� TF � T� ln

T�)�*

T
F

��
�

�K 0 ,� T�
T�)�*

�

3 ����� �� ������������ ������� 
�������� ������ ��������
���
����� � 	�����  ����������� � ����� 	���� �� ������ ������ 
;�� ������" �������� ��� 	�������� 
��������� ����� �����
���� �������� �������"

T�)�* 0 T� ? x
B

)�*
TF � Tk

xF
� )= 4+*

�
� Tk : ����������� ����� ���������2��� ���������� 
3 ��� �����" )= 4,* ������ � �� ���	�� ��������

)= 4@* 
����� 
�� ������ 	������ j �
����������� ������������

min

�
xFj
xDj

>
),� xFj*

),� xDj*

�
� � � .�

-�������� q��)�* ������� ��	  ���� ����� �� ��������
������ 	����� � /�	������� ������� ���" 	������� 
�� �������
��	
����� ���	���  ������� ����
��� �� �� = ,< 

/  � = ,< G������� 	��
������ �������% 	�����
����� �� 
�� ������ ��
	�
����� ������� ��������
������ g

D

3 
�����"#�� �� ��
�� ���
�������� ������� �������� � 	�����
 ������� ������ ��������� 



��&� $��	������ ����������
 ����
'
���

 <,5

��%��� (
�
�
���
� ������ �����

 � )����

�������
��� ������

!������� ������ �����������% 	����� 	������  �� �������
�� ����� ������  ������������� F������� )= 5+* 	������ �����
��������� ����� q��� ���������� ���������2��� ���������������
���	��
���� ������ � 8�� 	�
��� � ��������% ���������%
	������% ����� ��#��� 
�� ������" �������� � ���
�������
� ������������ �����������  ��	��� ��������� � 
������� 
$���������� � ���
�� ����� ������� l 
�� ����  �
���� ���
�
���������� �
������"� � ������� ���#��� : ����������� ����"�
���  ����� ����� � �������2�� ���
�� ������  ����������� ������
����� �����
��� � ��������  �����������" �
���� � ����� l

F
 

&��������� ������������� ���������� � �������  �
�������
������% ���	���� ��� y)l*  x)l* �������������� �� ���� ������" 
�
������" ����� ��������� � ���
�" 	 �����" ������� )
�  �����
���
� �����* 3����� ������� ���	���� ����	 H ). � l � H* 

������������ �������
 ����������� ��� ������ ����� � ��� �

������ �� �����!������ 3 ����#����� ������� ��� ������ ���������
���� � �������� ��������� ��
����� � ���� � ��������� 	 
���
��������� 8�� 
�� �������� ����� �����	��� �������� ��
��
��	����� ���
�����" 3 ������������% �����% �� ����" �%���
�����	�� � ������� ��������� ������ ����� ������ ����� ��� ����
��������  ������ ��������� �
����� ������ ������� ���� � �������
� ����� ���
� ����� 9�� �������������� �������� 	������ �������
���% ������� ���	����% �� ���#���� ������� � ����� ���
� $����
�����	��� �����
����� ������ ������ �� ���� ������� � ���
��
�� ����	��� ���� 	������ ����� q� �� 	�
����% �����������
�% ������� �
��	����� ���	��� � ���� ������ � ���	��
����������
������� g

D
 

;�"���������� ��� ���
��� 	 �����
�������% ��������� �����
q� )�� )= 5+** ����
������� 	 �������% 	������ 	����2% �� ����
������� � ����  
������������ �������� �������� ���	��
��������
 ���������% 	������ 	����2% �� ��% �� ����������  ���	��
�
���� ������ � 3 ���� �����
� ���	��
���� ������ ������ 	

��% ��������%�

� 0 �q ? �g �

������ 	 ������% �������� ������������ ��������� ����������� �
����  
������������ � ������ : ������������ ����������� ���
�
�����  �
������ �� ������ ������� 8�"
�� ���	� ���
��� 	 �% �
������� ���� V � ������ �������� ����
��� ������������ ������
�������� �� 	��������  ���	��� � ������� �
���� L �����������



<,4 ��� �� �����
 ���	������ ������������ �
���� ���	����
�


�� ���%��" ���� �������

L
D

0 V � gD> )= 4=*


�� ����" ���� �������

L
B

0 V ? g
B

0 V ? g
D

x
D
� x

F

x
F
� x

B

� )= 4C*

���	��
���� ������ � ����  
����������� 
�� ���"��% 	����
��� ����������� �����

�q)V * 0 V �D�
B

)T� � T�* ? �
D

)T� � T�*E� )= 45*

�
� �
B

 �
D

: ���������� ���������
�� � ����  
������������
� : ������� ��������	����� )���
�����*� T�  T� : �����������
����2��� ����  ��
�� ��
������% � ���  
���������� )% ���
���
������ 	�������* ;�� �������� �� ����������� ������ ������
����� 7�� ��� �� ���� ����� 
�� �q ����� ���� ��"
��� �� ����
������ ����
����� � �� < 
�� �������� ����������� � ��������"

������" 

H�
�� �����	����� ��
���� ������������2�� ����
����" ������
��� ����� �� ��������� �� ������ �
��
���� �������  ���� ��	�
�������� �����
�� ���������� �������	����� �� 
���������
����#�� ���� ������� ����� ��
��� ��	�� � ��������� 

F ������ ����� ��� 
�� ������" �������� ���������� ���
�������2��� ���������� � �
�������  ������� ������% ����� ,�x
 , � y ��������������� � 
���2�� ��� �������� ����
������� ��	�
���� ����2�" ���������� y  ����������" ���������� y�)x*�
���	��
���� ������� ���	����� � ��������������� ���������� ���
��	 �����  %������ ��������� ���

�g 0

HZ
�

,

T )l*
fg�)y� y�*D
�)T� y�* �

� 
�)T� y*E ? g�),� y� ,� y�*D
�)T� ,� y*� 
�)T� ,� y�*Eg dl� )= 44*

�
� gi  
i : ����� �����������  %������ ��������� ������
������ 

&��
�" 	 %�����% ���������� ���� �



i)T� P� xi* 0 
i�)P� T * ? RT lnxi� i 0 ,� <� )= 4B*

F ������ �����


�)T� y�*� 
�)T� y* 0 RT ln
y�

y
�


�)T� ,� y*� 
�)T� ,� y�* 0 RT ln
,� y

,� y�
�



��&� $��	������ ����������
 ����
'
���

 <,B

 �������� )= 44* �����#���� ���

�g 0 R

HZ
�

g)y� y�* ln
y�),� y*

y),� y�*
dl� )= B.*

-
��� ������ ������ ������������ �����������

g)y� y�* 0 �g),� y� ,� y�*�

� ����� ������� ��� ����� ��	
������" ���� g
F

��
����� �� ������
������ ����� � �� ������ �������� ������ ������ � ������� �
�
����� � �������� ����� ������ 

$��� ����	��� ������������� ���������2�� ���	��
���� ������
� ����
������� �����" ����������"  ������" ��" ������ 	 �%
	���� �� ���"��� ��	
������" ���� )���������� �����������"
�������� � )�� )= 5.**� � ������ 	���� �� V  9�� 	�������� ��"�

�� 	 �������" ������������ ������� �� ������������� 
�� ���%�
 �	� �������

V y)x*� g
D
x
D
� xL

D
0 .� )= B,*

L
B
x� V y)x*� g

B
x
B

0 .� )= B<*

F ������ )= 4=*� )= 4C* ���� 
�� ���%�  �	� �������

y
D

)x� V� g
D

* 0
�

,� g
D

V

�
x ?

x
D
g
D

V
� )= B@*

y
B

)x� V� g
D

* 0
�

, ?
g
B

V

�
x� x

B
g
B

V
� )= B+*

�
� g
B

)g
D

* 0 g
D

x
D
� x

F

x
F
� x

B

 

$�� ��� � ������� )= 44* y  y� 	����� �� x� � �����������
������������� � ���� ��������� ������ �� ������ �������� �� ����
������� ����� ��������� ���

�g 0 R

x
H�Z
x
��

g)y� y�* ln
y�),� y*

y),� y�*
dx� )= B=*

��
�������� �������" )= B@*� )= B+* � ��������� )= B=* ����
�����

�� 	�
������ 	����� ������������� �g)V� g

D
* �� ���� ������� ����

�� ��
�������� ��� ����� ��������� �� ��������% �� x).* 
� x
F

�

���
� y)x* 0 y
B

)x� V *�  �� x
F


� x)H*� ���
� y)x* 0 y
D

)x� V * 
�� ����%�
� �� l � 
����" ��	�����" ���������"� ���������

	����2�" �� l� ����� ���������� ��������� �������������� ���
���� k �� H  ��	
��� �� 
���	�� 	������ ���
����" ��������
��" 8������� ��� �� l ���	��
�� ����%�
 � x� �� ������� ���������
����� �




<<. ��� �� �����
 ���	������ ������������ �
���� ���	����
�

Nk 0
kH

x)H*� x).*
� )= BC*

3 
�"����������� ����������� ������������� � ������ �������
��������2�" � ���� ������ �� xB  !��	���� �� ����	 xb  	��#��
�������� ������������ ������� ����

LBxb 0 V y)xB* ? gBxB � LB 0 V ? gB �

����
� �����������

xb 0
V

V ? gB
y)xB* ?

gB
V ? gB

xB �

���	������� ���
��" ���
� xB  y)xB* !
���� ��
� ����� ��� ���
������ ��� 	������ xB  y)xB* ��	� 
��� � 
����� �� ���
������������ ��� ��	����  ������ x).* 0 xB � � x)H* 0 xD  

8�"
�� ���	� ���
� ������� ���� V  ���	��
���������� ���
����� ;�� ����� ������ ��� ��2�� ��������� �������������� �����
#�
#��� 	 �
���� � ��� � ���%��"  ����" ������� ��������
�����

x
FZ

x
B

g)y
B

)x� V� g
D

*� y�)x**dx ?

x
DZ

x
F

g)y
D

)x� V� g
D

*� y�)x**dx 0 V )x
D
� x

B
*�

)= B5*

1����� )= B5* ���	����� ����� ���� V  ���	��
��������� g
D

 
!��	���� ��� 	�������� ��� V )g

D
* �� �� ��
�������� � )= B=*

 )= 45* ���	�������� ��� 
��������� 	������� � 	����  ������
	������ ����� q�� ��������� ����
������� ���������� ������� 
���	��
���������� ������� 

(	 ����
����% ������#��" ����� �
����� ���
��2" � � � � 
�
��� �������
 ���������� ������	 �������
 �����������" ���������

�#�
 ��$�������	 ������ � �������������" ������	� �������� ���

����� �� ����� � �	���� � ������������ ����� ������	 ������ ����"

���!����� ����� � ������	 �����" ���������!� � ���" ����������	 �

��!�� �	� ��
���	 �� ���������	� �	%� ������%������ &��� '�

�����	 ������	 ��% ������!� ������" ����!� �� ������� �� �	���� �

������������ ���� �� ������� ������" �� ��'�� �	� �	����� ���

�� ������ )���������� �����!� ������ �� �	����*� �����������#��

������	 $���!�� �� ���������� 

&�� 
�� �����" ������ ����������� ��	
����� ���	��
�����
����� ������� �������� �� �������� ������ ��������� 

����� ����� ������������� ������������� ��	���� ���
� ���
����"  ����������" ������������ �������������� ���
� ���������
)= B=* ����� �




��&� $��	������ ����������
 ����
'
���

 <<,

Z xF

xB

k)y�)x*� y)x**dx?

Z xD

xF

k)y�)x*� y)x**dx 0 V )xD �xB*� )= B4*

y)x* �
��	����� ����
������� �������� �%�
����  ��%�
��% �������
)xF � xB � xD*� ������� ���� �� ������� V  ���������� ����������

������� gD�

yB)x* 0 xB
gD)�� ,*

V �
? x

�
gD),� �*

V �
? ,

�
� x � xF

yD)x* 0 xD
gD
V

? x
�

,� gD
V

�
� x � xF

��
����� �� �������� � )= B4*  ������ �������� 
�� y�)x*
� ����� )= B5*� ������ 	�������� ������ ���� �� xF � xB � xD  gD�

V 0
ka�

p
k�a� ? +)xD � xB*bk

<)xD � xB*
� )= BB*

-
���

a)xB � xD � �* 0
�)xB � xD*

,� �
?

�

),� �*�
ln

�
,� xB),� �*

,� xD),� �*

�
?

)x�B � x�D*

<

: ��������� 	����2" �� �������� ��%�
��% �������� �

b)gD� xD � xF * 0
gD
<

)xD � xB*)xF � xD*

: ��������� 	����2" �� ���%�
� 
�������  �������� ������� 
(	 )= BB* ����� ������� 	�������� ���	��
�������� ������

�� �� 
������� �� ������ ���� �� �������  �������� ���#�% ���
������

gD 0 <
)xD � xB*V � � a)xB � xD � �*kV

k)xD � xB*)xF � xD*
� )= ,..*

'������ ����� �������� �� V ����
����� ����������� ���	���

��������� ������� �� 
������� !�� 
��������� �� ������ ����
������

V � 0
ka)xB � xD� �*

<)xD � xB*
0

kHa)xB � xD� �*

<)xD � xB*�
)= ,.,*

 ������

gmax
D 0

ka)xB � xD � �*�

<)xD � xB*�)xD � xF *
0

kHa)xB � xD � �*�

<)xD � xB*�)xD � xF *
)= ,.<*

�� ����
� )= ,..*J)= ,.<* ���
����������� ��� ������ ������
���� �� ������� ����� ������� ����� 	������ �� . 
�

V max 0
ka

xD � xB
�



<<< ��� �� �����
 ���	������ ������������ �
���� ���	����
�

�� ������ ����� �����#��2�� ��� 	������� ������ gD ���������
�����������" !
���� �� ������ V  ������� ������� ������� ��

��������" $��� ������ 
������� 
����� �
����������� �������

xD � y�)xF *� xF � y�)xB*

V � gD� )= ,.@*

F ������ )= ,..* ��������� )= ,.@* ����� ������

V 0 k
<a? )xD � xB*)xF � xD*

<)xD � xB*
� )= ,.+*

;�� ����������% ������ ����� ���� 
����� ���� ����� ����� ��
����%�
�� ������� �
����  �� ����� � ����� 

/  � = ,@ -�������� ���	��
�������� ������� �� 
�������
�� ������ ���� 
�� ��	��% �������� ���#�% �������

8� �� = ,@ 	�������� 	�������� ���	��
�������� �������
�� 
������� �� ������ ���� 
�� ��	��% �������� ���#�% ������� 
�� �� ������ �������� ������ ���%�
� ���� �� ������� V )����T�*�
�� �� ��
��� : ���%�
 
������� gD )����T�* &���� ,� <� @� +
	�������� ������ ������ 
������� �� �
���  ��� �� ������
�� ����� )xF 0 .� =*  �������� ������� )xB 0 .� .=*  ��	����%
�������% 
�������� ����" , ������������� xD 0 ,� ����" < :
xD 0 .� 4=� ����" @ : xD 0 .� 4� ����" + : xD 0 .� 5= 



��&� $��	������ ����������
 ����
'
���

 <<@

������ = ������������� ������ )= ,.@*� ����	���� ��������
������ ����2� ��� �����" = 

8� �� = ,+ 	������� %������� 	������� ����������" ����
	��
�������� ������� �� 
������� gmax

D �� xB  xD  

/  � = ,+ -�������� ����������" ���	��
�������� �������
�� 
������� �� �������� ��%�
��% �������

9����������� 	���� ���	��
��������� ������� �� ��������
���
����  �� ��
�� ����� � ��� q� 

'��
��
� �
�	�
� ���� &�� ����	��� ��#�� 	������ �����
��������� ����� q��� ���������� ���������2��� ���������������
���	��
���� ������ � 3 ����� �� ���	��
���� ������ �q � ����
	������ � ��
���"  ������� ������ ���	��
���� ������ �� ����
���������� 	���� �� ����� ����������"  ������" ��"� ��� ���

���2�� ��� �������� ������������� ����
������� ��	���� ���
��2�" ���������� y)x*  ����������" ���������� y�)x* 8�"
��

�������� � ���� 	���� ������ 
����� �� ��������������
����� ������" �� 9�� ��� 	� ���� ������ �����	�� �������
�� )������ ��
�� � ������ ����� �� ������ �������* ����� ����
����� � ���������� ����	����� F�����������2�� �" �������
��� ���	��
���� ������ �gmin )
���� �
��� g �������� � ������
� ���	��
���� ������� ��
�� ���� � �
� �� ��� ���������2���
������� ���	��� � ��������������* �� ��� ������� � ���	��
�����
������ � �������" ������� ����	������ ����������	�� � ��������
�� ��������� ������� 



<<+ ��� �� �����
 ���	������ ������������ �
���� ���	����
�

���	��
���� ������� ���	����� � ��������������� ���� �

)= 44* P���� y  y� 	����� �� x� �� ���� ��� ���������� �� �%�
�
� �������� 
�� � $�� ��� y� : �
��	������  ���������� ������
x� � 	�����  l� �� 
�� ��
����� ���	��
���� ������ � ��������
���
� l �������� �� ���� 
� H � ����� �������	������� ���������

� 0 R

y�
H�Z
y�
��

g)y� y�* ln
y�),� y*

y),� y�*
dy�� )= ,.=*

����� g 	���� �� ���������� y)x*� ����������" ����������
y�)x*  ���������� ������������� k� ����������� � �
��� 
���
������� �� ���������� �� y� � 	���������� �������� )= BC*
�������� ��	����� y�)H*� y�).* 

8�"
�� ����� ������" ��� ���	���2�� � �� 	�
�����
	����� ������������� ������ ������������� g�

y�
H�Z
y�
��

g)y� y�* dy� 0 x� )= ,.C*

3����� x� %�������	��2�� ����������� �������������� 	����
�� ����������" �%�
��%  ��%�
��% ������� '� ��"
�� �� 	������
��� 

;�� ����#����� �������% 	������ ������������� 	�
��� )= ,.=*�
)= ,.C* ������� ��	 �� y�  �� ��#��� ������������� ������ ����
��������� ����� I�������

L 0 g)y� y�*

�
ln
y�),� y*

y),� y�*
� �

�
�

������� ����
����� ���������� 	�������� y)y�� �* : 
�������
������� ��� -��#�� ������ ��������" 
����� ��������
������ � ������� ������" �������� )������ ������������ ��
y ����� L*� �� ���
�������� ��� ��� ���� �
����� � D@.E� �����������
�������� ������ �� ������ ��������

ln
y�),� y*

y),� y�*
� g)y� y�*

�g	�y),� y*y
0 �� )= ,.5*

$��� ����	��� 
�� ���
��� ������ ������� 
����� ���� ���������
��������� ����2�� � ����" ���� ��������� )= ,.5* 3 ��������� 
��
���"���� 	����� �������������

g)y� y�* 0 Nk)y� � y* )= ,.4*

������ )= ,.5* ����� �����



��&� $��	������ ����������
 ����
'
���

 <<=

ln
y�),� y*

y),� y�*
?

y� � y

y),� y*
0 �� )= ,.B*

1����� ��������" 
����� )= ,.5*� )= ,.B* ��	������ 
��
�������" ������� � 	������" ����������"  ������" ���� y�)x* 
y)x*� �������� ����� ����� �������� )= ,.B*� ������ x  ��"
�
y)y�* H�	���� ���������" 	������� � ��������� �������� ������
� ��	��� ����� � �����
������� ����������� 

1����� )= ,.5*� )= ,.B* �� ��	������ ����	�� � ����������"
����� y)y�� �* !��	���� A 0 y��y  ��
�� ���
�������� ��� ��	���

��������� ����" $��
� � ����" ���� )= ,.B* ����� y 	������ ���
y 0 y� � A� ��	����� ������#���� �������� � ��
 $�"���� ��
A  ���������� ���������� ���2� ����
�� ������ A� �����
��������% �����
�� ������ ���������� ���������

A)y�� �* 0
�

<
y�),� y�*�

����
�

y)y�� �* 0 y�
�

,� �

<
),� y�*

�
� )= ,,.*

$�� ��� y � y�� �� ������ � � ��% ���������% ������������ ��
��%�
�� 	 ������ )= ,.C* !����� ����%� 
�� � ����� ���� �������
�� �%�
� 	 ����� ��� 
�� ������ x � ).� ,* 
����� ���� ���������
�����������

y)y�� �* � x� )= ,,,*

8����
�� ����	���� ��� 
�� y�)x* � ����� )= B5*  y)y�� �* � �����
)= ,,.* ����������� )= ,,,* ����
� � ����������� 
�� � �
�

� � <
�� ,

�
� )= ,,<*

1����� )= ,.5* �����
�� ��	��#�� ����������� y � ��� �������
���
� ���� ��
���� �� ������������  �����������" ����� �������
������� 
���2�" ���

g)y� y�* 0 k ln
y�),� y*

y),� y�*
� )= ,,@*

��
�������� ���" 	������� � )= ,.5* ����
� � ������

y�),� y*

y),� y�*
0 const 0 ��

����
�

y)y�* 0
y�

� � )� � ,*y�
� )= ,,+*



<<C ��� �� �����
 ���	������ ������������ �
���� ���	����
�

;�� 	������� y�)x* � ����� )= B5* ������ � ��������� 
� ��������
�� � �������� 
������" ������" �� � ������� ������" ������
���

y)x* 0
�x

� ? )�� �*x
� )= ,,=*

$�� ��� y)x* � x� �� 
�� ��������� � ������
��� �����������

,  �  �� )= ,,C*

(��� ������������� ������������� � ����������� ���%��� ���

����� � ����������������
 ������ ������������ ����� ������	�

1����� )= ,.5*  �������2� 	 ���� 	������� )= ,,.*� )= ,,+*
����
����� y)y�* � ��������� 
� ���	������" ��������� � K����
��"� ��� ���������� ����� ����	�� ������ x � ������� )= ,.C*
����	 ���	��
��������� �������  ���������� ���#�% ������� 

(	������ ���%�
� ����  ������ �� ������ ������� 
�� ���% l 	0
	0 l

F
����%�
� 	�	� �������������  ��
�� )������* ����� $�� ���

������������ ����������"� � �� ��
��� ����� ��� ������2����
�
����� ����%�
� � ���� �� 
�� l 	0 l

F

dV

dL
0 ,� )= ,,5*

� 	����� 
�� ����" )���������2�"*  ���%��" )��������2�"* ����
��" ������� ������
��� ���������

L
B

0 V
B

? g
B
� L

D
0 V

D
� g

D
� )= ,,4*

G������� 	������ ��������  �
�������� ������ �� ������ ������
�� ��	 �������������� ��
��
�  � ������������� ��
��
�� �����
����	�� �� �� = ,= 

/  � = ,= G������� 	������ ���%�
� ����  ��������" �
����
�� ������ ������� ��	 �������������� )�*  � ������������� )�*
��
��
�� )����
��* �����



��&� $��	������ ����������
 ����
'
���

 <<5

/�������� )= ,,4* ������
���� ���
� L  V 	����� �� ������ ��
l� ��  �� ����" ���������"� ��������� 	�����2�"�� �� ������ ���
����� )x� y�� y� ���* 

����� ���� 
�� ������ ������ �������� � 	����� 
�� 	������ x�
������������2��� ����� ������� ����� ���� ��"
�� 	 ������ ���
���������� ������� �� ������������� ���������� 
�� ������� ������
��� �������������� ���
� ����2� �������  �� ���%�� )����*
������ $��� 
�� ���%��" ���� �������

V
D

)x*y)x* � g
D
x
D
� xL

D
)x* 0 .�

!���
�� �������� ��� 
�� ������ x LD 0 VD � gD� ������

V
D

)x* 0 g
D

x
D
� x

y)x*� x
� )= ,,B*

F����#���� ��������� 
�� ����" ���� �������

V
B

)x* 0 g
B

x� x
B

y)x*� x
� )= ,<.*

����� ������������ �� �
���� � ����  ���������2��� �� ����
� �
���� ����
������� 	 ������ ������������� g)y� y�*  �������
���	������ � �������� �
���� � � ���
������" ���� �� ��
�
��
� )����
�* ����� )���	���� ��� gq* �����
�" � ��� ���������
���� ������������� ������������� 	������ �������� ������ ��
������ �
���� ����� �������������� ����%�
�2��� � ���� �����

gq)y� x* 0 y
dV

dx
�

�� ���
����� ���� ����� ���������2���� ����%�
�2��� � �
�
������

gq)y� x* 0 �),� x*
dV

dx
�

��
������ gq 
�� V
D

)x*  V
B

)x* � ���������� � )= ,,B*  )= ,<.*�
����	� ����� g

B
����	 g

D
 ������

g
D

q )y� x* 0 �g
D

),� x*

�
),� dy	dx*)x

D
� x*

)y � x*�
� ,

y � x

�
0

0 g
D
f
D

)x� �*� x
F
� x � xD �

)= ,<,*

g
B

q )y� x* 0 g
D
y
x
D
� x

F

x
F
� x

B

�
),� dy	dx*)x � x

B
*

)y � x*�
?

,

y � x

�
0

0 g
D
f
B

)x� �*� xB � x  x
F
�

)= ,<<*

-
��� � : ������
������" ��������� %�������	��2" �������
����� �������������  �%�
�2" � �������� 
�� 
������" ������"
�� 



<<4 ��� �� �����
 ���	������ ������������ �
���� ���	����
�

&��
� 
������� ������� ��� ���� �
 )= ,,=*� ���������
���	��
���� ����� �� 	����� � �� , 
� � �������� � ��������
��� � �� = ,C 

/  � = ,C -�������� ���
�������� ���	��
���� ������
� � ������� �� ���������
�� %�������	��2��� ���
���
����������� �������������

!�2" ����� ������������� �� �
���� � ���� 
�� ����" ����
������� ����� ��	���� ��������� �������������� ��������2��� �
������"  � ������� ����� � ������ l

F
�  ��%�
�2��� 	 ����� ���

���
x
FZ

xb

Dg)y� y�* ? g
B

q )y� x*Edx 0 L)x
F

*x
F

? )g
B

? g
D

*x
F
� g

B
x
B
� )= ,<@*

3 ��� )= ,,4* L)x
F

* ����� ����	�� ����	 ������" ����� V )x
F

* �
����� l

F
 ��������� ��� ��������� � �����

x
FZ

xb

g)y� y�*dx 0 g
B

)x
F
� x

B
* ? V )x

F
*x

F
�

x
FZ

xb

g
B

q )y� x*dx� )= ,<+*

S�������� 
�� ���%��" ���� ������� ����� �������� ��������
��2��� �� ���� � �
���� ����� ��	���� ��������� ����������
2��� ����������� ��������2��� � ����� � ������ l

F
 ��%�
�2��� �

������� 	 
�����������
xdZ

x
F

Dg)y� y�* ? g
D

q )y� x*Edx 0 V )x
F

*),� y)x
F

**� g
D

),� x
D

*� )= ,<=*

$�� ���
xdZ

x
F

g)y� y�*dx 0 V )x
F

*),� y)x
F

**� g
D

),� x
D

*�
xdZ

x
F

g
D

q )y� x*dx� )= ,<C*

-����� V )x
F

* � ���������� � )= ,,B*  ��
������ ��2" �����
��������������



��&� $��	������ ����������
 ����
'
���

 <<B

xdZ
xb

g)y� y�*dx 0 g
D

�
x
D
� x

F

y)x
F

*� x
F

� ),� x
D

*�

�
x
FZ

xb

f
B

)x� �*dx�
xdZ

x
F

f
D

)x� �*dx

�
� )= ,<5*

$�� ��� y� xb� xd� y)x
F

* 	����� �� ������
������" ��������� �� ��
�������� )= ,<5* ����
����� ��� ��������� 
�� 	�
����" ������
���
�������� ������ g

D
� �������� �%�
���� �����  ��%�
��% �����

��� 
&������	���� ��� �������� 
�� ������� ���
� 
������� �����

��� ��� ���� �
 )= ,,=* 3 ���� ������

xd 0
�x

D

�x
D

? �),� x
D

*
�

xb 0
�y�)x

B
*

�y�)x
B

* ? �),� y�)x
B

*
�

dy

dx
0

��

D�x ? �),� x*E�
�

 ����� ����� k 0 45� C
h����

� �

i
� x

D
0 .� B=� x

F
0 .� =� x

B
0 .� .=�

g
D

0 =@.D����T�E� H 0 ,,� + �> 	�������� y�)x* ���� �
 )= B5* �
����������� �����������" �������� � 0 +� � 	�������� y)y�*
���� �
 )= ,,+* 8�"
�� ������ � 	 ������ )= ,<5*� � �������
����� ����� � ������ ��������� )= BC* �� ����%�
� �� k � k �����
kH ln � K������ ��#�� �������� )= ,<5*� ������ � 0 ,� = 8� �� 
= ,5 ����	��� 
������� ������� ��� 

/  � = ,5 /���������� 

������� ������� ��� �
������� ������" ������
���

'�������� 
������ ������������� � ������� 
�� ���������
���� ��������2����� �� ������������� ����� )�� �� = ,C*

�min 0 RkH ln� �� )= ,<4*



<@. ��� �� �����
 ���	������ ������������ �
���� ���	����
�

�
����
��
� ��	���	������	��� �		��� �����(��
$

��� 3�#� �� ���������� ������ � ����������" ���	��
�����
���� 
�� ������� �������� � ���
�����" ��
���"  �������
����� 3 ������� � 
������" ������" ���" ���	��
���� ������
����#�� � ���
��������� �� ���
������ ���	��
��������� ����� ����
��� ������" ����%� 
�� ���	��
�������� ������� � ���	�����
��� ������� ��
��  ������ ����� 

1������� )= ,<5* ��	������ ��"� �����
�������" ���
�� 
��
����������" ���	��
�������� gmax

D
������� ;�� ����� �����

��	��#�� ��� �������� ����������� g
D

 ��"� ������� �����
������� �������� �� ��������� � 

$��� 
�� ��% 
����%� ������� ��� �����	����� � ������� ��
�� = ,4 ����	��� 	�������� ���	��
�������� ������� �� �����
����� � &��
��� ���%�
�� ����� gmax

D
0 =5C� 4 D����T�E� �������� 
��

	������ �� ����� ����#�� 	 �% � ���������� � )= ,<4* ��������
������ ������� � ����#�� : �������� ���	��
���� ������ � 
8������� g

D
0 =@. D����T�E ������������� � 0 ,� =  � 0 <� <= 

/  � = ,4 -�������� ���	���

�������� ������� �� ��������
�� � 
������" ������" ��

H���� ������ ������ ���
�����" ���	��
�������� ����� ���
������ ���� ���	��
���� ������ �T � ���	����� � ��
��
�� ����� �
���  ����
�� 	 
����������� �� ������  ���
����� ��������
������ 

�����'����� ��������� ����� ��
 ������
 ������ ;�� ���� ����
�� ������� ��� 
����� 	�������� �� ������ ������� ����� ����
 ������� ����	��2� ������ ��������" 
������  �������
�2�� 	 �% 
������� ����� ������" ��� ������ ��� � ���
��
����� ��������� ���������

V )x*
dy

dl
0 g)y� y�*�

$�� ��� dy	dl 0 )dy	dx*)dx	dl*� �� 	������ ���������� ��������
������ � �
���� �� ������ ������� �������� 
��������������



��&� $��	������ ����������
 ����
'
���

 <@,

��������

dx

dl
0

g)y� y�*

V )x*
dy

dx

� x).* 0 xb� x)H* 0 xd� )= ,<B*

!��������� � ���� 	���� ������ 
����� ������ l
F

�����

������� �� ������ x)l

F
* 0 x

F
�������� ��	
������" ���� 

1������� )= ,<B*� )= ,,B*� )= ,<.* ��	������ ��"� 	����� 	���
���� �� ������ ����������" x)l*� y)l* 0 y)x)l**� ��������  �
�
�������� ������� V )l* 0 V )x)l**  � ���������� � ������� )= ,,4*
��"� L)l* 

(����������� ��
�� )������* �����

q)l* 0 �
dV

dx

dx

dl
�

�
� � : ������� ��������	����� 

;�� ��������2�"  ���������2�" �����" �������

q
D

)l* 0 �

�
V
D

)x*

�
,� dy

dx

�
� g

D

�
y)x*� x

g)y� y�*

V
D

)x*
dy

dx

�

q
B

)l* 0 �

�
V
B

)x*

�
,� dy

dx

�
? g

B

�
y)x*� x

g)y� y�*

V
B

)x*
dy

dx

�

)= ,@.*

�� ���� � ������ ���� ��% �������� ����� ������ x ��
������
��#��� x)l* �������� )= ,<B* 

/�#��� �������" )= ,@.* ��	������ ����"� �� q)x* � q)l*  ��"�
� ��� ������ ��
�� ������ ������" ���	���� ������������
�������� ������������� � ������� �������� 	�
����" ���	��
�
�������� 

8� �� = ,B 
�� ��% �� 
����%� ���  � ���
�
�2�� ������� 	���
������ 	������ ���������� ������������� � �
���� �� ������
������� x)l* -������ x

F
0 .� = ������������� ������ ���
� ����

�� l
F

0C�5C D�E -��� 	�������� �������� ������ �� x  	������
x �� 
���� ����� ��"� �� �������� )= ,@.* 	���� 	������ ��
��
)������* ����� �� ������ ������� 



<@< ��� �� �����
 ���	������ ������������ �
���� ���	����
�

/  � = ,B (	������ ��������
��� ������������� � �
����
� �� ������ �������

!
���� �	%((������
 �
��	�����	�
 �	 ������
�
� ��$

������� �
 �������"��� �		���� ;�� ������� ����� 
������"
������" �� ����%�
�� ��"� ��������� ������������� k P���
������� 	������ k� ��� ������� �� 	������� �
���� ����� ������
k �� ��	�������� ������ 
�"�����2�" ������� 7�� 	������ 	�����
�� V� �� y

D
� y

F
� x

D
 x

F
� g

D
� � ����� ����� ����������" �� y�)x*�

�� 
�� 	����� �������������� ���"���� ����������� ��	���� y�� y�
����

V )y
D
� y

F
* 0 kHFD

x
DZ

x
F

)y�)x* � y)x**dx� )= ,@,*

-
���H
FD

: ������ ��������2�" ���� ������� (������� �� y �
���� ������� � ������ ���"���� ������" �� �����

x
DZ

x
F

y)x* dx 0
V

V � g
D

y
DZ

y
F

y dy 0
V )y�

D
� y�

F
*

<)V � g
D

*
�

����� ��
������� ����� ��������� � )= ,@,* ������

kHFD 0
V )y

D
� y

F
*

x
DR

x
F

y�)x*dx � V )y�
D
� y�

F
*

<)V � g
D

*

� )= ,@<*

��*� +������
����,	������
����$ �
��

�����
 ) * ��p�	��((���	��	&	 ���
� 3 ����� p�
� ��%���
�������% �p������� �p��%�
� 	��p��� ������������������� �����
� �����p���p�" T� � ����� ��p�
�� ������ ��2����� n �� ������� �
�	�� ���������� 
� � ������� � ������ ���������� 
� /���
����p� ��p��
��������� ������� ������2�� 	 
��% ��������



��(� )������
����*	������
����� �
�� <@@

������ 
��% �������� ��2����� ����������" ������  p������� ����
)p� = <.* 

/  � = <. F%��� ������

���	������ ���� ��	�

����� ��	��

3��
�� ���
��2� ���	������� T� : �����p���p� ��p����� ��
������ �����> T� : �����p���p� %���
���� ������� �����> 
� :
%�����" �������� �������� �p����2��� ��2�����> 
� : %�
�����" �������� �������� ��
��2��� ��2�����> VT� : �����p��
��p� ������� ��2����� � %������ ���������� 
�> VT� : ����
��p���p� ������� ��2����� � %������ ���������� 
� 

F������ ���

T� � T�� VT� � VT�� 
� � 
��

3�
� ����� ��� ������ �����  ��2����� ����
��� ���������
��" ��������� ��p����p� T� 
� %�p����p	��2� % ��������� ��
�p���� �� �������� /������ ���� ������� ������ ���� �������
��� �����p�
�� �������p�� � ���
�� 	 ��������� ������� �p
���� �� ��p����� ������� ������p�� ��������� ����� q�� �� �����
��� ��2����� � %������ ���������� 
� : ������p�� ���������
��2����� n�  ��
���� %���
���� ������� ��������� ����� q�� �
������� ��2����� � %������ ���������� 
� : ��������� ���
2����� n� 

-��#�� ��p��
�������� ������� �������


�� ���p�

q� � q� 0 . � q� 0 q� 0 q> )= ,@@*


�� ��2�����

n� � n� 0 . � n� 0 n� 0 n> )= ,@+*


�� ���p���
,

T�
� ,

T�

�
q �

�

�
VT�

� 
�
VT�

�
? � 0 .� )= ,@=*

-
��� � : �p�	��
���� ���p�� ������ 

3���	� &�; ��p��
���	������ ���� ��� ����#��� ����
������ ��2������ ��
�������� p����� ������ � ��������� 	��������
���� ������

� 0
n

q
�



<@+ ��� �� �����
 ���	������ ������������ �
���� ���	����
�

(	 �p������ ������� ���p�� ��"
��

� 0
n

q
0

,

T�
� ,

T�

�
VT�

� 
�
VT�

� �

q

�

�
VT�

� 
�
VT�

� � )= ,@C*

!�p����� ������ &�; ��p��
���	������ ���� )� � .* �����
����� )� 0 .*

�� 0

,

T�
� ,

T�

�
VT�

� 
�
VT�

� )= ,@5*

 �������� �	��	+�	��� 
��	����	��	$���	����	��	&	

���
� /�������� �%��� �p������ �
�������������" ����p���
���p��
� �p��
��� �� p� = <, 

/  � = <, F%��� ��������
�����
������������ ���� �
��������" �������� ����

/�����p ����p����� �p���p��� �� 	��������� �����p�� �������
�p�� � ��2����� ��	��� ����2���� �p ���� ����p�����  p����
��pp�� � 
���p��p�� ��
���� �����2����" ��	 � ��p���	���� �����
)�RF* ;���� �RF ��
����� � ���
������p� �
� ��p� ��
� ���
���p��
�����  � ��	���" ��	� �������� ���� ����" p���p�
������" ������
���� $���� 
�� �p������ ��
��
��� � 
���p��p� � ��p���	���" ������
 ��p�
����� p�����p� � �������� ����� ���
����� ���� ��p� 3 ���
2�� ������ � 
���p��p� �p��%�
� ��� ��
����� 	 p�����p� ������
2������ ����������� ���  �����2��� p�����p�� ��p�� ��
� H�
��
������� ��� ������ ������� �p ���
������ �������� ������ ��2��
�� ��������� ������ �� �RF � p�����p� !�2����" ��	 � ����p��p� 
�RF � 
���p��p� ��
�� ��	����� ����������� 

F������� p�����p� �p �
�������������" ����p�� �����
�%�p����p	����� ���
��2� ��p�������� ���p���" S� ����p���
��" ���p��" E  �������p���" p���p�
������" ���������� x 
F��p��� 	������ ��% ��p������% ���	��� � �������� �������
q� ������� ��2����� n� �����p���p�" T � %������ ���������� 




��(� )������
����*	������
����� �
�� <@=

p�����p� ���
��2� ������#�����

WS 0
q

T
� 
n

T
� )= ,@4*

WE 0 q� )= ,@B*

Wx 0 �n� )= ,+.*

-
��� �p�	��
��� ��p���� �� �p���� �p������� �������� p�����p�
� �%���> � : ��������� �p���p���������� �� 	��� ��������
)= ,+.* ���
����������� ��� ����� ������
������" ���������� 	����
������ ����#� ����� ���������  	������� �����
��" ����� ����
������� 

7�� ������ ����� 
������� ���������� �� ����� 	������


 0 
�)T� P * ? RT lnx� )= ,+,*

�
� 
�)T� P * : ����
�p���" %�����" �������� ������ ���������
��> P : 
������ ����2������ ��p� ���������� 

����� ����� q  ��2����� n� ����p�� ����������� ��2����"
��	  �RF � p�����p�� � ����p��p�  
���p��p�� � ��2�� ������ 	�
�������� ��� �� �p����� ���  �p ��p�%�
� p�����p� 	 ����p��p�
� 
���p��p  ��p���� 7�� �p�
��������� ��� ��������������� �p��
�%�
� ���	 p��������� �� 	������ ��p�
����2� ����� ����� 
��2������ ����� 	�
��� ������#���� !�	���p�

q 0 �n

�
,

T
� ,

Tn

�
? �n

�

n
Tn

� 


T

�
� )= ,+<*

n 0 �n

�
,

T
� ,

Tn

�
? kn

�

n
Tn

� 


T

�
� )= ,+@*

�
� Tn� 
n : �����p���p�  %�����" �������� p���p�
��������
���������� � �������> T� 
 : �����p���p�  %�����" �������
�� p���p�
�������� ���������� � p�����p�> kn : ��������� ������
��p�
��> �n : ��������� �������p�
��> �n : ���������� ���
�����2" ��p��
���	� 8�� ���
� �
����� a ��
�� ��������
����������� ������2��� � ���������� � �
����� d : � 
�������� 
;�� ����p��p� Tn 0 Ta� 
n 0 
a> 
�� 
���p��p� Tn 0 Td� 
n 0 
d> ���
�������������� ���������� kn� �n� �n 
�� ����p��p�  
���p��p�
p�	���� 

3�
� ����� ��� ��p����p� �������� p�����p� S� E  x ��p�
�
���� 	��������� �� �% �����
������� ������ ��������

S).* 0 S)�*� E).* 0 E)�*� x).* 0 x)�*�

�
� � : �p��� ���� 



<@C ��� �� �����
 ���	������ ������������ �
���� ���	����
�

F ������ 	��������" )= ,@4*J)= ,+.* ������ �������� ����
�� �p�
������ � ���
��2�� �
��

�Z
�

� q
T
� 
n

T

�
dt 0 .�

�Z
�

q dt 0 .�

�Z
�

n dt 0 .�

!��	����� �����" ���p��� ��p�
���� �� ���p���� ).� �*� ��
������ ����� 	������ ���� q

T

�
�
�
n
T

�
0 .� q 0 .� n 0 .�

S���p�������
���p������" ��� )S;X* � ����" ���������� �p�
�
�������� ����" ������" �����" ��p��
���	������� �p ���� T� 

Td� T� 
 Ta� 
� 
 
a� 
� 
 
d ������� 	 ��p���� )= ,@5* ���
���
��p����� ������ 
�� &�; S;X

�� 0
jnj
jqj 0

,

Ta
� ,

Td

d
Td

� 
a
Ta

0
Au�
Au�

� )= ,++*

3 ����p����% �p������%

� 0
jnj
jqj 0

Au�
Au�

� �

qAu�
� )= ,+=*

-
��� ���
��� ���	������ 
�� 
���2% �� �p������

Au� 0
,

Ta
� ,

Td
� Au� 0


d
Td

� 
a
Ta

�

H�
�� � 
�����"#�� ��	����� Au� ������	� ����p��� � Au� : ����

���p�����	� ����p�� 
(	 ��p����� )= ,++* ���
���� ��� ��������� ��������� ������

����%�
��� 
�� ��
����� 	 ��	� �
���� ���� ��2����� �p 	�
���
��% ��p����p�% ��������� ��p�
������� ��p������

Q� 0
Ta
a � Td
d
Td � Ta

� )= ,+C*

�
� Q� : 	��p��� ����� � ��p����� �p������ 
9����������� �����	����� ����� � S;X ����� �%�p����p	��

���� ����#���� p������ ���p����" 
�� ��p������ p�	
����� ���
�� 
��%�����������" ����� � ��������� ������ 	��p��������� 
��
������ �� p�	
����� � S;X )��p������ &�;* 7�� ������� ���
��p����� p����� p�	
����� ���� ��	�� ��������2��� � ����p��p�

A� 0 �TaRDya ln ya ? ),� ya* ln),� ya*E�

�� ��p�����" &�;

� 0
A�

Q�
0 R

�
,� Ta

Td

�
ya ln ya ? ),� ya* ln),� ya*


a	Ta � 
d	Td
� )= ,+5*



��(� )������
����*	������
����� �
�� <@5

-
��� ya : �������p��� ��
�������� ���������� � ��2����� ��	� 
)p���� ��� �p���������� ���� *�+ ��
 �p�	��
����������

S;X ��
�� ������� ��������� ����������� ����p������ 	 p�����p�
	� �p��� ��� �p������� � 
���p��p� -�
��� ���
��� � ��p�
�����"
	�
��� �������" ����	�� �
�

jnj � max )= ,+4*

�p ������%

q 0 .� n 0 .�
� q
T

�
�
�n

T

�
0 .� )= ,+B*

-�
��� � �p�
�����" �p�	��
�������� )= ,+4*� )= ,+B* ���� ���
���
��� ������p������ ���p�p����� (	��p�	� � �
��" ���p
�
�����" ������ �� n� q� ���p���� 	������ ���p�� p�����p� �)n� q* 
jnj ;�� ����� ��p�	� � ��p�	 ����� n� q  ��p����p� �������� Tn
 
n� ����p�� �� �������� � %�
� �p������ F ������ )= ,+<*  )= ,+@*
��p����� )= ,@4* ����� ��p������ � �
�

WS 0
q�

V�n
� n�

Vkn
� nqV�n ? qu�n � nu�n� )= ,=.*

�
�

V�n 0 �n � ��n
kn

� Vkn 0 kn � ��n
�n

�

V�n 0
<�n

kn�n � ��n
� u�n 0

,

Tn
� u�n 0


n
Tn

�

8� p� = << 	��p����� 	�������� WS 0 �)q� n*� �p��� q � . 
n � . �������������� �p������ ����p�� � ��p����p�� V�a� Vka� V�a�u�a
u�a� � q � .  n  . ������������� �p������ 
���p�� � ��p����p��
V�d� Vkd� V�d� u�d� u�d 

/  � = << R�������
������ ��������� 	�
��
� � �������� ���	���

�������� ������������

������������ ����

3 ��2�� ������ 	�
��� )= ,+4*� )= ,+B* ���� ����p� ��	���� ����
�� �
� ya  yd : �������p�� p���p�
������" ���������� � ��	� �



<@4 ��� �� �����
 ���	������ ������������ �
���� ���	����
�

����p��p�  
���p��p� �������������� 8��p�
�� ����	���� ��� 	���
���� ��p����p�� �������� � ���p��� �������� Td� ya  � ���p���
�����#��� Ta� yd ��
�� � p���� �p�
�����" ������ ���p������
������ ������� p�#��� 	�
�� �� 	������� ��� ������ � ��p��
p�������

Td 0 Tmax
d � ya 0 ymax

a Ta 0 Tmin
a � yd 0 ymin

d �

	������ ��p���������

Td � Tmax
d � ya � ymax

a � Ta � Tmin
a � yd � ymin

d � )= ,=,*

����� ��p����p� �������� Td� ya� Ta� yd ��p�������� ��p������
��� 	������� Tmax

d � ymax
a � Tmin

a � ymin
d  8�p�������� )= ,@+* ��
��

���� � �p���p������ ���p
��� �� n� q ������ VA  VD� ��p������
��� ��p�������� ���������� )�� q*� )�� n*  ����p%������ A  D�
��p�
������� �p������� )= ,@@* !����� VA  VD �������� � �������
������ jnj ���"�� �� ���
�" 	 �%� ���
���������� ���� ��	���%
����� ���
��� � 
��� $��� ��p�	��� 	�
��� ������ � ���� �����
��� ���p��� ����� ,� �p��
����2�� ����p%���� A�  ����� <� �p�
��
����2�� ����p%���� D� ����� ���
���2�� % ��� �p�%�
��
��p�	 ������ ���p
���� � ���� ���
���2�� ���� @  + � ���p
�
����� n  �n ��������������� ��� ����� ��#� ��p������� ��� jnj 

;�� 
��% ��	���% ����� 	�
��� )= ,+4*� )= ,+B* � ������ 	�������
� )= ,=.* ����� ���� 	������ � �
�

�ajnaj? �djndj � max
na�nd�qa�qd��a��d

)= ,=<*

�p ������%X
��fa�dg

��

�
q��
V��

?
n��
Vk�
� n�q� V�� ? q�u�� � n�u��

�
0 .�

�ana ? �dnd 0 .� �aqa ? �dqd 0 .�

�a ? �d 0 ,� na � .� nd � .� qa � .� qd � .� �a � .� �d � .� )= ,=@*

3������ ���������� �a  �d ������������� 
��� ��2��� �p����
� ����� � ������ ����p�" p�����p �������� � ������� � ��������
� ����p��p�  
���p��p� �������������� -�
��� )= ,=<*� )= ,=@* �����
�p���p�	����" ���
��� � ����� ����p����� ����� 
��% ��p�����
��% : nd  qd�

I0

nd

�
q�d
V�d

?
n�d
Vkd
� ndqdV�d � qdAu� � ndAu�

�
V�d�V�a
V�dV�a

q�d?
Vkd�Vka
VkdVka

n�d�ndqd)V�d� V�a*qdAu�?ndAu�

�max �

)= ,=+*



��(� )������
����*	������
����� �
�� <@B

3 ��2�� ������ 	�
��� )= ,=+* p�#����� ������� !����#��� ���
	������� �%�
��" 	�
�� )= ,=<*� )= ,=@* �����
��������� ��p�
����
���� ��p�	 ���������� 	������ n�d  q�d �� ���
��2� 	�������
����

��d 0 �I)n�d� q
�
d*

n�d
� n�a 0

I)n�d� q
�
d*

��a
� ��a 0 ,� ��d � q�a 0 ���dq

�
d

��a
�

F�����������2" �p�
�����" �p�	��
�������� ���������
����������� S;X ��p�
����� ���

��n 0 �n�d
q�d
� )= ,==*

;�� ������ p�������� � ����p��p�  
���p��p� ������������2%
������������ � � �a 0 �d 0 V�� ka 0 kd 0 Vk� �a 0 �d 0 V�� 	�
���
)= ,=+* �p��� �


I 0
Vkq�dnd ? V�n�d � V�VkV�n�dqd

V�Vk)qdAu� ? ndAu�*
� nd � max

 ��
�� ���� ����������� p�#���

n�d 0 �
VkV�Au��

+)V�V�VkAu�	< ? VkAu� ?
p
B*

� )= ,=C*

q�d 0
V�

+
Au�

VkAu� ?
p
B

V�V�VkAu�	< ? VkAu� ?
p
B
� )= ,=5*

�
�
B 0 Vk�Au�� ? V�VkAu�� ? V�Vk� V�Au�Au��

(�����	�� ������#��� )= ,=C*� )= ,=5*� ����� ��p�
���� ������
#��� ��p����p� � ���������� p����� 
�� 
��������� ����
�������� p�����p� � �������� ��a 0 ��d 0 .� => ����� ��p�p���p�
��
������� ��2����� 	 ������� � ����p��p n�a 0 �n�d> �������" �����
� ����p��p� q�a 0 �q�d> �p�
������ �p�	��
��������� nmax 0 jn�dj	<�

&�������� ������������ ������������2" �p�
�����" �p��
	��
��������� �nmax ����� ��p�	�� ��p�	 ��������� ������
������ ��p������ S;X �� )�� )= ,++**�

�nmax 0
��

, ?
q

, ? )V�	k*��� ? V�V���

� )= ,=4*

-�������� �nmax  ���
�����" ���	��
�������� �� ������
����� ����������� V� ���� %�p����p� ����	����" �� p� = <@ !����
#��� ��	�nmax ����	������ �� ������� p�	 ����#� ����� ����� 	��p��
��� � ��p����� �p������ �� �p������ � ������ ���2� �p�
����
��� �p�	��
��������� !������ ��� ��
����� ����#��� ��	�nmax


�� �������" ��#�� )�� �� +* �������� � 	������� �� ����#���



<+. ��� �� �����
 ���	������ ������������ �
���� ���	����
�

�����p���p �������� �� , )�p T�	T� � .* 
� .�= )�p T�	T� � ,*
 ����#� .�= ���� �� ����� -
��� ��� �� ��� 

/  � = <@ -�������� ����������" ���	��
��������
������������
������������ ���� nmax  ����������
����������� �nmax �� ���������� ����������� �

)p���� ��� $����������� *�+ � �������
 �p���������� ���� ��

&p��p" ����������� � ���" 	�
��� ���� �
 )= ,+C*

� 0
jnj
jqj � max

�p ����� 	�
����" �p�	��
��������

jnj 0 n��

3����� n� ��
������� ��p��������

n�  nmax�

�
� nmax : p�#��� 	�
�� � �p�
�����" �p�	��
�������� 

-��#�� 	�
��� � �p�
������ ���������� ����������� S;X
�p 	�
����" �p�	��
�������� ��� ��p�
������ 	�
��� �����"�
���� ���������������

jqj � min
��T

)= ,=B*

�p ������%� q
T

�
�
�
n
T

�
0 .� q 0 .� n 0 .� jnj 0 n�� )= ,C.*

;�� �� p�#��� ��p�"
�� �� ��p������% 
  T � ����� ��p�p���
��� ��p������� q  n �p ���� ���p���� 	������ ���p�� ��
��



��(� )������
����*	������
����� �
�� <+,

��p�
������� ��p������ )= ,=.*�  ������ �������� 	������
���p�� p�����p� 	��#���� � �
��

q�

V�n

�
?

�
n�

Vkn

�
� )nqV�n* ? )u�q*� )u�n* 0 .�

3 ��2�� ������ 	�
��� )= ,=B*� )= ,C.* ����� ���� ���� ��	���%
������ �
���� ��������� p�����
����� �p��
����� ��#�� �����
����	���� ��� 
��������� p������p��� 
�� ��	���� ���� 3 ���� ����
��� 	�
��� �p���p�	����� � �
�

�ajqaj? �djqdj � min
na�nd�qa�qd��a��d

�p ������%

�a

�
q�a
V�a

?
n�a
Vka
� naqaV�a ? u�aqa � u�ana

�
?

? �d

�
q�d
V�d

?
n�d
Vkd
� ndqdV�d ? u�dqd � u�dnd

�
0 .�

�aqa ? �dqd 0 .� �ana ? �dnd 0 .� �ajnaj? �djndj 0 n��

�a ? �d 0 ,� �a � .� �d � .� na � .� nd � .� qa � .� qd � .�

/�#��� �����������" 	�
�� ���
��� � ����� ������ �����
� �
��" ��p������"

F )�d* 0
O�)�d*

<

�
Y)�d*Au� � O�)�d*n�

<
�

�
��

Y)�d*Au�� O�)�d*n�
<

�
� n�

O�)�d*

�
n�

Ok)�d*
?<Y)�d*Au�

�� �
�
�
�min�

)= ,C,*
�
�

O�)�d* 0
V�aV�d

V�a),� �d* ? V�d�d
� Ok)�d* 0

VkaVkd
Vka),� �d* ? Vkd�d

�

O�)�d* 0 V�a),� �d* ? V�d�d� Y)�d* 0 ),� �d*�d� . � �d � ,�

3 ��2�� ������ �p 	������% ��p����p�% �������� 
a� 
d� Ta�
Td� ����������% �a� �d� ka� kd� �d� �a  na 	�
��� p�#����� ������� 
K�p�	 ���������� p�#��� F � 0 F )��d*  ��d ��p�
������� �����#���
��p����p� ����������� �����

��a 0 ,� ��d � qa 0 � F �

,� ��d
� qd 0

F �

��d
� na 0 � n�

<),� ��d*
�



<+< ��� �� �����
 ���	������ ������������ �
���� ���	����
�

3 ������ p����% ����������� �� k� � � ����p��p�  
���p��p� 	�
���
���� ����������� p�#���

�qa 0 qd 0
V�

+
D)Au� � <V�n�*�

r
)Au� � <V�n�*� � 4n�

VkV�
)<n� ? VkAu�* E�

na 0 �nd 0 n�� �a 0 �d 0 .� =�

���
�����" ��������� ������������

��n0
+n�
V�

�
Au��<V�n�

r
)Au��<V�n�*�� 4n�

VkV�

�
<n�?VkAu�

����
� )= ,C<*

G�p����p 	������� ���������� ����������� ��n �� �p�	�
��
�������� n� �����pp��� p� = <+ (	 	������� )= ,C<* ���

/  � = <+ F��	� ���
�����"
����������� S;X � ��� ����
	��
����������

������" �����" ���
��� p�#��� 	�
�� � �p�
������ ����������
������������ ������������2�� ��p������ �p�������

lim
n���

��n 0
Au�
Au�

0 ���

7�� �p p������p�� S;X �p����p��� �������� ��p��
���	�
������ � 0 .� �� p�#��� �������% 	�
�� ��p�2����� /�	�������
p�#��� ���% 	�
�� �p��
��� � ���� = , 3 ���" ������ ����
� �
���������� ��#� ���������� ����
��� ����������� ��������
Tsa� Tsd  ��� ����������� x 

,��� �������
 ������� ����������� /���������� S;X ��� ���
���� � 
���� �������� ����������" ������� �� �����2� ����
�������  ����������� �� ������  ����������� � ���������� �����
����� ����2��� �������� ����� %���  
��� ����� ������ �����
% ����������� �� �������� � �������� 3 
�"�����������
����� ������� ��� ������� ���
� �����������  ��	�� � ���������
� ����� )������� ��	��* � 
�������� ���2���������� ������
��
������ �� ���� ��������� ����������2% ���
 �������� �� 
���
�������� &���� ����� ������� �������� ���� �������� ��������
������ ����������2� ������ ���������� ����������� � 
���������



��(� )������
����*	������
����� �
�� <+@

%���
���� 
�� ���
����� ����  ��
����� ���� ����	�� ��
��
�����% ������" K���� � �������� ������� ����%�
� ��
�����
�����> ����� ��� ��������������  ���	����� � �� ����#��� ����
�������� ���������� �� �%�
#��� ������� �������� ������������

������������ %���
���� 

$ � � �  � � = , 

!
���� 	����
���� ��
����� �
p
���p	� ���
 �p�

� 0 .� ka 0 kd 0 k� �a 0 �d 0 �

��p�� �p�
������ �p�
�����"
���� �p�	��
��������� ��������� �����������

�p 	�
����"
�p�	��
��������

�a .�= .�=
�d .�= .�=

qd
�

+
Au�

�Au�
+

�

�
�
,�

s
,� 4n�

<k

<n� ? kAu�
Au��

�

nd
kAu�

+
� �n�

�
�
�,�

s
,?

�

k

�
Au�
Au�

��
�
	

qa �qd �qd
na �nd �n�
�n

��

, ?

r
�

k
��� ? ,

n�
qd

Tsa
+Ta

@ ? Ta	Td

Ta�

qaTa ? �

Tsd
+Td

@ ? Td	Ta

Td�

qdTd ? �

xi
yi

miyx

exp
�
� ni
Rk

� yi
miyx

exp
�
� ni
Rk

�
i�fa�dg



<++ ��� �� �����
 ���	������ ������������ �
���� ���	����
�

$��� ����	��� S;X ���
�������� ����" ������� ������ ������
 ������������% ��������� 7����������" ������ �� ����	�� 	��
��������� � ��	��� ������ �� ��
������ ��������  ����	��
� �� �����" ���
 �������� � ���
�� 	 �% � ����� ��������
���� �� ������% 	���� ���� 
���% ��������� 8� �����" ���

�� ��������� ��
����� ���� ����� ������������ �������� � �����
���	����� ��������" �� ���� �� ������ ����� �����	��� �����
�� ����������� ��������� ����������� ������  ��������������
���������� � ���"  ���
�
�2�" �����% 3 �������� ������ ������
��
%�
� ��������� S;X � �������� �������" ������ 

H�
�� ���
��������� ��� ������� 
����� ��	 ���������  ���
����������� ����� 
�������� ���������� � ����� �������������
������������� ��	���� %�����% ���������� 3 ���� ������� ���
����	��� ��#� )�� �� <*� � ���������� �������� 	������������
������������� ����#��� ���������� ����������
�������� ������
����� � ������� yn)l* � ����������" ���������� y�)x)l** 
�����
���� ���������� � ����� ����� -
��� x : ���������� ��������
���
�������� ���������� � �������� 7�� k : ��������� ������
����
��� ���������" � �
��� 
��� �������� L : �� 
���� � N
: ��2�� ��������� ��2������ ����������
�������� � �������� �� ���
����� yn)x*  ����������� y�)x* �� 
����� ���� ������� �����
����������� ���������

yn)x*

y�)x*
0 exp

�
N

kRL

�
� )= ,C@*

����	���� � ��������� ������ )= ,C@* ����� ���
���� �����
����� ��������� 	������� ��� ���%�
�� �������� 	������� ����
������ �����������" ������ �� �� �������� � ����� ������
��������� 

/  � = <= 3
 ���"��"
��������� ������" 
����������" ��" � ���
�������

/�������� �����"� ���
� ����������� ��� ����� ���
������
� ����� ���"��" 	������� y�)x* 0 ax ? b� �
� a  b : ���������
���������� ����
������� �� ��������� ���������������% 
����%
�� ��������� &�������� N ����
������ ��2����� ������ 	�
���
��� /��%�
 ��	� Gd  ��������� ����������� ybn ����������
�����



��(� )������
����*	������
����� �
�� <+=

���� ���������� ����� ��������� &������� ����������� yen ���
��������
�������� ���������� ����� ����
���� 	 �����" ������
������� ������� )�
���� b  e : �� ���� begin )������*  end )�����** 
$��� ����	��� 	 ���% �����% ��" � ���������  ��������
������� ����2� �� �����% y 0 ybn  y 0 yen )�� = <=*� �����
������� ������ ����� 
�� ������ x ����������� ������ )= ,C@* (	
����� ������ 
�� xb  xe ���� � ������ ����������

yen
y�)xe*

0
yen

axe ? b
0 exp

�
N

kRL

�
�

ybn
y�)xb*

0
ybn

axb ? b
0 exp

�
N

kRL

�
�

)= ,C+*

!���
� ��%�
� xb  xe� � �� �� : ���������� ����#��� ���%�
�
���������� � ���%�
� ��	��

Ga

Gd

0
ybn � yen
xe � xb

0 a exp

�
N

kRL

�
� )= ,C=*

8�"
�� �������� ������ ����������� S;X � �������� ���
�����" ������ ;�� ����� ����	� ������ ������ ������ 	� ���
����	 ��������� ��������� �������� ��� ������ ������ �����
���� ���� 	� ��� ����� ����  ASc ����� ������� ������ �����
�����

AS 0 �
tZ

�

�
q

Tn
� 
nn

Tn

�
dt�

;�� ������� � ������" ��%�������� ������ �� �����#������

TndSn 0 dEn � 
ndNn 0 cnGndTn ? Gndyn� )= ,CC*

-
��� ������� ���%�
�  ����������� ��	�� � ���������  
��������
��������� F ������ )= ,CC* ������

AS 0 �caGa

T eaZ
T ba

dTa
Ta

� cdGd

T edZ
T b
d

dTd
Td

?

? Ga

yeaZ
yba


a
Ta

dya ? Gd

yedZ
yb
d


d

Td
dyd� )= ,C5*

F ������ �������" ������������ �������

Ga)yba � yea* 0 G� g)yed � ybd*�

caGa)T e
a � T b

a* 0 cd � gGd)T b
d � T e

d *
)= ,C4*



<+C ��� �� �����
 ���	������ ������������ �
���� ���	����
�

������ ������ ������ ����� �


AS 0 �caGa ln
T e
a

T b
a

? cdGd ln
T b
d

T e
d

�GaR)yba ln yba � yea ln yea* ?

?
GdR

V�

�
)yed ln yed � ybd ln ybd*� )yed � ybd* ln

Pd
Pa

�
� )= ,CB*

;�� �������% ��������� AS 0 .� � ��������% ������% AS �
� . ���
������ 	������ ���������� ����������� 
��� ��#���
	�
�� �������" ����	��

� 0
Nd

Qd

0
Gd)yed � ybd*

cdGd)T b
d � T e

d *
0

yed � ybd
c)T b

d � T e
d *
� max )= ,5.*

�� ������% ������������ ������� )= ,C4*  ����� AS � . '����
���� ������ � 
������� �� ������� ���
� AS 0 . 3���������
���������� � 	�
��� �������� ����������� �� ��%�
� ��������� 

�������� T e

a � T e
d  ���������� yea  ybd ���������� T b

a � yba� T b
d � yed

	�
��� 

-�
��� )= ,5.* � ��2�� ������ ����� ��#�� ������ ������� 
����
�� ��#��� 
�� �������� ������� ���
� ��������� ��������
����� 
��� 
����� Ga 0 Gd� ca 0 cd� Pa 0 Pd 3 ���� ������ 	 �����
���" ������������ ������� ����� ������� T e

a � yea  ���
������
	�
��� � �����

� 0
yed � ybd

cd)T b
d � T e

d *
� max

yb
d
�T e
d

)= ,5,*

�� �����

ln

�
T b
dT

b
a

)T b
d � T e

d ? T b
a*T e

d

�
� R

cd
)yba ln yba ? ybd ln ybd*?

?
R

cd
)yba?ybd�,* ln)yba?ybd�,* 0 .� )= ,5<*

/�#��� 	�
�� )= ,5,*� )= ,5<* 
�� �������� ���������������
��" ����� ��	�� �� xO� �� T b

a 0 @,= &� T b
d 0 @B@ &� yba 0 .� <<

�����T������ cd 0 +, �;�T)����� � &* ����
� � ���������" 	����
���� ���
������� 	������ � �� T e

d )�� = <C*� ������� ���������"
����� ����������� �� ��%�
� 	 
�������� ������������� �� �����
������ ��	������� 	������ 8������� �� T e

d 0 @5= K �� 0 .� @C
�����T�;� 



��(� )������
����*	������
����� �
�� <+5

/  � = <C -��������
���
�����" �����������
S;X �� ����������� � 
��
�������

�� T e
d � T b

d � ybd� yed ������ �� �������� � �������" ������
���������� ����������� S;X � �������� ����������" ������
� �rev 



����� �

�������������� �	
���

����	�	�	����

�������������	 �
��	� �
	��������� ������������ 	�����
����� �	���� �
 ������� ���� �����	����� �� �� ������������ ��!
���������� ������	���� ���� �������� ������ ������� ���!
���� �	�	��������� ��" #����	 �� 	������� � �������	����� ��
 ��� �������� � ����� ������������ 	������� ����	 �	���� �

��� ��	
��	��� ����������" $ �
����	� �
	���������� ���� �
������ �� � ����	%��� �����	��� ��� ���� �	���� �
 ��� �� �!
�	�� �	��� ������ � �	��� �������� � �	 ��� � ����	��" &�����
�� �����  ��� �
������	�� �� �������� �� ���� ��� ����� ����
�����	 ��� �� ��� �����	� ���������	�" '��� �����	 ���� � !
����	���� � �������� �� ��� ���� �������� ��	 
�������"

$ ���� ��	� ������� ����	�� ����������������� ����� �	
����� �������	�������� ������	 � ���	
	�� 
	�	��� ������ �����
 ��� �(�� � �� ������
��	���"

���� ������	
 ��	 �� � ������
�������


�� 
�
�
��	


&������� ��  ��� �	�	����
��	�� ������� N 
	�	�	 �����	 �
����������  	
������ �����	 M " )�� ���� ��  ��� ��������	���
���  	
����� �����M �
������ � ����� � �� � ����*	� ��� ���
������������ 	����� �
������ �����	����	� �	�%�	�" $ ���*��	�
� ��	 �� ������	� �	� �����	���� � �	� ����	�*� �� �	�	����!

���� +���*�� �����	 � ���������" ,���*�� �����	 ���	
��	��
������� i!�� �����	 �� ����� ���� ���� �� *� ci" -� ��( ��	
*�	� ��� �	� ��	����� ���( �����" .	���*� ��� �������� *�
ci / pi �� ����	0	� 
	������ 	 ��� ci � pi �� ����� ����	�	�� i!�
������ ����� � ��  ���(� ��������� ��  ���( ci"

�	��� �	����� pi �����
�	���� �����	���� �	��� ����� �
� �����
�����
� �	�	 � 	������� ������
�
 �	������ �
 �
�
�
� �� �
�
� ��
�

���� i�� �	����� � �
� ����������
� �	�	� �
 �
�
�
� 
� �
�
� 	�


�������

)����� N � M ����������� �"" ��� � 1������ ��	
��!
���� ���������� �� ��� �
���%��� � ����	����� ������*��" 2��!
� ����� �� �	�	����
���� ������� ���������� ������� 3



���� ������	
 ��	 ��������
���� ��
���� 456

�*��� p / �p�� ���� pk� �	���	����� ������� � �*��� r  	
������
�����	" )�� � ������� �� � 
	������� ����� ��� ������
���	����	%���" $� ������ ����	�� � ������������� +���*�� ����!
�	 � ��������� ���
��	%� � *��� � ���������� 	 ����� �����	
ni�pici�" )�� ����� ��� ������������ ����	�� ������ �	��	������
� ������� ��� ��

sign ni�ci� pi� / sign �pi � ci��

ni�ci� pi� / 7 ��� ci / pi�
�ni
�ci

� 7�
�8"9�

:	
������� �����	 *� ci 3 ����*� �	���	�	� ������� � ��!
��* i!�� �����	"

$ ���% ����� �*��	 p ���� 
	����� �� ��������� �� �� �
�	�������� �� 
	�	��� �������" ; ����� �� � ����	� � ������ 
	!
�	�	 ��������� �����	 �� �*��	 �	�	�" �� ���� � ����	���� �
�������� � ������ �	���	������ �� �  	
����� �������M � ���
�	���� �
 �	� �	 �%�	� � �����	� � ��	 �	�%��" )�� ���� ����!
�	���	� *� ����	�� ��	����	���	� *�	 �������� ��� �� �����	�!
��� �� �� �*���  	
������ �����	" ; �
�	���  ��
 r�N�M�" <��
�	����� �
 �	� ��	 �*��	 ��������	���	 � ������ � 
	���������
�� ��
����� � ����������"

&��� �� *���� �	
�� ������� �	��� � ������� �*��� pi �

	����� �� 
	�	�	 �������" )�� � �� � �	��� �� ��������� 
	!
���	���� ��� ����	�	���� �� �����	 ����� �	�� �� ��	����% �
�	������ 
	�	���� ��� � ����� �	 �� �*���" =	�� �� �	
��	%�
����	��" ;�� �����	���%� �� �� 	�	��� �������	������� �
�!
��	���"

,���*�� �����	 � ��������� ����	 n�c� p� 
	����� �� *�� ��!
����� �����	��� � �*��� �	� +���*�� �8"9�" =	��� ����� �	
��	!
%� �
�
�
�����" 2���	 ��� �% ��� �����	 n �	
��*	 ���� *��� �
�*���� ����� ������ �	�	 �*�� ��� �% �� ������������ �����	 n
�	��� �*��	� ����	�� ����� �	
��	%� ����
� �
�	��	��
� �
����

�	����� .	 ���� ����(���� �������*�� ����� �� ����� � ��� �
*� �����	�� �����	�	��� ���	� � �	
������ ������������%"

$����� �	���� ��� �� 3 ����������� +����� ������ �	
�	!
�	%� *�� ��� ����� ����	�� ��������� ���	��� �
	������ �� 
	�	�	
��%0���� � ��� ������� � �������� ���	�� ��� �	��� � �	
���
��� � �
���� �	������  	
������ �����	" ,���� 	�	������� �	!
 ���� ��� ������� �	(��� � �������	���" ;�� ����� ����	�!
�����	�� ���������� � ���������� ��� �	
�	�	� ��� �	����� �

��� ���� *�� ��� ������" >�� ��������	 � +���*�� �����	���
����	��	 ����%��� ���	���%0��� ��������"

,���	 ����  ��� � ����
����������� � ���� ����	 ��	 
	���	�
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������ ������ �	 ���% ����� ����
��������� +����� � ����	�
������*�%� ������ ������� ��������� ����
���������� +���*��
���� ��� ����� ���	 @ABC � *���� ������% +���	 ���	�	����	�" >���
���	�	����	��% +����� �	 i!� ��� �����	� � �
�	��� �	� ci"

������ ����	�
���� ���������������� ����" :	�!
������� ������ ����" 8"9�� ������0�% �
 ���� ������ � ��������	�
������� �	 �	���� �
 ������ ������	� �	� ����������" ; �
�	���
*�� �����	 �	 ����� ���� p�� �	 ������ 3 p� � ����������� ���
p� � p�"

: � �" 8"9" &�������	 ����!
�� � ���������� ���� ���!
�� ������������ ����	��

.	�	����� �	���	� U� �������� ��� � ������ +��� � 	
��!
��� ������" >�� ��������	 3 ������� ��� ��� �	 ���� �	���	�"
)��� ������� ���	�	 �	 ����� ���� �� *� p� � ��������

DN /
U�
p�

� ����	�� �� �	 ������ �� *� p� �������� ������� �������

U� / DNp� /
U�p�
p�

�

'�� ��� ��� ����	���

A� / U� � U� / U�

�
p�
p�
� 9

�
/ DN�p� � p���

)�� ��� ��������	 �	 ����*� �	�	������ �	���	�	 �����	 ��� ����

�� /
A�

U�
/
p�
p�
� 9� �8"4�

E��� �� 3 ����*�	���	� ����	 ��� ���� �	� �	� ��� ����	� � ��!
��%0���� ������ ����(���� �������*��� ��� ������� � ����	�
�� *�	� p� � p� ����� ������  ��
�� � ���%"

)���� �����	 �	��	��� �� ����	 � ��
���� *�	�� � ����� �
��������� ���� �� ���� �	� ����� ���	 �	��	��� �� ��������	 � ��!
����� ����	����� T� � ��������� � ��
��� ����	����� T�" .���	
��� ��� �	 �������� �	���	� �8"4� �����	���� �����% 	�	����%
� 2)< *���	 2	���

� / 9�
T�
T�

�
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�� ��� � ������ �� 2)< 2	���� ����  ��� �  ���( ����*�" )�� �!
���	������� ���������������� *��� ��������	 � �	���� �	� �	��

	��	��� �
������� �	���	� �	 
	����� �����	 �	 ������ ���� �
����	� �� �	 ������ �������� ���� ������ � ������ ������!
��%  
 �
����� � �����	%0� ���"

$ ��� ����	� ����	 �������� ������� ������������ �	 ����
����	� � ������������� �	 ���� �������� 
	�	�	 ������������ ��!
����� ������� � ����	� ��� ���������������� *���	 � � ��������
 ��� ������� ��� 
	���� �����	 �	
�	�	�� *�� c� � Fp�� 	 ���
����	� ����	��  �c� � Fp��" )������	� �� ��� ���

A / DN�c� � c�� � A��

� ���*�� ��	
��	��� �� �	�����" ���� �� �	������� ������
��� ��� ��������	� ���� ������� �	
�����

A� �A / DN�c� � Fp�� G DN�Fp� � c��� �8"A�

)����� � �����	� �����	 n � ������������ �������� ��� �!
��� ����� 
	���	��

	�C�P � /
A� �A

�
/ n��c�� p���c� � p�� G n��c�� p���c� � p��� �8"5�

$�����	 	 �����*	����	� �	� �	� ����� n� � 7 ��	��	��� � �������
��������	�� 	 ������0�� ����� n� � 7"

�����	������� ������ ��������	����� � ���������� ��

��	���� $��� �	�	��������� ��� ����������%0�% �� �������
�	���	�� U � � �����  	
������ �����	 M � �����	������� �	���	!
�	 piNi� 
	��%������ � �	���� i!� �����" =	� ���

U / M G
X
i

piNi� �8"?�

)�� �	�������� � ��� ����	 *�� 
	����� � ����	� i!�� �����	
����� ������  ��
�� � �*��	� pi� � ��� ���������� �*�� r  	
������

�����	 ������	 U � �
������

�
dM / �

X
i

pidNi

�
H

dU / dM G
X
i

pidNi / 7� �8"8�

)���� ������	� +���	 ���0������ �	�������� � �� � ��� �!
��� � ��� ���� ���� �����	 �	 �����" ; �� ���������� � �	����
� �	��� � �	
��� ��� �	�	���� � ������ ��������� �� � ������	�!
��� � �������	�	�� Ni c���	�	%�" '���  � � �	��� ���*�� +���	
����	 �
���� ������� ���������  	
������ �����	� ��� �
�	�	��
 �� ��� ��
�������� �� �
������ ����	������� �	� �	� �� ���!
�� �����	�� ��(� �� ������ ��� � ��
��	� ��� ���� � �� ���������
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� ��������� �������� ���	��� �
�����" #
 ���
�������� �����
���*��	 ������ ��� ��� r / constI X

pi�N�M� dNi / 7�

	 �
 ������ � ���% ������ ����	�� ��� ��0����� �	�	� +���*��
Q�N� r�� �	���� ����
����� ������� �� Ni �	��� pi� 	 ��++��*�	�
��� ���

dQ /
X
i

pi dNi G
�Q

�r
dr�

;������ ��� �
 +	��	 ��0�����	��� +���*�� Q � ���� �����!
��� �	���*� ������ ����
������ ��	���*� I��� ��� ��	��� ��+!
+��*������ +��*�� ��������� ������� ����%� �	�����	�
���
��	%0� ��������������� �*��� � �
����% 
	�	��� ����!
��� ��� dr / 7

�pi
�Nk

/
�pk
�Ni

�k� i� �8"J�

K����� �8"8� ����� �����	�� �	�

dU / dM G dQ�
�Q

�r
dr / d�M GQ��

�Q

�r
dr�

; �
�	�	� M GQ / Y � 	 �
�Q

�r
/ 
� �������� ���

dU / dY G 
 dr�

<�++��*�	� ������� �	���	�	 �������� �	��� � �	
��� �+	++����
+����� ���� �������� �����	� ����	 ��� ��������%0�� ���!
�����"

.	������� ��� � �  
�
�  
��
� �	
��	%� ��++��*�	����%
+���� ������ ������	� �"" ����� ����
����� +���*�� ���������
������� �	 ��++��*�	�� ���� ��������

dK /

nX
i��

Fi�x� dxi�

'��� n / 4 � +���*�� Fi ��++��*������ �� ����	 �	������ �	���
�������� r�x�� ��� dS / r�x�dK ������� ������ ��++��*�	����

�"" S 
	����� �� x� 	

I
dS / 7"

; �
�	��� ���� �������� � �	(� ����	 ��
 r�N�M�" =	���
� �	
��� ��0����� ������	� +���*�� ��������� ������������ �!
������� S�N�M�� �	�	�� ���  ��++��*�	� ��� ���

dS / r�N�M�dU / r�N�M�

�
dM G

X
i

pi�N�M�dNi

�
� �8"B�
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$ � �	������ �"" ���0�������� �� *�	�� ����	�	%0� � �*��	��
������� *��� � ��	 +���*�� S � �
������� �	� �	�I

dS / 7� �8"6�

;*��� ������� �����  ��� ���	��� ��
 +���*�% S �	�

r /
�S

�M
� pi /

�S

�Ni

� �S

�M
� i / 9� 4� ��� �8"97�

)�� ���� �*��	  	
������ �����	 r � 7 ��� ��� ������������
	������ 	 pi �����  ��� � ����*	�������� ��� i!� ����� �� ���
�	������ �����
	*�� ��� 
	��	� �	 ��	���"

��	������� �8"J� r � pi ���
	�� �	�������

�r

�Ni
/
��rpi�

�M
�i�

,���*�% S�N�M� �	
��	%� +���*��  �	����������� ���� ����!
�� ����
�
��
���	�" )������� ��( ���	
	�������  ��0����!
�	��� �	� ������� ���
�������� �
������ ��� ��� �� �������� �
����� �� �������� ���	
	������� ��0�����	��� �������� � ����!
���	���" )���������� � ������������� ��� ������� ��� ����	�
��	������� �����	 L"#" :�
������� � ��������� � � 
��� @AC"

$ ������������� �	��� �	�	����
�%� ���������� �������!
������ 	���	 ������� ��������������  
�	
�����" 2	��	� �
 ���
������ �������� ����	���� �������������� ���������" )����!
�� �� ��������� ��������	  	
������ ��� ����� �����	  
 �
��!
��� 
	�	��� ���	����� ������� �� �������� �	  �� ������% ���!
��%  
�	
������ ��� ��	������� ������������" $ �	 �� @975C ��!
0�����	�� S  ��� ���	
	��� ������ �
 	������ $���� @9?8C� ������!

�%0� ������ ���������� ������������� 	���	H � ��
��������	
�
��
���� X / �N�M� �� �	 ��!	����	� ���
� �
��	�
���	���
���

�
��
���� X�� X�� ���� Xm� "�
 Xi ��	��
�"���	���		� "	� Xi�� ���

i / 4� ����m� � �
�	"�
	 � ��"����
	 �
��
���� �
�����#�� X� / Xm�

)�� � �� �����	�� ���� ������������� 	���	�� ������
�� �%�	���� ���
��� �
��
�
���
���� 
	��%�	%0��� � ���� ��� ��
���	 �
 +���*��  �	����������� S� � ����(	��� �����%��� 3
	���*�����	���� � ���  �	����������������" K������ �� ���������!
�� ��	%� ���
������ � �� ����� ����� �����	� ��� �� �*���
� ����	�����%0�� ���� � ������ �� �	
�����"

'��� +���*��  �	����������� �
������ � �	*���	����� �	�%��
�� ������	 r � 7 �	�	����
�� *������ ��� �� �����	������ �	!
�%�� � ��� �	
������� @����*� �	*���	����� �	�%�� M ����*�
�����	������ �	�%��C" ;*��	 r  	
������ �����	 � ���*��	� � !
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��	 ������������ 	����� ��� �	 �	�%���� ���� ���	� �� �
����� ��� � �*��	 �����	 p ��� � �� �����	��"

;���	�� ������������ ����� ��	������� +���	����  ��
��� �
������(���� �������	����� ��� ����� N�����������% ����	!
����O

T /
9

r
�

=	�� � �
�	���  ��� ����� � @55C� ��������	��% ���� ��������
�	
�	���� N�����������%O�  �������	� 
�	������� ����	�� ��!
��� � @947C"

#�������� ������ ���  ���(�����	 �� 
	����� �� �����	
����������� �������" E	��������� p�N�M� ����  ��� �	���	
��������	���� �� ������% �� � ���*��	� � ��	" '��� �����!
������� ��0�����	�� +���*��  �	����������� S� �� �*��� ���!
���%� ��
 ������	����% 
	�	��� � ������% ��� ������� �	� �	�	!
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<�� �������� ��%0�� ��� �8"4A�� ���� ����%���� c ���� ����%!
��� c�

QSj / rj�j�
�
�

�p� � p��

�j G ��
� QS� / r��

�
j��

�p� � p��

�j G ��
�

;���(�� QSj� QS� / rj���r��j ���������� ��� �*��� rj � r� � 
	��!
��� �� � 1��� �������"

$ ���� ������� +���*�� �����	 � ���������� ��� ����� �	��	�!
�� � !� ��������� �� ����������	� *�	 c�j ����������� ��	!
�����	�

p� � c�j � pj �

)�� ���� ������	 	 � ���	���� �8"4?� �����*	����	" $ ������
���������� ��  	
������ ������� ������	 	b �
������ � ����*	�
����� �����	"

)���� � �	���	����	��% ������ ������	%� ��(�� ������ �!
����	 ne �� *� ce � �	���	�	 me" E	���	��� ��(  	�	����� ����!
��(��� ������� ������� �
����� � ������ ���

QN / ne� G nej � �8"48�

<�� ������������� �����	 n�j / �nj� �

QM / �ne�c
e
� � nejc

e
j � �8"4J�

&���	��� �
����  	
������ �����	 
	 ��� ������������
������� � ��	 �	��� ���%" #
����  �	�����������H

QS / r�n
e
��p� � ce�� G rjn

e
j�pj � cej� G 	�j�r� � p� � rj � pj� / 	e G 	�j � �8"4B�

&���	 ����� ���� ��	�	��� 	e ����������� ���� ����	 +���*��
S� ���
	����� � ��(���� �����	��"

=	� �	� �� 
	���	� ����� �� *� � ��(� 	 ����	� �� *�
� ��� �*���� �� ��� �� ��������� � �� � �������� 	e � 7"
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)����� ��	�	�� ���
	�� � �� �	�������% ��������� � �����
��� �����*	����� � ��� ��� �8"4?�" <�� ������� ���������� ��
 	
������ �������

QS / r
h
ne��p� � ce�� G nej�pj � cej�

i
G r	b�j �p� � pj�� �8"46�

�� 	b�j ����������� � ��� ���� ��������	��"
$ ��	*���	���� ����� nej / n�j / �ne� / n� ����� ��� !� ���!

��� ��(�� ������ 3 ������� �����*	������� 	 ��� j!� ������
�������������" &����	 
	���	� ����� �� N�������O Dj / pj�c

e
j � 	

����	� � N�	*����O �� / ce��p� " )���(� �8"46� ��� ��	*���	�����
����	 � ���� � �
�	�����H

��nD� G nDj� G 	�j / 7�

$�����	� ����0	� � ��� �	��

�	e / n�D� GDj� / 	�j �

�	��	 � ���	� �������� �	������ �� 
	 ��� N������O ��� ����	�
�� �����	 � N�	*���O ��� ������" =	��� � �	
��� 	b�j 3 ���!
��  	
������ �����	 ��	���	�	� ��� ������� � ��� ���
	��� � ��
�������������% � �� �	�������% ���*���� ���	��� ��	� ��� � �!
����� �	
�	�� ���� ������� �	� ���������� ��������"

; � 0�� �������� ������(��� � 
	��(�  	�	��� ��� ��!
������� �����	� ������� ������0� �
 K ������������ 	�����
�
 / 9� 4� � � � �K�� � ������% ������	%� ��(�� ������ �����	 ne�i�
����� i!� ����� � ���� ����� ��� *�� ce�i" $ ���% ����� �����
������� ���� j!� � !� �� � �
�	��� �	� nj� "

K�	����� �8"4J� � �8"4B� �
������" <�� �	���� !� ���������

QN�i /
X
j

nj�i G
X

ne�i GW�i�  / 9� k� i / 9� � � � �m� �8"A7�

��	��������

QM� / �
X
i

ne�ic
e
�i Gm� �

X
j�i

n�jic�ji  / 9� � � � � k� �8"A9�

E��� m� 3 ����	���� �����  	
������ �����	 � !% ���������R
��� ��������� ������� nj� � �	��	������ �
 j!� � !% ����������
���� *� ���	%� ����������� *�� cj� � ������%0��� �	����!
��� �8"44�" )������ ��� QS�

QS� / r�

�
�
�
m� �

X
i

ne�ic
e
�i

�
G
X
j�i

nj�icj�i G
X
ji

p�i�nj�i G ne�i GW�i�

�
� �

<�� ������ � *���

QS /
X
�

QS� /
X
�

r�m� G
X
��i

r�n
e
�i�p�i � c�i�G
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G

�
9

4

X
�ji

	�ji�r� � p� � rj � pj�G
X
��i

W�ip�i

�
/ QS�G	e G	 / QS�G	��

�8"A4�
E��� ���� ��	�	�� QS� ����������� �
����% ����	�����  �	!
����������� � ���
� � �	����� ��(��� �������  	
������ �����	�
	� 3 �� �	����� ���*��	� � ��	 �	 ��	��*	� � ������ ������"
&���	��	� �� �	������� 	

�
� 7" 2	��� �
 ��	�	��� 	j�i ����!

(��� 	�	������� 	�j � 
	���	����� � +��� �8"4?�" �������� 9�4
���
	� � ��� ��� �	��� ��	�	�� ��(�� � ����� ��	���"

$��	��� ��� QS ����0	���� ����	 �����	 ��������	 ��  	
��!
���� ������" $ ���� ����	 � �8"A4� �������� r ����� ������ 
	

�	� �����R �������

	
�
/ r

�
�X

��i

ne�i�p�i � c�i� G
9

4

X
��j�i

	�ji G
X
��i

W�ip�i

�
A � �8"AA�

<�� ��	*���	���� ������ ��	�� �	��� ��	����� �8"A7�S�8"A4� �	�!
�� ���%� 	 � ����	� ����	 �����	 *�������� � ������� � �
����
���� �	�	����� �	��� ���% �����	�� �� ��	��� �	���  	�	������
��	����� �	 ���
� @7� � C" <�� �� ��� ���� �������� �	������� �	
������������ ���*���� � ��	� ����  ��� �	���� 
�	��� 	

�min"
$ ���� ����	 ������ 	

�
� 	

�min ���� � ��	������� �8"A7�S�8"A4�
������ � �	��� �	��
������ ������"

%��������� ���	��� � ���������� � �	�$	$" �������
��������" ���	���"" ��	� �	&�� �������" )���� �����	 �����!
�� �
 ���� ������� � ����	%0���� �������� ������� N � �*���
�������� �	 ����� � ������ ����	� p� � p�� 	 �*��	  	
������ �!
����	 �	��	 r" )��*�� ��	*���	����� ����
������� ����������" #

�8"AA� ������ ��� ������	*�� �	���	�	 � ����*	�  	
������ �����	

	b /
	

r
/
X
i

ni�p�� p���p�i � p�i��

<�� ni / �i���p�i � p�i� �������

	b /
X
i

�i���p�i � p�i�
��

,����
������ 
������� ����	��" $ ��	*���	���� �������� ���!
��� �	�������� ��  	
������ ������ � ������0� �
 ������ � ���
� 0 ����� ������� �	��� k� �*��� ������� � �������� pij�Nj �Mj��
	 ������ ���� !� � j!� ��������	�� n�j�p� � pj�" <�� !�� �� � ����
�8"A7� � �������� +���X

j

n�j G ne� GW� / 7� �8"A5�
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�� j 3 ����� j!� ���������" <�����	*�� �	���	�	 � �����������
� �	������� �8"AA�H

	
�

r
/

9

4

X
��j

n�j�pi� pj��p� � pj� G
X
�

ne��p� � c�� G
X
�

W�p� �

$ �	�������� ��� �����	 ��	��	 �� �	������� � ������ ������!
*���	���� �	
����� �*���� 	 �������� W�j ���������� �� 	�	�������
� ��� ���� ����	�� ������	*�� � ����*	�  	
������ �����	H

	b /
9

4

X
��j�i

��ji�p�i � pji�
� G

X
i��

p�iW�i G
X
�

��i�p�i � c�i�
��

E��� � j 3 ������ ��������� i3 ����� �����	" K������ ������!
�	 	b �� �*��	� p�i� / 9� ���� k� �	����� �
 �� �������� � �	�����	�X

j

��ji�p�i � pji� GW�i G ��i�p�i � c�i� / 7 �i� �

��� ��� ������� ������� ����	�	� � ��������� �	������� �8"A5�" $
���� ���������� ���
 ���	���� ��� 	b � ���� ��	*���	������ ���!
���	*�� �	���	�	 ������	� �������	" =	��� � �	
��� ���	������
K � �  � � �  � � H * 
�����
� ����
+�
�
��"	��
� ����	�	 ���
���
�
� �	����

��	��� ������� � ���	����� � �
��
���� ����
�	���
������ �	����� � �������� �	&�� +�
�
��"	����� ��	����� �����	�
�	��#��� ����� 
����
�� "�
 ���������� �������� 	 �����������

��� �������� ������� 	�	����� ����� )�������	 � �� �	!
����� �������	���"

&��������� � �����	$" ���	���"" :	�������� �
������	�!
��% ������ �
 k ��" .	�	���� ��������� �	����� �
 ��� 
	�	�� �
�	�	����
�%��� �������M�� � N��� / 9� ���� k�� 	 ������ ��������
3 �������M� � N� " $ ���� �
������	������ ������ ���	������ ��!
����(��� X

�

M�� /
X
�

M� �
X
�

N��i /
X
�

N�i�

M� � 7� N�i � 7� i / 9� 4� ���
�8"A?�

P��� ���	�	��� ��� �������%��� ���	��� ��( ����0��� �8"9� �

	��������� ������� ������� �� �	
����� ���� *��� � �*����" $
���*��	� � ��	 ���� ��������	�� ���� *�� ���	� ���	 �
 �*!
��� ����	�����%0�� ��������" $ �	������� �� ������ � �	0	%���
� ����� �����	������ �	��� � �*��� �	����� �
 ������� � �� ���
��� ������� 
	�	� ����������%0�� �����	 � �	������� �������!
��" ; �
�	��� ��� �*��� �	� Fr � Fpi" '��� � �	������� 
	�	�� M�

��� N�i �	��� ���%� �� ���	������ ��	�����	

Fr� � Fr� Fpi� � Fpi� �8"A8�

)���� +���*��  �	����������� ������ �����	���� �� �� �����
+���*��  �	����������� S��M� � N�� �������� ��� 	 ������� ���!
������ ��	��� ��++��*����� � ������ ������� ����R ����	
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	�	�	
S /

X
�

S��M� � N��� max
M� �N�

��� �������� �8"A?� ��� ��������� �(�� FM� FN � ����������!
%0 �	�����	��

�S�
�M�

�
�M� �N

/ Fr�

�
�S�
�N�i

�
�M� �N

/ Fp�

��� ��� ���  � i M� �N�i ������������ � ��	�����	� �8"A8�� ���
������ 
	�	�� ��������� �����	 �� �	��� ���%" =	��� � �	
���
� �
��
���� ����
�	��� ��
���
����
� ����	�� �
�����	� ���������
����������  ������ ����
�
��
���� S �
������#!�� 		 ��"

.	 �	������� �������� �����  ��� �	����� � ��� ��� ����!
���" .	������ �����	 ���� ����	������	�� �� �� ��� ���� �!
����	� � ������� � �������� �*��	 ������� ��������	" ; �
�	���
����� �	��� +�������	���� �*��� �	� p� / �p��� p

�
�� ���� p

�
�m�" -���� m

� ���������� �	
������� ������	����	 ��������� ��������" =���	
� �	������� ��� ��� �� �*��� Fp�i / p�i ���	����	%��� �	 
�	�����
����������%0� �*��	� ����	" � 
	�	�� ������� ���	������!
%��� �	��� � �	
��� ��� ����	���%� �(�� 
	�	�

S /
X
�

S��M� � N��� max
M� �N�

�
Fp�i�M� � N�� / p�i � i / 9� 4� ����m�

����� ������� �8"A?� � ���� 
	�	� �� ���� ��������� ��(� �� ��
���	� �������� �� ������� �����	 �
������	�	 �� ����	"

$ �	�������� ��� �*��	  	
������ �����	 ��� ��� ��������
����	���	 � ��������	 �r� / r��� �� �	������ S �������� � �	�����!
�� ����� �	���	��� U� H

S

r�
/
X
�

U� /
X
�

� FM� G
X
i

Fpi FNi��� max
�M� � �N�

� �8"AJ�

)�� ����
X
�

M�� �/
X
�

FM� "

.	���*� � ����	� ������ ���� ������� +���	 3 ��������� 	
����������� 	���� ����� ����	������	�� ������ ��
 �������!
�	� ������� �������� �
���� �	����	���� ���������  	
������
�����	" =	� �	� �������� ���� �
���	��  	
����� ����� � �%!
 �� ������ �� ��� �	
��*	 ���� �*��	�� �	���	������ �����	
� ��������� �����	0�� ������� �� 
	�	�� �� ��� ��� i � 

Fpi�� FN� � FM�� / Fpi� FN�i � 7�

Fpi��7� FM�� � Fpi� FN�i / 7�

)�� ���� ������� �
�������  	
����� ����� �����  ��� �	���!
�	�� ����	�(���� �����	���H

FM� /
X
�

FM� � min
�N�� �M�

�
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2��� ����� ��� �	���� ��������	 �	�	���� � �	������� ���������
������  ��� ����	����" .	 �����	����� �(��� � �� � �� �����
�����	�� �	������� �*�� 
	����� � ����	� ����� ������ �	�� ��!
���	%��� �� �� �*����" '��� ��� �������� ������� ��� ����
����	�� � ������� �� �� ��� �*��� � �	������� �	��� ��������"
)����� 
	�	� � �������� �
������  	
������ �����	 �������
���"

����  �!��� ����
�
��" �������#� �
�����$

���	�%����%$ ������" �������%��&

!�����'��

$ ���	����� ���
��	%0� +���*�%  �	����������� �� � � 1�!
	�� �������

S

r
/M G

X
i

piNi / Q�

�	��� �
 ��	�	��� ��� �	
�������  	
������ �����	" )���� ��
���� ����	������	�� � ��������� ��������� ������ ����!
���� � �
�	��� �	� Fr � Fp" '��� �� ������� �
 �	�	������ � ���!
����  ��
�� � ��� ��������� �� �
������ ��� ���� ���������
 	
������ �����	

�E� / ��M� / ���M G �M� /

�
�S

r
G
�S

r
�
X
i

�pi�Ni G pi�N i�

�
�

.� �	� �	� ���*�� � �	��� ��S G �S� / 7� �N i / ��Ni� ��

�E� / �S

�
9

r
�

9

r

�
�
X

�Ni�pi � pi�� �8"AB�

'��� ���*�� � �������� �� �	���� �������  �	�����������
���������H

�S / ��S G 	� 	 � 7�

#
 +������ �8"AB� ������ ��� � �� �	����� ���*�� �
�������
 	
����� �����

dE / dE� �
	

r
�

#�������� ��� �	������ ����� ��	������ ������� ������� � 0
��������� �
��������  	
������ �����	H

E / E� �
DS

r
� �8"A6�

:	������ �8"A6� 3 	�	��� +������ &������ � �������	���� ���
�!
�	%0� �	 ��� � � �	����� � �� �	����� ���*��	� � 	 ���%���%
����	���� �����	%0� ����"
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 ���
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)�������
���# ����	�� ���
�	� ����������
	 �
��"	���
 ������
�
�
 �	������ �
�
�
	 �
&	� ���� ����	"	�
 �� ����	��� ��� �	� ���
���� 
�����"	����"

)�� ���� ��� ������� �����	��� ���� ��� �������� �������!
����� 	����� � �� ������� �������"

)�� �	��� �������� ��� �������� ��0������% ���� ���	%�
���	������� �	������ �	 ���*��" )����� ������� �
 ��
���!
��� ���	������"

9" 2��� �	�	������ ��������� �����  ��� 
	�	�� ������ ��!
������� ��� ��� �������� ��"

4" �����  ��� 
	+�������	�� ������� ������������ �� �� ���
���� ���������� ������� �pi� r� � ��(�� �����"

A" E	+�������	�	 ���������������� ���*��	"
��� � ��� ���	������ ����(	%� ������� ��� ��������"

$�(��� ���	 � ����������� �*��	�� r � p ���� ����������	��"
; ��� �������� ������ � ����� �	����� �������� ����� ����!
���� � � ���� ����	"

<�� �������� ����� 
	�	�	 �	���	 ��� �������� ��� �����!
����� ���	������ � ��� �(���" 2 �	��� �����	� ���������
������ �  �� �� ����� ������� �	� �	� � ��� �������� ����
�
���� ����� ������  ���(� ���������  	
������ �����	" ;������
��� ��� �������� � ����� � ����� ������ ��� 
	�	���� �	�	�����
��������� ������ �� � ���������� ���	������ �	 �����������!
����� ���*��	 ������� 	�	����� �������� (����� ������
�%0���
��� 	�	��
 ������������� �����"

:	�������� �����������% ������� ������0�% �
 k ��� �	����
�
 ������� �	����	�	� �������� 
	�	��� �����	 Ni �i / 9� 4� � � � � k�
�  	
������ �����	 Mi" ;*��	 �����	 pi 
	����� �� Ni � Mi" ;�!
��� �
 �������� ����  ��� ������ ��� �������� �*��	 �����	 p�
��������	 @??C"

P��� ������	�	��� ��� �����	 
	�����	 �� �����	�" )�� ���!
�	�� i!� � j!� �������� ��
���	%� ������ �����	 nij � �	���	!
�	 mij " )�� ���� ����� �����	 �	��	��� �� ��������� � ���(�
�*���� � �������� �  ���(� �*����� 	 ����� �	���	�	 �	��	���
�	������ ������ �����	"

$ ����� ����� +���	 �����������  *��% ������� �	�	�
���	��
	*�� ������� ��	� ��� ������� +���	 �
���	� �
 ������
������� ��������� �	���	�	 M " $ �	����(� ��  ��� ������	!
�	��� ��� ������������� � �� �����	�� ���� �������������
	���	�� ���
����� +���	 �	
�	�	� *�� ������� � ����	�� �!
����	� ������� ��� ���� �� ����� �	������	 � � 	 ������ 
	�����
� ����	� 
	����� �� *�� ci� ���������� +����� i!� ��������� �
�*��� pi ���������� i!�� �����	� �""

ni / ni�pi� ci�� ni / 7 ��� pi / ci� sign�ni� / sign�ci � pi��

E�	� �����	  ��� ����	�� ������������� ��� �� �	��	��� � ���!
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���� +����" ;������� ��� ����� �	���	�	

mi�pi� ci� / �cini�pi� ci��

E	�	�� �����	 � �	���	�	 � i!� �������� �
���%��� �	�

QNi / �ni�pi� ci�� Ni�7� / Ni��

QMi / cini�pi� ci�� Mi�7� / Mi��

2	� ��	���� �*��� pi�Ni�Mi� ��������� ����(	%��� � ������
Ni ��� +�������	���� Mi � �	���� � ������ Mi ��� +�������	����
Ni" $������ �*��	 �����	 ����  ��� � �
	������� �� � 1�	 �	!
���	�	 ������������� 	���	" .	���� �	��� � 1�  	
������ �����	
���� �
���� +���	 
	 ����� ������  ���(� � 
	 ������ ���� ���
����	�� ����	 � ����� ����� ����� � ����	 �� ��"

������!�	��'���	' �������� �� ����������" * ����	�	 ��	�
	��� ���
�" ; �
�	��� ��
 p� ��������� �����	 �	 ����� ����	
��� t�� �*��� �����	 ��� �� �������� � p�" #
 ������� �	���!
���� ��� t�� ���

pi�Ni�Mi� / p�� i / 9� � � � � k� �8"57�

E��� ��
 Ni� Mi � �
�	��� �	������� 
	�	�� �����	 � �	���	!
�	"

,���	 ��� ���������� ���	������ �	 ���������������� ���*�!
�	 
	���	� ����� �� *�� ����� ������  ��
��� � �*�� pi� �������

dMi

dNi
/ �pi�Ni�Mi�� Mi�Ni�� / Mi�� �8"59�

)�������
��� +�
�
��"	��
� ����	�� - ��	�	���
	 �
��"	���

����	"	��
�
 ������
�
 �	�����

E� /

kX
i��

�Mi� �Mi� /

kX
i��

NiZ
Ni�

pi�Ni�Mi�Ni��dNi� �8"54�

K������ �8"A6�� �8"59� ������%� 4k ��
������ Ni Mi� 	 
�	����
� E�"

������" :	�������� ������� ������0�% �
 ���� �� � ����	"
E	�	�� �	�	���� 
	�	�� �����	 � �	���	�	 ��� �� 3 Ni�� Mi�� i /
9� 4� � ��������� �����	 �	 ���� p�"

)���� �*��� �����	 ��� 	����� ��%� ���

pi / �i
Mi

Ni
� i / 9� 4�

&����	 �8"59� ����(��� �	�

dMi

dNi
/ ��i

Mi

Ni
� Mi�Ni�� / Mi�R
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�����
���
 ���
�� ��������������

���%�	 �	����� Mi�Ni�

Mi /
Mi� �N

�i
i�

N�i
i

� i / 9� 4�

:	������� 
	�	�� �����	 N� � N� ������� �
 ������� �	���!
����� ������ ����� ���

�i
Mi� �N

�i
i�

Ni
�i��

/ p�� i / 9� 4�

)������

Ni /

�
�i
p�

Mi� �N
�i
i�

�����i��	
� i / 9� 4�

� ����������%0� �� �	������� 
	�	�� �	���	�	

Mi /
p�
�i

Ni� i / 9� 4� �8"5A�

#
 ������� �8"54� ������� ������� ��������� �
�������� �	��!
�	�	 E� ��� �	���	����	��� ������"

* ����	�	 
��������	� ���
�" $ ���� ����	 ��� t � � �*���
�����	 � �������� ��	
��	%��� ����	������ � �	����� �������!
�� 
�	���% p" $���� ������� �	�����	 �*��� �������� ���

pi�Ni�Mi� / p� i / 9� � � � � k� �8"55�

E�	��� p ����� �������� �� ������% �	�����	 ���% �
�����

	�	�	 �����	 +���� ���	 ����	� ��� ��� �����	��� �""

kX
i��

�Ni �Ni�� / 7� �8"5?�

:	�����	 �8"55�� �8"5?� �	���� � ��	������� �8"59� ��
����%�
�	��� ������ N � M � p� ������%0� �	������ �
�������� �	!
���	�	 E� � ���� ����	"

������" :	�������� �� � ������� ��� � ������0� �����"
.	�	���� 
	�	�� �����	 � �	���	�	 
	�	��H N��� N��� M��� M��"
E	��������� �*��� �� ���0�� 
	�	��� Mi � Ni �i / 9� 4� ��%� ���

p� / �
M�

N�
� p� / �

M�

N�
�

& ����� ���� 
	��������� ��	����� �8"59� ������ ���

dM�

dN�
/ ��

M�

N�
� M��N��� / M���

dM�

dN�
/ ��

M�

N�
� M��N��� / M���
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:(	� ��� ��	������ �	����� M��N�� � M��N��H

M� /
M�� �N

�
��

N�
�

� M� /
M�� �N

�
��

N�
�

�

)���
���� ��������� �8"55� � �8"5?�� �	��� ��������� �����	 N i �
�	����� 	���	 ���� 
	��(��� � ��	" ��� ������� ����(����
�	�

N�� GN�� / N� GN��

�
M��N

�
��

N
���

�

/ �
M��N

�
��

N
���

�

�

<�� �	������ ����	�� ����	 � / � / 
� ������� �(�� ����
������

N� /
�N�� GN��� � �M��N

�
���

������	

�M��N
�
���

������	 G �M��N
�
���

������	
�

N� /
�N�� GN��� � �M��N

�
���

������	

�M��N
�
���

������	 G �M��N
�
���

������	
�

E�	���� N� � N� ������%� �	������� 
	�	�� �	���	�	

M� / �M�� �N
�
���

������	 �W�

M� / �M�� �N
�
���

������	 �W�

��

W /

�
�M��N

�
���

������	 G �M��N
�
���

������	

N�� GN��

��
�

)����	����	 ���� ���	���� � �8"54� ��
����� �	��� ��� ��������
������"

)�� � �� �������  
 ��������	 � �
������ �	� ����	�!
��� ������ �	� � ����	���� �	���	�� � ���	�	����	��� ���	� ���
��� ������ �*��	 �����	 p" K�	����� �8"59� ������ +����

dMi

dNi
/ �p� i / 9� ���� k�

=	� ���
Mi / Mi� � p�N �Ni��� i / 9� � � � � k�

)��� �����	����� ���� ���	���� � ������� �8"55�� �8"5?� ��� ���!
���%� Ni � p"

������!�	��'���	' ������������� ����������" P��� ���!
���	�	��� ��� ���������������� ������� ��	 
	�	�	 � �	��	 � " $
���� ����	 +���	 �������	 ����(	�� *�� 
	����� �����	 � ���!
�	�� *�� ����	�� �� ��	����% � �	��������� �*��	�� pi" ���
������ � �� �	����� ������ � ����(�� ������� �
��������



4J7 ��� �� ���
�����
���
 ���
�� ��������������

�	���	�	" '�� �	����	���� ��
����� 
�	��� E� ��	���� ���(�
�� E�" #� �	
����

DS / �E� �E� � � 7

�	�	����
�� �� �	������� ���*��	 ������� ��	"
.��
��	 
��������
��� �����
� ���
��&�" :	�������� � �� ��!

�� +����� � �� � �������� �	� +���	 �����	 ����� *�� ����	��
�����	� ��� � 
	 +�������	��� ���� � ����	�� ��������� ����!
�	 DN � �	����	����� ��������" T���� ��� �� � ��������  ���
����	�� � *�	 ������� �����	 � ��� ��� +���	 �������� 
	��	!
���� �	� ����� ���( �	���	�	" # � ���� � � ������ ����	 � 1�
�	���	�	 �� � ���* ���*��	 M��� �����  ��� �����	��"

E	�	�	 +����������� �	�

M / M���� min
c

�8"58�

��� ��������
N / N��� / N� �DN� �8"5J�

dM

dN
/ �c� �8"5B�

�Z
�

dt /

N�Z
N

dN

n�p�N�M�� c�
/ �� �8"56�

<�� �����	 �� dt � dN ������
��	�	 
	���������

dN

dt
/ �n�p� c��

� ������� ����� n �	 �����	� �7� �� � � �	0	��� � ����"
$ 
	�	� �8"58�S�8"56� �� ���� �	��� �	��% 
	��������� c��N��

��� ������� ������� �	���	�	 �� ��	���� �����	�����"
E	��(� ������� �����	������� ��� ���� 
	�	�� � +��� ����*�!

�	 �	������	 � ����������� ������������� �(��� ��� / 9�H
3 +���*�� I	�������	

H / ��cG �
9

n�c� p�N�M��
R

3 ��	���� ��� ���������� �������

d�

dN
/ �

�H

�M
/ ��

�n��p��p��M�

n��c� p�N�M��
� ��N� / 7R �8"?7�

3 ������ �	������	 �� c ��� �������� ���� � ��++��*���!
��� +���*�� H

�H

�c
/ �� G �

�n��c

n��c� p�N�M��
/ 7�
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#���%�	� �� � ����� �8"?7� � ����	0	� � ������� ������ ����!
�	������� 
	����� �����	��" ;�� ��%� ���

d

dN

�
�n��c

n��p� c�

�
/
�n��p � ��p��M�

n��p� c�
�8"?9�

� ������%� c�N�M� � ��������% �� �����	���� ���������� ��
������% �8"5B�"

$ ����	� ����	 �*��	 �����	 p 
	����� ������ �� �� 
	�	�	 N
��p��M / 7�� ������ �8"?9� ����0	��� � ����� +����

�n��c

n��p� c�
/ const� �8"?4�

=	�� ���
n�p� c� / ��c� p�� �8"?A�

�
 ������� �8"?9� ��� ����	� �����	 �������

c�� �N�N� / p�N��
N �N�

��
� �8"?5�

	 ��������� ��� ����	� �	���	� �	��

E� �N � / E��N��
�N �N��

�

��
� �8"??�

�� E� 3 �	���	�� ������� +���	 ����	  � �������� ��� � � ��
����	�	� ����� �� �	�������� *�	� c�N� / p�N�" ,���*�� E���
���	
	�	 �	 ���" 8"4"

: � �" 8"4" E	���������
��� �������� �� ������!
���������� ���*��	

)�� � � �� /
DN�

�E�
+���	 �������	 ����	���	�� �����	��%"

)�� �� / 4�� ������ ������������ ��� ��� e��� /
E���

�
�	����	��!

�	 � �	��	

e� /
�

5

�
E��N �N��

N �N�

��
�



4J4 ��� �� ���
�����
���
 ���
�� ��������������

)���� �	���	�	 �� ��	����% � �	�������� ���*���� �*���	�
����(�� ��� �������� �������	*�� �	���	�	�H

	 / n�p� c��p� c�� �8"?8�

$�����	 ������	������ ����� ��������� �	� �r / 9�

DS��� /

�Z
�

	�t� dt /

�Z
�

n�p� c��p� c� dt� �8"?J�

<�� �����	� �	����������� ��(� ��� ����� �	���

DS���N� /

�Z
�

��p�N�� c�N��� dt /
�N �N��

�

��
�

�	� ���

E��� / E��N ��DS���N� / E��N��

�Z
�

n�p� c��p� c� dt� �8"?B�

$��	��� �8"?B� ���	������ ��� ����
������� 
	���������
n�p� c�" <����������� ��� ����� �� dt � dN �����	� � �8"?J� �!
���(��� �	�

DS�N� / S�N�� S�N�� /

NZ
N�

�p�N�� c� �N�N�� dN�

$ ���% ����� �
������� �	���	� �	��

E���N� /

NZ
N�

c� �N�N� dN� E��N� /

NZ
N�

p�N� dN� �8"?6�

#
 ��	����� ���� �	����� ����� ���	��� �8"?B�" =	��� � �	
���
�����	���� ���*��� 
	����� �����	�� ����%��� ���*��	�� ����!
�	����� ������	*��� 	 ������ �8"?9� ������� ������� �����	�����
������	*�� �	���	�	"

/���	"	��	 ����������
� ������� � ����	�	 ��" )���� +���	
���%��	 � ������ ��� 
	������% �� �������  *��� ���0������
������������ ���	��� �� ���� ��� �
���� �	������  	
������
�����	" $ ���� ����	 
	�	�	 �������� � 
	���� �����	�� �����	
� �	����� �
 ������������ 	�����" )��*�� 
	����� �����	��� ���!
�� �����	�� �����	���� � ����� 
���� �
������ �
	��	�� �	���	!
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