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������� ����� ��c��� ����������� �����! "��#��� �����! ��$��
��%#�� &����'( ������� �� )��%*�+�  ���� "����#��,! #� -&��,�.��(�
#�&����'��,�##�
 ���! �����'�#��� ����� ������( �����.� �� )��%*��
+�  ���� �����-�! "��#��� ����� / �� �#�+�� �#'�,�'-��%#(� - ����
#���, "��#��� ����+� ,�����'����,�.! �� 0� ��#�����. � &��$�����
��+��$�� #�����#�.! &��$����� ������,�#�.! #���+��)��0�#�. � �
 &


�� ,��� "��� �������� -&��,��#��� .,�.���. ����#�#�� -���,��
�)1�� '�. ,��� �����,�.21�� ������- "����#��, 3����#�#�� ���&��
���-�! '�,��#��! ���� ����� &���#$����, , �����'�#�����! $�# � #��
��+�, , "��#�����! ����0�##(� �)���,! ������,(� ,(&���! )�#��,����
���,�� � &�
4 �&��,��#�.! ����#.21�� -���,�. �-#�$��#���,�#�.
,��� ��,��-&#���� "����#��,! �����,�.21�� ������-! #��(,�2� ����
������	
����! � &�'�)#(� ������( ���������	
�����
 5�������(
�����.#�.! ����������-21�� ������- #� �����-��,#�! � �������� ��
����#�#�. ��,��.� �� -&��,�.21�� ,��'����,��


�'#��- � ���- 0� ����������.#�2 ��+-� ����,����,�,��% ����� �
#(� ����������.#�.
 �,����0#���% -&��,��#�. #� �����-��,#� &���
,�'�� � ���-!  �� &�� ��#����� �����-&��,�.��(� ������ &������'��
����&����,��%#(� �)��# ��0'- �����,�.21��� �� "����#����! , ���
�-�%���� ������+� �����.#�. &�'������ ����#.2��. ����� �)�����!
 �� #��&��'���##���% ����������.#�. ������( ,���������
 ��. ��+�
 ��)( ,��#-�% ��0'-2 �� &�'������ � &��0#��- �����.#�2! #-0#�
&����0��% -&��,�.21�� ,��'����,��!  �� ��&��,�0'����. ��������
��+� ��� �#�+� ���-���! &��- �##�+� �� ���-0�21�� ���'(! �
�
 #��
�)��������%2 &��$����,
 ��)��������% .,�.���. ,�0#�� ���)�##���
�%2 �����-&��,�.��(� ������
 �� #�� ��,���� �)����% �� ������-��
�(� ��0���,! �&�����%#(� &��$���( &�����'� �� �'#�+� �����.#�. ,
'�-+��! ��,#�,���� , ���0#(� �������� � &�
 �� �,����,� #��.'- � ���
��#��� �����#�#�. ������� � "#��+�� ����������-2��. )���#��,(��
-��,#�#�.��! - ��(,�21��� ����#�#�. &��������. #��)���������


��� &��,���! #���- *�� &��������� ������! �,.��##(� � &��#����
��&��%��,�#�. ��� ��� �#(� ,�'�, ���-���,! ����,����,-2� �)�����
�(� &��$�����
 �'#��� ���,#�#�� � #��'�##(�� ��� &��������.��
����  �� '���! ��� ��� &��$���(! )������ � �)�����(�! &������2�!
��� &��,���! ����% -+�'#� ��'��##�! &����,�'����%#���% ������ ����%
-+�'#� ����
 �����'� ,�0#�� #���� &��'��%#� '����0��(� �#� �#�.
"������,#���� ������( &�� ��'�##�� �#��#��,#���� $���,�+� &�����
��� &��'��%#� ,����0#-2 �#��#��,#���% ����+� &�����
 5��- �#��
����� �$�#�� / �'#� �� ��#�,#(� ��� "��� �#�+�
 ��� ����������
#( ',� ,�'� �����-&��,�.��(� ������ / �����'�#��� ����� � ����
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��"��#��� �����
 5�� "��� &�' ���#-�� �)1#���% &����#�,�� � )���
����% ����'�, ��*�#�. $���+� �.'� �&������$��##(� ��'� 


�������� ����� ����'( �&������$�� � �&�����%#�+� -&��,��#�.
, ��'� �� ��� �����'�#�����! ��� � �����"��#����� ���2� �,�� ����
)�##����
 7,.��#� "��! ,��&��,(�! � ���!  �� , ��0'�� �� "��� �)������
,�0#-2 ���% �+��2� $���� ����� &��$���(! &�� �����(� �������% ���
��#�#�. �����.#�. ,��� ���  ���� ������( , ���'#�� �� $��� ��,#�
#-�2
 ���,���(�! �������� ����� ��'���  ���� &��,�'.� � -��,#�#��
.� �.&-#�,���+� ��&�! '�. �����(� �������% ����#�#�. �����.#�. #�
��,���� �� ����+� �����.#�.
 8�� ���)�##���� &��,��.2� , �.'� ��-�
 ��, �,���� ��'� � �&�����%#�+� -&��,��#�. � -���'#�##(� ��'� ��
#���#��#�+� &��+�������,�#�.! �&��'��.2� ����' &��- �#�. � ������
��� �&�����%#�+� ��*�#�.
 5����'#.. +��,� �#�+� &��,.1�#� ����'��
�&������$�� � �&�����%#�+� -&��,��#�.! &����#.��(� '�. ��*�#�.
��'� � &��'��%#(� ,����0#���.� �����-&��,�.��(� ������


9.' ���-�%����,! ,�*�'*�� , �#�+-! )(� &��- �# , ���,�����,�
� �
�
 9���#�"���! �����(� &�' ����,�� ,�0#���% �)1�+� &�'��'� �
�����-&��,�.��(� ��������! ,,�� &����#����%#� � #�� �����# :����
��'�#�����; � , ��)���� ������+� #��)���� &����'�,����%#� &������
0�,����. �#���+�. ��0'- ��,#�,��#(�� �����'�#��� ������ � "���
#��� ������ ���������
 ��##�. �#�+� &��'��0��� "�- �#���+�2 '�.
#��)�����(� � -&��,�.��(� &��$����,
 ���%�� &����#(�� '�. �,���
�� )(�� '���-���� � �
 �����#�*! �#�+� �'���,*�� '�. �����'�,�#�.
#��)��������� , �����"��#�����


�����'�,�#�. &� �����'�#����� &�� ��#� #�� ,����#� &��,�'��
���% �,����� ��,����#� � �����+��� 9
7
 <���� � 5
 7�����#�� 37�=4!
<
 =#'�����#�� 3��#�.4! ��>
 >�����#�� 3�����#�.4! 7
 7�#2�� ��
35��%*�4 � - �#����� �
=
 ����#�,��! 7
=
 =���%��#(�! �
=
 �����
��,(�
 �#� )(�� &�''��0�#( 9??�! ��#'��� 7����� � INTAS
 ����
-&��.#-�(� ��$�� � ��+�#���$�.� �,��� ,(��0��� �,�2 +�-)��-2
&���#����%#���%
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� �
������� ��)��������% .,�.���. �'#�� �� ���(� ������
���#(� �,����, &��$����,! &������'.1�� , &����'�! "��#����� � �)�
1���,�
 5�� ����,���#�� ������ , �����#� ,�'( ���-0�21�. ���'� #�
&�����&�,��� #������ ����#�#��! #� '�. &��,�'�#�. ������( �����@
,�'� , &��,�#� ��%#�� �����.#��! ���)-���. ��������% �-1���,�##-2
"#��+�2 #� ���'���#�� "��� ,�1���,
 =#���+� #�! ��+'� ',� "��#����
 ����� �+�#�� �)��#�,�2��. '�-+ � '�-+�� ���#(�� ,�'��� ���-���,
, &��$���� )������! ��'�,�. '�-+ '�-+- : ���#�)-'% #�#-0#��;! '�.
&��,�'�#�. "��� ������( , ����'#�� �����.#�� &����)-���. ���-&��%
- ��0'�+� �� #�� &��- �##(� �� &�� )������ ���-�� &� �'#�� $�#� �
&��'��% �+� ,�����- "��#��� �����- �+�#�- / &� '�-+��! )���� #���
���
 ����� �)�����! &��'���. ��������% ��&����


5��$��� , ������� A! &���,�'.1�� �� �� �����.#�. A� , �����.#��
A�! #��(,�2� ����������! ���� "�- ������- #�,����0#� &���,����
�� A� , A� )�� ��������)� ����#�#�� , ���-0�21�� ���'�


� &��$��� ����,���#�.! � &��$��� )�����#�+� �)��#� .,�.2��. #��
�)�����(��


7 #��)��%*�� &��#���� #��)�����(� &��$���( ��- �#( , ������
'�#�����! +'� ,,�'�#� ���� ���,�##�. �������������� #��)���������
/ &������ "#���&�� ������( � &�����#�!  �� '�. ����#-��� ������(!
�����.1�� �� #�����%��� &�'������! �����.#�� ��,#�,���. ����������
�-���. ������-��� �-����#�� "#���&��! � ��0'(� &��$��� #��)���
����+� ,�����'����,�. &�'������ &��,�'�� � ,�������#�2 "#���&��


��. ����(�(� �����'�#��� ����� ������! �����.1�� �� #�����%�
��� ,�����'����,-21�� &�'������ � �)��#�,�21���. � ,#�*#��
���'�� &������� �(�%. � "#��+��! ��,����# ���-�%��� 5��+�0�#�
BCD! EFGH 	 ����������� ������� �������� ��������������� ���
���� ������	
	����� ����� ��������
��� �����	��� ����������
3����������� ��	
���� ������� �������
�	  ���4 ����� ������
������ �
� �������� ����	����	� ������ ����
���� 5�� "���
&��'&���+����.!  �� �#��#��,#���% &�����, ��0'- &�'��������� '��
����� #� ����! ���  �� �#� ��#��#� ��,��.� �� ',�0-1�� ���! �&���
'��.��(� ����� ��� �#��#��,#(� &�����##(�


������� &����#�#�� &��- �� ����' �#����� ������! ��#�,�##(�
#� &�#.��� ��)����&���)#�� "#��+�� / "����+�� 3��� '��� "#��+��!
������. &���#$���%#� ��0�� )(�% &��,��1�#� , ����#� ���-2 ��)��
�-4
 8����+��� ����� &�'��' &��,��.�� ��&����,��% ����� #(� ,�'(
"#��+�� 3��&��,-2! ���� ���-2! "������ ���-2 � '�
4 � �$�#��% ����
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��'�#��� ����� ��,��*�#��,� ������  ���� &����� "����+�� B6G
 ���
)��%*� #��)��������% &��$����! ��� )��%*� &����� "����+��! ���  ��
"�� &�����! ��� � &������ "#���&��! ��+-� ��-0��% ���� ���,�##��
����� #��)���������


� �� #��)��������� "��#��� ����� &��$����, #� ��#�� ,�0�#!  ��
�����'�#��� �����! ��� )����!  �� �#���+�. ��0'- �)������� ������
'�#������ � "��#������ &�����0�,����. '�,#� � ����(,����. '�����
�� #� &��#�� BEE! JK! K6D! K6KG
 �'#��� &�'�)#�. �#���+�. '�. #��)�����
��� �����"��#����� &����'�,����%#� #� &��,�'�#�! #������. #� �#��
 ����%#��  ���� ��)��! &�.,�,*���. , &����'#�� +�'( BLE! K6E! K6JG


��������� ��
����� 9��������� #� �� ���,�##�� -��,#� &���
���(! '���#�����-21�� )������% ��'� ! ,��#���21�� , �����-&��,�
�.��(� �������� ����� #�� &����'(


K
 ������� ����������	������ ���
�	��� �������� �	�� ��
� 5��
��#����� '�-+ � '�-+�� ',-� ���! �������,�##(� �� ,#�*#�� ���'(
� ���21�� ����� #(� #� ��%#(� ���&����-�( T� � T�!  ���� '�����
�� #� )��%*�� ,���. �� ���&����-�( ,(��,#�,�2��. '� #��������
���'#�� ���&����-�(
 ���)( ,��#-�% ������- � &��0#��- �����.#�2!
#-0#� ����'��% �'#� �� ��� � #�+���% ,�����! ��&��%��,�, , &��,��
��- �� ����'��%#-2 -���#�,�-! � ,� ,����� / ��&��,�� #����
 5��
"��� '��0#� )(�% ����� �#� #�������. ��)��� A! � �#� ��! ����#���.
�����.#�� ���-0�#�.
 ����� �)�����! &��$��� #�&����'��,�##�+� ��&�
��,�+� ��#����� #��)�����
 ��� ��#%*� ,���. � ! ��&-1�##�� #� ��!
 ��)( ,��#-�% ������- , ����'#�� �����.#��! ��� )��%*� &����)-���.
��)��(
 5��'�� A3� 4 &�� � ! �����.1���. � )����#� #����! �)��#� ��
 ���� A�


C
  ��
�	�� ������� �	�� ��
 ����� ���
���! ���
�	�! ��"���
5-��% , ��� 0� ������� ������. �'���%#�. ��&��,�. ��*�#� 3, #�� #��
&����% #� ���#��! �#� &��- ��� ��&�� �� +��. �+� ���� &�� ���&����-�
�� +��� , $���#'��! ����% -+�'#� )������ � ���&����-�� #�+��,����.!
� ��'��� ��&�� &�� ���&����-�� +���! )������ � ���&����-�� ����'#��
+� ����4
 5��'��0����%#���% &��$���� #� �+��#� �#�! � ��*�#� )-'��
��,�����% ��)��- '� ��� &��! &��� ���&����-�( ��� #� ,(��,#.2��
�.
 5�� "��� �)1�. ���&����-�� ',-� ��� ���0���. #�0�!  �� &��
#�&����'��,�##�� ��#�����! � &��- �##�� ��)��( &�� ��&��%��,�#��
'�. "��+� �'���%#(� ��&��,�+� #����� � ����'��%#�� ��*�#( ��� ���
�,���� '�. ��+�!  ��)( ,��#-�% ������- , ����'#�� �����.#��! ����
#� "�� ��&-1�#� #��+��#� �##�� ,���.
 ���  �� &�� #��+��#� �##��
&��'��0����%#���� &��$��� ��#�����  ���� &����'#��� / �'���%#-2
��&��,-2 ��*�#- / ����(,����. �)�����(�


���� &��'��0����%#���% &��$���� �+��#� �#�! �� �# )-'�� #��)���
���(� � , ������� � &����'#����! ���. '�. ,��,���� ������( � &�#��




	������ M

'�)���. ��#%*� "#��+��!  �� &�� #�&����'��,�##�� ��#�����
 O�'� �
� ���! ��� &��,���� &��$���(!  ��)( &�� �+��#� �##�� ,����#� &����
��! �,.��##(� � #��)��������%2! )(�� ��#����%#(! ����,� �#� �#��
"��� :#���)�0#(�; &����%! ��� �#� ��,��.� �� ��#����� ��&��&����
#���! / ��&�,(� ��'� � '�. :�����'�#����� &�� ��#� #�� ,����#�;
���! ��� �� �#�+'� #��(,�2�! :�&������$��##�� �����'�#�����;


F
 #���������	����� ������� �	�� ����������� ������	 $%&'�
5�' "��#��� ����� �+�#��� &�#���2� ��	��������� ��������
��

 ����	����
�� ���� 
 ���� �������P �# ����������-���. �$�#�
��� ���-��� p / ��#����%#�� $�#��! &� ������� &����)����% +���,
&��'�,��% ���-��
 ���� $�#� #�0�!  �� �$�#��! �� 8= +���, ���-��
&��-&��%
 �$�#�� ���-��� ��,���� �� �+� ��&��� N � -��#%*����. �
������ ��&���
 5�� &�.��� ��#����� ',-� 8= ���! - ������+� �$�#��
,(*�! &��-&��� ���-�� - 8= � )���� #����� �$�#��� '� ��� &��! &��� ,
���-�%���� &������&��'���#�. ���-��� �$�#�� #� ,(��,#.2��. #� #��
������� �#� �#�� &����0-�� #�� ��0'- #� ��%#(�� �#� �#�.�� -
��0'�+� �� 8=


��. ��+�  ��)( ,��#-�% ������- , &��,�#� ��%#�� �����.#��! #-0�
#� ���-&��% ���-�� - ��+� 8=! - ������+� �#� �#������% , ���-�%����
�)��#�! � &��'��% ���-! - ������+� �#� &�,(�����%
 5�� "��� ���-&��%
���-�� &��'���. &� $�#� ,(*� -���#�,�,*���.! � &��'�,��% / &� $��
#� #�0� -���#�,�,*���.!  �� &����)-�� ������ ��&����� , ���� ���,�
A
 7����.#�� ���-0�#�. ����#���.! �#� ��! &��$��� #�&����'��,�##��
+� ��#����� ',-� 8= #��)�����
 ��� ��#%*� ,����#� � ��&-1�#� #�
,��,��� ������( � #� ��%#��- �����.#�2! ��� )��%*� '�#�+ &���)-�
���. #� &��,�'�#�� ������( , ����'#�� �����.#��
 5��'�� A3� 4 &�� � !
�����.1���. � )����#� #����! �)��#� ��  ���� A�


6
 (������ ����������� ������	 ����� ���������
 5-��% , ���
0� ������� ������. &����'#��! ���-&�21�� ���-�� - 8= � #�����
�$�#��� � &��'�21�� �+� 8=! - ������+� �$�#�� ,(*�
 ���� &��'���
0����%#���% &��$���� #� �+��#� �#� � &����'#�� ��������. ��,�� %
�� &���&��'�0� ���-��� ��������%#� ,����0#(� ��&����! �� �# )-�
'�� ���+�,��% &� $�#�� ����% -+�'#� )������ � �$�#���
 5�� "��� �#
��,������ ��&���� , ���� ���,� A�! ,��0�, �����(� ��0�� ,��#-�%
������- , ����'#�� �����.#��
 ����� �)�����! &��$��� ��#����� 8=
 ���� &����'#��� �)�����
 �)1�. '�. ',-� 8= �$�#�� ���-���! � ���
����� &��'�� ������� � &����'#����! )-'�� ,(*�!  �� , ������� )��
&����'#���


���� &��'��0����%#���% &��$���� ��,�� �#�. ��&����� ��� ,���
,���� ������( , ����'#�� �����.#�� �+��#� �#�! �� &����'#��- '�.
,��,���� ������( , ����'#�� �����.#�� #� �,���� ��,�� �##�+� ���
&�����! � &��$��� ����(,����. #��)�����(�
 ��� &��,�'��% &��$���



L 
	������

�( ���-&��@&��'�0!  ��)( &����� ��&�����! �,.��##(� � #��)�����
����%2! ��������% ��#����%#(! ����,� ,��� �#� "��� :#���)�0#(�;
&����%! ��� �#� ��,��.� �� �-#�$�� �&���� � &��'��0�#�. 8= / ���
&�,(� ��'� � #��)������� �&������$��##�� �����"��#�����


8�� &�����( ���������#( � �#% )�+��!  ��)( &��'���#������,��%
)������% �&������$��##(� ��'� 3��,�� �#�2 ��)��( ����,����,-��
��,�� �#�� ��&�����! ���&����-��� / �$�#�� ���-���,! ��&��,�� ���
*�#� / &����'#� ����. �����! #���#�$! &����� �,.��#( � #��)�����
����%2 � ����-� � -��#%*�#��� &��'��0����%#���� &��$����,4
 �
�#�+� "�� � &�'�)#(� �� ��'� � �� #� �����-����,�#(! � �� ��*��
#�. &��- �#( #� ���� ���,�##�� -��,#�


O'��% &�����0�,����. �#���+�. ��0'- #��)�����(�� &��$������
, �����'�#��� ����� � �����"��#��� ����� ��������
 ��. "��+� )(�
�� ,,�'�#� &�#.��� ����
����� "��#��� ����� ������( / �#���+�
���������������� ������( �����'�#��� �����


����
������! #��(,�2� &��'��%#�� �#� �#�� ��&�����! �������
��0�� )(�% ��,�� �#� �� "��#��� ����� ������(! � ����������������
��! &��'��%#�� �#� �#�� ��)��(! ������� ��0#� ��,�� % �� ������(
�����'�#��� �����


5�� #���0�#�� ��� ��� �#(� �+��#� �#�� #� &��$��� ��)����&��
��)#���% � &��)(�%#���% ������( ����(,�2��. ����� #(��
 �&���
���! ��0�� )(�% �+��#� �#� &��'��0����%#���% &��$����! ��������
��,�#� �#��#��,#���% #������(� &�����, � &�
 ��0'�� ����� �+���
#� �#�� -��#%*��� ,����0#���� &����'#���
 ���� �#� &����% &���
)(�%#���� .,�.���. , #��)������� �����"��#����� ���� ���,�##��
��������������� #��)���������! �#��#��,#���% "��� &����% #��,�#�
'����&�$��� ��&����� &�'�)#� ���-! ��� '����&�$�. "#��+�� ��������
���-�� &����� ��)����&���)#���� �����'�#��� ����� ������(
 8�����
+�. �����'�#��� ����� ������( ��,#� �� ��)����&���)#���� , -����
,�.�! ��+'� ������� ��#������-�� � ���-0�21�� ���'�� &�������(
������� #�����##(! � &��'��0����%#���% &��$���� ��,�� �#�. ��)��
�( ����% -+�'#� ,�����


�
�� �
���� 
 ��������
����
� 
� ����������� 7������!
�)��#�,�21�.�. � ���-0�#��� &������� ,�1���,� � "#��+�� 3����
��'�#�����4 ��� ��������%#(� � '�#�0#(� ���-���, 3"��#�����4!
#��(,����. ��������
 ���� ������� #� �)��#�,����. � ���-0�21��
���'��! �� #��(,�2� ��
��	�����
 ���#�$! ������� ��0�� )(�% ����
����,�#� &� �'#�� ,�'�� &�����, � ����(�� &� '�-+�� / �������
��
��	����� ��� ����������

7,����,� ������( ��+-� )(�% �������	��� � �����	���!
����,����,�##� #��(,�2� &�����##(�! ����������-21�� "�� �,�����
,�
 5�� �)Q�'�#�#�� ',-� �'�#�� #(� ������ , �'#- "����#��,#(�




	������ R

&�����##(� -',��,�2��.
 �#��#��,#(� 0� &�����##(� � ���������
������( #� �,.��#( � &�� �)Q�'�#�#�� ',-� �'�#���,(� ������ #�
����#.2��.
 5�������� "����#��,#(� &�����##(� , �����'�#�����
.,�.2��. �)%��! ���� ���,� ,�1���,�! ��&�� "#��+��
 �#��#��,#(� &��
����##(� / ���&����-��! '�,��#��! ��#$�#���$�. ,�1���,�
 � #����
 �� "��� ',-� ��&�, &�����##(� , "��#����� -����� �0�# ��# ����#
BKLCG
 8����#��,#(� &�����##(� �'��% / ���� ���,� ���-��� � ��&����
�� 8=! � �#��#��,#(� / �� �$�#��! � �����(� -&���#����% , &�������
F � 6


O���#-��. ������� #��(,����. 	�������� ��	��	�����! ���� �� �#�
��#��,#(� &�����##(� �'�#���,( '�. �2)�+� "����#�� ������(
 7���
���� ��0�� )(�% ��,#�,��#�� #� &� ,���! � ��*% &�  ���� &�����##(�!
#�&�����! &��� ���&����-� ��0�� )(�% �'#���'#(�! � &��� ��#$�#��
��$�� #��'#���'#(�


� ����(��� ������� �����.#�2 ��,#�,���. ����,����,-�� #�����#�
#���% �#��#��,#(� &�����##(� ,� ,����#�! #� �#� ��+-� ��#.�%�. ��
&�'������( � &�'������� � �� �#� �#�. ��,��.� �� ,��� �#( ,#�*#��
&�����, ,�1���,�! "#��+��! ���-���, � &�
 ���� ��c���� ������� �� #��
����%��� &�'������! , ��0'�� �� �����(� &�����##(� �'�#���,( &�
�)%��-! � , ��0'(� ����#� ,����#� "�� &�����##(� �,.��#( ��0�
'- ��)�� ��� 0�! ��� � , ��,#�,����! �� ����� '�&-1�#�� #��(,�2�
�������� 
���
����� ��	��	���


� ��,#�,���� ������� ����������-���. ���%��  ���%2 &�����##(�!
�� #��(,�2� #���,����(��
 �����%#(� &�����##(� ��+-� )(�% #���
'�#(  ���� #���,����(� �  ���� ���	���� ��������� 8�� -��,#�#�.
��+-� )(�% &��- �#( ��� �)��)����� "��&�����#���%#(� #�)�2'�#��
#�' �������������! ��� � #� ��#�,� ��'��%#(� &��'���,��#�� � �,���
��,�� �����,�.21�� ������- "����#��,
 ���! , �������� ����� ������
#� ��#�,� ��'��� &�,�'�#�. �����-� �'���%#�+� +��� &��- �2� -��,�
#�#��! �,.�(,�21�� ���&����-�-! '�,��#�� � �)%�� ��������&� �����
������( 3-��,#�#�� ����&���#�@��#'����,�4


5�� ��#����� ',-� &�'������ � ���� #(�� '�-+ �� '�-+� �#� ��
#�.�� �#��#��,#(� &�����##(� u� � u� ,��#���2� &����� ,�1���,�!
"#��+��! ���-���,! ,��� �#� �����(� ��,���� �� ����� �. u� � u�
 8��
&����� ��#.2� �#� �#�. "����#��,#(� &�����##(� ��0'�� �� &�'����
���
 �#� ��,#( #-�2 &�� ��,�#��,� ,������, �#��#��,#(� &�����#�
#(� ��#������-21�� &�'������


��� ,�'#� �� &��,�'�##(� &������,! ,�0#-2 ���% , �����-&��,�
�.��(� �������� �+��2� &����'#���
 �#��#��,#(� &�����##(� &��
���'#��� #� �&��'��.2��. ���� ���,�� ���21�+��. - #�+� ���-���!
�#� .,�.2��. -&��,�.21��� &�����##(�� � ,()���2��. ����'. ��
-���,�� �&�����%#���� &����,��##�� &���' &����'#���� ��'� �
 5��
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"��� &����'#�� 3��)� �� ���� ��&��,�� ��*�#(4 ��0�� &�� ��'#� ��#�
�������,��% � &�'���������! ����#.. �,�� �����.#�� ,� ,����#� 3$���
��&��,�� ��*�#(!  ��#� #�. ���+�,�. � &�
4 ��� ��#�������,��% �'#��
,����##� � #�����%���� &�'���������! �#'�,�'-��%#� ,()���. �#��
 �#�. �#��#��,#(� &�����##(� '�. ��0'�� �� #�� 3�-�)�#�! �����!
�'#�,����##� &��-&�21�. � &��'�21�. ��,��(4
 � &��,�� ��- �� &��
���'#�� $���� ���� ����#.�� 3��+�#����-��4 �,�� �����.#�� , ��0'��
$����
 ����� ������( #��(,�2� ���������	���


���2� ����� ���'-21�� �#���+� ,����+� #� ��� �����'�#����� �
&��#$�&� 5��+�0�#�H 	 ������� ��	��	��� ��������� ����������
������� ������ �� ����
������ �������� ������� ��	�����
���� � ��
������� �� ������ �����������

���! , -&��.#-��� ,(*� �������! �����.1�� �� ',-� &�'������ �
���#(�� �$�#���� ���-���! &��)(�%#���% E� ��,#� ������-�- ��&��
����! �����(� ��0�� ��,�� % &����'#��! &��-&�. ���-�� - &�'������
�( � )���� #����� � &��'�,�. �+� &�'������� � )���� ,(����� �$�#���

���� , ��� 0� ������� &�����*�� )�����#(� �)��#! �#� &��*�� � ��,�
#�,���2 � �$�#�� ���-��� '�. ��0'�� �� &�'������ ��������% �'�#��
��,(! �� #�����+� ��&����� &����'#�� ��,�� % -0� #� ��0��
 ���  ��
)�����#(� �)��# #��)�����! � &����� &��)(�%#���� ��,#( E�


) ������� ��	��	��� �������� ���������������� ������
������  �	������� � �� ����� �������	 ����	�� ��� �������
�����
� ����
���� 5�� "��� &��'&���+�2�!  �� &����� ���-���
��0'- &�'��������� &��&��$��#��%#( ���#�$� �+� �$�#��


�����&�$�. ��&����� &�'�)#� '����&�$�� "#��+�� #�����$����%�
#�! � &�� ��� ��� �#(� #���0�##(� #� ������- �+��#� �#�.� ��0#�
&��- ��% �� �$�#�- �#��-! ���&������#�, #� "��#��� ����� ������(
����'( �$�#�� &��'��%#(� ,����0#����� ������! ��&��%�-21�� )��
��#��,(� ����#�*�#�.
 5�� "��� #��)��'��� ��*��% �.' ��'� �&���
���%#�+� -&��,��#�.!  ��)( &��- ��% �$�#�� '�. ��#����%#�� '���
��&�$�� ��&����� , &��$����� ���-����)��#�


�����'�#����� &�� ��#� #�� ,����#� ����� ����,#� ���,�,��%�
�. � #� ��� LD�� +�'�, -����.�� ����������, � �#0�#���, �� ���#(�
����# ����
 �'#�� �� &��,(� ��'� )(�� ��'� �! �,.��##�. � -&��.#-�
��� , &������ C ��������H :��� #-0#� ����#.�% ���&����-�- ��)� �+�
���� � ����� ,���. $���� � #�'� ,()���%!  ��)( &��- ��% ��������%�
#-2 ��1#���% ��&��,�� ��*�#(U; 5�� "��� � ������%!  �� � +��. ��
�- ���� #��- &�',�'���. ��&�� � �+� ���&����-��! ��� � ���&����-��
����'#�+� ���� #���! �������,�#(


8�� ��'� �! � ��'� � � ��������%#�� �5� ��*�#( &�� ��'�##�� ��
��1#����! &��,��� � ,(.,��#�2 ������ &��$����, ��#����%#�� '�����
&�$�� BLF! KKD! KJ6! KMRG! #� �����(� � '����+����. �� ��*�#��
 5��$���




	������ KK

�( ��#����%#�� '����&�$�� , �����'�#����� &�� ��#� #�� ,����#�
�+��2� �- 0� ���%!  �� � �)�����(� &��$���( , ��,#�,��#�� ������
'�#�����
 ��. ��*�#�. ��'� �����'�#����� &�� ��#� #�� ,����#�
��&��%��,����% ����'( �&�����%#�+� -&��,��#�. � -���'#�##�� �&���
����$�� BFC! LMG! �'��,��#(� ���)�##���.� �������� ����� ��'����
�����'�#��� ����� ������


<������% ��'���� � &��)�������� �����'�#��� ����� � "��#��
�� ����� ������ '����� ,����0#(� ���&�����#�#�� ���,��(� '�.
�����'�#����� ����'�, #� �����"��#����-
 5�� "��� #-0#� ,,���
�� ���� ���,�##-2 ���- #��)��������� &��$����, , �����"��#�����!
��*��% ��'� � � ��������%#�� ��,�� �#�� ��&����� �� �+��#� �##��
,���. '�. ������ ����� ���#�� ���-��-�( �� ���$��#��#(�� � #�����
$��#��#(�� ����������������


����� 
��������
�� ��0'- ����#�#�.�� ���� ���, ,�1���,!
"#��+��! ��&����� � &�������! &���-&�21��� , ������-! �&��,�'���
,( ����#�*�#�.! ,(����21�� �� -��,#�#�� ��������%#�+�! "#��+����
 ����+�! ��#�#��,�+� )���#��,
 �'#��� "�� )���#�( ��*% -�,��0'��
2� #�����##���% #�������+� ������� &�� �)��#� &�'������ 3����%��
,�1���,� &���#-�� �'#- ������-! ����%�� &�.,���. , '�-+��4
 �#�
#���� #� �&��'��.2� #�&��,��##���% �)��#�
 ��0'- ��� ��&�� &����
��'�� �� ���� � ,(����� � ���- � #����� ���&����-���! � ���-�� / ��
8= � #����� � 8= � ,(����� �$�#���
 ���)�##���%2 �����-&��,�.��
�(� ������ .,�.���. ������ #��)���������! '���21�� #�,����0#(�
&������#�� #������(� &��$����,! ��,������(� � )���#��,(�� -��,#��
#�.��
 ���##� �# �&��'��.�� #�&��,��#�� &��$����, 3&� ,(��0�#�2
�
 5��+�0�#�! :�����- ,����#�;4
 ���! , ����#-��� ������� &������
K ����# �����#�#�. "#��+�� �����*��� �2)(� �)��#( ��&��� , �'�#��
��,(� ���� ���,�� ��0'- ������
 �'#��� "��� &�����' ��,��*����.
, �&��'���##�� #�&��,��#��! � &�� "��� &��$��� #��)�����
 � ����
��'�#����� -��,#�#�. )���#��, &� ,�1���,- � "#��+�� ��+-� )(�%
'�&��#�#( -��,#�#��� "#���&��#�+� )���#��
 �0� &�����#�!  �� � ,
�����"��#����� ��0�� )(�% ,,�'�#� �-#�$�. )��+������.#�.! ,� �#��
+�� &�'�)#�. "#���&��! � ��&���#� -��,#�#�� )���#�� &� "��� �-#�$��

9��*���##-2 -��,#�#���! ����������-21�� ������ #��)���������!
������- )���#��,(� -��,#�#�� )-'�� #��(,��% ��������������
��
�����
 � -��,#�#��! ����������-21�� ����#�#�� ������� #��)���
�������! ,��'�� #�����$����%#�� ���+�����! �,.��##�� � ,�������#��
�� ������� #��)��������� 3"#���&��! )��+������.#�.4 �� � �� &����
��, ��0'- &�'���������
 8�� ���+����� ��,���� �� �#��#��,#����
&�����,! ��#��� ����� ��"���$��#��,! ��#��+-��$�� ������(
 �+�
�)��#� �2� �)( #�  ���� � � #��(,�2� ��������� � �����'�#����
�� '����&�$�. �&��'��.�� &����� ��)����&���)#�� "#��+��! , ������



KC 
	������

"��#����� / &����� &���#$���%#� ��,�������+� �� ������( ��&�����
3&��)(�%#����4


�)1�. ����� �����'�,�#�. &��'��%#(� ,����0#����� �����-&��,�
�.��(� ������ ����,�


K
 ��. ���������,����� ������( ��&��(,�2� -��,#�#�. �����'��
#��� ����� )���#��,


C
 5�� ��� ��� �#(� -���,�.�! #���0�##(� #� ������- 3'�����%�
#���� &��$����, � ! ���'#�� �#��#��,#���� ��+� ��� �#�+� &����� g �
&�
4! �&��'��.2� ��#����%#�� �#� �#�� ���'#�� �� &����' &��$����
'����&�$�� �min ��� �-#�$�2 #���0�##(� �+��#� �#��


F
 ����,�� , ����� #���,�#��,� � � �min3�� g� ���4 ,����� � -��,#��
#�.�� �����'�#��� ����� )���#��, �&��'��.�� �)����% ������-��(�
��0���,


6
 � �)����� ������-������ ��*�2� ��'� - � &��'��%#�� �#� ��
#�� ��+� ��� �#�+� &��������. �-#�$��#���,�#�. ������(
 �)( #�
�&���-� #���'���. #� +��#�$� �)����� ������-������! ���  �� #����
,�#��,� &
 F .,�.���. ����,#(�
 � "��� ����� &
C ���)-�� ��*�#�.
��'� � �&�����%#�+� -&��,��#�.! ��*�#��� ������� .,�.���. &��$���
��#����%#�� '����&�$��


��#�,#(� ��'� � ,(.,��#�. &��'��%#(� ,����0#����� ������
-&��,�.��(� ������ � ��� ��� ����,����,-21�� �&�����%#(� &���
$����, ����,(


K
 9�� �� ��������%#� ,����0#�+� &�� ��� ��� �#(� -���,�.�
�#� �#�. �#��#��,#���� $���,�+� &����� 3��1#���� ��&��,(� ��*�#!
&��'-���,�+� &����� , &��$����� ���'���#�.! &����� &��)(�� , "��#��
�� ����� �������� � �
&
4


C
 �&��'���#�� ��#����%#(� ������ &�� ��'�##�� �#� �#�� $����
,�+� &�����! ���� �#� ��#%*� ��+�! ������� #��'�#� , &
K


F
 �����'�,�#�� ��,#�,���. , ����#-�(� � ����(�(� ��������
3��,#�,��#�� ���&��'���#�� "����#��,#(� &�����###(� / ,�1���,�!
"#��+��! ��&�����! ���-���, � &�
 ��0'- &�'���������4


5��,�.  ���% �#�+� 3+�
 K@E4 &��,.1�#� ��*�#�2 &�'�)#(� ��'� 
'�. �����'�#��� �����! ,����. 3+�
 J@L4 / '�. �����"��#��� �����
��c���
 � +�
 R &��,�'�#( �,�'�#�. &� �������� ����� ����'�� ���
���'�,�#�. � ��*�#�. ��'� �&������$�� � �&�����%#�+� -&��,��#�.
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� "#	���$������ � �
������ ���� ���� � � �	$��	�� ���������
	�
�
	�% ��� ����&� 
�$��$�� 
 �'() �!� *	�� +	�� ���	�, "-	��� ����
���	�� 
����, ��	�����	 ��� ���������	 �
����	� ���	 ����	� ���
����
��� �� ���������	� �	���	 ��� 
����������� ����$����� �	�
���	� �����. ����	 
���� �� ����� ���$	����% �	��� �� �� ��
���� ��������/&! +	�� ���	�	�� ��� �	�	� �	���	 ������
���� � �����
��� �����%��� ��	����� ���  ������	 ��
	����� ����	� ����	��
���� � 
����������	������ ��������	� 
 	����! #����%�	�� �����
������ +	��� ��	� ����
����	�	.��� ��� 	�
���� �������	����
� ������������! +	� ���	� 0! 1����%� 
 "2�	������� �����&� +	��
"���	��� ���	������� ��� ��	
���� ������	 �������� ���������%�
��
	 � ���������
	� ���	�%��. �	�
�. �	$���� �����.� �	
�	�
�	� �� ���%�� �������
��%� �	� ���%��� �	����� �������
��% ����
���������. ����. ��� ��������%� �� ����	� ��	��
	�� ����
����
�	��� �� ������� �	� � ��� �	���	�������� 	���	����, ��	 �����	
�
���� 	���	��
	���� ������ 
 ������� ���	
������� �����	������

���&!

3�
�� ��
������� ������� +	�� �������� ���� � ����% ����
�����.� �	���	�������. �����% �����
�� �	$���� ����	
�� �	�	�
�� � �	������� �� ����������� +42� �!�! � �	������� ����$����
���������� 	���� � �	�	������� ����� � �	$�� �$���� ���� ���
����	�%��� �	�	��! +������� ������ �	���	�������� ����	��
�� 

	���� +	�� �� ����! 5��%�� �	��
	�%� ��� ��� ��� ����
����� �	�
��� ���	����� ������� 	 �� �$���� �� ���	��� �	 �����	
�����
� ����� �	� �� ������� ��	 �������� 6 ��������! 7�� �	���	���%�

�� ����� ��	
���
��� ��������� ���� ���

�
��



�) ��� �� ����	��
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� 	����
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���
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���	

���� ��� +	�� ��	���% �	��� �	
��%��� �$����! 4� ���� ��	�	�
���%� ��� 
 ���	�%��� �����
�� �	$��� ������� ����	�� ����	 ��
������ ���	 � ������ ������ ���� �����	�% �� ����% ������ �	���
�������
����%.� �� ���������� � ���. 	������ �����	��! 1��
������� ����� ��
���� � 
 ��	���� �	�	
������ �����%��� ����
��.� ���������. 
 ����� �������� ��� �	�	�� ������ ��
��! 4��
��������%����% �	��� ��	����� �������
 ��� ��������� ��������
	���� �����	 ���% ����% ������ 
����	� 	 ��	���� �������% �	$���
+	�� �����	 ���% 	
�	 ���.! 8������� ��� ���� �� +	�� ��	
��
�	�	�� � �	������� +42 ������ �� ��� ���� �� ������� �� �$��%�
������%�� �	������	 
 ���� �	�	�� ���� �� �$���� ������	���� ��$%

 ������ �� ����������%����� ����	� ���������� � ������������
��! 9�	�� ��
��� ���������� �� ����%�	� ���% ����	� 
����� �	�%
:supremum; ��� ���  ������	 ��������� �����
��!

4���% �������	�������� ������ 
 ������� �	��.�	���� 
 ���
��	��
	��� ��������� 
��	 ������� �	����� �����
��� 
 	����!
<��� ������ ��	���� �� ��������	� 	���	 ����	����	 ��� 
��
	�
�	 ������� 
 �������� ���������� ���� ����	���� �� ������	����	�
� �������� ���
�� ����������%��� ������ ��
��! 7	 ����������%�
�	� 
��$��� ������� ����	� �������� �� ����� ����� ������% ���
�� ����	�������� 	 ���  	��� ��� 	���	� ��������	� 
 ��	�����
�������� ���%$�� ��� 
 ������� ����	������ ����	
���� �����	���
������ � �	����	�%��� 	����!

=����� 	�����	����� ��� 	�	���	 ��������������� ������
�������	��������� �����	�� ������� �������������� ������! 4�
�	��� ������� �������	�������� ��
�$����
� ������ �����
	����
�� 
������� ����% 	������������� ������ :�������;� �!�! ��������
	�%��� 	����� �����. ����	 �� ��
�$��% ������	 �	 ���� ��	�
������ 
�	
��
	��� �
��� �		����
 � �		���	�� ����	.���
����! 1������������� 	�	��� ���
����� ��	�	�%� 
 �	��� �������	�
�������� �	 �	��� ��	���� ���������������� ������	 ��������� �	��
���%$�� ����� �������� ��� ��	��
	�� �	 ������������% ��
�$���
��
�
	��� ���� ��	���> �� ���
����� �	
���% �
	 	������� ������	�
�����	.��� 
 ����	��
�� ��������!

8���
��� ������	��� ��������������� ������	 ������� 
 ���� ���
�� �����
	�� ����	������% ������	� �
��	���. � ������� �����
��� �������� ���� �������	�%��� ��	����� ������ 
�	
��
	���
�� �		����
 � �		���	�� ����! 4� ���� ���	���� "����	���&
�������� �
��	���� � ��������� ������	� ���  ������	�� ������ �
�	��������	� �� �����
	����! 5��	� �� �����
	.��� ���������� ���
��� �������� �	
������ �� �	�	���� �������
����� ������	 :����
����� �	$��� ����
������%����� 	��		��
 � �!;! <�����
����� ���
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���� �	�	�	 �� ����������� ���
���	�%��� ����	������� ������	 �� ��� ��� ���� ����
���� ����
����.��� ��� ����
������%����%!
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 �	�	�� � �����%��� 
����������� �����
�� �	$���
���	
������ ��	������� �	 �� �������% ������ 
������� ����������
�� 
 �	��� �	$��� ����������� +42! ������	�� ����� �� 
�����
!

�! 5	����%�� �������� �����%��� ��	����� ����������� +42/
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� �����	��	�� ������
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@! +	��
	 �� �	�	���� 
������	� ��
�������� ����������	� 	
��	���� �� �	�	���� ���  ������	� ���������	�� �����%�	� ����
����% �����
�� �	$���/

A���	�%����% �������� �	�	� ��� �����
�� �	$��� �����
�� �	���
��
� �������%��� �	$��� 	 �	��� ��� ������ ��	 �������	��������
�������
 �	��������	� 	�������� � �! 
��
	�	 � ����� �� 	����

 ������ 
 ��� ��� ����  ��� �����
	����  	��� ����������%�
����� �������	�������� �������
 ��� 

������ ��	������� �	 ��
�������
����%! 1�� �	�	
����� �������� �	�
	��� "�������	���	
�� �������� 
�����&!
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�� 
 ���� �	�	
����� ���	 	���	 9! 9! 5�
���
	 � �����%�
��� �������� ����	 �����
�� �	$��� B�?�C! 5��	
����� �� ���� ��
�� �	�	�� �$��� 0! D! +���� � E! A�%��� B�(FC! 9����� �� ������
�	��� ��	���	� �������.��� 	���	� #! *! E�� � ��� ���������
�
BG?� ��(� �H@C � �! ��	�	 ������� � 	���
���� 	�
���. �������	�
���� �� �������� 
�����!
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�� ����� 	����% �	 �	��� ����������� 
 �	���� �� ������ 
 �.���
������ 
����� ���������� �������
��� ��������� �� �� ������
�� ��I��� ��	����� ���������� �	��� 	 ��	���� �������
�.� �
��
�	���� � ����� ������������ ������ 
���� ���������! 9�������� ��
�������
��� ��������� ��������� ���%�� �	 �	���	� ����������
�	� ��� ������	 
 ����� �	������� 
 ��	
��
����� ���������! 7	���
��������� ���
����� �����%��
	�% �� ����	��� ��������� �	
�����
���������� ��	
����
�� ��$% 
 ����
��� 	
��
����� ��� ����	���
��������� �������
 
 ������� ��	��
	���� 
�������� �������%
������
����� ��  �����	�%��� �	
������ 	 ��� �$���� ������
�	�%��� �	�	� 6 ������ �����	�%���� ��	
����� ��I���	�� � ���
������������� �		���	��!

8��	� ������	���	 �������	���� �� �������� 
����� �	�
��.�	���� 
 �����.���!

�! +	� ���������% �	�	���. ����.. �������
����% �����	 ��
�����	�%��� ������ ������	���/



�H ��� �� ����	��
���
� 	����
 ���	��
��	
���
� �
���	

(! +	��
 �����%��� ���  ������ ��
	����� ������ 
��	 ����
��� 
 ����� �� ��	�������� ����������%����� �������
 ��� ��
��  �����
	���� ������ �������
�����/

@! <��� �		���� ����� ���������� ����.���� �� �	� ����� ���
�����% �		���� ������ ����� ���������% �	����	�%��. ����..
�������
����% ������
/

8�		�������� ���
	����%�� �� ����. ������ �� ������ ���
��� ���% �$��� ��� � ����� �������� �	�	��!

4�
�� $	��� 
 �������
	��� �����%��� 
����������� �����
���	�������� ������ �
������ ����	
����� �	�	���
�� ������$����
��� 
�����
	� ������ � �������! � ��������� �� ���� ������$����

����� ��	�	����� �		������.��� ����	������% �������
� 6 ���
��
����
� �������! 1�� ��	�	���� 	
�� ���.� ���� 
�� ������� 

������� �����	.� ��	����� � ���%$� ���� ��� ����	����� ������
��
! 5�����	���%����% ������	��� ��������� �������� �������
�
�	���������� 
 ����	���
� �		����
 
������ � 
������� ���
����
! <��� �	 ������� �	������ ����������%��� ����
�� ���������

����� �������
 ��� �� �	�	���� ������ �������
������ �� �����
�	��� 
������� ������	���� �����	�%�� 
�������. �� ���� ��	�
��������! � �.��� �	�%��� ������� � � �min� ��� ���	�� �������
�
�	����������! 4� ���� 
	���� ��� ��� �������
� �����
	�� ���
������ �������
� 	 �	��� ���� ���  ������� ����� � �	��������	
�����
	�� 	���� ���	��
��!

����� $	��� �
������ ��������� �� �	
����� �	�	���
 �
���
����� ��� ��� ���� ���	�	����� �  ����
����� ������� � ������
�	���� �! +	� �	
���� ������
����� ���	�	���� �  ����
����� ���
������� ����$	.��� � ����� � � ������	.� �
��� �����%��� ��	�
����� 
 ��	����� �������� ��� ��
���� � �����	�� 	�	��������
+42 +	�� ��� �������
 �	��� 	���� �����!

7��%��� �	������ ������ $	��� �
������ �$���� �	�	�� � �	�
��� ��	���	��� �������
� ��� ������ ������	��� �����	�%�	 ��
�	�	���� �������
����� ����
��� �����	!

7	� �	� 
 ������� ������� ������	��� 	�����
�� �	
���� ��
������	��� 
 �	���� �� �������	��� �������
� �� 
	���� ��	���
�������
	��� �
������ 
��
����� ����
�� �����	�%��� ������	���!
8����	�%�	� ��	���	��� �������
 
 ������� ������� �
������ � ���
��	��
	��. ��� � ����� �����%��� �������
 �����	�%��� ������	�
���� �	�p���p� � 
����� �	��� ��
�p������� �	 �	���� �� �
��	����
�p�� � �p���� ��	���� ����� ����	p��� �p���
����
� ���p���� ����
�����	�%�� �p� �	�	���� ����	p��� �	�p	�	� �	 �	��p�	�� ��
�p��
������! 5	 ���� ��	�� �	�	�	 ��	��
	���� ���������������������! 2��
���� ����� p�	����
	�% �	�������. ������ ����� ����	�����%�� �



���� ����	��
����� ��
���
� ���	��
��	
���
� �
���	 �J

����
���� 
������	��� �	p	���p���.���� ��p�����	�������� ����
����� �����	�� ����	
����� ��p�����	�������� �	�	���
 � �p	
���
������ �	p	���p���.���� ���	���� �	��� ������!

���� ���
�����
���
 �������


�
����������
���	 ����
�

����������� 	�p
�����
������ ���	�
�� ��������

��p�
����� � �p������� ���	������ *����	� �������	������
�	� ������	 ����� ���% 	����	 �	 	
��
����� ����������� �	��
��. �� ������ 
�����.� ������%��� ��
������%.! 2�� ����	���
��p�����	�������� ������ �����%��.�  ��������� 
�������� �	p	��
��p���.��� �	�p������������ ��������� �����%��� ��������� �
������� 
 �����! 4��������� ����� 
�	��������
�
	�%� �!�! �����
��
	�%�� ������ ��� 
�����
�� ���� 	�����.��� �� ��
�������!
��	��������
�� ����� ���% 	�������� ��	 6 ���������� :�����
�����
�� �������;� �	�������� :����� 
�����
��;� ���	�������� 
�	�
��������
�� :��
�$���� 	����;� �� ��	������� :��������� ��I�
��	 ����������; � �!�! +	����� 
��� ������	 ����
����
��� �		

������, ������	�	 � �������	�!

���������� � 	��
����� ������
�����! +�����	��� �	��
	.�

�������� ��������� ������ �
������%��
��� � �	����� 
�	���������

�� �	����� ��	! <��� ��	 
������	 �� ����������� �� 
�	��������
��
�	����� ��	 ���! 5	����� ������	��� �� ��	�������� 
�	����
�����
�� �
������ ��I��> ���� ��I�� �� ����������� �� �� ��	�����
���� 
�	��������
�� ���! +�����	��� �	������������ 
�	���������

�� �
������ �	��	! <��� �	��	 �� ������ �� ����������
 �� �������
����� �� �	��������	 ���!

4������	��� 
�	��������
�� �	��
	���� 
������	� ������� 
 ��	�
������ ������ ��� �
�� ����	����.��� ��������� �
������ �����
��� 
�	��������
�� ����� ����! 2�� �� ��	�������� 
�	���������

�� �������	��� �
������ �	
������ ��� ����������	 6 �����	��	!
8������ �����	�� ��� 
���
	�� ����� ������! 8������ ��	�����
�������	��
 
���
	�� 
�	��������
��� 	 ��������� ������	��6 ���
������
��! +�����	�� � �������	�� ����� �����	�	�% zi � Yi> i6 ���
����� ��	�	.��� 
�� 
�	��������
��!

����
���
 � �
����
���
 ���������! 3�
���� ��� ���������	
�	������� 
 	
��
����� ���������� ���� 
������� �������	��
 �	��
���� ��	 �� �� ��I��� ����	��
� :�	
������ �����	��	� �������	�
��� 
��� ����������
 ����	��
� 
� 
��� ����	� ��I��	;! #	
��
�����
��������� �������%. �		���������� �	�	���� ��	����� ������	�

��� 
�	��������
�� 
 ����� ����� ��I��	! 4� ���� ����� �	�	
	�%



�' ��� �� ����	��
���
� 	����
 ���	��
��	
���
� �
���	

������	�� �� 
��� �������� 
�	��������
��� 	 ���%�� ���� ������

 	���	��
	���� ����
��� ������
���� 
���.� �	 ������! 5	���
��� 
�� ���	 �	������� 
 ���� �����
�� �	
��	���! 8��	��� ���� ��
�����
�� �	 �������.��� �	� ������ �	��� �� �	����� �	
��	���
������ 
�	��������
�� ����� �� �����
	�%!

<��� ��	����� �������	��
� �	����� �����	���� �� ��I���
���������� �����	.���� �� 
 ��� ���� �������� ������! � ���� ����
�	� ��
���� ��� ��������� ������� ��	
��
����!

<��� 
 ����������� �	������.�� 
 ��������� 	
��
����� 
�����
�������� ��������
� 
�����
	 ��� ������� 
 ��� �	������ �������
��� ������� 
 ���� ������� ��	����� �������	��
 :�����	���� �	
�
�����; ����� 
�	
��
	�%��! 4��������	 ����� ��������% 
 ��
��
��������� 	
��
����! 7	��� ������ �	��
	���� ��	��	����! 8� ���
���	�� � ����������� ������%. � ������ 
������ �	��
	����� 
��
����� ��	��	���!

����
���� � �
����
����� ��������� � �
���������

	���
���! +	� ��� ��
�����%� ���������	� �	�����	��� 
 ���������
	
��
����� ����� ���% 
�
����	 �� ���� 
 ����%�	�� 
��$��� 
���
�����
�� 6 ��������� ��	����� �������	��
 �	 �� ��
�������! <���

��$��� ����
�� ������.��� ��������� ������% �� ��������� ���
����
���� ���%$� ������� ��	��	���� �� 
 �	���� ������ 
�����
��������� ���������� ����� ���������� �	�� �����	�%�� �� 	
���

������! 7	��� ������ �	��
	���� �
	��	
��
����� ��� ����� 	
�
��
����� B()C! *�����% �����	��� �	���� ������	 ���������� �	�	�

��� �����	��� ���������� 
������ ������� ������� ������� ���
�	��� �������
 �� �����%������! � ������� �	��� ������� �� ��
��
�����! 8��	�� ������	� ���	���	��� ���
����� ������
���� �������%
�� ����	���!

#	
��
����� ������� �	���� �� �� 
����	� ��	����! 5� ���� ��
�	�%��� �������
� �����	.��� 
 ������ �� �
������ ��	�����!
5� ������
�.� �������� ������ ����� 
���� �	� ������ ������
� ��	������ �	�	
	� ���������� �	��. 	�����% ����� �������	�
�	�� �	 �	���� ����������� �!�! ��
��� ������ �
	��	
��
����!
1�� ������� ����������	� �	��������	� ��
�$���� ���	�������� 	�
����� �����	��� ��	����� ���������� �	����! ������ � ��� ���
����
�.� �������� ������ �������	�%�� ���%�� 
���� ��	�����
�	����� ������� ���$���� ��������� ��� �	��
� �	� �	� ��� ��
	�������� ����� ����� ����	��
	�% ����������%��. 	����� �����
	� �� ��
�$	�	�% 
 ����� �������� ��� ������ ���������
������
�����	 ������ ��� � 	����� �	�	�%���� �����	��	��!

#�	�%��� ������� �����	.� �� �������� 	������ �������	��

� ��������� 	 �� � ���������� �	��� ������%.! 4� ���� ���������



���� ����	��
����� ��
���
� ���	��
��	
���
� �
���	 �G

��������� ������
���� ����������� �� 	
��
������! 7	��� �������
�	��
	.��� ��	
��
������! 8�� ����	.��� 
 ��	
��
����� �����
���	����! ��� ��	
��
����� ������� �
��.��� ����	������!

��	������� � ��������	� ��� ��������� 	������
����


������
���� ��
������� ����
�����	���� +	� ��� ��
���
���%� ������	��� zi �
������ 
������	� ��������� ������ �
����
���%��
��� � �	����� 
�	��������
�� �	����� ��	! 4� �������
��

�	��������
�� �	����� ��	 ������	�	 �� ����������! 4������	���
Yi �
������ 
������	� ������� 
 ��	����� ������ ��� 
�	���������

�.��� ��������� �
������ ������� 
�������
���� 
�	��������
��
�	����� ��	! 4� ���� ������
��� ��������
���	� ��	 dQ 
�	����
�����
�� ��� 
�	��������
�� 
��� 
���
! 8�	 ����������� ������$��
����

dQi K Yidzi

� ����� 	�������% ������! +����������� ��� 
�	����� ��� ���
��
��� 
���
 
�	��������
��!

�
�����������
 ������
����
! #������� �� ��	�������

�	��������
��� ���
��.����� 
 ��������� ��I��	! +�����	���
����� 
�	��������
�� �
������ ��I�� V ! 1�� 
�	��������
�� 
�����
�	��� ���� �����	.��� �	
����� �	 ��
������� ����������� �������
�������	��� ����� 
�	��������
�� �
������ �	
����� P ! +�������
�
�� ��	�������� 
�	��������
�� ����������� 
�������� PdV � �����
	� �����
	�� ��
�$����. 	����!

7	�������� ������ ����	�% 	���� PdV ���������%���� ����
��	 ��
�$	���� �����������! � �� �� 
��� 
 �������	���� ���

��� 
���
 
�	��������
�� ������ ����	�% ��������
����. ���

�	��������
�� dQ ���������%���� ���� 
 ����%�	�� 
�	���������

�� ������ ���������� �
�����
	����! 2�� ���� ����� �� 
�����	��
����
������ �������	��� �� ��	�������� 
�	��������
�� �����
����	�% �� �	
������ 	 
�������� �����	.��.�� �� �	
����� ���%��
��	���� 6 ���������. ���� Y K �P ! 7���	 dQ K �PdV !

�
	�����
�! 4����� ����������	 
�����	��� ���� �����	.��� ����
��	��� 
�	��������
�.��� ���� ������� �������	��� ����� 
�	��
�������
�� �
������ �����	��	 T ! 4�����	�	�� ��� ����� ������
�����	
���� ����� ���� ��  �� �����	 ������� � ��� ��� ���� �����
�	 ������
�
	�% �
�� ������	�	� �� 

���� �����	���� S � �	�
	��
�������� :entropos 6 ����	��
	���� ������� 6 �		��� ����	�
��
	���> 

����	 
 �'?F �! #����% �� +�	�������;! 7���	 ��������
�
�����
��� 
�	��������
��

dQ K TdS� :�!�;



(F ��� �� ����	��
���
� 	����
 ���	��
��	
���
� �
���	

�����	 ��������� ������� ����������� 
��������

dS K
dQ

T
� :�!(;

1�� 6 ��
������ ������$���� #! +�	�����	!
��������
�! 4��
������ �	�������� 
 ��������� �	���� �������

������	��� �	������������ 
�	��������
�� �
������ �	��	 m ���
����� ����� N ! 4������	� �� �� 
����� ����! �
����% ��� 
�������
����
��%�� ���%��� �������	� � ������	�	 
�	��������
�� �
��	��
����� �����! 4������� �	� � 
 ��������� ����	�� 
�	�	�� �����
����� ��
���	�%� ��� �������	� ����� 
�	��������
�� ������
���!
8� 

������� �����	�	���� � � �	��
	���� ���������� �������	���
:

���� 
 �'J) �! 2! 3������;! L	��� � ���� ���I�
��.��� �� ��
����
	���� ��� � � �������	�	� ���	�%��� 
�	��������
��� ��� ����

����� ����������% ��� 
�������! 1�� ����� ����	�� 
 �	�%���$��!
+�������
� �	������������ 
�	��������
�� 6

dQ K �dm� :�!@;

�����
���
 ������
����
! 4���% ��������� ��������	� �	��
���

��R�M��R�M ���M��R� �� ����R���M�n��Rn��M ���M�mRm� :�!);

��� Ri 6 �	������ 	 �i 6 ���������������� ���  �������!
� �	�%���$�� ����� ����	�%� ��� �i ����	���%�� ��� ��������


�����
� �i � F� i K �� � � � � 	� � ���������%�� ��� �������
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� ����� i��� 
������

	� �����	����� 
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������ ���������� �������	��;
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��� ��� 
 �.��� �������	�������� �������� �����	.��� 
 ����
���
	���� �������� ������� ������� �� ����%$	����! <��� ������
�����	�� ��	����� �!�! ����	�	� ������� ������� S� �� 
��	��	�
��� �� ������	 ����� ���% 
��
	���	 
 �������� ��������� ���%�� �	
���� ������� 
�����
$���� 
 ����� �������� �	� ��� 
�� �		����
� ������� � ���� 
����	�	
��
	.���! � ����	����� �� �������

������	 S� 	����! 4���� ������� ����� ������% �		��������
��� ����	������� ������	! �� �� ������������ ����
�� ������� ��

�
����!��" 	������
�� ��  ��������� ����
��� #����	�� ����
��

����� �
� ��
 � ��������!�� ����$�� � ����
��� 	�� �
" ��� ���"

� �����
���"� ����$
���" �� ����
�%!
#	�������� �	����� ������
	���. �������� ��������. ��

�
�� ���������� ��I��� ������ V�� V� � ����	
� N�� N�  �����
�
	��� 	 ����� ������� ����� ���� ����� �������
���%�� ���%��
���� �������
�����. ���������! ��������� ������ ������� E
	
�	 ����� ������ ���������� �	� � �� �������

E K E� ME�> S:E; K S�:E�; M S�:E�;�

7	� �	� ������� �	������� 
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����� �� �� ������� ��� �	�	��
���� ��	����� E �	����	�%�	� �	� ��� E� � E� ������ ���% �	��
��
����� ����	
���% �$���� �����.��� ������	�%��� �	�	��,

S:E; K S�:E�; M S�:E�;� max

�
E� M E� K E�

5���������� ����
��� �����	�%����� 
 ���� �	�	�� �
������ ��	����
�	����% �� E� � E�  ������ D	�	��	

R K S�:E�; M S�:E�; M :E� ME� �E;�
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���� �����	��� ��������� ������ ���% ����	��
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3�
���� ��� ������� �	������� 
 ���	�������� 	
��
����� ���
�� ��$��%� �� 	�����.���� �����
����! #	���������� 	�	��������
��
������� 
�$�� ���	��
	.�� ��� 
 ���� ����	� ��I��� ���������
������ 	��������%�� �	�� ����� ����
����� ������� �	���� ��
��������� �� 
������� �� ��I���
 ���� ����	��
�� 	 ��� ���	�	��
	
����
� �	
����� :��! :�!';;!

4� 	��������� ����������� 	
��
���� �� �� ����	����� �
�	������� ����	��� ������� �� �	�	���� ����	��� ���������

� �	����� �� ����������
 
 ������� ��
���� � ����
�. 	
����
	
����
����� ������� �	���� �� ��������� �� ����� ����� 
 ��� i���

�����
	� �!�! � 	
����
� 
�����
 ���������� �������	��
 �i!

7	��� ��	���� ���� ���� �����
��� 	
��
���� �	��.�	���� ���
���	�������� � ����������� �� 	
�� �� ���%�� �����	���� �� �
�	
����� � ���������� �������	�� ���������!

&�
��!���  ��� Q	
����� ��������� ����� ���% �����������

	�� �� ��� ��� ���� ���������� � �
����
	� �������	��������
�������! 8���� �� ������$�� �	��� ������ �
������ ���	�%��� �	��
������ �� �����������. ������� �� ���%$��� ����	 �	����� �%� 
�	�
��������
�� ��� � ����� ���������� �	��! #�	�%��� �	�� ������
� ���� ������ 
 ����	����� 	�������� ���������!

5	������ ��� 
�
��	 ����
��� ������$����� �
���
	.��� �����
���	�������� ��������� ��� ���	�%���� �	�	!

Q	
����� ��������� ����� 
��,

PV K NRT� :�!(H;

L���% P� V� T 6 �	
������ ��I�� � �����	��	 N ����� �	�	� R 6
���
��	�%�	� �	��
	� ��������	�� 	
�	� '� @�) �F�� ��R�	� ���%!

��������� ������ E ���	�%���� �	�	 �	
���� ���%�� �� �����	�
���! 8�	 ��������� �	����� �� ���
��� ��� ��
��� ����	! 4����

����. �Q��T �	��
	.� �����������%. �	�	! 8��	�� ��	 ����
���
�	� �	
���� �� ����� �	��� ��	��� ��������� �	��
 ��� ���	������
�	�	! <��� ��I�� �	�	 V ���	���� ����������� �� �����������% ����
��	�	.� �	� Cv� 	 ���� ���	���� ���������� �	
������ �� Cp! 4� ���
�������� ��I��� 
�� ���
������ ����� PQ ���� ���%�� �	 ��
�$����

�������� ������� 	 �� ���������� �	
����� ��������� �����	���
� 
 ����
����
�� � �	
������ ��������� :�!(H; 
���
	�� ���������
��I��	� � �	� ����
���� 	���� 	
��. PPV ! S���� ��� �� ��� ��
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PQ ��������� �����	���� 	 ��	���� � 
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���
�� ����	� ��	����� ���%$�� �	� ��� Cp 
 Cv! #	�����% �
�� ����
������������� ��� ������ ���� �	�	 ��������	� �	� �	� �� ��������
��� ��I���

Cv K

�
�Q

�T

�
v

K
dE

dT
�

�� ���������� �� �	
�����

Cp K

�
�Q

�T

�
p

K
dE

dT
M p

�
�V

�T

�
p

�

5�� �	� ������� �� �	
����� ��������� :�!(H;� �� N K ��
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7	� ��� Cp K CvMR! 4��������� ��� �� 
�
��� ����� 	
����
	 ��
�����%��
	�� �����. ����
����. dE�dT � �	� �	� �� p � V 
������
��� ������ �� �	
����!

9����%��� �	
����� ��������� :�!(H;� ������� �	
�������% ���
����� �� �		����
 ���	�%���� �	�	! 4� N K � 
 	
��
����� ���
����� �� ����
�. :�!�F;

TdS K dE M dA K CvdT M pdV� :�!(J;

4� ���������� ������������ Cv

dS K d:Cv lnT MR lnV ;� :�!(';

<��� 
�	���% lnT �� �	
����� ��������� pV K RT �

lnT K lnp M lnV � lnR

� �����% �
��% ����� R� Cp � Cv� �� �������

dS K d:Cv ln pMCp lnV ;� :�!(G;

�������	 ������� ����� �����	�%�� �� 
�	������ ������� 
 :�!(';�
:�!(G; ��� ��	��� ��  �����	�	� ���%�� �	 �������. �����	���! <��
�� ��
����	 ������� �� �������� ��	��	���� �		���	� P�� V�
:�����	��� �� �	� S�;� �� ������� S ������ ���� ���	�%���� �	�	
���
���
���� 	
����
	�
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���	 (G

-	��� �����	.� S� 	
��� ���. � �	����
	.� :�!@F; �	� �	
����
����% ������� S �� ��������� ��������� �������! -���� �������
�	�% ������. N ����� �	�	� �	���	.��� ��I�� TV ��  ����� :�!@F;�
�	�� �������% S �	 N � �����	
��% 
����� V ��I�� ������ ���� TV �N !
4������
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�
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4� ���$���� ���	�%��� �	��
 �	���� �� ��� 
���� ���� 
 ���
��� ��I��� �	�� �	� ����� ����� �	��
 �� ������
���! 2	
����� Pi
���
���
���� �	
����. :�!(H;� 
 ������ 
����� ����� ����� Ni

i��� �	�	� �����	��	 T � ��I�� V � �	���	���� ����%.! 7	� ���

PiV K NiRT�
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����� Pi �	��
	.� �	��	�%��� �	
������ i��� �	�	! 8���� �	
���
��� ����� 	
�� ����� �	��	�%��� �	
����� :�	��� 2	�%���	;
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4� ���$���� ���	�%��� �	��
 ����� �� ���
������ � �� ��
�$	����
���	��� 	����� ��	���� �����	��	 ����� � 
�������� ������ ��
������.���! 7	��� ��	���� 
�������� ������ ����� 	
�	 �����

�������� ������ �����%��� ���������,

E K
mX
i��

Ei�

4������	�� ��������� ������� �	��
 �� �� ���$���� ��  ���
���
	���� �����	��� T � �	
����� P � 
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 ��� ������� �
	 �	�	 �
������ ����� N� � N� � ��I��	�� V� � V� ����
����
����! 4�  ����
�� :�!@�; ������� ������� �� ���$���� 	
�	
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N
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L���% xi K Ni�N 6 ���%�	� �������	���! 4����� ���$���� ����	�
���� � ��� � �
������%��
��� �
�������� �������! 8������� ��� ���
����	��
�� �	��
 ������� ����� 	
�	
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T
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5������ ���	�	�%� ��� 
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9������� ��� ������$���� �� T K const� �������

� K ��:T ; M RT lnp� :�!@?;

4�������	� �������
	��� ��:T ; �����	
���� ����� ���������� ���
�����	� �	�	 �� �����	��� T � �	
������ 	
��� �������!

� ����� ���	�%��� �	��
 �	��	� ����	
��.�	� �		����������
�	��	�%��� �	
������ Pi� � �	
����� :�!@?; �����  ���

�i K ��i M RT lnPi� i K �� � � � � n� :�!@H;

7	� �	� Pi K
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V
RT K CiRT � ��

�i:C� T ; K ��iC M RT lnCi� i K �� � � � � n�
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 ����� �������.��� 
 ���%��� ������ �� Pi K pxi
�

�i:xi� p� T ; K ��i M RT ln:pxi; K U�iC:T� p; MRT lnxi� :�!@J;

*���	 U�iC:T� p; ��
�� �
�� ��	�	���� 
 �	
�� �	��� ����� 	
���
��
	 	
�	 ����������� �������	�� i��� �	�	� 
������ 
 ������ 
���
�� �	
����� � �����	��� �����! 4� 	�	����� �� ������� ���	�%���
�	��
 ����� ������ � ������ ���������� �������	�� �������.���
	
����
	� :�!@?;� :�!@H;� �	��
	.� ���	�%���� 	��
�	��!

#	������� �������� ��������. �� ��������� �����	��� ���
����%�� ��������� � �	�
 ���� ��������! <��� �����	��	 � �	
���
��� �	��
�� ��� �	��	� �� ��������� �������� �������	 
 	���	���

	���� ����
��� �	�����%�� 
 ���������
	���� ���������� �� �	���

	�  	�	 ����� ����%. �	�������� �	�
 ��� �� ���������! 3	��
�.
 	�� ����� ����	�% ����%. ���	�%��� �	��
� �	� ��� ���������� ���
�����	� i�� ���������� 
 ��� ����� 
�� :�!@H;
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�	����� �	
���� �� �	
����� � �����	���!
8����	��� �� �	� Fi:p� T ;� ���	
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 ���	  �����. Fi �����������

���! � �	��� �����	������ �� :�!@'; ������� 	
����
�

pi K Fixi� :�!@G;

-���� �	���  �����. Fi� ������� xi � �������� �!�! 	�������
����	�� ����	 	��
� ������	���� � ������� i��� ����������! 4�
���� �	
����� i��� ���������	 �	� 	��
��� ������ ������	�%�� �
	
��
������ �	
����. �		 ������� 
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	 UPi! 7	� ��� Fi K UPi� �
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����� :�!@G; ����� 
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Pi K UPixi� :�!)F;
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! #	������� ����% �
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�����

A � B! 9� ���������� �������	�� 	
��

�A K U�A M RT lnxA� �B K U�B M RT lnxB�

*
�����	� ������ 3����	 ��� ���� �����,

O�� K xA�A M xB�B

*
�����	� ������ ������ 
�����
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����� 
 ��� �� ��������
	�,

UO K xAU�A M xB U�B�

4���� ������ �� ���$���� ������ 
�����
,

A� K UO� O�� K �RT :xA lnxA M xB lnxB;� :�!)�;

8��
����� ��� A� 
 F! 1�� 
������� �	��
	.� ��	����� 	�����
	��������� �	� �	� ��	 	
�	 �����	�%��� 	����� �����. �����

���� ���� �������
��� 	
���� ������

	�� ������� 
� �
�������� ����

���
�
 �
�	
���

�	�	���% ��� 	�������� ������ ���� ����� �	 ������ ����������!
0������A�:xA; ���	�	�	 �	 ��! �!�� �� ���� ������� ��� xB K ��xA!
*	
�����  ������ A�:x; � �������� ���$���� :�!('	; ��
���� �
������$���.

PS�� K
A�

T
� :�!)(;

� ����� ����� ����	� ��� ����� m ��������� ��
�$���� 	�	���
������ ��	��� ����� ������ �� ���$���� �����  ���

A� K �RT
mX
i��

xi lnxi� :�!)@;

#	������� ����	�� ����	 ���� ���% ������ ��������� �� �
��
����������
 A � B� ����� 	������% �	 �
	 �����	� 
 ��
�� �� �����
�� �������	��� 	
�� xA� � xB�� 	 
� 
���� xA� � xB�! 8����	���
���. ��
��� �����	 ���� �� �	� ��� ���� 
����� �����	 	
�	 �� ��
������ 3����	 ��� �	����� �� 
������� ������
 � �� ����	 	
��

O� K �:xA��A� M xB��B�;� O� K �:� � �;:xA��A� M xB��B�;�
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O� K O� M O��

4���� ������ �� ���$���� :��� �� 	
�� �����	�%��� 	���� 	��
�������;,

A�� K O� � O���

4���� �����	��
�� 
 ��� 	
����
� 
�	����� ��� ���������� ������
��	��
 �����	�%�	� 	���	 	�������� �����  ���

A�� K A�:xA; � B�A�:xA�; M :� � �;A�:xA�;C� :�!));

<��� ��	��%� ��� xA K �xA� M :� � �;xA�� �� A�� �����	
���� �����
	�������� ����� ������ A�:xA; � ����	��� �����	� �������.����
A�:xA�; � A�:xA�;� ��� x K xA! 7	� �	�  ������ A�:xA; 
�����	


��� 	���	 	�������� ������	���%�	!

���� �
����������
���
 ������

�	���	�� ���	�
�� 7������	�������� �	�	��� ���	�	
��
	.�
�
��% ����� �����	�� �� �	����� �� 
�����
� ������ � ��������
������� ������	 ������
	���� � ����������	 �	��� 
�������
����
�� ���� 
������ 
 ������� � ������%. ��������� �� ��������
	! ���
������ �	��� �� ����� ������
	�%� ����	� 
������� ������ �����
�����%����� 	 
�������� 6 ����	���%����! #	������ ������ �	
���
����
��� � ��  ��������� ������
 ��������� �������� d! � ���
����� �� ���
����
���� �����	 ��  �������� �	
���� �� 	������
����� �������
���� ���������� ����������� ������� 
 ������ ���
�	 �� 
����� ��� �����	 
������ � �������
���� ���������� ����
�����! +��� ����� ����� �����%��
	�% �����.��� �����	�����, j 6
������ �����	� ej � vj� 6 
�������� ������ � ��%�� ������ ���� ���
��
����
�.���� �����	� 	 Pj 6 ��� �	
������ hj K ej M Pjvj 6 ���%�
�	� ���	�%���� hdj 6 ���	�%��� 
 ������� ������	.��� ��  ��������
qj � j�� ����� ����	� Na 6 �������%� ����
����	� ��������!

4�
���� ����� 
�� �	�	���
�� �	
�����!
(�
� 
���
���� ������� *�����% ��������� ������ E �������

����������� �����	�� ������� ��������� � �������� 
����� � ����

����
��� �����	�� 
�����
	� ���������� ������ �	 ���� ��  ����
������ �����	 
�����
��� �����	�� ����	� ����	
	����� ��������
�
��� � �������%. ��
�$	���� 	����,

dE

dt
K
X
j

gjhj M
X
j

gdjhdj M
X
j

qj � Na�

���
����!��� ������� 9�������� ����	 Ni ����� i��� ���������	

 ������� ����������� �����	�� 
�����
	� ������	.���� ���
���
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�� � ��  �������� 	 �	��� �����	���� ���������� �	����,

dNi

dt
K
X
j

gjxij M
X
j

gdjxdj M
X
�

�i�W��

L���% xij 6 ���%�	� ���� i��� ���������	 
 j�� ������� �i� 6 �������
���������� ���  ������� � ������ i�� ��������� 
����� 
 �	
���
��� 	�� �	����� W� 6 ������% 	�� �	����!

(����	����� ������� 9�������� ������� S ������� ���������

������
�� �����	 ������� 
����� � 
�����
	��� ������	.����
���
����
�� � ��  �������� �����	 ��� ��
��	 ����	 :qj K TjdSj�dt�
�����	 qj�Tj 6 ��������� ������� ��� 
������� j��� �����	 ����	 �
�����	���� Tj; � ����
����
	 ������� � 
������
�� ��	
��
���
����� �������
� ��������� 
���� �	��� �������,

dS

dt
K
X
j

gjsj M
X
j

gdjsdj M
X
j

qj
Tj

M ��

Q
�������� ������� 
������
�� ��  ��������� �����	 
�����
	
����� 
�	���% � � �����%��
	���� ������
 
������� ������ qdj K
K gdjhdj ! 7	� �	� ����%�	� ������ 3����	 �dj K hdj � Tdjsdj � ��
sdj K :hdj � �dj;�Tdj � ��� sdj 6 ����%�	� ������� j��� ��  ������
���� �����	� hdj 6 ����%�	� ���	�%���! *����
	���%��� gdjsdj K
K gdj:hdj ��dj;�Tdj ! <��� ��  ������� ���������� ������%�� ������


�����
	� ��

gdjsdj K

�
qdj �

X
i

gdj�dij
Tdj

�
�

��� �dij 6 ���������� �������	� i��� ���������	 
 j�� ��  ��������
������! 7���	 �	
����� ����������� �	�	��	 ������	�� 
��

dS

dt
K
X
j

gjsj M
X
j

qdj �
P
i

gdj�dij

Tdj
M
X
j

qj
Tj

M ��

7	��� ��	���� �	
����� ��� ������� 
�����
	 � ������� ���.�

��

dE

dt
K
X
j

gjhj M
X
j

qdj M
X
j

qj � Na� :�!)?;

dNi

dt
K
X
j

gjxij M
X
j

gdj M
X
�

�i�W� � :�!)H;

dS

dt
K
X
j

gjsj M
X
j

qdj �
P
i

gdj�dij

Tdj
M
X
i�

�i�ni�
T�

M
X
j

qj
Tj

M �� :�!)J;
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L���% ni� K ��i�W� 6 �������
����% ��	��
	��� i��� 
�����
	 
 	��
�	����� T� 6 �����	��	 	�� �	����! <��� ��  �������� ������

���� ��

dE

dt
K
X
j

gjhj M
X
j

qj �Na� :�!)';

dNi

dt
K
X
j

gjxij M
X
�

�i�W� � :�!)G;

dS

dt
K
X
j

gjsj M
X
j

qj
Tj

M
X
i�

�i�ni�
T�

M �� :�!?F;

��� 
 ����� �����
�� ������
 
��.���� ������ ����	� 
�����.����
�� ��� ������	���� �� ���������� �	������ ������ �	
���� ��
������� �	����!

<��� 	���	��
	���� ��	����	��� ���� ������	� ����	 dE�dt K
K dNi�dt K dS�dt K F� �� �	���	���� �	
����� �� ��  �����	�%���
��
	�	.��� 
 �������� ������$����! 4� 	��������� ���������
���� ������	 �	�	��� ����� �	���	�% �� ��� �	����� ������	 
��
����� 	 
 ������ �	 ���� 	���� ���	��
��! 7	� �	� 
 �	�	�� � �����
����	 ��������� ������� ����	��
�� �� ����� ��������� ������� ���
������
	 
�����
	 � ������� �	 ���� 	
�� ���.! E	�	��� 
 ����
����	� �	��� �
������ � ������� ������$����� �
���
	.��� ������
�	 ���� ��	����� ��	�	����� ������� 
 �	
�� �	���� �	
�����!

2�� �	������� ������� ��������� �� ������%��� 	
��
����� ����
������� �������	�������� �	�	��� ���.�  ���

VE� K
X
i

VEi� VN� K
X
i

VNi� VS� K
X
i

VSi�

��� i 6 ���� ����������� 	 ������ F ��������� � ������� 
 �����! �
�
�. �����%� VEi� VNi � VSi �������.��� ������$������ :�!)?;W:�!)J;!

7������	�������� �	�	��� �
���
	.� �������
����% � ����	
�
������
� ������	.��� 
 �������� ������� ���������� ��
	����� 

��� � ����
����
� �������! 8�� �� ���
���.� �	��� ����
����
�
������� 
 ����������� ������
	���� �������� ����	 ����������
������
	.��� ��� � ����� 
�����
�� � �������!

���������	�� ��	����� � ������������ �������������

���	�
�� � ������
	���� ����������� ������� ����� i�� � j�� ����
������	�� 
�����	.� ������ ����	� ��  �������� ������ 
�����
	�
�����	.� ���������� �	����! ���$��� ������ �������
�.� � �����
����� ������� �	���� �� ��������� � ������ �� 	
��
���� :�j K F;
����� 
��

dS

dt
K

�

Tj

�X
i

�
qij M qdij M

X
k

gdijxijk�jk

�
M
X
k�

�k�nk�

�
� :�!?�;
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L���% k� 6 ������ 
�����
	� ��	��.������ 
 	�� �	����! *�����%
��������� ������� 
 �	��� ������� �
��	�	 � �� ������������%.!
8�	 	
�	

� K
X
j

dSj
dt

� :�!?(;

8�	 ������	���%�	 � 
 ��� ����	�� ����	 �� ��� ���� ������� ������
��
�.�� �	� ��� �	
�������� ������
 �� �������
��� ��������� ����
������ qij:Ti� Tj� �i� �j� pi� pj;� gdij:Ti� Tj� �i� �j� pi� pj;� nkj�:Pj � Tj� �j;
������ ���% �	��
�� ����� ����	 �� j �������.����� ��� ��	�	��
��� 
 :�!?(; ���	 ������	���%�	 �� �������
�� ���	�%��� ������
!

8������� ��� ��� �	���� �������	�������� �	�	���
 �� �����
���� ��	��� �	
����� ��������� �������� S:E� V�N ;� ����� ��$%�
����� �	�	� �	
�������% ������
�
	�	! 7���	
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i��
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4��	���� �	� �� �������	�������� �	�	���
 
����	.� 
�	���
��� ��� ����
����
	 �������!

�
	�����
�� #	������� ������
	���. �������� ��������. ��
�
�� 	
��
����� ��������� � �����	��	�� T� � T�! 4���� ����	
����� ���� �	
���� �� T� � T�� �	� ���

sign q:T�� T�; K sign:T� � T�;� q:T�� T�; K F�T� K T�� :�!?@;

� ����
����
�� � :�!?�; �����

VS� K �
q
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� VS� K

q
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�

�	� ���

VS K � K q:T�� T�;

�
�
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�

�
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�
� :�!?);

� ���� 	
����
	 :�!?@; ����
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� ������� ������	���%��!
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 �	��� 0�%� � �����
�� ����� ��������	��� �	���
���� �����	��� � ���  �������� �k� ��

� K
k

T �
:rT ;��

&���
����
���� �����	
�
���� 2�� �
�� ��������� ����������
���.��� �����	��� T � ���������� �������	�� �� � ��� gk 6
����� k��� 
�����
	! *���	��� :�!?�;

VSj K �
�

T

X
k

gk:��� ��;�kj� j K �� (�

*�����% ��������� ����	��� �������,

� K VS K VS� K VS� K
�

T

X
j

gj:��� ��;:��j � ��j;� :�!??;

4� ���� �	���� �	���������	 ���
���
��.� ����
�. ������	�
���%����� � �� ��� �� 	
��� ��!

*
����
����
���� �����	
�
���� 4���% �����	��� ���������
	������� �	� � �� ���������� �������	��� � ����� ���� �������
�
������ �	���������! *�
�$���� 	�	������� ����� �	� ��� ���� ����	�
�� 
 	���������� 
�$� ����	��� ����
����
� ������� 
 �������
����� �	���	�% 
  ���

� K
X
k
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�
��k

T�
�
��k
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�
M qk

�
�

T�
�

�

T�

�

� :�!?H;

��� qk 6 ����� ������ � ������� 
�����
	� gk:��� ��� T�� T�;!
�
��p��������
 ������
����
� #	�����p�� �
� �����������

p	��������� ��p$���> P� � P� 6 �	
����� 
 ���������	�� T 6 ��
�����p	��p	! #	�����% �	
����� 
���
	�� ��p�������� ��p$��! 8���
��	��� ��p�� v ���p���% ��������� ��I��	 �	���� �� ���������� �
��
�	���. � ��p��������� ��p$��!

4p���
����
� ���p���� ��p��������� ����$����� ���p���� p	��
���
	.����� �p� ��p�������� ��p$�� q K v:P�� P�;:P� � P�;� � ����
��p	��p�

� K
v:P�� P�;

T
:P� � P�;� :�!?J;

��� �	
�������� ���p���� �� ��p��	�	 �	
����� ��p���������
�	p	���p�� �p���� ��p$�� � ������!

�p���
��p����
  ���� 4p� �p��������� �	�	 ��p�� ���	.���
���p����
� :�p�����%; ��� �	
����� ���������� �� P� �� P�� 	 p	���� g
�	
���� �� ��p��	�	 �	
�����! E���� �p�����	�	�%� ��� ����� ����	 q
���
������ � ������� �	�� ��� �����p	��p	 �	�	 �� ����������!

� K g:s� � s�; M
q

T
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q K g:h� � h�;�

	 �	��� �����
	�� ��� ���������� �������	�� ���.� 
��

�i K hi � Tsi� i K �� (�

�������

� K g:P�� P�;:�� � ��;�T� :�!?';

2�� ���	�%��� �	��
 ���	�%��� �	
���� ���%�� �� �����p	��p�� ����
����

� K g:P�� P�;:s� � s�; K g:P�� P�;R ln

�
P�
P�

�
� :�!?G;

)p��
�� "����
��� � 	p
p�+
���� #	�����p�� ��p�����	������
��. �������� 
 ����p�� �p� ���������� �����p	��p� T � �	
����� P
�p�������� ���������� �p����� 
��	

X
i�Ij�

�ijBi�
k�j
��
k�j

X
i�Ij�

�ijBi� j K �� � � � � r� :�!HF;

L���% j 6 ����p p�	����� Bi 6 ��	��
�.��� ����������� Ij� �
Ij� 6 �������
� �������
 �������� ����������
 � �������� �p��
�����
 p�	����� �ij 6 ���������p������� ���  ������� :��� �����
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4� �������
�� ����	������� :� K F; ���������� +42 	
�� +42
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�� K ��
T�
T�

�

<��� �� ���% 
���������% �	���� ������% ����
����
� ��������
�!�! �	��� �� �	���� ��� �	�%��� � 
 �� 
 F� ��� �����	
�
 �� 
  ��
���� :�!JF;� ����� �	��� ����� �����. ������ ��� �! � ��! ) ���	�	���
�	� �� �	�	���� �������� p � �������� �����������	 �	�	� �����	
����� ���% �	����	!

,����������� �
	�����
�� #	������� �������	�������. ����
���� :��! �!@;� ��������. �� �
�� ������
� ������
	.����� ��� �
����� ������! E���� ������	�	�%� ��� ���������� �	
����� ������

����� �������%! 8����	��� ���� gi� Ci� Ti�� Ti�� si�� si� 6 	�����
�����������%� �����	��� � ������. i��� �����	 �	 
���� � 
�����
����
����
���� :i K �� (;� Wi K Cigi 
������ ��
�
	���� i��� �����	!
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��������� �����
��
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����� �	�	��	 ������ � ������� ���.�  ���
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g�:s�� � s��; M g�:s�� � s��; K ��
:�!J�;

L���% � 6 ����
����
� ������� �	 ���� ����	������� �������

�����������	!
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Ti� � Ti�
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����� 	�������% �����	���� ��� ���

������� �	
���� �� ������ �����	��� i��� �����	� 	 �� �	���
	������ �����	�� ����% ������ ������ � ���� ������ �����	���
� :Yi � F� ?:Ti� M Ti�;! E���� �	��
	�% Yi �  ����
��� �����	���
�� i��� �����	! 9� :�!J(; �������� ��� � ����%$����� ����	�������
������	 �  ����
�	� �����	��	 �	��
	����� �����	 
��	��	��!
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4� �	�	���� �����
�� �	����� � �����	��� T�� 
������	 Y�

 �����
	�	! Z������	��� ����
����
	 ������� � �	 ���� 
���	
W�� W� � �	 ���� ��	���	��� ����������	 ���
����� ��  ������

	���� ��
������� �������������	 �
������% �  ����
��. ������
	��� 
����� �����	� 	 ��	���� �� �	�	���� T�� ��
����% T��!

)���
�� �
����
��� � ����
�
��� �%"���	��
����� ��
��� #	��
������ ������ 	�������� ������ ��������� �� �
�� ���������! 8���
��	��� ���� qi� Ti� si� pi� hi� xi� �i 6 	����� �����	���� ������.�
�	
������ �������	��. ��.��
��� ���������	 � ��� ���������� ���
�����	� 
 i�� ������! 4���� ������ i K F ��� 	���������� �����
�	� i K � ��� �����	� ����	������� ��.��
�� 
�����
�� :�	� ���
x� 
 x�;� ������ i K ( ��� �����	� ���������� �� ��.��
��� 
������

	 :x� � x�;! + ����� 	�������� ���
������ �����
�� ����� q�� ��
��������	 � �����	���� T� � ��
������ ����� q� ��������� � ����
��	���� T�! 4���
����
� ������� �����	��� ���� �!

L	��$�� ��
��	�	�%�� �	
����� �	���	�%����� �������������
�� � ����������� �	�	���
 ��� ����� 	�������� 
 ������ 	 �	���
	������� �	�	���
�� ������$���� ���%�� ��� 	������ ���	! � ���
������� ����	� �	��	 	������ ���	 �	 ���� ���	���� ���������� �
����
����
� ������� �
��	�� ���%�� � ������	��
���� �����	��
������ � �	���������	!
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�$�� ��
	����.���� ��	������ 	 ��	����� ���	�%��� � �������! * ������
:�!J@;� 
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 g� ���� g� � g�� �������
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�
q�
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M � K F� :�!J?;
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K h� � h�� Ph�� K h� � h� 6 ������ ���	�%��� ����
����
�.���
������
!
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� ����������� +42 ������	 	�������� ����� ���%
������ ����$���� 	�����
 ����
��� �����	 g� � �����	 ����	 q�,

� K
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q�

� :�!JH;

9� �	
����� �	���	�%���� �	�	��	 :�!J@; 
�	��� g� ���� g�! 8���
��	��� a K :x� � x�;�:x� � x�;� 7���	 	���� 
����� �����	 g� K ag�!
Q	
����� :�!J);� :�!J?; �����$���� 
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q� � q� M g�:Ph�� M aPh��; K F� :�!JJ;
q�
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�
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M g�:Ps�� M aPs��; M � K F� :�!J';
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L���% F K T � :Ps��M aPs��;�Ph��� ah��! 4�	����� ���	�%��� �
�������� 
������� 
 F � ���.� 
��

Ph�i K Cp:T� � Ti;� i K �� (�

Ps�i K Cp ln
T�
Ti
�R ln

P�
Pi

MPs��� �Ps��i� i K �� (�

1������ ���$���� ������ ���� ����� i��� �����	,

Ps��i K RB:�� xi; ln:� � xi; M xi lnxiC� i K F� � � � � (�
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�� ��	�	���� 
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� ������� � 	
�� ���.� � 
������	 �����������
+42 ������	�� �	������	� 	
���� ��
��� ��	�	����� 
 :�!JG;! 8���
��
 ����� ��� ��� ���� �������� ����	������% ������	� �!�! �	���
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 ���	��
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���
� �
���	

�����	�%�� 
�������. �� �	���� ����
������%����� 
 ��������
������ � �	���������	 
������� �� ����� �������% ��	����. �����
�� ����������� +42 ������	 	��������!

� ��� ����	�� ����	 	�������� �������
������ �	 ���� �������
��� 	������ ���	 � ���������� ����������� �� ������ 
 ��
��
��������� :	������� ��� 	�������; � 
��������� 
� 
���� �����
����� :��������;� 
�	����� ��� ����������� +42� ������� � :�!JG;�
�� 
��.�	.��� ���������� �������	�� ������
� ����� �������% ��
�������	�������� �	�	���
 ��� 	������ ���	!

7	� �	� �		���� 	������ ���	 ����.��� ������������ �� ���
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���� 	
�� ���.! 9� ���� ����
�� �������� ��� 	���� 
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	� ���
���������� �� ����� 
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2�� ������ ����
����
	 ������� � 
��% ������ ����� 	����%
�	 ��	���! 5	����� 	����������������������� ���� ����� ����
�
�� 	����% �	 ��	��� ������ � �	���������	! 8����
 ����� ����
���
��
� ������� �� �	 ��	��� ����������	� ����	 ������ 	��
�� 
��
������� �� ������	� ���	�� �
�� ����� 	��
��� ������	.���� 

������� ����
����
� ������� �� �	 ��	��� 	�������� �
 �	 ��	�
��� �	��
	 	��
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 ������� 
��$��� ���������� � �� �	 ��	���


�������� ������ 
 �������� ����� �	��� � K
�X
i��

�i! 1�	 
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�� 
 :�!'(; ���
����� �	��� ����	����. 
���..
������ ��� ����������� +42 ����	!

����%������/�
"����
���� � �
���/����%������� ������Z��	���
����	� 	���	 ����� ���% �������	 �� ���%�� �	 ���� ����	�� ����	
�� ����� ������� � ����� ��������� ���
�	�� �	� ��� ���������

 ����� �����
�� �	$���� �� � �	 ���� ����	�� 
�����
	 �� ���	
� ���%$�� � ���� � ���%$�� ���������� �������	���! #	�������
�������� ��������. �� �
�� ���������
� 
 ����� �� ������ �����
������ �������	� ��������� 
�����
	 	
�� ��� 	 
 ����� �� :���
������������� �� 
 ��; � 	������ ���	� �		���� ������� ������
����� ������.���! +	� � 	���� �	��$�� �	�	��� 
�����
	� ������ �
�������� ����� ��� 
 ������ �	 ���� 
�������� ������� �������
� ��������
� ����� N 
�����
	 ��� 	������ ���	 �� ������.���!

4������,
	; ��� ������

q� � q� � P K VE K F> :�!'@;

�; ��� 
�����
	
g� � g� K VN K F> :�!');


; ��� �������
�

T
:q� � q� � ��g� M ��g�; M � K VS K F� :�!'?;

L���% ������� ��� �����	��� ������
 g� � g� ����	��
�!
� �	����
� ������ �  ����
����� ����	 ����� ���% ������

����$���� ������ �������� � ������ g�,

� K
P

g�
�

9� ����
�� :�!'@;W:�!'?;� ����.�	� g�� g� � q�� �������

� K �� � �� � �
T

g
K

�� � ��
� M �T�P

� :�!'H;

8�	���	� �����	 ���	�	���� �  ����
����� ��  �����������	�
��������� ����	 	
�	 	������ ���������� �������	��
 �� � ��!
1���� �����
	�� ����	�% �� ������ ����������� �������	�	 �	� 
����
���� �
������� ������ 3����	� ���������� � ������ ���. 
�����
	!
9������� ����	������% �	���������	 � �����
 
������� �� �����
� �����%��
	���� :�!'H; ������
���� ����$��% ��	����. ������ �
�
��	�% ���	�	���% �  ����
����� � ���  ������	�� �	�������	��
� ������  	���	��� �������.���� ����	������%!

-��	���. ����	�	���� �����	�% 	�	�������� 
���	��� 
 ���
����	�� ����	 �����	��� ���
�	�
 	������� 	 ���	�	���% � �
 ����
����� ����	 	
�� ����$���. ���	�������� �������� � ����
�	���� ������ ������� ����	���� �� ������ �� ���������
,
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���	
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P

g��� M q�
�

� ����� ��� �������
 ��������� �	�	�	 
������������	�%����
����	 � �����	���� T� � ���%. ����	�� �����	 g �� ���������
 �
������ �������	��� �� � ��������� � 
������ �������	��� �� B)'C!
9� ���������� 
�$� 
�	����� :�!)';W:�!?F; �������� ��� ���  ����
��� �  ����
����� �	��� �������  �������� �����
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g

q
K
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��� TT� � ��� TT�
�

�

q:��� TT� � ��� TT�;
� :�!'J;

!����"������� ��������� �������� ��� ��������� �����#

	� ��������
�� ������� ����
�	���� #	������� ��	����	�
��� ������� 
 ������ VE K VN K VS K F! � ���� ����	� �� �	
�
����� �������	�������� �	�	���
 :�!)?;W:�!)J; � ��	
����
	 � �
�min 
����	.� ����
��� ������ ������ ���
���
���% �	��������
��	����� ��������� 
 ��	����	��� ����� �������	���������
������	, X

j

gjhj M
X
j
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j

qj �Na K F� :�!'';
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� ��min � :�!GF;
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� ���  �������
 �������� � ����� �������
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 	����
 ��� ��������� 	������
����� ����������������� ������ ��������� �������������� ������
������ 	 ��� ��������	�  ���������� !��" ������������� #	�#���#
���������# $�����	����	� !�������%�

& �����" ���	� p������p�� �p�����
 ����p� �p� �������" �p���
��" �������	����� $�p����" 	������� �	��'��� ���% ����� �����
�����'� ����������� (���� �������
 ���	���# ������ � ����� p���p��
������� �	��'��� ��� 	� 	p����� ��� 	 �p���p����	�
 �p� ����p��
����p�������� �p������
 �����	����# �p���	����	�� !��p����
 ���
� ����������� & p#�� ��'���	 ����" �����'� ��"�� �� '�����#
��� ��# ��� ��p�������# �p��'���# ���)��� ����� ������� ������
& !��� ��'��� ��p��#��# ���'���� �����' ���������� ����'�

(�� ��� 	 ������" ������� �p���	����	� !��p���� ������	�� �	#�
���� � �p���	����	�� !��p���� 	 ������ �� �� !�������	
 �� �p�
�p�����p�	���� ����" ������ ���������� ���������� p���p�������
����' ������������ �������� �p����" �������	����� �p������	� *���
���' �������� �p����" �������	����� ����	����	'�� ���������� 	���
�����# 	������� ���������� !��p����  p� �p�����p�	���� ������
������ ���������� ����� �p������� 	���������� 	���#��� 	 ���
����������

 �p	��������� p������p�� �����' � ����������" ���������� 	
����� 	���� +���� ���'����� ������)���# ����p�����p'�� ��# ���
���� p#�� �p������	 $������ � �������p�����
 �p������p�	���# �����
������ �p�	p�����" � �p�%�

 ������ ����������" ���������� ����� �	#��� � ����" ��
���������� 	 ������������� ����� � �����������" ������� & !��"
���	� ������ � �����������" ������ ��)��� 	 ������ ���������� ����
�����	 � ���'��� ���������� ������ ����������������� ��# �����
���� ����	 ������� *���� �p������	 ����������" ���������� �����
�� 	����
 ��� � ����� ��p����� �p������	� ,� �'���� �p���� ���
)�� 	����������" ���������
 ��� ������ !�� �p���� ����	����#
p�����'���� � p��)�p��� �� ����� ��)� �� ���� ����	���� 	���
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�������	����� �p�������

+�����������" �������. ���	#��� ���'�����' ��  ��������
 ���
������ �������' ������������' �����#��� ������" ������ �����
	����	'�� �����'� �����	����	� !��������

���� �����	
 �	�	������ �	��	��		

���������� 	�
��� (���������������" ������� ����������'�
�� �	� ���� ��������� / �������	�� $��������'��
 ��	�����
 ����
��������# � ���% � !�������	�� $��0��
 	�'�����## !�����#
 �����
����" ���������� 	�����	� 	 �������
 !������# � ���%�  �� �������
���������" ������ �� �	� ��������� �������	�� ��������� ��#
�����" �� ��� ����	����# ����������
 � !�������	�� ��������
�� '����)����# 	� ������� ���
 	� ������� ����� ��������� �����
)� ��������� �'�������� ��0����

1'��� ���������� �������	�� ��������� ��# i�" ������ ���
��� ui
 � !�������	�� ����� xi� & ����� ��'��� !�� ��������� 	���
������ *���� �	� ���������� ���������'�� ��'� � ��'���
 ��������
����' u� � u� ���	���� � 	�������	���� ������ J$u�� u�%� 2'����# J
��# ����#��� u� � u� ������	��
 ��..�������'��� �� ��	��'������
���'�����	 � �������� ����'����� �	�"��	���3

�J

�u�
� 4�

�J

�u�
� 4�

J$u�� u�% 5 4� u� 5 u��

$6��%

 ���� ��� !��� ������ �����	��� ���

J$u�$l%� u�$l%% 5 a$l% 7J$u�$l%� u�$l%%� $6�6%

��� a$l% � 4 / ��!..������
 ����������'���" ������������� ��	����
����� �������� �� l� *���� ����" ��!..������ �������� A �����
 ��

LZ
�

a$l%dl 5 A� $6�-%

8��� a �����#���
 �� a$l% 5 A�L� 9��'���� l ����� ����� ���� 	���
���� ��� ��	�������� ����������	���#�

& ����� ����� ��'��� J 5 $J�� � � � � Jj� � � � � Jm% / 	����� ������	

u� 5 $u��� � � � � u�j� � � � � u�m% / 	����� �������	�� ��������� ��"
��������� $� 5 �� 6%�  ��	�� �� '���	�" $6��% ������ 	��

�Jj
�u�k

� 4�
�Jj
�u�k

� 4� k 5 �� � � � �m� j 5 �� � � � �m� $6�:%
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Jj$u�� u�%Xj$u�j� u�j%dl $6��%

,�������� 	)� '���	�#
 ����p� '��	���	�p#�� .'����� Jj
� Xj
 �p�	��#� � ���'
 ��� �'���
 ���#��# ��� ������ �����p���

������������ ��p��������#�

1'��� ������������
 ��� 	 ��)�� ������#����� ��������# ���� ��
�������	�� ��������� $��# �������������� u�$l%%
 ������# �����
��������� �������# �� ���������� �������	� V � &����# �� ��p�����
��# 	 ���' ��������# X� �����#���# ���
 ���

du�j
dl
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j$u�� u�%� u�$4% 5 u��� j 5 �� � � � �m� $6�<%

*���� ����
 ������� �������# 	��� ��� ����� ������	 �����3
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�

Jj$u�� u�%dl 5 Jj � j 5 �� � � � � k�� k� � m� $6�=%

& !��� '���	�#� ����'���# ��"�� ����������� �p���	����	� !��p��
��� 	�
��������� ������  ��'��� '���	�# ������������� ������

$6��%>$6�=% ���	��������� ��# ����#����� ��'��# $m 5 �%
 � ����� ��#
	���������� & ����#���� ��'��� ������ ����)���# 	 .����
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�

J$u�� u�%X$u�� u�%dl � min
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du�
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$u�� u�%� u�$4% 5 u��� $6�@%
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 ��� 	 ����������� �������� 
$u�� u�% �5 4B !��
���	��#�� ���	���� �����' ���������"

dl 5
du�


$u�� u�%
� $6���%

 ���� !��" ����� ������ $6�?%>$6��4% ������ 	�� $������� ���	����
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J$u�� u�%


$u�� u�%
du� 5 J� $6��-%

�

L
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$u�� u�%
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� .������	����� �������� u���
C�� ������ �'����	���� ����� �������" ������ $6�?%>$6��4%
 ���

��� �� �������� ��..�����������" �	#�� $6�@%� 8� ��)���� u�� ���'�
�����# �� ��� .'����# l
 � ��� .'����# u�
 ��� 	� ������ ��'��#� ���
����� ��������� 2'����# D������� ��# ������ $6��6%>$6��:% ����)���#
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$u�� u�%
EJ$u�� u�%$X$u�� u�% F ��% F ��G� $6���%

'���	�# ������������� 	 .���� �������� ������'�� $��� ���@% �����
	��

u��$u�� �% 5 arg max
u��V

R$u�� u�� �%� $6��<%

 �� ���'���	�� ����������" ��� 	�'�p� ���'�����" ������� V '����
	�� �������������� R �� u� ������ .���'

$X F ��%$
J
�

u�
� 
�u�J% F 
JX�
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� ��


�
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5 4� $6��=%

H���	�� $6��=% ��	������ � ��	����	��� $6��-%
 $6��:%
 � ����� � ������
	�����

R$u�L� u�$u�L%� �% 5 4 $6��?%

���	��#�� ��"�� u��$u�%� u�L� ��� ���
+����� ������ '��������# 	 ����� ���������������� ��'���
 �����

�������� ��������# ���������" u� ��������������� �����'3
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�
�J$u�� u�%
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�X$u�� u�%
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�
� $6�64%

� '���	�� $6��-% 	 !��� ��'��� ��p���)���# ���
u�LZ
u��

du�
c$u�%

5 J � L� $6�6�%

��� �������#�� u�L ����	����� �� ������������ ��)���# u
�

�$u�%�
����������	
� �����	���
� & ��� ��'���
 ����� ��!..������ ���

������ a �� �����#���
 ����� ����� 	 .���� $6�6% � '��	���	��#��
���������
��� $6�-%
 .'����# a$l% �������� �����������' 	���'� H���	�� ����
����������� �� a$u�% .'����� D�������

R� 5 R$u�� u�� �%� ��
a$u�%


$u�� u�%
�

��� R �������#���# 	�������� $6���%
 ���	���� � ��	����	'

7J$u�� u�%$X$u�� u�% F ��% 5 ��� $6�66%

������� �'��� ����	��� � '���	�#� $6��=%
 $6��?% 	����� � ���������
���� $6�-% � '���	��� ����������������� a$u�% � 4�
��������� ������ H���	�# ������������� ��# ������ $6��%>

$6�=% 	 ����� ��'��� ����� .���' �������� ������'��  ����#����
$��� ��� @%3
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j��

E��Jj$u�� u�%Xj$u�j� u�j% F �j
j$u�� u�% F �jJj$u�� u�%G�

d�j
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5 � �H

�u�j
� j 5 �� � � � � k� �j$L% 5 4� $6�6-%

u��j$l% 5 argmax
u�j�V

H$u��$l%� �$l%� �%� j 5 �� � � � � k� �j 5 4 �p� j � k��

$6�6:%
& ��	��������� ��'��� �� 5 ���
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�
����� ������� �� ��
���
 �
�� 9������������
��)���� '��	����" $6�6-%
 $6�6:% ��	������ � '��	����#�� $6�<% � '����
	�#�� $6�=% 	������� ��)� 	 ������ ��'��#��  �� ����� ����������
�� ������������������ ��	��	���#
 ����� ������ J � ��� X �	#���
������)���#�� ,�������

J 5 AXT � $6�6�%



���� �����	
 �	�	������ �	��	��		 �=

	 ������ ������� .����������������� ��!..�������	 A �����
�������� �����������#
 	�������
 ���#��� ��� ������ ���������
	 $6��%
 ������������ �����������# �	���������#.���� �� ����������
�������� ���� & !��� ��'��� ��)���� ������ ����������� '��������#

� ������
 �� ���	�� �� !���� ����� ��������� '���	�# $6�<% � ����"��
� ������ � �����'�� �������� �������# �	���������" .���

	 5 $XAXT %� min $6�6<%

��� '���	�#�

kX
���

a�jX� 5 Jj� j 5 �� � � � � k�� $k� � k%� $6�6=%

 ��������� 	 !��" '���������" ������ #	�#���# 	����� �	��'���
��� X� (�� ��� ������ $6�6<%
 $6�6=% 	�'���#
 �� �� ��)���� ����	���
��	'�� �����#���	' ������ ��������� $��� ���@%
 � ������
 �������
����� X�

� �	�����# � ��)���� ������" ������ �	����������� ��������
����	���#�

I� 	����� !���� �����#� �������# 	������ u� � V 
 '��	���	��#��
��� '���	�#�

Xj$u�j� u�j% 5 X�

j � j 5 �� � � � � k� $6�6?%

� '��	����#� $6�<%� J�# !���� ����� ���������	��� '���	�# $6�6?% ���
'��	����#
 �������#���� ��	�������� u�$u�%�  ���� ��������	�� !��"
��	�������� 	 $6�<% � ��)���# '��	����" ���'��� u��$l%
 � ������
 �
u��$u

�

�$l%% 5 u��$l%� 8��� ��"������ ��)���� '��	���	��#�� �����������
#�
 �� ������ $6�6<%
 $6�6=% !�	�	������� �������"
 � � ��)�� �������
����������" ����������� 8��� u��$l% �� V 
 �� ��)���� ������ $6�6<%

$6�6=% ���� �����' ����' ��# ������������ �p���	����	� !��p�����

�����
 	� �����	� ���� � ������� &��p�" ��'��"
 ����� p�)����
�������p��" ������ ��p�������� '�p������#
 !�� ��'��" ����	����
����� 	�������"��	�"
 ����� ����" �� ������	 ��	���� ������ ��
�	��� ��p������

Jj 5 Jj$u�j� u�j%� j 5 �� � � � � k�

�� �� ��������# � � ����� Xj 
 �p����

du�j
dl

5 
j$u�j� u�j%� u�$4% 5 u��� u�$L% 5 u�� j 5 �� � � � � k� $6�6@%

& !��� ��'��� ������ � �����'�� ���������� p���������# �� k
������p�� ����� 	���

	j 5
�

L

LZ
�

Jj$u�j� u�j%Xj$u�j� u�j%dl� min $6�-4%
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�p� '���	�� $6�6@% �

�

L

LZ
�


j$u�j� u�j%dl 5
u�$L% � u�$4%

L
� $6�-�%

9��������� ������p���' ��'��� ��# 	��p� �����" �� ��p�����
�� u�j ����� �������� �����	����

u��j 5 arg max
u�j�Vj

�
�


j
$JjXj F �j%

�
� $6�-6%

���
 	 ����� �����" .�p��


Jj$u�j� u�j%

dJj��u�j

d

du�j
$JjXj%� JjXj 5 const 5 �j� $6�--%

&������ �j ��p����#���# �� '���	�"

u�jZ
u�j���

du�j

j$u�j� u��j$�j � u�j%%

5 L� j 5 �� � � � � k� $6�-:%

K���� ��������#
 ��� �������# u�j ����� �� ��# 	��� j
 � �����
�� ��# j 5 �� � � � � k�� k� � k� (���� ��# ��p�������# �j ��	������
� u�j �p� j 5 k� F �� k ����� ������������� '���	�# p�	����	� �'��
	p�����#
 ���#���� ��� ������ argmax 	 $6�-6%
 �p���� 	 .'����#�

j � gj� fj 	����� u�j ����� ������� u�j
 � 	����� u�j ����� u

�

�j$�j � u�j%�
C�� �p���	���# ����'�� �� �p������ ������'��  ��p#�����

����� �	���	
� L� &	������ ��������# ��L 	 �������" $6��% �
'���	�# $6�=% ��� .������	����� �������� L ����� �� 	��#�� �� �����
������� ��)����
 ������ ��� ������ �����' ���������" � ��� ������
����� L � �������������� *���� ����
 ���� �������� L ����� ������
���� �����������' 	���'�

 �� ����� 	���� .'�������� D������� ��# ����	����	'���" !��
����������" ������ ������ ��� ����������� �� L $��� ��� @%�

I�������
 	 ������ $6��6%>$6��:% .'�������� D�������

R 5
�

L

u�LZ
u��

R$u�� u�� �%du��

��� .'����# R �������#���# ��	����	�� $6���%� H���	�� �������������
�� R �� L ���	���� � '��	�����

R$u�$L%� u�$L%� �% 5
�

L

u��L�Z
u��

R$u�� u�� �%du��
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& ����" ������ $6��%>$6�=% ��# 	���� L � '���	�#� $6�6-%
 $6�6:%
����	#��# '���	�#

kX
j��

Jj$u�$L%� u�$L%%EXj$u�$L%� u�$L%% F �j G 5

5
�

L

�Z
�

kX
j��

Jj$u�� u�%$Xj$u�� u�% F �j% dl� $6�-�%

	�������� �� �����	���# �������������� �� L ��������� �� .'���
��� H
 	 �����'� ����	��� ��������� ��L ����� ���	� � �������
��������� ��� ������ �'���

���� �����	
 �	�	������ �	��	��		

��
 ���������� ���������

 ������������'�� ��������	���� '���	�" ����������" ��������
��� �� ��������� �p��������
������������ (�p�������������# ���� X 	 ������ � ���������

��" ���������� �������� ������������� ��	��

X$T�� T�% 5

�
�

T�
� �

T�

�
� $6�-<%

a ����� J ��	�� q$T�� T�%� 2'����# 
 	 '���	�#� $6�@%
 �������#�� ����
����� ��������# ��������'� T�� & ����)����	� ��'���	 ����� ����
����
 ���

dT�
dl

5 � �

c�$T�%
q$T�� T�%� T�$4% 5 T��� $6�-=%

��� c�$T�% / ������������ ���#���� ���������� & ����	����	�� � '����
	�#�� $6�64%
 $6�6�%
 $6��:% ����������" ���������� ��� �������"
������" �������	����� �����	��� ������ Lq ��# �������� �����������
���'���

q�$T�� T�% 5 ��� �q
�T�

� T �� � $6�-?%

T��Z
T�L

c�$T�%dT� 5 Lq �L� $6�-@%

T��Z
T�L

c�$T�%dT�
q$T�� T�%

5 L� $6�:4%

 ��	�� �� !��� '���	�" �������#�� T �� $T�� ��%
 	����� / T�L
 � ������
�������#�� ��������' ���
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J�# ����"���� ������ �������������

q 5 $T� � T�% $6�:�%

� �����#���" ������������� c �� '���	�" $6�-=%>$6�-@% ���'���

�$T� � T�%
� 5 ���$�%T �� � 

�
T�
T�
� �
��

5 ��� $6�:6%

(���� �������
 ��# ������ l ����)����
T�
T�

�����#��� � ��	��

T�
T�

5 � F

r
��

� $6�:-%

�� $6�:4% ����'��
 ��� T�L 5 T�� � LqL�CB �������
 �� '���	�# $6�-@%
����'��
 ��� r

��

5 � c

L
� ln

�
�� LqL

cT��

�
� $6�::%

K���������� �p���	����	� !��p����
 ���'������ ����� ��������	��
$6�:-%
 $6�::% 	 	�������

	 5
c

L

T��Z
T�L

�
�

T�$T�%
� �

T�

�
dT��

��	��

	� 5

c� ln�
�
�� LqL

cT��

�

L� c ln

�
�� LqL

cT��

� �
J�# ������ ������������� 	���

q$T�� T�% 5 $Tn� � Tn� % $6�:�%

'���	�# $6�-?% ����'� .���'

$Tn� � Tn� %
� 5 ��nT

n	�
� �

���

q$T�� T�%

T
�n	����
�

5

�
Tn�

T
�n	����
�

� T
�n�����
�

�
5

r
��n


5 const� $6�:<%

 �� n � �� �����	�" ����� � ������ ��������'� T� ������
 �
��� n � �� / �������  �� n 5 �� �����	�" �����
 ����	����	'���"
����������" ����������
 �����#��� � ��	�� Lq 
 � ���� �����������
�p���	����	� !��p���� 	 ����	����	�� � $6�?% ��	��

	� 5
Lq�


$6�:=%
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�	������������ ������������ �������	��� ����������
��������� 	 !��� ��'��� #	�#���# 	����� �����������" Ci $i 5
5 �� 6% � �����	�#����� Cik
 ����������'����� �����	 ����������
*�� ������ 	�����	
 ��� � ���������� ��������� ��	��#� �� ����
��������"� & 	������� $6��% ������ � �	��'��� ��� ����� 	��

Jj$u�� u�% 5 Jj$C�� C�%�

Xj$u�j� u�j% 5
�

T $C�� C�%

�
��j$C�j� T %� ��j$C�j� T %

	
�

$6�:?%

,�����	���# �� ��'���
 ����� �� ����" ��������� 	 ��'�'� ���
������� ������ ���� �����	�" ����������  �� !��� ��	����� 	 ����
������� 	������	�� ��..'��� �� ���#���#� *����������� �����	���
���������� 	 ���	�" ���������� ��������� ����� C�
 � 	� 	����" /
����� C�� I������" �����	 �����" ��������� �����
 � ��� ��� ���
���� �������	����� �������������

LZ
�

g$C�� C�%dl 5 LgL� $6�:@%

�� � ������" �����	 .������	��� K���������# ���������� �	�����
�# � ����������� �����	����	� !�������
 	����������� 	������	��
��..'���

L	g 5
�

L

LZ
�

g$C�� C�%

T $C�� C�%

�
��$C�� T %� ��$C�� T %

	
dl� min � $6��4%

M��� ���'���� ��	�������� �� C� � C� �������� ��������# ����
��������� C�
 ���������� '�����
 ��� ����� g ���#�� ��� �����	 ����
	�" ���������
 ��� � ����� ��������	� 	�����	� G� 	 ��"
 ��� ���
!�� ����� ��)� �����	��� ����������

d$G�C�%

dl
5
dG�

dl
5 �g$C�� C�%� $6���%

�� '���	�" $6���% ����'��
 ���

dC�
dl

5 �� �C�
G�

g$C�� C�%� C�$4% 5 C��� $6��6%

�
dG�

dC�
5

G�

�� C�
�

���'��

G�$C�% 5
G�$4%$�� C��%

�� C�
5

7G

��C�
�
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��� 7G/ ��������	� ��������� ���������� 	 ���	�" �����������  ����
��������	�� G�$C�% 	 $6��6% ���'���

dC�
dl

5 � �
7G
$��C�%

�g$C�� C�%� C�$4% 5 C��� $6��-%

&�� ���	�" ����� !���� '��	����# ���	��#�� ��������	��� '���	�#
������������� $6�64%
 $6�6�%
 ������ ����'� .���'

�T

�C�

�
���
�T

� ���
�T

� �� � ��
T

�
� ���
�C�

5 ��

�
�g

�C�

�
T

g�$C�� C�%
� $6��:%

C�L 5
C��G�� � LgL

G�� � LgL
� $6���%

J�# ���������� ����������	 	 .����

�i 5 ��$P� T % F RT lnCi� i 5 �� 6� $6��<%

�����	����#
���
�C�

5
RT

C�

 ��� ��� '���	�# $6��:% ����'� 	��

� R

C�
5 ��$

�g

�C�
%
�

g�
� $6��=%

*�������' �� �����#� �� '���	�#

C��Z
C�L

7G

T $C�� C�%$� �C�%�
dC� 5 L

����� ��������	�� 	 ���� C�� $C�� ��%�
,������� ������� ��)���� ����	����	'�� ��'���
 ����� ����� ��.�

.'��� �������������� �������� ���������� ����������	 � ��������
�'�� T �����#���3

g 5 
�
��$C�%� ��$C�%

	
�

& !��� ��'��� �� $6��:% ����'��
 ���

g� 5 const 5 Lg�

dC�
dl

5
Lg$��C�%

G�� � Lgl
� C�$l% 5 �� $�� C��%

G��

G�� � Lgl
�

J�# ���������� ����������	 	 .���� $6��<% �����#���	' ������ �����
	����	'�� �����#���	� ����)���#

C�
C�

5 exp

�
Lg

6T

�
�

K���������� ����	����	� !������� ��� !���

	� 5
g�

T
�

J�'��� ����� ������������� ���������� 	 E:=G�
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�������������� �	����
������� & ������ ��'��� .'����#
g$u�� u�% ����	����	'�� ��	�������� �������� ����������# ���)�# �
�� ��	����" P� � P�� & ����)����	� ��'���	 �������� ��	���� ������
�� �������� P� � P�
 ��� ��� �����	����	� !������� ����� ��������
���

	$P� � P�% 5
�$P� � P�%

T
$P� � P�%� minB $6��?%

������� �������� !��" 	������ ���������'�� ��� �������� �������
�������� �������� �

�

L

LZ
�

�$P�$l%� P�$l%%dl 5 �� $6��@%

&����# NP 5 P��P� ����� � ��� NP $�%
 ����� �������� '�����
����'� �����' � �����'�� ���������� ���

	$�% 5
�

T
�NP $�% � minO� 5 �� � $6�<4%

8��� 	$�% 	�'��� 	���
 �� ����������# �������� ������ ��� ���
���#��� � ��	�� �� & �����	��� ��'��� ��)���� '���������" ������
������"���� �����������	���# $6�<4% ����	����	'�� �������� 	�'��
��" �������� .'����� 	$�% ��# � 5 �� A������� ��������� �� �����
�	'� �������" �� � ��
 �������#�����# '���	�#��

L$��� �i% 5 max
�

min
�
E	$�% F �$� � �%G� $6�<�%

+������# .'����� L 	 ������ �i $i 5 �� 6% �������	� J��# � ������
�� L
 	 ������� ������" ��$l% 5 ��
 ��������# �� '���	�#

��� F ��$�� �% 5 �� � � 4�

��������������� ,�������� ����� P� � P� ��	����� �� � �����
�'������� '����"��	�
 � ����� g$P�� P�% / ������ ����� ����� 1'���
������������
 ��� ������� ���������� �������������
 ���� ��������'�
�� �� �����#���#�  ����	����	� !�������

	 5 g$P�� P�%
��$P�� T %� ��$P�� T %

T
� $6�<6%

J�# ���������� ���� 	������� $6�<6% ������ .���'

	 5 g$P�� P�% ln
P�
P�
� $6�<-%

 '��� P� / ��	����� 	 �����'��" ������� ��0��� V 
 ��� ������
���# ��� ��������� ���� ����� �'������ '����"��	�� +����� �������
����������� �������� � � �����## �������	����� ������ g� (���'���#
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����������	��� ����������3

	 5
�

�

�Z
�

g$P�� P�%
��$P�� T %� ��$P�� T %

T
dt� min� $6�<:%

��� '���	�#�

�

�

�Z
�

g$P�� P�%dt 5 Lg� $6�<�%

dP�
dt

5 �RTg$P�� P�%
V

� P�$4% 5 P��� $6�<<%

H���	�# ������������� !��" ������ 	 ����	����	�� � ��	����	��
�� $6�64%
 $6�6�% ����� .���'

Tg�$P�� P�% 5 ���
�
�g

�P�
3
���
�P�

�
� $6�<=%

P�$� % 5 P�� � RT

V
Lg�� $6�<?%

J�# ���������� ���� � ��	��������

g$P�� P�% 5 $P� � P�%
���

'���	�� $6�<=% ���	���� � ������)����

$P� � P�%�

P �
�

5 const 5 �� $6�<@%

 �������	�� '���	�# $6�<@% 	 '��	����# $6�<:% � $6�<<% ���	��#��
��"�� ���������" ����� ��������# P �� $t% � ����������� �p���	�����
	� !��p���� L	�� ,��������" ����� ��������# ��	����# �������#���#
����� ��)���# '��	����" $6�<<%
 $6�<@% � ��������� �� �������� �

P �� $t� �% 5


s
:

-
���� � 6

-
���


�
�RT

V
t � f$P��� �%

�
� 6

-
����

��

� $6�=4%

���

f$P��� �% 5
-

6
����
P

���
�� F 6���
P ���

�� � $6�=�%

&������� P�� ��������# �� $6�<@% ��� ��)���� '��	����#

P�� F ����P
���
�� 5 P��� $6�=6%

L	� 5
V

RT�

h
P��$lnP�� � �%� P�$� %$lnP�$� %� �%� r$P��% � r$P�$� %%

i
�

+����

r$P�% 5 P�$lnP� � �% F ����P
���
�

�
lnP� � -

6

�
�



���� ���������� �������� <�

���������	����  ����	����	� !������� 	 �������� ����������
�����
 ��� 	 ����� �������� �������������
 	�������# .�p�'��"

	 5 g$C�� C�%
��$C�%� ��$C�%

T
� $6�=-%

J�# �������� ����	���	 ���������" ��������� ������������'����
���# 	�����	� 	 ����	��� �p� �����#��� �����p��'p� � ��	�����
��	���� �� ��� ������" ���� ��� 	 ��p	�� �p��������� �� �������p��
��� C�


�� 5 ��$T� P % F RT lnC��

 �������� �� �������#���# ��	��	����" ������������" C� 5 CP 3

�� 5 ��$T� P % FRT lnCP �

��� ���

	 5 g$C�� CP %R ln
C�
CP

� $6�=:%

 ���� g ��	���� �� ��	�������� ���������	 F 
 ������# 	 �	�� ����
���� �������#���# �����" ���������	M � K���� �����#���# 	 ����	���
��	�� � '��	������

dM

dt
5 F $C� �CP %�

M $4% 5M�� M $� % 5 LM�

8��� p����p � .�p�� �p�������	 �p� t 5 4 �������	
 ��

PM 5 KM���$C� �CP %� $6�=�%

*�!..������ K ��	���� ��� �� ��!..������� ������������� ��� � ��
.��� ����������

+����� � �����'�� ���������� 	 �������� �������������� ������
.���'

L	 5
�

�

�Z
�

KM���$C� � CP %R ln
C�
CP

dt� min
C�

� $6�=<%

�Z
�

KM���$C� � CP %dt 5 $M �M�%� $6�==%

H���	�# ������������� !��" ������ 	������ �� �����	���" $6�64%

$6�6�% � ����� 	��

M���$C� �CP %
�

C�
5

��
KR

5 const 5 �� $6�=?%

�� '���	�" $6�=?% � '��	����# $6�=�% ���'��� ��..������������ '��	�
�����
 ������� � ��������� �� �������� 7� 5 � �������#�� C�$t%� J�#
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!���� ������� PM � M ����� PC� � C�3

PC�� 5 �
p
7�

p
C�� $C

�
� �CP %�

C�� FCP
� C�$4% 5 C��� $6�=@%

I��p'��� 	�����
 ��� ��# ��'��#
 ����� �������� ���� �p������
��	 p������
 ��������	���� 'p�	����# $6�=�% ��# �p����" ��������"
���� ���� $	 ���' 	�'������ 		�p� ��	�������� ��	�p������ ��M %

�����' ����' ��# �p���	����	� !��p�����

���������� ������ ���� ;��������� �������������" �����
��� ���������� ���)���# �������������� ��"��	�#
 	 ������� ������
���� ������# 	���

�B� F �B�

k�
��
k�

�B��

��� Bi / �������
 i / ����������������� ��!..������� J����
�'��� �������
��� � � 4� � � 4� � � 4� A������� ������� �����
���#���# ������� ��"��	'���� ����

W $X% 5 W� �W� 5 k�X
���
� X���

� � k�X
��
� � $6�?4%

��� Xi 5
Ni$t%

N $t%
/ ������# ���# i��� ����������
 ni / ����� ����" i���

���������� 	 ����p���
 N $t% 5
X
i

ni$t%�

 ����	����	� !�������

	 5
W

T
A� $6�?�%

���

A 5 �
�X
i��

i�i

/ ���������� �p����	� p�����"�
J�# �������� ����	���	

�i 5 ��i $T� P % FRT lnXi�

���'��

A 5 �
�X

i��

i�
�
i $T� P %� RT

X
i

i lnXi�

 ��	�� ��������� 	 !��� 	������� ��	�� E�4G

�
�X

i��

i�
�
i 5 RT ln kp$T� P %�



���� ���������� �������� <=

*�������� ��	��	���# kp ��	�� ����)���� �������� ��������" ��#��"
� �������" ������"3

kp$T� P % 5
k�$T� P %

k�$T� P %
�

(���� �������


A 5 RT

�
ln
k�
k�
�
X
i

lnX�i
i

�
5 RT ln

k�X
���
� X���

�

k�X
��
�

5 RT ln
W�

W�
�

 '��� ������ �����## �������� �������

�

�

�Z
�

W $t%dt 5 W� $6�?6%

� �������� ������� W $t% #	�#���# '���	������� ,�� �������#�� �����
����� ������� ���	������# �$t%

d�

dt
5 W $6�?-%

� ����� ����" ����������	 	 ���� �������

dNi

dt
5 iW� i 5 �� -�

,�����
N�$t% 5 N�� F ��$t%�

� ����� ����� ����" /

N $t% 5 N� F �$t%
�X

i��

i�

A������� �������" ������� /

W� 5 k�
N�$%P
i
Ni$t%

5 k�
N�� F ��$t%

N� F �$t%
�P
i��

i

�

A '����� ����������
 ������ � �����'�� ���������� ������ 	��

	 5
�

�

�Z
�

RW ln
W FW�$�%

W�$�%
dt� min

��� '���	�#�
�

�

�Z
�

W $t%dt 5 W�

d�

dt
5 W� �$4% 5 4�

W�$�% 5 k�
N�� F ��

N� F �
P
i

i
� $6�?:%
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p
��
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�

H
��
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�
#
�
�
�
�
�
��
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�"
�
�
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�
�
��
�
�

K
�
�
�
�
��
��
��
�
p
��
�	
��
��
	
�
!�
�
p
��
�
�

(
��
��
��
�
��
�
	'
�
�
��
��
�	

q
5

$T
�
�
T
�
%

T
�
$f
%

T
�
$f
%

5
�
�

� 
F

	
�

5

�
�


F
�
�

�
5
W

ln
$�
�

q

W
T
�
$4
%%

&
��
�
��
�

"
�
��
��
J
5
L
X

X
5
co
n
st
�

J
5
J

	
�

5
J
L
�

�
J

,
�
�
��
�
�p
��
�
�
"

�
��
�
�p
�
�
�
��
�

�
�
"
�
��
��
�
�p
��
�
�
g
$c
�
�c
�
%
5

5
k
$c
�
$f
%
�
c �
$f
%%

c �
$f
%
5
c �
$f
%
F

m 6
�

r c �
$f
%m
F

m :

c
�
��
� Z

c
�
�F
�

G

$�
�
c� �
%k
p c �
m
F
m �
�
m �

5
F

	
�

5

c
�
��
� Z

c
�

�F
�

R
G
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�
c �
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c �
d
c �

c �
F
m �
�

q c �
m
F
m
� �

J
	'
��
�p
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�
�
"
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��
�
�p
�
�
�
��
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�
"

!�
	�
�
��
#
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�

"
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��
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�
�p
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�
�
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�
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p
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�
�
.
�
�
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�
#
%

�
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�
c �

�
�
g

�
c �

5
m

c �
$f
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�
�
c �
$f
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c �
$f
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�
�
c �
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d
c � df
5
�

g
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�
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�
%

G
�

c �
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%
5
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�
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�
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%
5
c �
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%
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�������'# �����' ��������� dt 5
d�

W

 ����)�� .'����� D������

��3

L 5
R

�
ln
W FW�$�%

W�$�%
F

�

W
�

�� '���	�# �������������� L �� W ���'���

W �

W FW�$�%
5
��

R
5 const� $6�?�%

C�� �����	���� 	����� � '��	������ $6�?-% � '���	��� �� ������� ����
����� W ���	��#�� ��"�� W �$t%� ��$t% � �����' ��# �����	����	� !��
�������

H���	�# ����������" ���������� � ����������� �����	����	�
!������� ��# �������� ��������	 ���	���� 	 ����� 6���

���� ������	
 	 ����������������

������	��	����	� �	����

 �� ����������������� ������� ��������������� ������ )�����
�������'�� !�������������" �������  �� !��� ���  �����
�� �������
�� ������������ ��������	� �����
 ������� ����� ��� ���'����
��� �������� ������ �� ��������� �����#��# 	 �����#��� ��	��	���#
� ���'�����" �����" E�6G� (�� ��� ����������������� �������� ���
��� �������	����� �� ���	����
 �� �����������" ������ ����	����	'�
�� �������" ��������

I�"��� �����'
 �����'� ����� �����	���� ������� 	 ���������
��������
 ���� ��� ��������# 	 ����� � ��������'��" T � � ��	�����
�� p�� J�# ������� �������
 ��� ���������� ������� ���'���	'���
,������" ������� ������ �����#�� �� �	'� '������	3 ��������# ����
�����'� � 	 �������������� �������� �� ��������" ��������'� ��
��������'� ���'����# � ��������# ��	����# 	 �������������� ����
����� ��� T 5 T � �� ���������� ��	����# 	 ������� �� p�� ;����� ��
������ '������ �������� ����

A� 5 �NE � T �NS F p�NV�

��� NE�NS�NV / ��������# 	�'������" !������
 !������� � ��0���
�������

I� �������������� '������ !������# ������ �� ���#���# � ���
����

Aa 5 �NEa F p�NVa 5 NIa

��	�� ��������� !�������� ������� I� �������������� '������
��������� 	�'�����## !�����#
 ��� ��� ��������� !�������� ��	��
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NIt 5 p�NVt
 � ������ At 5 NIt � T �NS� ,���# ������

A 5 Aa F At 5 NI � T �NS�

8��� 		���� ����������� L 5 I �TS � '�����
 ��� ��� ��	������� ���
�������� �����#��# ������ � �����#���� ���'�����" ���� ������"
����� ���'���� �����#
 �� �����������# ������
 �����'� ����� ���
	��)��� ������� ��� 	��	��	���� �	��� ���������	 � �����������
���'����#
 ���� A 5 NL�

C������# ��	���� �� ������ �� �����#��# ������
 �� � �� �����#�
��# ���'�����" ����� (�� ��� ������� ��� �������� A ������������#
��������
 �� ��� �� '���	��� �������" ������������ ��!..����
����	 $������ � �����������
 ��������" ������" � ���%�  �� !�������
�������� ������� ����������������� ��	��)����	� �������� ��� ���
��������" ������ �������#���# �����#�� !�������� (���� ������ ��	�
� �'�� 	 �������� ����������

C�������������" ����� ����� �	� � � � � � � � � � ��

�� A��	����� � �������� ��������� �� '���	��� ��0����	��"
�������������
 �	#�����" � �������	������ ������	
 �������� ���
!..��������� ������ � ��������������

6� ;��������	����# ������ ������ � �����	'����
 �������	��
��������� �������� ��	������ � �������	��� ���������� ���'�
�����" ���� $��������'�
 ������������ � ���%� ,�� �����#���#
� �� 	����� ���'� ��� ����� ��"���� *���� ����
 ������ ������
	����� �� �������� �����	'����

& ����������� �������� �����#���# �'������# !������# ������
� � ���'����# �� 	������' NS��  �� !��� ������ ������ 	 ���
��������� �������� ����� ��� 	������ ����� �������'� �����' �
������� !������� ���

Ln 5 L � T �NS��

&����� ��������� '���	��� ������ �� ����������
 ������ 	����
�� ������������ +��������� ��	����	� ���	��� ����	�	
�� !"
#

$������� ,�� ����	����	� ������ ��# ������
 ���������� �����	'��
� T 5 T �� p 5 p� � ���

& ������������� ��� �������� 	������ ��)��� ������ � ������
�'�� ��	�������" ����� ��# ������
 ��� ����������
 ��� � �� ���
�������� �����	'���
 ��� �����������" ����������������� ��������
��� ��� �������" �������	����� ������	� K���������'� �����' $���
���������������%
 ��"����'� ��� !��� ����������#�
 �'��� �������
���� ����� L� ��� Lp ����	����	�����



���� ������	
 	 ���������������� =�

����� ���������������	 ��
 ��������� �	����

������� � �
��� ���������� ;������p�� ��p������������
�'� ������'
 �����#�'� �� ��������� ����������" ������� � ����
��p��'p�" T�$t% � p������� ���� � �����p��'p�" T $t%
 	�������"���
	'���� �������� 	p��# � � &p��# � ����� ��p������# � ������������
��
 ������ �p� !��� .����p'�� �p����� �������	����� �p������� � 	
���
 � 	 �p'��� ��'��� �p����� ����p�����

;������ ���� $�����	�# ��)���%
 ���'��# �� ��������� ����� 	 ���
������	� Q
 �����	���� �����'A �� ������" ��������� p 5 A�� � ,���
������ ����� E � S ����	����	���� 	�'������� !������ � !�������
�������� ����B �� �� ����������# � �������� 4 �����#��# � ��������'�
+���� ������������� ��������� ����� q$T�� T % � �'��� �������������
	��� ���'����� ���'����� ��# ������

q 5 $Tn� � Tn%� $6�?<%

���  � n ����� �������	� ������
& !��� ����������#� ����)�� 'p�	����# ��p�������������� ���

�����	 ��# ��������� � p������� ���� 	 �p����������� ���'���	�#
����' ���� ������������� �����������

�

PE 5 q$T�� T %� p$t%�

PE� 5 �q$T�� T %�

PS 5
q$T�� T %

T
�

PS� 5 �q$T�� T %
T�

�

$6�?=%

+���� p$t% / ��������
 ����p����# �� p������� ���� 	 ������ t�

�� $6�?=% ����'�� 	p�����# ��# �������� � p����

p$t% 5 q$T�� T %� PE� $6�??%

A 5

�Z
�

p$t%dt 5

�Z
�

q$T�� T %dt �

� EE$S$� %� V $� %% �E$S$4%� V $4%%G 5 Q�NE� $6�?@%

+�	�������� 	�'�p����" !��p��� �� !��p���� � ��0��� E$S� V % ��p��
���#���# 'p�	������ �����#��# p������� �����

��'����� �p������� 	����������" ����������������� ������
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��� p�)���� ������ $6�@6% �����

NS 5

�Z
�

PSdt 5

�Z
�

q$T�� T %

T
dt� min

�
Q 5 Q�� $6�@:%

H�p�	�#���" ��p������" 	 ������ � �����'�� NS �p� .����p��
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����������� �p������ ���p���� ��������# D � NS� �����#��
 ���
���

NS� 5 $m � �%�� D 5 NS FNS� 5
$��m%�

m
��

�������	 m �� !��� p�	����	
 ���'���

D 5
NS��

NS� F �
�

(���� ��p����
 ��# ������ �p������ � ����"�� ������� ������
��p����� 	 �������
 �����#��" �� ��������� � p������� ����
 ��p�	���
��	� ��p�	����	�

�

D
� �

NS��
� �

NS�
� 4� $6��4?%

& �	�� ���p��� NS� ��	���� �� ��������	� ��p�������� ����� Q�
 ���
����� ��������� C � ��� ��������" �����p��'p T �� ���

NS� 5 C ln

�
�� Q�

CT�

�
�

I�p�	����	� $6��4?% ������ ������� ��������� �������" ��p��
���p�	 �����#��# 	 ��������� � ���p�������� $D�NS�% �p� ����
��� � $����� ����p��%
 ��������� �� p��� 6�-� ,��������� �p��
����p�� / �p#�� �����
 	���#��� �� ������ ���p�����
 ��� ���
dD

dNS�
5 �� �

m
�
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 	 ���������������� =@

���� ��"� ��	���
��� 
���
����# �������!�� �� �������� ��������

��������� � ������ ��������� ���!����

& ��� ��'���
 ����� p������ ���� / �������" ���
 �����������#
p����� A� ��p����#���#
 ��� ���p'��� ��������
 	p�������

A� 5 Q� �E$V $4%� T �� %

��
V �$� %

V $4%

�R�C
exp

NS

C
� �
�
�

��� C / ��0����# ������������ p������� ����
 NS / �p�p��� ���
!��p����
 p�	�"

NS 5

�C ln

�
� F

Q�

CT �� �Q�

�

� �C ln

�
� F

Q�

CT �� �Q�

� �

*����	
� � ��p���		�� �����p���p��� ;������p�� ������'
 	 ���
��p�" �����p��'p� ��������� �����#���# 	� 	p������ C�� ����� ���
�������# .'����# 	p����� T�$t% ��� ��'��"�" ��������p�" �p��
����� * �������� � ����� ������������� ���������� �����#��# ����
��	� ��)��
 ���p�	 � ���������� p������� ���� 	 ����p� ��'�����
	�#���# ������� �������� ��� ���� � ��p������" �����p��'p�"
 � ����
�� ������
 	 ����p� p������ ���� ���p�	����# ���� � ����������#
����� 	 ��p�� p�"���� � �������	��" ��������" p�������"�

 p����������� � p������p�	����" ������� �'��� p�)��� �����' �
�����������" �p����" �������� Lp
 ����p�" !�	�	������� �������	��
� �����������" �������	����� �����	��� ������ �p� ������" ������
��	����� ��������# !��p���� p������� ����
 ��	��" �'��� ,��������
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��� p�)���� !��" ������ '��	���	�p#�� $��� ��� @% '���	��

�

�

�Z
�

max
T

�
q$T�� T % F �

�
q$T�� T %

T
� L	

��
dt� min

�
� $6��4@%

J���������# ������'� �������p������� 	p�����# 	 $6��4@% 	
����� ��� �	'� ����	� �������#�� ��	���� �� ����� 	�'��� �� 		�p�

��	�������� q$T�� T % �� 	 5
q$T�� T %

T

 ���'�����# ����� ���������# ��

!��� 	p�����" T � I��p'��� 	�����
 ���
 ��� � 	 ��'��� �����#���"
�����p��'p ��������� ��# ������	 �������p����� 	��� $6�?<% �������
��	������� ����	��� �������# 	������� ��)� �p� 4 � n � �� & �������
�� ��'��#� ����������� p�)���� ����	����	'�� ��������p����� ��
T �������p������� 	p�����# 	 $6��4@%� ,����� ����'��
 ��� ��# ���
���� �������# t �����p��'p T �$t% � T�$t% �	#��� ������)�����

�

T �
� q$T�� T %

�q$T�� T %

�T

� �

T
5 const� $6���4%

J�# ������	 �������p����� 	��� $6�?<% ���'��� p�	����	�

Tn�
Tn	�

F
n� �

T
5 const� $6����%

& ���������
 ��# ����"���� ������ $n 5 �% �����

T �$T�% 5 m
p
T�� $6���6%

& ������ � ��p������" �����p��'p�" ��������� 	 �������	�� $6�@=%
��������p���� ��p�"�� �� '�p������# �� 	p����� � '�p������� �� ����
����	' $��� �� @�<% �������" T�� *�� p��'�#p��"
 ��� � ��'��"��" .'���
��� T�$t% ����� ��� �������	���� 	���#�������# ���� f$T�% � 4
 �
������ $6�@=% ��p������� 	 .�p�� $��� ��� @%

Lq 5

�Z
�

f$T�%q$T�� T % dT� � max

� �Z
�

f$T�%
q$T�� T %

T
dT� 5 L	 5 4�

$6���-%
J�# ��'��"��" .'����� T�$t%f� / !�� ��������� p���p�������# 	�p��
#������ �� �������"�

&������� m ��p����#���# ����� ��������	�� 	 '���	�� ������
$6���-% ��	�������� T �� $T� const%
 ��"�����" �� $6���4%� J�# ����"���
�� ������
 ������	�## $6���6% 	 $6���-%
 ���'���

�Z
�

f$T�%
p
T� dT� 5 m�
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(�� ��� m �p�����	�#�� ����" �p����� �������� �	��p������ ��p�#
�����p��'p ���������
 �

T �$t% 5
p
T�
p
T�$t%� $6���:%

J�# ������ $6�?<% � n 5 �� '���	�# ������������� $6����% �p�	��
�#� � 	p�����#�

T �$T�% 5 6�
T�

T� F �
�

���

� 5

q
T �� �

+���� ��p�� ����	����	'�� '�p������� �	��p��� .'����� T�$t% �� 	p��
���� ���� �� �������	'�

 '���
 ���p���p
 f$T�% / p�	����p��� p���p�������� �������" T�

��p��������� �� $T��� T��%
 ��� ����	����	'�� ����"���' ���������
�����p��'p ��������� 	���

T�� 5 T�� F
t

�
$T�� � T��%�

(���� ��# n 5 � �� .�p�'�� $6���:% ���'���

T �$T�% 5
6
�
T
���
�� � T

���
��

	
- $T�� � T��%

p
T��

J�# n 5 ��
T �$T�% 5

6T�$T ��� � T ���%

-T�$T�� � T��% F $T ��� � T ���%
�

 p� L	 5 4 �p�������# �p���## �������� Lp ��# n 5 �

Lpmax 5 

�
��T�� F T��

6
� :

@

�
�
�
T
���
�� � T

���
��

	
$T�� � T��%

�
A
�
�
�� �

������� �� ������������ ��	�������� � ����������� ��$

������ �������

�������
����	���� ���+���� 	� ����	
��	��  '��� ������� ������
��� �����	'�� � ��������'��" T�
 k ��������� �������" ������� �
��������� ��������'���� Ti� � �����������#�� ci$i 5 �� ���� k% � ���
����� ����
 ������� ����� 	��'���� � ������������ 	 �����	�"
 �� ��
�����������"
 ��� �������������� 	)�
 �������� 1'��� ����� �����
��������
 ��� ��0S� ��������� �����#��
 ������ ����� ��� ���'�
���� �� ��S� ��������# ��0S��
 � ������ � ��������'� �������� ����
��� �������� � �������������
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���� ��$� %����
�& ��������� ��

��������
' �������# �
�����&

�������� ���� � �����	(���

I�"��� A� ��# ����" ���������� J�# !���� ����)�� '��	����#
������� �� !������ � !������� ��# ��������" �����	�" ��)��
 �����
�����" �� ���� ������ !������" ��������� � �����	'��� $���� 6�:%3

dQ	 � dQ� � dE 5 4�
dQ	

T
� dQ�

T�
5 4� dQ� 5 dQ	

T�
T
� $6����%

&����� '��	����� ����	����	'�� ���'
 ��� ������� !������� ��������
���� ��	�� �'��� �� '��	����" $6����% ����'��
 ���

dE 5 dQ	

�
�� T�

T

�
5 �c$T %

�
�� T�

T

�
dT�

��� ���

A� 5

T�Z
T�

c$T %

�
�� T�

T

�
dT� $6���<%

 �� �����#���" ������������

A� 5 c

�
T� � T�

�
� F ln

T�
T�

��
�

C�� .'����# �������������� � ��	�� �'�� 	 ����� T� 5 T� $���� 6��%�

���� ��)� ���������������� �����
' ����� ��$� ��� �����������# �

�������������# ������ ��������� ���!����
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J�# k ��������� A� 5
nX
i��

Ai��  �� ci 5 const

A� 5
nX
i��

ci

�
T�i � T�

�
� F ln

Ti�
T�

��
� $6���=%

�������
����	���� ���+���� ����	�� & !��� ��'��� ��# �����"
��������� $������ i ��'�����% �'��� ��)��� �����' � 	���� �����
��������'� �������� ���� T�$t% � T�$t%
 ���� ��	�������# ������ ���
�����������3

A� 5

�Z
�

$q	$T� T�%� q�$T�� T�%%dt� max
T��T�

� $6���?%

��� '���	�� ������������ 	 ������� !������� � ��'��� ���������	
�����#��# �������� ����3

�Z
�

�
q	$T� T�%

T�
� q�$T�� T�%

T�

�
dt 5 4� $6���@%

� ��������# ��������'� ��������� ��� ������ ����� 	 ����	���
��	�� � '��	������

dT

dt
5 �q	$T� T�%

c$T %
� T $4% 5 T�� $6��64%

+���� 	������� $6���?% ����'�� �� !��������������
 � '���	��
$6���@% / �� !������"���� ������� �������� ����
 ����� q	 � q� ����
������ �����	� ������ �� ��������� � ��)��� � �� ��)�� �
�����	'��'�

,�������� ������� !������� �������� ���� ��� ���'����� �����
����� NS
 ����� �����' $6���?%>$6��64% ����� ������� �� �	� ��������
��3

Q	 5

�Z
�

q	$T� T�%dt� max
T��t�

$6��6�%

��� '���	�#� $6��64% � '���	��
�Z
�

q	$T� T�%

T�
dt 5 NS� $6��66%

&����# ��������� 	 ���' �����#���	� T�
 � ������
 � T�
 ������ 	��

Q� 5 q�$T�� T�%� � min
T�

$6��6-%

��� '���	��
q�$T�� T�%

T�
5
NS

�
� $6��6:%
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H���	�� $6��6:% �	#�	��� T� � NS
 ��� ��� Q� ��	���� �� NS
 ���
� ������'� Q	� &������' NS ���� 	����� ���
 ����

A� $NS% 5 EQ�	$NS% �Q��$NS%G� max
S	�

� $6��6�%

+����� $6��64%
 $6��6�%
 $6��66% ����������� 	)�� H���	�# �����
��������� !��" ������ � ��������� �� ����������" ��	������ � '����
	�#�� ����������" ���������� $6�-?%
$6��4�%

�q	
�T�

�
T �� $T %

q	$T� T �� $T %%

��
5 const 
T� $6��6<%

,�� �������#�� T�$T % � ��������� �� �������� k�
&������' �������� k �����#� ����� ��������	�� ��"�����" ��

$6��6<% ��	�������� T �� $T� k% 	 $6��64%
$6��66%� ,�� ��	���� �� NS
 ���
� ���	���� � ��	�������� Q�	 �� NS
 ���
 ��� �� �� �����
 �� k�

J�# �������	���� ������	 �����������

q� 5 �$T� � T�%� q	 5 	$T � T�% $6��6=%

� �����#���" ������������ c ��	����	� $6��6<% ������ .���'

T ��
	$T � T�%�

5 const� T� 5 kT�

��� k / ��������# ��������� $4 � k � �%�
H���	�# $6��64%
 $6��66% ����� ��������	�� 	 ��� T�$T� k% ���	��#�

� '��	����#�
 �	#�	����� k�NS � T 3

NS 5
c

k
ln
T�

T
� � 5

c

	$�� k%
ln
T�

T
� $6��6?%

���

T 5 T� exp

�
��	$� � k%

c

�
� $6��6@%

 ���� ��������	�� T 	 '���	�� $6��6?% ���'���

NS 5
�	$�� k%

k
� $6��-4%

� ����� ��������	�� T� 5 kT � T 	 $6��6�% ��"���

Q�	$k% 5 T�c

�
�� exp

�
��	$�� k%

c

��
� $6��-�%

�� '���	�# $6��6:%

�$T� � T�% 5
NST�
�

5
	$�� k%

k
T�

����'��
 ���

T� 5 T�
�k

�k � 	$�� k%
�
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(�� ��� T� � 4
 �� �k�	$��k% � 4
 ���'�� k �
	

� F 	
� &�������

Q�
�
$k% 5

�T�	�$�� k%

�k � 	$�� k%
� $6��-6%

 � '���	�� $6��6�% ���'��� '��	����� ��# k

�Q�	
�k

5
�Q�
�k

� T� exp
�
�	�

c
$�� k%

	
5

T�
�
�

$�k � 	$�� k%%�
� $6��--%

D�	�# ����� !���� '��	����# ��������� ������ � ���������� k ��

�'�# �� ������
 � ���	�# ����	��� ����	 ��� k� 5
	

� F 	
�

 �� k � k� ���	�# ����� '��	����# ������������
 � ��� k � k� ���
��������� '����)����# �� ������������� �� T�� ;�)���� '��	����#
$6��--% �'����	'��
 ������	���� � ��� T� � T�
 '��	���	��#�� �����
	����	��

	
	 F �

� k � ��

 ���� ����
 ��� ��# �����" ��������� ��"���� �������� ki
 ���
���	�#���� ������'� Ai� $NSi$ki%%
 ����������������� ������ ����
�� 	��

A� 5
X
i

A�i� �

������� %�	 ��	�������

�������
����	���� ���+���� 	� ����	
��	��  �� ���'���	�� �����
������# �� ����������������� �������� �����������" ������
 ��	���
�����" �� ������ $��� ���� 6�<%
 ����	����	'�� �������" �������

	 ������� ��������'� 	��� ��������� 	��	��	����# � 	 �������
�����	#��# ��	��� ���������' �������� T�

���� ��*� +��
�����
������� �����,


� � �������# �����	�# 
�-���#& ��

����� ���� �����	(���

C������# ������ ��� !��� �� 	���������
 ��� ��� ������� ����
���'���� � ������ ����� ��� ��������'��
 ����� '����� ������" � ����
�����'�� ���������� ;���������������� ������ A� ��	�� '����)��
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��� �� 	�'������" !������

A� 5
kX
i��

Ti�Z
�

ci$T % dT�

+������� T �������#���# �� '���	�# �����#���	� !������� �����
���� ����

kX
i��

NSi 5
kX
i��

Ti�Z
�

ci$T %

T
dT 5 4� $6��-:%

& ���������
 ��# �����#��� ������������" �� ��	����	� $6��-:% ����
�'��
 ��� �������# ��������'��

T 5
kY
i��

T 
ii� � �i 5
ci
kP

���
c�

�

��� ���

A� 5
kX
i��

ci$Ti� �T% 5 $T �T%
kX
i��

ci� $6��-�%

$���� ������ ������������	���
 � 
���	�	
��  	����

 �
������

 �� ����������� !������� ��� ������������" ����������������� !����
��� 	 ������� � �����	'���� ������ !������� 	 ����������� �������
�� �������������� �������' !������� ������� (��
 ��# �����	�"
������
 ���������" �����	'�� � ��������'��" T�
 � ��������� �
�����������#�� ci � ��������� ��������'���� Ti� ��� ���������
��� 	��	��	���� ��������'� �����# ����������������� $��� 	 ����
��� ��'��� ��	�� ������ !�������% ����

A� 5 T�NS�

��� ������� !�������

NS 5
X
i

ci

�
Ti�
T�

� ln
Ti�
T�

� �

�
�

I�"��� ���������'� ��	�������� ��# ������
 �����#��" �� ����
������ � �����������#�� ci � ��������� ��������'���� Ti� � ��
���������" �����	'���� ;���������������� ����" ������ �������#�
���# 	�������� $6��-�%
 	 ������� T 5

X
i

Ti��i / �����## ��������#

��������'�� ���������
 � �i 5
ciP
�
c�

/ ������������# ������������

i�" ����������



���� ������	
 	 ���������������� ?=

 ������ !������� ������ 	 ����������� �������� 	��	��	���#
��������'� ��������� �� Ti� �� T ��	��

NS 5
X
i

NSi 5
X
i

ciln
T

Ti�
5 ln

T

T

X
i

ci�

���'��
T

T
5 exp

NSP
i
ci
�

 ���� ��������	�� 	 	������� $6��-�% ���'��� �����������������
������ 	 .����

A� 5
X
i

ciT

�
�� T

T

�
5
X
i

ciTi�

�
��� exp

�
�� NSP

i
ci

�
A
�
� � $6��-<%

C�� ��	�������� ���������
 � �� ������ ��� NS 5 4 �����
dA�
dNS

�
S��

5 T �

�������
����	���� ���+���� ����	�� ;��������� �' �� �����' ���
.������	����" ����������������� �������� � � ,�� ���������# �� ����
���������" 	)� ���
 ��� ��������'� �����" ��������� 	 �����
�������� Ti ������� � ������� !������� ������ ������������ I'�
�� ��	� ���������# 	�'������" !������ � !������� �������� �����
2�������� ������ ������ 	��

A� 5
kX
i��

Ti�Z
Ti

ci$T %dT � max
Ti�Tpi�T �

$6��-=%

��� '���	�#�

NSp 5
kX
i��

Ti�Z
Ti

ci$T %

Tpi$T %
dT 5 4� $6��-?%

Ti�Z
Ti

ci$T %dT

qi$T� Tp%
5 �� i 5 �� � � � � k� $6��-@%

+���� Tpi / ��������'�� �������� ���� ��� �������� � i�" ���������
��"
 '���	�� $6��-=% ����	����	'�� ������������' '����)���� 	�'��
�����" !������ ������
 '���	�� $6��-?% / ��	����	' �'�� ��������
!������� �������� ����
 � $6��-@% / ����������� �� �������������
����� ���������

+����� $6��-=%>$6��-@% ������������ � ����� ��� ������� �� k ����
����� �� ����������� �������� �������� ���� � �����" �� ����������
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 �� !��� ���	��������� ������� ������� !������� �������� ���� ���
�������� � i�" ����������" NSi .������	�����

+����� �� ����������� �������� ������ .���' $������ i ��'����
��%

A� 5

T�Z
T

c$T % dT � max
T�Tp�T �

$6��:4%

��� '���	�#�
T�Z
T

c$T %

Tp$T %
dT 5 NS� $6��:�%

T�Z
T

c$T % dT

q$T� Tp%
5 �� $6��:6%

+����� $6��:4%>$6��:6% � ��������� �� ����������" ��	������ � ���
����" $6��64%>$6��66%
 ��!���' ��������'�� �������� ���� ��� �������
�� � i�" ����������" '��	���	��#�� '���	�� $6��6<%
 �������#����'
Tpi$Ti� ki%�  ���� ��������	�� !��" ��	�������� 	 $6��:�%
 $6��:6% ���'�
��� ������' �� �	'� '��	����" � ����# ����	������ Ti
 NSi
 ki�

I� 	����� !���� �'��� ��)��� �����' � ����� 	���� !��� �����
�����
 ����

A� 5
mX
i��

A�i$NSi� ki� Ti%� max
Si�Ti�ki

$6��:-%

��� '���	�#�
mX
i��

NSi$ki� Ti% 5 NSp 5 4� $6��::%


i$NSi� ki� Ti% 5 �� i 5 �� � � � �m� $6��:�%

+���� ����� 
i ���������� .'����#
 ������# ���'�����# 	 ���'������
	�#��# ��������� 	 $6��:6% ��� ��������	�� �'�� ��	�������� Tpi$T� k%

��"����" �� '���	�� $6��6<%�

& ���������
 ��# �������	���� ������	 �����������

qi 5 i$Ti � Tpi%� i 5 �� � � � �m� $6��:<%

'���	�# $6��6<%
 ��� ��� ��������
 ���	��#� � ��	��������

Tpi$Ti% 5 kiTi� i 5 �� � � � �m� $6��:=%

 ���� ��������	�� !���� 	������# 	 $6��:�% � $6��:6% ���'���
��# �����#��� ������������" ��	�������� Ti$ki% � NSi$ki% 	 .����
$6��6@%
 $6��-4%�
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+����� $6��:-%>$6��:�% ������� 	 ����� 	���� ki
 NSi
 Ti
 ����
������� ������'��

A� 5
mX
i��

ci$Ti� � Ti%� max
Ti�Si�ki

$6��:?%

��� '���	�#� $6��::%
 $6��6@%
 $6��-4%
 ������ ����� ���������# NSi
����� ���	���� � 	��'

Ti$ki% 5 Ti� exp

�
��i$�� ki%

ci

�
� i 5 �� � � � �m� $6��:@%

mX
i��

i$�� ki%

ki
5 4� $6���4%

 �����	�## Ti$ki% 	 $6��:?%
 ���'��� �����������'� �����' $6��:?%

$6���4% � m ����	������ ki� H���	�# �������������� i��� ���������
�� .'����� D������� !��" ������

Ri 5 ci$Ti� � Ti$ki%% � �
i$�� ki%

ki
�� ki ���	��#� � ������� '��	����"

k�iTi$ki% 5 const 5
�

�
� i 5 �� � � � �m� $6����%

�������#���� ki$�%� +������� � �����#� ����� ��������	�� !��� ���
	��������" 	 $6���4%�

����  ��!��!� ���	������� ��"��	


� #��� � ���	������ �����

&)� ��� ���������� �������� ������ ��'��� ������ �� ���
	������� �����������" ����� 	 ����������������� ��������� +����
� ���������� ���'� ���'��'�' ���������� ��)���" 	 �������
�������� ,������
 ��� ����������" ������� �������	�#�� � �������#
������3 ���'� ���������'� �����' �'��� ���������
 ���� ��	���
	���'� ������' ��������� �� ��������� ��������� � �������� ������
��#�� �������	�� ���������� & ��������� ��'��� ��� ���'���	��
	 ��#��" ������ ��	��	���� ���������� ��������	 $���)����
 ��#�
��" �����	�" �������% �� ��)���� ���	����3 �'��� ��������� ��	��
�' �� �����'
 ������# ���'���� 	 ��#��" ������ A�

� 5 A�
n� & �����

����� ��'��� A�
� 5 A�

n F A�
p
 ��� A

�
p / ��������# ������ ���������#�

& ������")�� �'��� ���	��� !�' �����' ������� � �
	
����	�� ��'

�����		�� �������
& ������������� ��������� 	������ ������ � �����������" ���

���� ����� �' �� �������	�'
 ��� � 	 ��������" ������������� �



@4 ��� �� �������� �	�	������ �	��	��		

��" �������"
 ��� ����������������� ��������	 � �����������  ��
!��� �����# ���������� ��������# 	�'������ ��	��	����"
 � ������
����� ������������� #	�#���# �������
 ����������� �� ��������
���������'���� ���������� ;�)���� ���a�� ��� �������� 	������
���� �����' A�n$� %
 �'����	���� ����� �����'� � ���������� � '���
�	���'�
 	 ������� �� A�

n
 ������������ .����� / ����� ������
� �����������
 �������' ���������� ���	������" � ���  �� !���
	�������� � ������ � �����������" ��������
 ���� � 	���� ������
�������# � 
 ��# �������� �����## �������� ��������

n 5
A�n$� %

�
������������ & ��������� ��'��� �������� n ����� '����� ������ �
�'��� 9��������� ������� ���������# ������ � ����������" ������
��� �������� 	������ � 
 ��� !��� ������ � ����������" ����������"
�������� ����� �� �����
 ��� ��� �������� ��������� '����)����#
� ������ � � ��������# � �'�� ��� ���������� �����������������
�������� � ��������������

��	���� �����' �� ����������������" ������ ��� ����	���� ����
���' �� ����������� 	 ������������ �����#��� ����� ��)� ��� '����
	��
 ���� 	 �� �����	 	����� '���	�#���# ������� $������� ����%
 ���
����# '�����	��	��� � ����	��� ������� � ��'���� ������������

	����# ��� !��� ��������� �������# �	��� �������	�� ��������
�� / ��������'�
 ��	����"
 ���������� ����������	� C�� 	������
�
 ��� � .'����� ��������
 ��	�� ������� ��� ������� � �'�� ���
���'���	�� ��������
 #	�#���# '���	�#����� 	����"��	�#���

+����� � �����������" ������ 	 ������������� ��������� 	�����
�� ��� ��� ��� ��� '���	�#� �������� ��# ����������������� ����
������ � ����� �����	'���� �.���'����	��� D� �� ;�����!��� E�=G ���
������ ������������ '���	����#
 ��� �� ��������
 ��� ��� �	�����# �
'���������" ������ ������"���� �����������	���#
 � ���'��� '����
	�# ������������� '���	����#�

;��������� ������ � �����������" � ����������" ������ 	 ���
�����	��
 ���	��#���" 	�������� 	 ������������ �� ������ ��������
���������� ������
 � ������'�� �������� ������������ ��)���# ���
	 ������ � ������'�� ���'�����"
 ��� � 	 ������ � �����'�� ������
����" �����
 � ����� 	 ������ � �����������" ���������  ������

��� 	 ����������� �������� ��# )������� ������ ������ ����	�����
�� ������	 ������ � ����������� !������# ������ 	��������� ����"��
���� �'����� ����"��� ,���� '���	�# ������������� �����������'��
��# ���������� ���'��'� �������
&�����"��� ���������� � #������� �������"��'� ��(�$

��� ;����0�� 	�� ���������
 	���#��� 	 ���������	���'� ������



����  ��!��!� ���	������� ��"��	
 @�

����������'� ������'
 �� ��� ���������3
�% ��������� ����������" ������� $�����	'��%B

6% ��������� �������" ������� $�����	�� ���������%B
-% ��������� � '���	�#���� �������	��� ���������� $���

����� ����%�
&����� �������	�� ��������� ��������� ������� ���� �'���

���������� ����	����	���� ��� zn� ze� zp� A����	�#����� !��� 	�����
��	 #	�#���# ��������'�
 ��	����# � ���������� ��������� ����
������� &����� !�������	�� ��������� �����" i�" ��������� ���
��������'���# 	�'������" !������" Ei
 !�������" Si � ��������	��
������� �� 	�����	 Nij $j 5 �� � � � �m� i 5 �� � � � � n%�  �� �������
�������� ����' ������������ 	�������� !������������� � �������
����� ������ qi�$zi� z�% � gi�$zi� z�%� +���� ������ ��������
 ��� ���
��� �����	��� �� i�" ��������� � ��"�  �� !��� ����� gi� 	������"
� �������� m �����	�#���� / �� ����' 	�����	
 �����������# 	
�������� 2'����� qi� � gi� ��	� �'�� ��� zi 5 z� � & ���' ������	
���������# 	�����	� � !������

qi�$zi� z�% 5 �q�i$z� � zi%

gi�$zi� z�% 5 �gi�$z� � zi% 
i� ��
$6���6%

�������	�� ��������� �����	'���	 zn �������������# ������
��� � ����������B �������	�� ��������� �������� ���� zp ��#
������� ������� t ����������� ���������' �������	' Dz � #	�#�
���# 	 ������ '���	�#����� 	����"��	�#��B �������
 �������	��
��������� �����	�� ��������� #	�#���# .'����#�� �� !�������	�
�� ���������

ze 5 f$Ee� Se� Ne%� $6���-%

I��#�' � 	������� zp$t% '���	�#����� 	����"��	�#�� #	�#���#
� .'����� �������� U q

i�$t% � U
g
i�$t%
 ����������� �������# �'�� ���

�������� 8��� .'����# �������� ��	�� �������
 �� ����	����	'���"
����� 	�������
 ���� ��� ��	�� �'��
 ����� ���'���	'���

C�������	�� ��������� �����" �� ��������� '��	���	��#��
'��	����#� ����������������� �������	3

H���	�� !�������������� �������3

PA� 5
nX
i��

h
U q
i�qi�$zi� z�% F U g

i��i�gi�$zi� z�%
i
� r�$t%� � 5 �� � � � � n�

$6���:%
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+���� �'�����	���� �����	�����# �� 	��� i
 	�����# i 5 �
 � '�����
����
 ��� q�� 5 g�� 5 4B r�$t% / ���'�����# �� ��" ��������� ���
���������# ������
 ���� r � 4
 � �������	����#
 ���� r � 4B 	�����
��������� 	 �	������� ������� �������	�#�� ����" ����#���� ������
	������
 ���� �'��' �� ������' j �� ������ �� m ��# ������� �����
����# i � ��

H���	�#� ������������� ������� �� ������' �� 	�����	3

PNj 5
nX
i��

U g
ijgij$zi� zj% 5 nj$u� z%� $6����%

1�����' �� !�������3

PS� 5
�

T�

nX
i��

h
U q
i�qi�$zi� z�% F U g

i��i�gi�$zi� z�%
i
5 	�$u� z%� � 5 �� � � � � n�

$6���<%
I� .'����� �������� ����� '���#�'�� '���	�" ���'� ��� ���

����� ������������� �����	���#
 ��� ��� �'��� ������������
 ���
U � Du
 ��� �������	� Du �������	�#�� ����" ����������	� 	��)��
�'�� � ��������� ����#��
 �������������� 	 ������������� �	��
������ � ����" �� 	��)�� 	 ������ ����������

*�������� ������������� ������ #	�#���# ������ A
 ���'�����#
�� ������


An 5

�Z
�

nX
���

r�$t%dt� max�

���
 ����� ���������� 	�'������" !������


En 5
nX

���

$E�$4%�E�$� %%� max � $6���=%

I�������� �����#��� ������ ������
 ��!���' �������" $6���=% ���
��	����	'�� '���	��

E$� % 5
nX

���

E�$� %� min �

(�� ��� 	�'�����## !�����# �����" �� ��������� ��	���� ��
S� � V� � N�
 �� �������� � �����	����

E$� % 5
nX

���

E�

h
$S�� F �	�$u� z%%� $N�� F �n�$u� z%%� V�$� %

i
� min

u�zp�V
�

$6���?%
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+���� ����� �������� '��������� ����	����	'���" .'����� �� ������
	��� $4� � %� (��


n�$u� z% 5
�

�

�Z
�

n�$u$t%� z$t%% dt�

K����'� 	�'������" !������ �'��� ������ ��� �������� ���������
�����#��� ������ � '����� '��	����" $6����%
 $6���<%
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	 ������ � �����������" �������



@< ��� �� �������� �	�	������ �	��	��		

,�� �"�� ����	�� �����' 
 ���������	��� � ������
	��
������

�
�����) ��������� 
� ����������� 
 �����
 ��� � ����		�� 	�����'

	�� ������	
��) ����
����	�� ������		�� ������ �� ����� � ) ���


�	����		��  	���
� �
����� ���	�(�����) 
�
 �
	
����	�� �����'

��		��) ���
 �	����		��  	���
� ����
�
������) ����
��"��� � ���'

+����) ��� ��������-

. ������ 
	��	�
�	� ������		� 
 &�	�+
� ��	����� 	� 
	'

������� $4� � % �����	� ������	�	) ��
��� �
��� �	���	
�) �������

�	 ��
	
����) 	� ��������
� m F �) ��� m . �
��� &
��
����	'

	� �	���	
�  	����

 
 ���
������ �������� ��� �����
 ��� � ��'

��	� � B

. � 	����� 
 � ��	+� ���+���� 
	��	�
�	�� ������		�� �����


��� 
���	�"��� ������� �� 	������� ���
����	� �	���	
�B

.  	����
� �
����� ������ 	� 
	������� $4� � % ��� �����	� �
'

	��	�� &�	�+
��

A � � � � � 	 � �� /���� 	� ������ 
  	����
" �����
 ��� ��


t 5 � ����	
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 �����������# �� .���'�� $6��=@%
 �����������
��
 �� �'����	'�� ����� ��
 ��� �� 	���#
 ����)�� ��
 ������" �����
���'���� 	 ������� �����#�

8��� !������# S$� % �� ������
 �� 	����� ������ $6��=:% ����� ���
���' � �����'�� �'������" 	�'������" !������ ������
 ��� 	 ���
��	����	�� � $6��=4% ���	���� � �����	�����

T $� %

T
� �

�
q$T�� T %� min

T	�
$6��?4%

��	������ � ��	����	��

NS 5 S$� % � S$4% 5 �
q$T�� T �%

T �
�

C�� ��	����	� ��# ���������� ���� � ����"���� ������ ����������� �
'����� $6��=?% ������)���# ���

Cp ln
T $� %

T $4%
�R ln

P�
P $4%

5 �

�
T�
T
� �
�
� $6��?�%

 � '���	�� $6��?4% ��# q 5 $T� � T % �����
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T $� %

T
5

T

T�
� T $� % 5

T �

T�
� $6��?6%

��� ����� ��������	�� 	 $6��?�% ���	���� � '��	����� ��# T �

6Cp ln
T �

T�T $4%
�R ln

P�
P $4%

5 �

�
T�
T �

� �
�
� $6��?-%

 ��	�# ����� !���� ��	����	� ��������� 	���������
 � ��	�# '�	���
� ������ T �
 ��� ��� ��)���� ������	���� � �������#�� ��������'�
�����'3

A�n$� % 5 �NEmin 5 C�

�
T $4%� $T �%�

T�

�
F � $T� � T �%� $6��?:%

 �� �������� �����	'��� � �����	��" ����������"
 ��������'��
������" #	�#���# .'�����" 	�'������" !������
 ��� '���������� 	�
)�
 ��� ����" .'����� �������� U $t%
 ���'�����# ������ ��	�� �'���

& ������ � �����������" ��������

n$� % 5

P
i

Ai$� %

�
� max

�	�

'���	�� ������������� ��# 	�'��� 		��� �	��� ��..�������'��
�� .'����" n$� %
 ���� ��# .'����" Ai$� %
 '��	���	��#���� ����	���
��	'

X
i

�
d�Ai

d��
�� � 6Ai$� %

�
� 6�

X
i

dAi$� %

d�
�

������ 	�� X
i

�
dAi

d�
� Ai$� %

�

�
5 4�

A '����� $6��=@%
 $6��?4% ��# ������������ 	)� ������	 ����������
���� � ������������� �������� ���� ���'��� '��	����� ��# ��

nX
i��

iNSi
i� FNSi

�
NSi

i� FNSi
� �

�
5
T�
�

nX
i��

NEi$NSi%�

K�������
 �����'� ����� ���'���� 	 �������� ��������� 	������

����������
 �������	����# �� �������� ����� ��� ����� '����� 	��
�����

�����
� ���� ����� ��	����
������ ���� � ������� ;���������
���	��������� ������'
 ����������'� �� ���� 6�@�



����  ��!��!� ���	������� ��"��	
 �4�

���� ��2� 3�������
'& ��������,

�(4��� � �����	(���
 � ��(� �

��(��


J�# ������� �'��� ������������ ��0�� ��������� 	 ������ �
.������	�����
 � Si$� % ��������� +����� � �����'�� 	�'������"
!������ ������ 	 ������ � ���	���� � '���	�#� $6��<=%
 ������
����'� .���'

L 5



�X

i��

�
Uiqi$T�� Ti%F

F�i

�
Uiqi$T�� Ti% F U��q��$T�� T�%$��%i

Ti
�NSi

��
� max

U�T

�
� min

�
�

��� NSi 5 Si$� %� Si$4%�
 ��������# ������ 	 �������
 ���������" �� ���� 6�@
 ��	����� ��

����)�
 ��� ���������# ������ 	 �������
 �����������" �� ���� 6�=

��� ��� ��� U� 5 U� 5 �� U�� 5 4 !�� ������ ��	������� K��������
�i �� .���������' ����' ������ �����������
 ��� ��� ���������#

������ A�n ��������� '����)����# � ������ NSi
 � �i 5 � �A�n
�NSi

�

J�# ����"�� ������	 �������������
qi 5 i$T� � Ti%� q�� 5 ��$T� � T�%

.'����# L 	�'��� 		��� �� T� � T�
 ����	�� �������� 	������ T �����
��	����� 2'����# �������� U�i 5 �
 ���� qi$T�� Ti%$� F �i�Ti% � 4
 ����
���� T� � Ti� A '����� !���� ���������� �������# T� � T� �������#�
���# ���

T �i 5
iT� � 7q��$��%i

i FNSi
� i 5 �� 6�

+���� 7q�� 5 U��q��$T�� T�%�  ��'�����# ������

An 5 � $q�$T�� T
�

� % F q�$T�� T
�

� %% 5 �



T�

�
� F � � �

� FNS�
�

� �
� FNS�

�
F U����$T� � T�%

�
�

� FNS�
� �
� FNS�

��
�

$6��?�%

I���'��� ��������
 ��� ��� ����� ����� q�� ��������� ��� U�� 	
$6��?�% �����������
 �
 �����	�������
 U��� 5 �� (�������'� T �� � T ��
�� �����	��� $4� � % �����#�� � �������#���# �� ������
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�
T ��

$T �� � T�$� %T�% 5 ��

�
T�T�$� %

T ��
� T�$� %

T�

�
�

�
T ��

$T �� � T�$� %T�% 5 ��

�
T�T�$� %

T ��
� T�$� %

T�

�
�

$6��?<%

J�# ���������
 ������� � �������� �����
 � ��# Vi$� % � Vi� '����
	�# $6��?<% �'��� ��������� ������)���#��

NSi 5 Cvi ln
Ti$� %

Ti$4%
5

�

Ti
$i$Tn � Ti%� ��$��%i$T� � T�%%� i 5 �� 6�

$6��?=%
��� �������#�� T �i � T �i $� %�

K����������# ������A�n ��� ����������# ������A
�

� �������#���
�# ��� �'��� ���������" 	�'������" !������ ��������� � ���������

A� 5 j$E�$4%� E�$� %% F
X
i

$Ei$4%� Ei$� %%jT�T� �T ����T�����

A�'��"
 ����� �����	'�� ���'���	'��
 ����	����	'�� ���'
 ��� U� 5
5 U� 5 4� �� '���	�" $6��?<% ����'��
 ���

T�
T�

5

s
T�$� %

T�$� %
5 �� $6��??%

H���	�# $6��?=% ������)'��# ���

Cv� ln
T�$� %

T��
5
��
T�

$T� � T�% 5 ��

�
�

�
� �

�
�

Cv� ln
T�$� %

T��
5 ���

T�
$T� � T�% 5 ��$� � �%�

$6��?@%

H���	�# $6��??%>$6��?@% �������#�� T �� $� %� T
�

� $� % � ��� +������# ������
���'� T �� � T

�

� �� �����	��� $4� � % ��� !��� ���������� �� ���������

� ������
 �� ������' ����� ��� �������� �������������� '���	��

������� ����������� T �� � T

�

� � (���� '���	��� ����� ���
 ��������

������� ������" �������	����� �����	��� ������ Lq� & !��� ��'���

T �� 5
Lq��

��$�� ��%
� T �� 5

Lq

��$�� ��%
�

�������� ������������� ;��������� ������
 ����������'�
�����# �� ������ ��������'��"
 ��0����
 ��	������
 �� � ������
	���  �������" ��# ��" ��������� �������#�� 	����� �����������"
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 �4-

C� 5 $Ci�� ���� Cik% ��� 	����� ���������� ����������	 ��$Ti� Pi� Ci% 5
5 $�i�� ���� �ik%�

8��� 	 ������	� '���	�#���� ��������� ����#�� ����������
��������� ��������� �� � .'����� �������� U�j
 �� ������ � ���
��������" ����������" ������
 ��������" ��# ����	��� ������ ��
��������� ���������� �����#��# 	 �������� �������� �����#���
 ����
�	����# ����" ��
 ��� � ��# �����	�" ������
 	 ������" '���	�����
#�� ��'���� ��������'� ���������� ;�)���� ����" ������ ���	����
������� ����' ���������'� ���������'� �����'� ,�� ��# ������	���
�� ������	 ������������� gi� ������� �� ���� '������	3 ����	������
��������# 	������ � ���������� ����������	 �� �$4% �� ����������
������������ '��	�# ��B ����������# ��� �� !��� '��	�� �� �����	��
�� $4� � %B ������ 	 ������ � �� ���������� �������# ��$� %� +������#
�� � ��$� % �������#���# ����������#�� ������ � '��	����#�� ���
���#��# ���������
 �	#�	������ 	�'������� !������
 !������� �
���������" ��������� 	 ������ � �  �� !��� !������# S$� % ��	����
�� S$4% � ���

,����� ���'�����# ����� ������� ������ ����� ��������# ��	����
�� ��'��" $���# ��� � ������
 ��� ��������#%� J��� ����������# 	 ���

��� ��# �����	� ������ �� ��"����� ���������� ������� �����
����# ��������'� ��������� T �$t% ����� ����� '��	����# �����#��#
	�������	��� ����	����	'���� �� ����� ��������# ��0���	 V �$t%

������ #	�#���# .����������� '���	����#��� ���� ���� ��# �����
������ ����������	� ��������� ��0��� ��� ��	����# 	 �����" �� ����
������ 	��#�� �� ���������� ��������� 	��� 	�����	
 �����	�#����
!�' ���������'�  �!���' 	 ����� ��'��� �� ���������� ������� ���
������# ���������� ����������	 ���������� 	�����	
 �����	�#����
���������'
 �����# ��"�� .'����� V �$t%
��������	���'� ��"������
��)����� J�# ������
 ������� �� �	��� �	�"��	�� � �������� �����

���������" ��������� i��� ���������� E�-G ����

�i$T� P % 5 �i�$T % FRT lnPi� i 5 �� � � � � k�

��� Pi / ����������� ��	����� i��� ����������� ,�������# ����� V
��0�� ��������� � ����������#
 ��� 	 ����" ������ 	������ ��0��
� ��	����� �	#��� ��'� � ��'��� '��	������ 1�"�#>K�������

PV 5 NRT�

��� N / ����� ����" 	 ����������
 �

Pi 5 PCi 5 P
Ni

N
� i 5 �� � � � � k�

	����� �i ����� V 3
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�i$T� V % 5 �i�$T % F RT ln
Ni

V
� i 5 �� � � � � k� $6��@4%

+���� �i�$T % 5 �i�$T % F RT lnRT �
& �	�� ������� ��# ��" ���������

PN�i 5
X
j

gij�$�� � �j%Uj�� � 5 �� � � � � n� i 5 �� � � � � k� $6��@�%

PS� 5
�

T

nX
j��

kX
i��

Uj��i�gj�i$�� � �j%� $6��@6%

M���� ����" N� 	����� 	 ���	'� ����� '��	����# $6��@�%
 ��� ���
�� ���� ��	��#� �� � (���� �������
 '��	����# $6��@�% �� #	�#���#
�#�'��	�����
 � ������ 	���� .'����" V�$t%
 ����������'���� ���
�'����'� $���������'���� ���������'�% �����'
 #	�#���# ������"
������������ '���	����# ������ 	���� +���� ��# ������� ����#��

��� ������� ������������� �������������"
 ��������'� 	��� �������
��� ��	� T � ���������� ���'���	'���

���������	�� ���+����  '��� ������� ������� �� �����	'��� � ����
�����'��" T 
 ��	������ P � � ���������� ����������� �� � ��������
���� � ��" �� ��������'��"
 ��0���� V � 4 � ���������� ���������
��� ��

+����� ��������� �����#��� �������� ���� E�� S�� N�� V�� J�# �����
��� �'��� ������������
 ��� ����� 	�����	 k 5 ��  �����������
	)� ��������� �	#��� ��'� � ��'��� '��	������ �����#��#

E$4% 5 E$S$4%� N $4%� V $4%%�

& ������" ������ 	������ ������ S$� %� A'�����" ��0�� ���������
� �������� ���� ����������

& ������ � �����������" ������ ����'���# ������� �����'��
	�'������" !������ ������ 	 ������ � 3

A 5 NE 5 EE$4%�E$� % F E�$4%� E�$� %G� max � $6��@-%

+���� E� � E / 	�'������� !������ ��������� � �������� ���� �����
	����	����� K�����'� �����# �� V $� % � �� �$t% �� �����	��� $4� � %�
H���	�� ������'�� �� V $� % ���	���� � ���'
 ��� 	 ������ � ��	�����
�������� ���� ������ ����� ��	�� ��	����� ���������� �� '���	�#

ENE�F E$S$� %� N $� %� V �$� %%G� min� $6��@:%

���
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 �4�

NE� 5

�Z
�

$h� F ��%g$��� �%dt�

� �����	���#

�Z
�

�$t%g$��� �%dt 5 TNS $6��@�%

���'��� 	 ����	����	�� � $6��<=% ��# ������� ����	� �������" �

L 5

�
g$��� �%$��$h� F ��% � ��% F �

NST

�

�
� min

�
max
�

� $6��@<%

I�"�# �� $6��@<% ���� ��� �	� ����	� �������# ��
 �'��� ��"��
N�$� % � �� '���	��

S$�$� %� N�$� %� V �$� %% 5 S$� % $6��@=%

���������� �$� %�

;�)���� ������	����
 ���� .'����# D������� L 	�'��� 	��� ��
�
 ���� ����

d�g

d��
� 6�

dg

d�
�

K���� ��������
 ��� �� ����' ������ � � 4
 � dg�d� � 4
 ��� ���
��# ����)����	� ��	��������" g$�% '���	�� 	�'������ L 	�������
� �� �������#���# ��	����	��

�g$��� �% 5
$S$� % � S$4%%T

�
�

N�$� % 5 N� F g$��� �
�%�

NE� 5 $h� F ��%g$��� �
�%��

 ���� ��������	�� !��� 	������" 	 $6��@-% ���'��� Amax�

1
�� � ����� �����������
� ;��������� ������' � �	'�# �����	'��
����
 	 ����� �� ������ ���������" ��������� �����	��� ���������
�� ��	�� �	
 � 	 ��'��� �� $��# �������������� �	 � ��%
 � ��������
����
 ������� ����� ����������	��� � ����� �� �����	'���	 $����
6��4�%�
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���� ����� %��(��(�� ��55(,

������,
�/���������� !���� �

���������
� ����������# �
,

�����

 ������ ����������"
 ��� ��� ������� !�������
 	�'������" !����
��� � ���� �����	��� ���������� �������� ���� �� ���� ��	�� �'���
(�������'� 	��� ��������� �������	�

��������� 	�'������" !������ ������ ��	�� ��������� 	�'��
�����" !������ �����	'���	� ,�������� ����� �� ���������" ������
���� ���������
 �����" ����� ��������� �������# �	 � ��
 � �����
� / ���������" ��������� �������� ����� ;�����

A 5 E�$4%� E�$� % 5

�Z
�

h$��%g$��� �%dt� max
�� ��

$6��@?%

��� ����������#� �� ������� !������� � ��������	� 	�����	� �����
���� ����

NS 5
�

T

�Z
�

g$��� �%$h$��%� �%dt 5 4� $6��@@%

NN 5

�Z
�

g$��� �%dt 5 4� $6�644%

�� $6��@@% ����'��
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	�� ���	�����	���� ��� � � ���	�����	��� ��� �������	 ���	����
������ ����� � ���������	 � ! �������� 	�
��� ����"��� ������
�������# ���	�����	���� $%&����� ��� ���	�����	��� ��� ������
��	 ���	��� %���� ������ '������� ()*+, � ���������� 	�-��%�� ����
����� 	�
���� .%��%������� ��� �� ���� %���� ��-��� ��� ������ ����
��� /��� ��"�� ���� �0������� �� ������ ���1�0�����# %�%��	� 2���
���������� � ������� ���� �������� 	�
���3� �� � �������� �����%��
�������	���� 4����� ��"��� ��� ��
���� ��� ���� ��� � ���0�� ������
�� ����%�� �� ��������� %�%������ ������0� ����� ��� ��� �%�& ������
��& ������� �������	��� ����	������ ���� %�%���� �� ���& ������	
� ���& ��������

 ��������	 ���	�"��%��	 �������& 	�
�� ��%��-��� �0��	���
��%�� ����� 2%	� ������ (56� 78,3� / 9��� 0���� 	� ��%%	����	 ��-��
%���%��� ����	�����& �����%%�� � ����& %�%��	�& � &���������� ���
%������� ������  �� 9��	 ������	 ��� ���� 	�
��� / �����	 %�����
������� ���� ��������0���%� ���������	 � �������� �0� �����%����&
����	����& 	���#�%� ������ �� ���	���� :������ ���� 	�"�� ������
����� �%������ � ������� ��� ��������� ������� % ���0�	� 9��	�����
	� %�%��	�� ����# 	�
��� ������#� ������� � ���	
����
�����
��	��
�	����

!�� �����0� ���� 	�
�� &��������� ��%����������%�� ����	�����
� ���%����%��� � ������� �����������0� ������ 2�������3� $& �������
#� �������� � 	���	
�
�
����� ��	��
�	���� / 9��	 %����� �������
���� 	�"�� �������	���� �%������ � ������� % ��%������	� 9��	���
��	� %�%��	�� �����	 ����	���� �0� ��� �������� % ��"��	 �� ��&
���������

 ��	�� � �������� ����� � ��������	�	 %����� �	�#� �� %��
-�%������� ��������� ��� � ���	�& �����& ���������� �������� �����
��0� ������ 2	�-��%��3 �0��������� ; ����������	 ������ �������	��
0� ����� 	�-��%�� ������������� �����%���� �� %���0� 	��%�	�����0�
��������� � ����	 ����� ��%�� ��������	�& ������ �	���
���%�� / ���
�����& "� �����&� �����%����%�� ������0� ������ 2�����3 	��������
��%��� % ��%��	 ����������	�� 	�-��%���
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���	� :�%%	����	 �������# ���	�����	���%��# %�%��	�� %�%����
-�# �� ��%������& ����������� % ��%������	� ��	��������	� � ����
%�%��	� ��	�������� ������& ��������#�%� ����%�	 �& ����������
9���0��� �������� 	�
��� ������������ % ���	�����	���%��	� ����
%�%��	�	�� ������� �� ��& ��� ������� �	 ������ ����� � ���������
��� ������� �������%� ����� ����� ��	�������� �������� ui ��������
	�
��� % ��"��� �� ���%�%��	� ��� ������& �������	�� � �������
���	��� ������� ���� 	�-��%�� �������� 	�
��� N � 	��%�	������  ��
9��	 ��-�� ��%�� ���	�����	���%��& ���%�%��	 ����� n� �� ��& �� 	��
��� ���& ����%�����#� %���� ���������� 2��%� 5�)3� ;�%��	� % ����	
����������	 �� 	�"�� 1�������������� � %����������	 ��"�	��

���� ��� ��	
��
	� ��	���

������� � ������ ������

������ � ���������� 	�-��%�� ��� %�%��	�� %�%���-�� ������ ��
���& ����������� % ��	��������	� T�h � T�c� ��%%	������ '�������	
()*<,� ������� �������	� =�������	 ()<), � ���0�	� �%%����������	��
:�%%	�������	�� ��%������� ����-��� 9�� ������ �� %�%��	� ������
������� %���������

4�������	 ����� Ti ��	�������� i�� ���%�%��	�� ����� qji2Tj�
Ti3  �������� ����� 	�"�� i�� � j�� ���%�%��	�	�� ����� qi2Ti�
ui3  �������� ����� 	�"�� i�� ���%�%��	�� � ������	 ����	 ����
����� 	�
���� �������# 	�
��� ����	 ��������0��� ��������� ���
����	��� ��� ��� ��������%��� 9������� � ��� ����� ���#� ������ �
���������� 	�-��%�� ����
��%� � 1��	�

N >
nX

i�m

qi2Ti� ui3� max
ui

25�)3

��� �%�����&
nX

i�m

qi2Ti� ui3

ui
> 8� 25�<3

nX
j��

qji2Tj � Ti3 > qi2Ti� ui3� i > )� � � � �m� 25�+3
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?%����� 25�)3� 25�<3 %����#� �� 9���0�����%��0� � 9���������0� ������
%�� ������0� ����� � �%����� 25�+3  9���0�����%��� �����% ��� i��
���%�%��	�� ��%�� ������& m � n � <� ��	�������� ����������� Ti
2i > m @ )� � � � � n3 ������ � ����	�����

?%������ ��������#-�� ui � Ti ��� i � m� %����#� �� ����������
%����������%�� 1������ A�0���"� ������ 25�)3B25�+3

L >
nX
i��
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�qi2Ti� ui3

�
) @
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ui
� �i

�
@ �i

nX
j��

qji2Tj � Ti3
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�� ui� Ti� �����	 �i > 8 ��� i � m
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�ui
> 8� �qi

�ui

�
) @

C
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� �i

�
> C

qi2Ti� ui3

u�i
� i > )� � � � � n� 25�53

�L

�Ti
> 8� �qi

�Ti

�
) @

C

ui
� �i

�
@ �i

nX
j��

�qji
�Ti

> 8� i > )� � � � �m� 25�*3

?�������� 25�<3B25�*3 �������#� ����� n @ m ����	����& ui � Ti �
2m @ )3�� 	��"����� A�0���"��

D�-� �%�0� 1��	� ����%�	�%�� �������0� ������ �� ��	�������
����������#-�& ��� ����#� � 1��	� '�#����

q > �2T� � T�3

���� � 1��	� E����

q > �

�
)

T�
� )

T�

�
�

/ ��	 %������ ��0�� ������ ��#�����%���� qi > �i2Ti � ui3� qji >
> �ji2Tj � Ti3� ��������� 25�<3B25�*3 ������
��%� ���

nX
i��

F�i
Ti
ui

> )� 0�� F�i >
�i
nP
i��

�i

� 25�73

nX
j��

�ji2Tj � Ti3 > �i2Ti � ui3� i > )� � � � �m� 25�G3

u�i 2)� �i3 > CTi� i > )� � � � � n� 25�63

�i

�
) @

C

ui
� �i

�
> �i

nX
j��

�ji� i > )� � � � �m� 25�H3

$� 9��& �%����� � ��	 ��%���	 %������ ��0�� n > <� m > 8� T� > T�h�
T� > T�c� ������#� ���	������ ��
� ���������� � ���������� 	�-�
��%�� �������� 	�
���� !��%���������� � 9��	 %����� �i > 8� u�� >
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2
p
T�h �

p
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/ ����� 5�) ��������� �������� ���������� 	�-��%�� � %�������
%���#-�0� �� � ! ��� 	�
��� % ��%����������	� ����	����	� �
%�%��	� % ���	� ����������	�� �	�#-�	� ��	�������� T�h � T�c�

� � � � � � � 5�)�����	������� �������� 	 �����
�������	�
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'�"� 	� ��������� �%������	%� �� ������ 9��& %�����
�����
����	������� �������� �
������ ��	�� � ����
�����

!
����	 �����
����	 � �	��
�
 � ����� �
#
�������	� ;�%�
������ ������0� ���� ����	 &�������������� 9�������� S � ��������
��� 9���0��� E� $& ��	������ �� ���	��� ��� ������0� ���� % %�%���
���������	� ����	����	� ����������%� ���������	�

JS >
)

T
q
�
T�2t3� T 2t3


� JE > q

�
T�2t3� T 2t3

 � p2t3� 25�)83

���%� q2T�2t3� T 2t33  �������� ����� 	�"�� �%�������	 � ���
����	 ����	� T�2t3 � T 2t3  ��	�������� �%������� � ������0� ���
�� %������%������� p2t3  	�-��%�� �������� 	�
���� ��	��������
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�%������� 	�"�� �����	��� ��� 1��%��������& �������� 2T�2t3 �
� fT�c� T�hg3� � �� ��	�������� ������0� ���� �� ����"��� ������&
�0���������� ���	� ���������� T 2t3 � 8�

?%����� ��������%�� %�%������ ������0� ���� 	�"�� ����%��� ���

S2� 3>S283 �
�Z
�

q2T�� T 3

T
dt>8� E2� 3>E283�

�Z
�

q2T�� T 3 dt>A� 25�))3

0�� A  ������� ���������� �� ����� / �������
�	 ����	 ����%�����
%�����
���� 25�))3 � %����-����	 ����K�

q2T�� T 3

T

�
> 8� q2T�� T 3 > p�

0�� p > A��  %������ 	�-��%��� � ����� �������� �������# �%����
����� �� ���	����

����� � �	
�
����� ��������� ; �����	 25�)83 � 25�))3 ������
� ���������� %������ �� ���� 	�-��%�� p �������� 	�
��� ���	��
1��	�

q2T�� T 3� max
T��t��T �t�

25�)<3

��� �%�����&�
q2T�� T 3

T

�
> 8� T 2t3 � 8� T� � fT�c� T�hg� 25�)+3

?�������� 25�)83 ����#�%� ���������	� �������%��0� ���� 2%	�
0�� H3� ��9��	� � ��%������� ������ ������ ������ ������#-�� ��
9��& ��������� �%����� 25�))3�

������ 25�)<3� 25�)+3 ����%������� %���� �%��������# ������ % ���
��	 �%�����	� %������������� ������ ���������� u > 2T�� T 3 �����	��
�� �� ����	�����	 ��
���� �� ����� ���& ������& �������� u� � u��
�� ��"��	 �� ������& 1������ A�0���"� 9��� ������

L > q2T�� T 3

�
)� �

T

�
��%��0��� 	��%�	�	� 2%	� 0�� H3� �������� "� � ����������%� �� �%���
��� �����%��� 9��& 	��%�	�	���  ��&���	 � %�%��	� ���������

ui > argmax
u

L2u� �3� i � f)� <g� L2u�� �3 > L2u�� �3� 25�)53

 �����#%������	 ��%������������%�� ��
���� �� ���	��� ������
��0� ������ �����������%�

qi > ki2T�i � T 3� i � fh� cg�
I��%�	�	 L �� T %������%����� �%����#

�L

�T
> 8 >� �q

�T

�
)� �

T

�
@ qi2T�� T 3

�

T �
> 8� 25�)*3
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T >
p
�T�� 25�)73

4���	� �� ������& �������� ���������� %������%����� T� > T�h�
���0�	�  T� > T�c� 4�	���	� ��� ��� T� > T�h �������� L2T�h� T

�� �3

���� ���� ��	����	 ���������

�
����� ���	���� �� ��� � ��

!����" ���#���� 
�	�������

% ��%��	 � �	���
���%�� � ��� T� > T�c �������� L2T�c� T
�� �3 % ��%�

��	 � ��%���� L������� ��	������ 1������ A�0���"� �� ��"��	 ��
������& �������� ���������� ������� �� ��%� 5�<� I��%�	�	 L �� u�
��	������� 
���&������ ��%��0��� 	���	�	� �� � � ����� �����%��
�� L2u�� �3 � L2u�� �3� ����%�	�%��� ������#-�� �� ��������� 25�)*3�
	�"�� ����	������ ��	��������� ������0� ���� � ��	��������� ���
��������� % ������	 ��� ������������� ��� ��������& ������� ������
������%� ��������� � ����� 5�<� :�
���� ��������� 25�)*3 ����������
������� �������� ��	�������� ?%����� ��������%�� �� 9������� ����
������ ����� ���� h� c �� ������"�������%�� ������ � ������� ���
����& ����������  ������ ��	������� �%������� � ������0� ���� 
�����	��� ������� �������� u� � u� %������%�������

� � � � � � � 5�<� $��#� ���	������� �
��
������ �� �!
"�

�
�� � �
��
������� 	���!�	�� ��� ��#�	!��� #������

�
����
�
����

����� /���"���� ����%�	�%��
�����������%� ��� ������ ����� T �� T�

'�#�����%��� q2T�� T 3 > k2T� � T 3 T >
p
�T�

2��������3

E���� q2T�� T 3 > k
� )
T
� )

T�

� )

T
>
)

<

� )
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@
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�

4���-����� q2T�� T 3 > k2Tn
� � Tn3 nTn��@�2)�n3Tn>�Tn
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����	 ������	� ����	������ �������%��� �����%% %����"�� ���
���� ���%���K

)3 ������	���%���� �� ������	 ������ ���������� �����	��� ����
����� u� > 2T�h� Th3 ������"�������%��# th > h� 2������� ���� ���
9��	 ��&����%� � �������� % 0�����	 �%�������	3M

<3 ������	���%���� �� ������	 ������ ���������� �����	��� ����
����� u� > 2T�c� Tc3 ������"�������%��# tc > c� 2������� % &������	
�%�������	3M

+3 � 53 N	0��������O ����������%��� �����%%�� � ������& ��	�����
���� ������0� ���� ��	�����%� �� Th �� Tc � �� Tc �� Th� ��� ��������
�� ��-�& %���%�� �%��������& ����� 2%	� 0�� <3� ����	������ ����
��%% �� ����%���� � 	�"�� %����"��� �#��� ��%�� ������	���%��&
���%���� % ��	��������	� Th � Tc� ��
� �� �& ��-�� ������"������
��%�� %�%������� th � tc %������%������� � ������#����� ����������
��%� 	0��������

!�� �������0� ������ �����������%� ��0�� �������� �������� � !�
%������%���#-�� 	��%�	������ 	�-��%�� �������� 	�
���K

	 >
p

hqh2Th� T�h3
> )� cqc2Tc� T�c3

hqh2Th� T�h3
� 25�)G3

 ��%����� � 25�)G3 ����
���� ������� ������ ��������& �� 25�)<3�
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L2T�� T� �3 �	��� ��� ������& p�
�����

��p�� V �

� � ������	 �0� 	��"�%���	 p�%-�������� ?%����� %�������p�
��%�� L �� T �������#� ��p����� T � ��p�� T�� � � ��p���� � 1������
L�2T�� �3 > q�

�
2T�� �3 @ ���2T�� �3� '� 	��"�%��� p�%-������� ��"���

	� �� ���& ������& �������� T � �������� %��� 1������ L��2T�� �3 �
L��2T�� �3 %������%������� �p���	

L��2T�� �3 > L��2T�� �3� 25�++3

/ %��� �����p����%�� � 0�����%�� 1������ q
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%������ 9��� ���%��%�� % ��������	 ����	 %� %��p���	� (8� ), ����%���
= ������� ������%� �� ��p�%������ � % ����	 �� p���p ����� / �����
9��0� ��p�%������ �%� 	��"����� � � �p�	� ����0�� p���� ���# ���
�������� 4��� "� 	��"����� w �p������"�� ����p���� 28� )3� T��
������� ��� ������%� ����� ����	������ p�
����� ��� ����p�0� ��	�
��p���p� p�����0� ���� ��p���#����%� 	�"�� ���	� ������	� ������
���	� ��
� �� ���%��� ��%����%��� �����p� T� > T�w�
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���

�������� �������� �������	
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�� ��
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������ %	��� ������ � ���������	 ���	���%��	 � ! ��������
	�
��� ��� �������� 	�-��%�� p� 9����������� ������ � 	���	����
��	 ��������%��� 9������� � %�%��	�� ��� ��� 9������� ������0� ����
�� ���� �� ��	�����%�� ��������%��� 9������� ����������%� ��%��	
9������� �%��������� I� ���&���	 � ��%�������

�>�
�
q2T�� T 3

T�

�
�min

�
q2T�� T 3 > p�� T� > fT�h� T�cg�

2q2T�� T 3�T 3 > 8� T � 8�
25�+*3

/ 9��� ������ ��� �%��������& �%������ � ������� � �������� ����
	�"�� ��� ������& �������� ��	�������� T � 4����� �%�� ��� T� > T�h
� ��� T� > T�c 1������ A�0���"�� %������%���#-�� ������ 25�+*3 ���
�#��	 �������� T�� �	��� ����%������� 	��%�	�	 �� T � �� ������&
�������� ������ ���� 4��� �� ��&� Th� %������%����� �������� % 0��
����	 �%�������	 2T� > T�h3� ���0��� Tc�  �������� % &������	
�%�������	 2T� > T�c3�  �� 9��	

Th > argmax
T



q2T�h� T 3

�
)

T�h
@ � @

�

T

�
� �p�

�
�

Tc > argmax
T



q2T�c� T 3

�
)

T�c
@ �@

�

T

�
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)
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�
)

T�c
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�
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�
� 25�+G3

���	� ��0�� ��������� �%��������� �0��������� ������ 25�+*3

q2T�h � Th3 @ 2) � 3q2T�c� Tc3 > p��


q2T�h� Th3

T � )
@ 2) � 3

q2T�c� Tc3

Tc
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25�+63
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?�������� 25�+73B25�+63 �������#� ����� ���� ������%���&K Th� Tc� ��
� � � I��"�����  %������%����� ���� ���	��� �������� ������0�
���� % 0�����	 �%�������	 � ������������� �������%��� 8 �  � )�

!�� �������0� ������ ������������� ��
���� ������ 25�+*3 ������
��� � %����#-�	� ����������K
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T������������ ��911������ ������������� k ��%%��������%� ���

k >
5khkc�p

kh @
p
kc
� � 25�583

/���"���� ���� 25�+H3 ��������%� � ��� ��
���� ������ � 	��%�	����
��	 � ! ��� 1��%��������� 	�-��%�� ��� 	�
�� % ��%����������	�
����	����	� ������0� ����� / 9��	 %�����

k >
5khkc
kh @ kc

� 25�5)3

'������� ���������� ��� ��� p� � 8 �������� 	max %���	��%� �
� ! ������ � ��� p� � pmax ��� %���	��%� � �������# ���	���%�
��0� � ! �������B=������� 25�583� 4���	������ ������"�������%��
�������� % 0�����	 � &������	 �%�������	� ����%��%� ���0 � ���0�
���
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�� ��������%� �� &������0� � ��������%� 0�����	� �%�������� 4������
&���������0� ����� �� ����� �������0� ��%�%� ����#����%� � ��	� ��� �
�����	 %����� ������� 9����	����%�� %��"�� "���������� ��&������

�� �� ������ ����
���# ������� �������	�0� � &������0� �%�������
������ � ����������	�� 	�-��%��K
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#� ������� ������ ����
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	 >
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$� 9���0�����%��0� �����%� %������� ��� 	 > )@ �� ��9��	� ��%�������
����� ���������� �������� &���������0� ��911�������� !�� �������
	�0� %����� 	�"�� ��911�������	 	k �������0� ���%���� ��������
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'������� �������� (*G,� ��� ���������	� �������# &���������0�
��911������� %������%����� ��� �������� %������ 	�-��%�� p� 	����
	������ �������� ��������%��� 9������� � %�%��	��  �����	 �������
%������#-�# % ������� 25�+*3� % ��� ��������� ��� ��	�������� �����
��0� ���� �� ���"�� ��������"��� ������� (T�c� T�h,�  �� �������� %
&������	 �%�������	 T � T�c� � ��� �������� % 0�����	 T � T�h�  ��
%������������%�� ��
���� 9��� ������ %����
���� �����0���� ��%���
����������%�� ��
���� ������ 25�+*3� ��9��	� �������	 ����������
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���� ��� �������0� ������ �����������%�K
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� 9������������ ��911������ �����������%� k ����%����%� ��� "��
��� � � ������ � ���������	 ���	���%��	 � ! ���	�0� ����� 25�583�

; ��%��	 ����������	�� 	�-��%�� p� �����%����%�� ������ �����
� &���������	 ����� � ������ ����� 0�����	� �%������� 	�������
�� �����%����� ���� � �������& ��������	�& ������ ��� �0���������
�� ����������	�� 	�-��%��� �� �& ��911������� �������0� ���%����
	�������� ����#�� %���	�%� � ���#� ��0�� 	�-��%�� %���	��%� � ��%�
�������%���

/ (*G, ��%%	������ �� "� ������ ��� ���0�& ������� �����������%��
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:�%%	��p�	 ��� ������ � �p�������& ���	�"��%��& �������� 	��

��� �p� �0p��������� �p����"�������%�� ����� � � �������& ����
���	��%��& 0�p���0� �%������� c� � &������0� c�� ����� ����� ������
������#� ������� *�p
���� U���	 �p������0��� ����%���	� ��	��p��
��p� 9��& �%�������� �� ������ �& �������� % p�����	 ����	 T �

�� �
T �
��� � ���"� ������ �������p����� �� 0�p���0� � &������0� �%��������
� p�����	� ���� qh2T��� T 3 � q

c2T��� T 3� C�%������ p�����0� ���� ����	
&�p����p������� 9��p����� S � ����p����� 9��p0��� E� ����p�� ���
	���#�%� � %������%���� % ��11�p���������	� �p�������	�

JS >
q2T�� T 3

T
� JE > q2T�� T 3� p2t3� 25�573

�������� ����� q � 9��& ���������& p���� qh ��� qc � ����%�	�%��
�� ��0�� % ����	 �%�������	  0�p���	 ��� &������	  ��&����%� �
�������� p������ ����M p2t3  	�-��%��� ����p��	�� �� p�����0� �����

'� ��p�	����� %�%������ ����"��� �%����� ��������%��K

S2� 3 � S283 > 8�
�Z
�

q2T�� T 3

T
dt > 8� 25�5G3

E2� 3� E283 > 8�
�Z
�

q2T�� T 3dt >

�Z
�

pdt > A� 25�563

'� �	��� %	�%�� %������ ��p�	��p�	� �����"�-�	 ����	������
	� ����p�� �p����"�������%�� � ��� ������ ���� A�p����� ��� ��� %�
���	���	 ��	��p���p� 0�p���0� �%������� ������� � &������0�  p�%�
���� � �p� ����	�����	 ����p� �������� � ������"�������%�� �����
�������%� �� %���� �0���� ������� � ���#� 4���	������ ����������
����� %�p�	���%� �� �p� 9��	 � ����������	 ����p���	�& ������
���� ��p��� p�%%	��p����& ��
�� U���	� ����	 ��p���	� %������ ���
������ � 1��%�p��������

'�"� p�
��� ��� ������� ��p�����#-�� �p�������� ���	�"��%��
�������& 	�
�� % �%�������	� �0p��������� �	��%��K

�3 ������ � 	��%�	������ p������ ���� ��� �� "� %�	��� � 	��%��
	������ %������ 	�-��%��� ��� ��� Amax > pmax� � ��� %������ ��
25�G83� 	��%�	������ p����� %������%����� �p���p�� ����	�����%��
����

I >
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�

q2T�� T 3 dt > Qh �Qc � maxM 25�5H3
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	 >
A

Qh
> )� Qc

Qh
� max 25�*83

�p� �%�����

Qh � Qc > A�� 25�*)3

�p�����%� ����� ����� ����� ��	������ ��	��p���p� p�����0� ���
�� �� �p�	��� T �2t3� ��� ����p�0� 1���������� 25�583 ��� 25�*83 ���
%��0�#� 	��%�	�	�� / ��p��� ������  �p� �%�����& 25�573B25�563� ��
���p�� � ��p���%�����	 �%�����	 %������ �������� p����%��� 25�*)3�

!�� ����& ����� �p�	�	 %����#-�# ��%������������%�� p�
����K

 p�%%	��p�	 ������� p�����0� ���� % 0�p���	 �%�������	 20�p��
��� ��������3� %����� �0� �p����"�������%��� ��	��p���p� �%������
�� � ����� ��������� � �p�p�-���� 9��p���� p�����0� ���� ����p����
�����	� ��p�	��p�	�M

 �����0����	 ��p���	 p�%%	��p�	 &������� ��������� � ���
��p�	 p������ ���� ������ ����� &������	� �%�������M

 %�%�����	 p��������� ����	������ ����������� ����p�� ����
�p��������� ��p�	��p� ���� ����� ������%� ����	�	� ��������0�
�p���p���
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 ����	������� �� ���� ��� ��� �� %����� �����
	������ ���������� ��������� � �������� ��	��p���p� �%��������
�p������0�#�%� 1��%�p������	�� �� 	��%�	������ p����� %�������
%����� � ����& %�%��	�& 	���	������ %��p�%�� p�%�� 9��p�����

+�p��� ��������� 4�������	 �p�	� 0�p���0� ��������� ��p�� t��
� ��	��p���p� 0�p���0� �%������� � ����� ���������  ��p�� T �� >
> T��2t�3� E��%���� T �� �p� �������� ��������� ��	��p���p� T

�
�� 9��

���������� ������# ������%��� ����� Qh� ��p������0� p�����	� �����
������ �	��� ���

WS� >

t�Z
�

qh2T��� T 3

T
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t�Z
�

qh2T��� T 3 dt > Qh� JT�� > �qh2T��� T 3
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� T��283 > T �
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���%� �	�%�� �p�p�-���� 9��p���� %�%��	� 	���	�������%� ������
-���� 9������� ������0� ����� ��� �� ������ �� ����	������ ��
�����
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�������� �����-���� 9������� ������0� ����� ��� ��� ���� �������0�
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 �� 9��	 ��������� ����	������ 0�����0� � &������0� ���������� ��
��	���#�%�� ��� ��� Qh � Qc � ��& %����#�%� 1��%��������	�� ?%���
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%� �%%��������� %&�	 % ���	� �%�������	�� �	�#-�	� ��	��������
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���	 P �� � ����

� +
G�
� � G�

�

(G�
� � G�

�) 7 (G�
� � G�

�)
�

%���	��	 � ���	�	��	��� �� 
�����

G�
�(p

�
�
� �) �G�

�(p
�
c � �) + G�

�(p
�
�
� �) �G�

�(p
�
c � �)�

������	�� 	���

p�
�

+ ,2?� p�
�

+ ,88� G�
� + ,91� G�

� + ,21�

p�c + ,21� p�c + ,28� G�
� + ,81� G�

� + ,91�

y + 2/

(�	�� �  ������D�� ������ �  �D�	���)� ��  ����������� �	���	
P� + fp�c� p

�
�
g� P� + fp�c� p

�
�
g� >��� �	�	���  �	�	��	 ������� �	��

�	�"������ ����	������ �� 
���	 P�� ���� � + 1� /� '���������	
����	��	 ����	��� ������������� I� + ,/14�

E��� "� ��� �	� �	 ������ ������ ������������ �	���� �����
�	�� � ���o��  �	�	��	 �	�� �	�	�� �	 ���	��&���� ��	� �	:���
�	
��	��	��
& �����
 (/�,)� (/�2)� �� ����������	 ����	��� �	� �� 
������� "� pc + ,28� p

�
+ ,2?� � ����������	 ����	��	 ����	���

������������� "��� I� + 9,2�



2?1 �	� �� ���������� �
�
	����� ����������
���� �����

! ��
��	� ����� $
����� g�(p�) � g�(pc) ��	&� "��		 ������� ��
(��� ���� /�,� �)� 
����� ������������� �������&� ��

p�
�� + pi

�
� p�

�� + pj
�
� p�c� + pkc � p�c� + psc�

� +
Gj
� � Gs

�

(Gk
� � Gs

�) 7 (Gj
� � Gi

�)
�

Gi
�(p

i
�
� ��)� Gk

�(p
k
c � ��) + Gj

�(p
j
�
� ��)�Gs

�(p
s
c � ��)�

��������� 
���� 
������  �	������� 
���� ������ !
"��		 ������� ��
��	 ��� ���������� ������ ��� ����
���� ��	"
 
	��� m ��� ������ ���
��	��� �� ����	 �� �	��� pck  �����	�� 
	 g�k(pck)� k + ,� � � � �m� ;�� <��� ��� ��
��� 	������ ����
����
��	"
	��� �k 	����� ����� k �� ���� =���� � 
�	��� �	������	���
��	�������	� ����
���� � ����� �� ����������	��� �	���� �	�	 
�� ��������� ������ ��		� ��

I +
,

�

�Z
�

�
g�(p�)p

�
�

mX
k��

g�k(pck)pck � y

�
dt� max

P
� (/�23)

�Z
�

-g�k(pck) � �kg�(p�).dt + 1� k + ,� � � � �m� (/�24)

�� ����������� �	:	��� ���������� ��������	����
 ���		 ��
��&
����	���� 
����	

min
�

max
P

R(�� P ) + min
�

max
p

�
g�(p�)

�
p
�
�

mX
k��

�k�k

�
�

�

mX
k��

gik(pck)(pck � �k) � y

�
� (/�28)

��	 � + (��� ��� ���� �m)� P + (p
�
� pc�� pc�� ���� pcm)�

! ��� ��
��	� ����� ������ (/�23)� (/�24) ��
����� 		 �	:	��	
	�����	���� >�� �	��	���� ��$$	�	����
	��� $
����� g�(p�) �
g�k(pck) <�� �	:	��	 
���	����	� 
������

�R

�p
�

+
dg�(p�)

dp
�

�
p
�
�

mX
k��

�k�k

�
7 g�(p� ) + 1� (/�29)

�R

�pck
+ �

dg�k(pck)

dpck
(pck � �) � g�k(pck) + 1� (/�26)

g�k(p
�
ck) + �kg�(p

�
�
)� k + ,� � � � �m� (/�2/)



���� �����	
��
 
���	����
����� ������� 2?,

F������
� ����
��	���� ����������	 �:	���	�	����� ���
 
���� ��� ��� �����	��� �	��	����

d�g�(p�)

dp�
�

�
p
�
�

mX
k��

�k�k

�
7 2

dg�(p� )

dp
�

� 1 (/�2?)

����� ������ ����
���� �	 �
�	�� G���������� 	��� ����	����

����	

d�g�k(pck)

dp�
ck

(pck � �k) 7 2
dg�k(pck)

dpck
� 1� (/�31)

�� ����� k �� ��� ����� �	 �
�	��
! ���������� �	��
��� ��������� ��� ���	���	 $
�������

�
g�(p� ) + b(p�

�
� p

�
) ��� p

�
� p�

�
�

g�(p� ) + 1 ��� p
�

 p�

�
�

(/�3,)

��
�

g�k(pck) + ak(pck � p�ck) ��� pck � p�ck� k + ,� � � � �m�

g�k(pck) + 1 ��� pck � p�ck� k + ,� � � � �m�
(/�32)


���	����&� ��	"������ (/�2?)� (/�31)� ! <��� ��
��	 ������ (/�23)�
(/�24) ��		� 	�����	���	 �	:	��	

p�
�

+
,

2

�
p�
�

7
mX
k��

�k�k

�
� (/�33)

p�ck +
,

2
(p�ck 7 �k)� k + ,� � � � �m� (/�34)

%���	��� �k ���	�	��&��� �
�	� �	:	��� ����	�� ���	���� 
���	 
���

mX
j��

�j�j 7 Mk�k + p�
�

7 Mkp
�
ck� k + ,� � � � �m� (/�38)

��	 Mk + ak	�kb�
�	������	 
���� �����  ������� 
������� ;��	�	�

��������
 ������ � ������������ ���"��� ��� ��
���� ����� ��	� 
������	 ��������� n ��� ����
����� ������	��� �� ����	 �� �	 
��� p

�i  �����	��	 g�i(p�i)� i + ,� � � � � n� � ���
��	� m ��� �����
�� �	��� pck  �����	��	 g�k(pck)� k + ,� � � � �m� ;�� <��� ��� ����� 
����� 	������ ����
���� i �� ��� ��	"
	��� �ik 	����� ����� k ��
���� %����� ����	� ��



2?2 �	� �� ���������� �
�
	����� ����������
���� �����

I +
,

�

�Z
�

�
nX
i��

g�i(p�i)p�i �
mX
k��

g�k(pck)pck � y

�
dt� max

P

� (/�39)

�Z
�

�
g�k(pck)�

nX
i��

�ikg�i(p�i)

�
dt + 1� k + ,� � � � �m� (/�36)

��	 P + (p
��� p��� ���� p�n� pc�� ���� pcm) � 	���� �	��

�� ����������� �	:	��� ������ (/�39)� (/�36) ����	���� 
����	

min
�

max
P

R(�� P ) + min
�

max
P

�
nX
i��

g�i(p�i)

�
p
�i �

mX
k��

�ik�k

�
�

�
mX
k��

g�k(pck)(pck � �k)� y

�
� (/�3/)

��	 � + (��� ��� ���� �m)� E��� ������ (/�39)� (/�36) ��
����� �� ���
�	��	���� ��$$	�	����
	��� $
����� g�i � g�k ��� ��		� 	����� 
	���	 �	:	��	� ������	 ���	�	��	��� 
�������

�R

�p
�i

+
dg�i(p�i)

dp
�i

�
p
�i �

mX
k��

�ik�k

�
7 g�i(p�i) + 1� i + ,� � � � � n�

(/�3?)
�R

�pck
+ �

dg�k(pck)

dpck
(pck � �k)� g�k(pck) + 1� (/�41)

g�k(p
�
ck) +

nX
i��

�ikg�i(p
�
�i

)� k + ,� � � � �m� (/�4,)

A����� �	�	�	���"�������� ������� ������ �	�
��� ����������

������ (/�/)� (/�?)C

��R

�p�
�i

+
d�g�i(p�i)

dp�
�i

�
p
�i �

mX
k��

�ik�k

�
7 2

dg�i(p�i)

dp
�i

� 1� i + ,� � � � � n�

(/�42)

�
��R

�p�ck
+
d�g�k(pck)

dp�ck
(pck� �k) 7 2

dg�k(pck)

dpck
� 1� k + ,� � � � �m� (/�43)

! ��
��	� ����� $
����� g�i � g�k ���	��� ������ �� �	� p
�i � pck�

��	�

g�i(p�i) +

��
�

bi(p
�
�i
� p

�i) ��� p
�i � p�

�i
�

1 ��� p
�i 
 p�

�i
� i + ,� � � � � n�

(/�44)
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���	����
����� ������� 2?3

g�k(pck) +

	
ak(pck � p�ck) ��� pck � p�ck�
1 ��� pck � p�ck� k + ,� � � � �m�

(/�48)

��� 
���	����&� 
������ (/�42)� (/�43)� � ������ (/�39)� (/�36) ��		�
	�����	���	 �	:	��	� ���	�	��&�		�� 
�������

p�
�i

+
,

2

�
p�
�i

7
mX
k��

�ik�k

�
� i + ,� � � � � n� (/�49)

p�ck +
,

2
(p�ck 7 �k)� k + ,� � � � �m� (/�46)

%���	��� �k ������� ����	 �	:	��� ����	�� ���	���� 
���	���

mX
j��

�jMjk + ck� k + ,� � � � �m� (/�4/)

��	 ck + akp
�
ck 7

nX
i��

�ikbip
�
�i

� �

Mjk +

�


�



�

ak 7
nX
i��

�ij�ikbi ��� j + k�

nX
i��

�ij�ikbi ��� j �+ k�

'��	���� ��� ������ ��	����	��� ����� g�k(pck) � ������ �� ��� 
�
���& g�i(p�k)  ��& ��	�	�� ���	�	��&��� �����	�	�	��	� ��	���
�� ����	��	 ��������� ����� � ����	"��	�	� ����
���� ����	� 
��	���� H�� �����	�	�	��� ��	&� ��� ���������� �� ���� /�2�

���� ��$� ������������� 	���	� ������	 �� ��	��� � �	�� ���	 ���%�

� �	�������# ��	������ ����������

;���� ���
��	���� ����� ������������	� ������� ��� ����� ��� 
��	�	�	��� ��	��� 	�� �����:���� ��������	���� �			 ������	� 
��� �	��� � ����� ������ ����
���� � ������� ��� ����� �����	 
�	�	��� ��	��� 		 ����	"��	�	�� ��������	���� ���		 p

�i� ;�<���




2?4 �	� �� ���������� �
�
	����� ����������
���� �����

dg�i	dp�i � 1� dg�k	dpck � 1� ;�� �����	���� ���������� �����	 
�	�	��� ������ ��	����	��� � ������ ���	��� ������ �� ����	��� 

&��� �	� �� ���	����� �
��� ������ �����	�	�	����

���� ����������
���� ����� � ������

�������������
���� ���
�


! <��� ����	�	 ��������	�� ���	�� ��	�	��� � ��	�	����	 �� 
�������� ���������	���� $����  ���������� �� 		 ���
��
�� �
������	������� A����	 ����������� ���������� �������� ��� ����� 
��� �����<�������	���� ����	�� ����������	�� �� ����	��� ��& 
��&��	 $���
�

H�������	���� ��	��� ��� ��������  ��� 9� ������	���
	��� $
�� 
��	� "������������� S(N�M )� ������	� �� 	����� �	�
��� N 
 1�
 ������� �	�	� M + N� �"������	��� "������� �	�
�� (�	����)�
I�� ������� S(N ) � ��������� �������&��� �� ������ �������& 
�	� 	����� N � ��
���� 	�� $
������ ���������� �	���� �������
�� N � ;���	��� ����� $
����� ���	��� $
����� I�""�B>
����� ���
��������	��	��� �	�
���C

S(N ) + �

mY
i��

N�i
i � �i 
 1�

mX
i��

�i + ,� (/�4?)

;���	��		 ��	���� ������ � �����������J& �	���� ������� $
�� 
��� S� E��� "������� �	�
�� �������	� ��
��	 ��� �	�
���� ��

S(N ) + �
mY
i��

N�i
i 7 rN�� �i 
 1�

mX
i��

�i + ,� (/�81)

���������� ����	�
� �������
& �� <�������	���� ��	��� � ��� 
��� 	���� ��	��� �������� p� �������	�� ;
��� ����� �	�
���  ��� 
����	�	 ��	� N�� � 	�� ��	��� � p(N )� !	�	� �������	
��� ������

C�� ��� �����	
 �
������
 �����	
�
 ������� �
�
�
 �
�� ����

�����	
 ��� ��
��� ������ N� 	� ��	�C

C�(N�) + p�N
� �

�Z
N�

p(N ) dN + p�N
� � R(N�)�

%�	�� R(N�) � ����������� ��������� �	�
���� �����
& �
��� �� 
������� ��� 	�� ���
��	 �� ����� 
����� ����	����	 �	��K C� ��		�
�
 �	 ����	������� ��� � "������� �	�
���

L	������ ���	�	��� "�������� �	�
��� C�(N�) ����� ��	���� 
��� ��� ���
��
 �	�
��� 
 �������	�� ����	������ � ����	�
&�	�
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���� ����� � ������ ���
�
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������	� 	�� �� ����	� ;�� <��� ������ ���
��� � ������ ����� 
��� 
�� ����� ��� ��� �	�� ���
��� ����� 
����� "����� � p(N )� � �	��
������� � � p�� =���� ����	�� �����&� ��������	
��	���

E��� �	� ��� ���� �����"�� ������ ��	���	 ���	�������� ���� 
��� ������	�� �������	�� ���������	������� ���
���� �� �����	���
���	�	����� "�������� �	�
��� ���	������ '�� ����	� �����

C(N�) + �

�Z
N�

(p� � c(N )) dN + p�N
� �R

�
(N�)�

;�� <��� �	�� ����	����� c(N ) 
 p(N )� � �������

D(N�) + R
�
(N�)� R(N�) +

N�Z
�

(c(N )� p(N )) dN 
 1�

E��� 
�	���� ���

dN + g(c� p) dt�

��	 g � ����� ���
���� ��

D(� ) +

�Z
�

g(c� p)(c� p) dt 
 1� (/�8,)

��� <���

�Z
�

g(c� p) dt + N��

!	������ D ������	���
	� �	�"������	 ���	�� ���"�������� �	�
� 
��� >	�����	����� ��� ����� ���"� 	��
�� ����	�
  ��	��		 ����� 
���	� ��	� ���
���� �	�
�� N� �� ����	 �� �	�	 p� � ������� 	�� ��� 
����	�	 �� �	�	 c�(N ) � p(N )� ����	��� ��������� "�������� �	�
���
(��������) "���:	� �	� "��� ���
�	��  ������ ����	��	� ;�����	� 
������	 ����	��	  (/�8,)

dD

dt
+ (c� p) + g(c� p)(c� p) (/�82)

������	���
	� ���	�������� ���	���
'��	���� ��� ���"�������� �	�
��� C(N�)� ��� � 	������ D

� � �������	���� � ������ ����� �	�
�� �	�	����� �� ����� � ��	����
�	�
��� p� � �������	�	� ! <��� ��
��	 p(N ) 
 p�� � "������� �	�
��
���	��&� ��� ���
��	 �� ����	 � ��	���� p� � ����	�
&�	� ����� 
�	� �������	�	 �� �	�	 c(N ) � p(N )� ;�� <���  ����	��� (/�82)



2?9 �	� �� ���������� �
�
	����� ����������
���� �����

���	��	��� ���� ������ g � ���� �������� c � p ���� ���  ����	���
�	�������	������

;�����	 ���"�������� ����� ������������� �	 ������ �� �"�	�
�	�
���� ���	��������  ����	�	� �� � �� �	�
��� ����
��&���  ��� 
�	�
 ��� ������&��� 		 � ���	��������& g� ;��"�������� ������ g
����

� + gp(N )�

��	 N � �	�
��� ����� �	�
���  ����	�	� E��� ����� ������	� ����	 
�
� �� � ������ ��	��� p 	�� ���"�������� (���������� ���	�	���
"�������� �	�
��� �� ��	� ����	�
&�	� �	�	�������) 
�	��:�	����
� 	��� �� ����
��	�  ����	�
� �� � ������ ��	��� 	�� ���"��������
����	��

>�� ���������� �������� <�������	���� ����	�� ����� ��������
"�������	 
���	��� �� �	�
��
� �������
 � "������������&C

MNi + gi�� � gi���� i + ,� � � � � n� (/�83)

MN� + g��� � g���� �

nX
i��

(gi��ci�� � gi���ci���) � (/�84)

MDi + pi MNi� i + ,� ���� n�

>�� �	���������� ����	�� 
���	��� (/�83) � (/�84) �����
��� "	�
���	�	���� � 
���	��	 ��� "������������� �� i �
 �	�
��
 ����	�
$���


MDi + gi��p
�
i � gi���p

m
i � i(p)� (/�88)

%�	�� Ni � �
������� ����� i �� �	�
���� N� � �
������� ����� �� 
������� i(p) 
 1 ������	���
	� ���	�� ���"��������� �������	 � �	 
������������& ����	�� �� ��	���� i �� �	�
���� � ��		� �� (2�,86)�

! ������������ �	���	 ( MDi + 1� Mp + 1� gi��� + gi�� + gi) 	������

i(p) + gi(p
m
i � p�i ) 
 1�

N	� "���:	 i� �	� "���:	 ���	�� ���"�������� i �� �	�
���� ���� 
��&�	�� ����	�
�

;��������	���	 $���� ���
��&� ���� ��� �	�
��� (����	�
<�	���&� ��
���	 �	�
��� � ���)� � �����&� � ��
��	� H�� $����
���
� ��	�� �����
& ���
��
�
 � �"�	��� �������� ����� � ���
 
$�"������ �	��
 		 <�	�	������ ���	 � 
�	��� ���
��
�� ������� 
�	�� ��	�	����	 ���������� ���������	���� $����� $
������� 
�
&�	�  �������� �����<�������	���� ����	�	�

���������� 
���������	���� ���� �� ��������� 
��

����� 
������� ���������� ���������	��
& $���
� ����"�	 
��&�
& �	�
��� � ���	���������� qi �� �	��� ci (i + ,� � � � �m) �



����  ���������
���� ����� � ������ ���
�
 2?6

���"����&�
& ����� g ����
���� � �	��� cg � %�	�� �� �	 
���� 
�	� �
��	��	� ���
��
�� $���� � ����	�
������ ������ �����
� ���
$�"������� ;�<���
 ����������	�
& $���
 ����� ������
�����������

����"�	� 	���� ����
��&��� �	�
��� �� �	 ���	�����C ����� 
�������&��	 �	�
��� � �������� qi(ci) (i + ,� � � � � n) � ��������	 
��	��	 �	�
��� � �������� qi(ci) (i + n 7 ,� � � � �m)� �� ������ ��
������ �����	�� 
����	 �	�������	�������� =� ����	��	 �	�� �� 
�
��� ci�� ��� �������� ����� qi �"����	���  �
��� �����&� ��	����
�	�
���� ;�� ci 
 ci�� qi(ci) 
 1� G���������� ��	��� cg� ���	�	��	�
�"����� �	�
�	��� ������ ����
���� (��� cg � cg�� g(cg) 
 1)�

���� ��&� ' �"% ��� � �		���� ������	 ��� �� � ��	������ ���

@
����� ��	����	��� (���������� ������ �� �	�� ���
���) �� 
�	� "��� ���������� ������	� (���� /�3� �)�

qi(ci) +

��
�

1 ��� ci � ci��

ki(ci � ci�) ��� ci 
 ci��
(/�89)

%�	�� ��<$$���	�� ki "���:	 �
��� ;�� ���
��	 �	�
��� �� ����	
ci� + pi� >�� �	�
���� ��������� ������� K ��������� � �	 ������
�� ������ qi� ������ ��� ������ ��	��� ������ � �	��� (���� /�3� �)�

qi(ci) +
K

ci
��� ci 
 1� (/�86)

;���� ����
���� $���� ���	�	�	� $
����	� ������ g(cg)� O���� 
�	� <��� ���������� ������� �� ���� /�3� �C

g(cg) +

��
�

1 ��� cg � cg��

kg(cg� � cg) ��� cg � cg��
(/�8/)

>�� ������������&��� �	�
��� ����	"�	��	 ������� �������� 
�� ���	�	��	��� ������� ����
���� g� ��� ���

qi + �i(g)� i + ,� � � � � n�



2?/ �	� �� ���������� �
�
	����� ����������
���� �����

� �
������	 ������� �� <�� �	�
���

T�(g) +
nX
i��

ciqi(ci) +
nX
i��

ci(g)�i(g)� (/�8?)

��	 ���������� ci(g) ���	�	��&��� �� 
�����

qi(ci) + �i(g)� i + ,� � � � � n� (/�91)

>�� ��������	��	��� �	�
��� �
�	��
	� ���������� �	��

������� ����
���� g � �������� qiC

g + F (qn��� ���� qm)�

������� �	 ������	� ���	�	���� qi �	�	� g� >�� ������� ����	���
���������	������� g ����������	 �������

T�(g) + min
c�c�

mX
i�n��

ciqi(ci)

�
F
�
q(c)


+ g� (/�9,)

=���� �"������ ������� �� ��������	��	��	 �	�
��� ���	�	��&���
�	:	��	� <����	������� ������ (/�9,)�

;�	�	����	 ���������� ���������	���� $���� ������ �� ��� 
�	��� ���������	����� ������ g� ��� �������� ���	�������� ���	 
�	��� "�������� �	�
��� �����������C

n�(cg) + cgg(cg) � T�
�
g(cg)


� T�

�
g(cg)


� max

cg�cg�
� (/�92)

>��������� �������� ��� ���
��	 ����� � ������	 ����
���� $�����
����

 +
mX
i��

(ci � ci�)qi 7 (cg� � cg)gK (/�93)

 + 1� 	��� ���
��� �	�
��� � ������� ����
���� ����������� ��
�	��� ci� � cg�� ��� <��� ����:	��	 ������ � �������� � + n�	(T�7T�)
������������ ���� ��� ������	��� ��� � ����	���	�� <���� ����	���
���	����� � �
�&�

;��	�	� �	:	��	 ������ � ������
�	 ���	�������� ���
�	���
���"��� n� ��� ���	���� $
������ F (q) � �i(g)C

F (q) +
mX

i�n��

�iqi� i + n7 ,� � � � �m� (/�94)

�i(g) +
g

�i
� i + ,� � � � � n� (/�98)

F������
� ���������� (/�89) � (/�91)� ������� ����	��� ��� ci(g)

ci + ci� 7
g

�iki
� i + ,� � � � � n� (/�99)



����  ���������
���� ����� � ������ ���
�
 2??

� ������ T�(g)C

T�(g) +
nX
i��

g

�i

�
ci� 7

g

�iki

�
� (/�96)

%����� (/�9,) ����	� ��

T�(g) + min
c�c�

mX
i�n��

ciki(ci � ci�)

�
mX

i�n��

�iki(ci � ci�) + g� (/�9/)

E	 �	:	��	

T�(g) +
mX

i�n��

c�i (g)ki(c
�
i (g) � ci�)� (/�9?)

��	

c�i (g) +
ci�
2

7 �i

2g 7
mP

i�n��
kici��i

2
mP

i�n��
ki�

�
i

� i + n7 ,� � � � �m� (/�61)

���
��

T�(g) +
,

4

�
����
�

2g 7
mP

i�n��
�ikici�

��

mP
i�n��

��i ki

�

mX
i�n��

kic
�
i�

�
���� � (/�6,)

%����� (/�92) � 
�	��� <��� ����	��� ����:	���  $���	

n� + cgg(cg) � g(cg)
nX
i��

ci�
ki�i

� g�(cg)
nX
i��

,

ki��i
�

�

mX
i�n��

kic
�
i

�
g(cg)

h
c�i
�
g(cg)


� ci�

i
� max

cg
� (/�62)

H�� ������ ��
��� 	��� * 
�	��� ����� ���
�
��� (/�61)� (/�8/)


dc�i
dg

+
�i

mP
j�n��

��jkj

�
dg

dcg
+ �kg�


����	 ������������� ������ (/�62) ����:	��� ���

dn�
dcg

+ 1 +� (2cg � cg�) �
nX
i��

ci�
�iki

� 2kg(cg� � cg)
nX
i��

,

ki�i
�

�

mX
i�n��

ki�i
mP

j�n��
kj��j

h
2c�i (g) � ci�

i
+ 1�
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	����� ����������
���� �����

���
�� � 
�	��� (/�61) ����� ���
���� ����	��� ��� c�gC

c�g +
cg�
2

7

�
���

nX
i��

ci�
�i

7

mP
i�n��

�ikici�

mP
i�n��

��i ki

�
���

2kg

�
, 7

mX
i��

,

��iki

� � (/�63)

� ����	 ���������� c�g  (/�8/) � (/�62)� ���
���� ����	��	 ��� ��� 
��������� ���	�������� ���"��� n���

��	� �����	��	� ���������  ���
�	�	�	�	 
������ �	�

������ ! �	������ ���������	���� ����	�	 ���������� �	��
 �� 
������ ���
��	��� � ����������� �	�
��� �	����	���	��� �	 �� 
����� ;	�	��"���� ���	� �������� �� �	�������� ������� ��&���� 
�	"� �	������ �����	�	�	��	 ���
$�"������� �	�� ������� �	 ���	 
�	�	��� � ��� ���	 ��������	�� �	������� ������ �������� � 
�	���
���
��
�� ���������	���� $�����

������ � �����
�� *��
��
�� ����	�� �������� �� ���� /�4� �� !
<��� ����	�	 ���� ��
��� � �������	���  ����������� '"�������
<��� ����� �	�	� q� + �g�

���� ��(� '	�������� ��	�" 	�� ����! �
��� � ������	� ����

�	����	 ���%�	� ��� � ��������%�	� ���

E��� �	���� � ������� q� ��������� � ������������&��� �	�
� 
���� � ������� ���������� ����� � ���������	�������&� �� 
����	

q� + �g + ��
�
g(, 7 �)


��� ���������� $
����� �� ���	�	��	� �(g)� =��� ��� ���������	� 
$���	 (/�94) �� 
����� �g + (, 7 �)g	�� ��	�
	�� ��� � + ,	�� � ,�
%����� ��	��� ��	�	����� ���"��� ������	��� �� ������� ��������	� 
���  ��	���
�	� �
���	� �	�� ���  $
������ T�(g) � T�(g) �
���
���	���� g �� (, 7 �(g))g�



����  ���������
���� ����� � ������ ���
�
 31,

! ��
��	� 	��� �	���� ��������� � ��������	��	��� �	�
�����
������ (/�9,) ����	� ��

T�(g� �) + min
c�c�

�
mX

i�n��

ciqi(ci) 7 cg�g

��
F (qn��� ���� qm� �g) + (, 7 �)g�

(/�64)
		 ����	��	 (����������	 �������) T�(g� �) "
�
� ����	�� �	 ������
�� g� �� � �� �� I���	��� ������������ ���	�������� ���"���C

n� + cgg(cg)� T�
�
(, 7 �)g(cg )


� T�

�
g(cg)� �


� max

cg�cg�������
� (/�68)

�
���
�����	
 �
��		� ��
���
����		�� ���� *��
��
��
����� ��	�� ��	�����	�� �� ���� /�4� �� >�� �	��� �� ��		� A ��
$���
��� (/�8?)� (/�9,) ���
� "��� ��������� ����������	 �������
��� $
����� ������ ���
$�"������C

TA(gA) + T�A(gA) 7 T�A(gA)� (/�69)

! ��� ��
��	� ����� ����� ���
$�"������ ���	��� ������������& 
���� �� ���	�	��	��� ����	��	� ����
������ ������ g

�
gA + �A(g)


�

� ������� � ������� TA ������&��� ��������� �� g� !�"�� �	��
cg � ���������	������� g ��
�	����	��� �	:	��	� ������ (/�92)�
������� ��� ������� ��
��� ����:	���  ��	

n�(cg) + cgg(cg)�T�B
�
g(cg)


�T�B

�
g(cg)


�TA

�
g(cg)


� max

cg�cg�
� (/�66)

E��� �	 ����� gA ���
$�"������ ��������	��	���� �� �����	��	
TA
�
g(cg)


 ����	��� ��� n� (/�66) ���
���
	�� � ������ (/�9,) ��	 

�"���
	��� � ��


T�(g) + min
c�c�

�
mBX

i�nB��

ciBqiB(ciB) 7 TA(gA)

��
F
�
q(c)


+ g� (/�6/)

; � � � 	 �� �	:�� �����
 (?�29) ��� ���	���� ���������	� q�(c�)
(/�89)� F�(q�) (/�93)� ��(g�) (/�94) (� + fA�Bg)� * 
�	��� (/�96)� (/�6,)
<�� ������ ��		� ��

mBX
i�nB��

ciBkiB(ciB � ci�B) 7

nAX
i��A

gA
�iA

�
ci�A 7

gA
�iAkiA

�
7

7
,

4

�
������

�
2gA 7

mAP
i�nA��

�iAkiAci�A

��

mAP
i�nA��

��iAkiA

�

mAX
i�nA��

kiAc
�
i�A

�
������� min

ciB�gA
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	����� ����������
���� �����

��� 
�����
mBX

i�nB��

�iBqiB 7 ��BgA + gB� (/�6?)

A����� ������������� <��� ������ ���	�	��&� ����	��� ��� 
��� 
��&��� �	�	�	����C

ciB +
��iB 7 ci�B

2
+� qiB + kiB

��iB � ci�B
2

(i + , 7 nA� � � � �mA) �

gA +

mAP
i��A

��iAkiA

2

�
������B �

�
nAX
i��

ci�A
�iA

7

mAP
i�nA��

�iAkiAci�A

mAP
i�nA��

��iAkiA

����� �
��	 ������	�� � ������� �� 
����� (/�6?)�

��������	
 �
��		� ��
���
����		�� ���� *��
��
�� �� 
��� ����	�� ���	�	�� �� ���� /�4� �� *���	�� � ������	����� ���
� 
�
��� ����	���� ��
�	��� ����� ��� ������ ��	��� ����������	
������� TA(gA) + T�A(gA) 7 T�A(gA) � TB(gB) + T�B(gB) 7 T�B(gB)�
������ gA � gB �"���&� ����� �"������ ���"� "��� �����	�� 
��� 
��

dTA
dgA

+
dTB
dgB

� gA 7 gB + g� (/�/1)

A����� (/�/1) �����&� ������ ��		� � �"��� ������� g �� �	� �� 
���� ���	�	��&� ������� TA � TB ��� $
����� g� ;���	���� �	 � 
"���	��� �� 
�����

n�(cg) + cgg(cg) � TA
�
g(cg)


� TB

�
g(cg)


� max

cg�cg�
� (/�/,)

;�	����� ���������	��
& ���
��
�
 ��� ��	���	��	 ���	�����
��		�� ������ �� �������  ��& ��	�	��� ���	� �	 "��� �����������
����� ����� ��	�	����	 ���������� ����	���

>�� ����	� � 	������� ������� ������� ����
��� g + (g�� g�� � � �
� � � � gj� � � � � g	) ������������ ���"��� ��� ������� ��� ����
����
n�j(gj) ���	�	��	��� ����	��	� (/�92)� !�"�� 	����� g ��
�	�� 
��&� ��� �	:	��	 ������

n�(g) +
	X
j��

n�j-gj(cgj).� max
cgj

� (/�/2)

��� �	� ��� ���� �������	����� �����&��� ��
� � ��
��� ���� 
�� gj� =����� �������	����� ���
� "��� ���������� �"��
�������
�������	��� �� ����� ������ ��"� �	�
��� � ���

F��	�������� ���"��� n� �	 �	��� ���	��� ����	��	� ��� � 
"��� �	� � ������  ���������	���� ����	���� !	������ n� ���	�
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"��� ������C n� + n��� E��� <�� �������	 ����	��	 �	 ��	������� ��� 
�������� ��������� � ��	"
	��� ��� n� + n�� ������������� ����� 
�� �� 	�����
 ����
����� ��� ��� �	��
��� ��������� ������ ����� 
�� � ����������� ���������� ��������  (/�93) ��� $�����������
n��(g)�

�	�	��� �������� ������� �����  ������� 
������� �� 
����	 ������ ����� � ������ ����
���� ������	� �	 ������ ���� 
���� ���	�	��� �	:��� 
������ ��  ���	 ��
��	 ������� <$$	� 
������� ���������� ���	  ������������ ���
�	���� E��� �� ��� 
������	 	��� ������ ����� � ������ ����
����� �� P�	����	Q ����
�	��
 �������� ���	��&��� 
��	��	������ =��� ������	�� ��� �� 
����������&��� �	�
��� ��		�

�Z
�

�
qi
�
ci(t)


� �i

�
g(t)

�
dt + 1 i + ,� � � � � n� (/�/3)

�	��� ��	���� (/�91)� G���������� ��� ��������	��	��� �	�
���
 �����	 (/�9,) �
��� ������ �����
� $
���������

T� +
mX

i�n��

�Z
�

ci(t)qi
�
ci(t)


dt (/�/4)

�� ci(t) � ci� (i + n7 ,� � � � �m) ��� 
�����

�Z
�

h
g
�
t

� F

�
qn��

�
cn��(t)


� ���� qm

�
cm(t)

�i
dt + 1� (/�/8)

! ����	��� ������������� (/�92) ��� ������� ������ ����	 �����
���	��� 
��	��	��	 �� �	�	��� ����������	 (/�/4)� � ������ ���	�	 
��	 � �	�	�� ���
����� �	�� cg(t) � ������ g(t)�

*$���
��������	 ����� �"����� ������ ���&��� 
��	��	��� 
�� �������� �	���	����� ��������������� (��� ��� ?)� '�� ��	&�
����������	 �	:	��	 ��"�  $���	 �������� (������	���� �	���)� 
<��� ��
��	 ������	 ������ �	 ������� � ��������	�����
 <$$	� 
�
� ��"�  $���	 �
����� ���������� $
����� (������	���� �	���)�
! ��
��	 ������	����� �	���� ����� ��� �	 �	�	�	���	 ������ ��� 
����&�  �	�	��	 ���	�	�	���� ���	� �� ���	���� �	�	�� � ���� 
������	 ("����	) ����	���� �	�	��&����� �	��
 ����� L�������� 
��	 ��	��		 ����	��	 n�  <��� ��
��	 "���:	� �	� n�  ������	����
�	���	� � ������ ������&� ���
���� ��������	����� <$$	��� ;�� 
	�	� ��� ��	����� �� �"��� 
�	���	���� �����	����  ��� ?� 
��� 
�� �	�	���"�������� ���� �������� �	�	�	���"�������� �������
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��� g� � ����������	 ������	���	 ����	��	 ���������	�� 
������ � c�i � ����	���
&��	 <���
 ����	��& �	��� E���

max
�

min
c

�
mX

i�n��

ciqi(ci) 7 �
�
F
�
q(c)


� g�

��
�

mX
i�n��

c�i q
�
i (c

�
i )� (/�/9)

�� ����� �� ��������	��	��� ������� ����� �	�	���"���	��
2� G���������� 	��� ��� i �� ������������&�	�� ������

max
�

min
c

�
ciqi(ci) 7 �

h
qi(ci) � �i(g

�)
i�

� c�i q
�
i (c

�
i )� (/�/6)

�� ����� i �� �	�
��� ������� ���
���� <$$	��� ������� �	��
 �	 
�� � ����� ������� �	��	��� (/�/9)� (/�/6) ��	� ��	��
 �	��
 ���
��������� <$$	���� E��� <�� ������� �		����� �� �	 ����� �������
��	���� �� �������	 ������ ������

3� �����	�� ����� ������ ����
���� �	�	���"���	�� 	���

min
�

max
cg

�
n�(cg) 7 �

h
g(cg)� g�

i�

 n�(c

�
g)� (/�//)

A����	 (/�//) ������	�� ��� ��� cg + c�g ��
���� �"������ $
�����
n�(cg) �������� �:	 		 ���$����

I�� ������� �	�	���"�������� ������ �"J����	��� �������� 
$
������ ������ � ��	����	���� ��������� � �	�	����� ��� �	�� 
����� ����	���� ������ �� ��
��	 �"��
�����	� ��
��	 ��	���� �� 
������ �������	 ����$� � ���

�������� ����!������	���� ���	��" ���#��#$��

����� I�� 
���������  ��� 9� ��� �������� �����<�������	����
����	��� �������	� �� <�������	���� ��	���� 
 ������� ��	��� �	 
�
��� ���	�	��&��� 	������ �� ������ N �  ������������ �	���	
"���� ����	��� 
��������&��� ����	 �����	�	�	��	 �	�
���

���� ��)� *����� ����	+�	�	��
����� �������  ���
����� �����

�	��
 �������	���� � �������	 � �������� �	�
��� ��	��� � ���� 
��� ��� 	������ ���������� ��������  ����������� E��� ����	��
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���	���� ����	����	��
& ��� ���������	��
& $���
 (���� /�8)� ��
 ������������ �	���	 $���� ���	��	� "������� �	�
�� � ���	� 
�������& n�� ��� <��� ��� 
��������	� ����	 �	�� c�
(p) ���
����
������� � �������	 � ���� ������ �"�	��� ��� ������� 	������
n� + n��(p) ������������

;����
��� ���	�	����� �:	 ������:	������ ����� ����������
��������	 �������� <�������	���� ����	�� �� ����	��& �����
��
���������� � �	� ��������	����� 
����	�� ��� �������� ���	�	���
"�������� �	�
��� $���� ���� n��(p)C

 +
,

2

X
j��

gj�(p� � pj)(p� � pj) 7

7
X
j

gj
(c
� pj)(c
 � pj)� min
pj �Nj �

�X
j

gj
(c
� pj)c
 + n��(p)�

F� ����	��	�� ������:	��� ��	��	� 
 �  	 � � � 	 � � 	C ��� ����

��
	��	
 
�����
 ����
!�
	
�����
 ������� �
����" ��
�

���
����		�# $����� ���������
 ���
�� ��	�����	
 �����������

��� !�
� ���������� �������� 
�������� �����	��

 +
,

2

X
j�

gj�(p� � pj)(p��pj)7n��(p)�
X
j

gj
(c
�

� pj)pj � min

pj �Nj �
� (/�/?)

%�	�� gj
 � ������ �	��
 $����� � �������	����� � ������� ���� 
����� ��� ������ �	�
��� q ( <��� ��
��	 c
 
 pj)� ��� � ����
����
g ( <��� ��
��	 c
 � pj)� !"���� ����	��� ���������� ������ ��
���
��� ��� p� � pj ��� c
 � pj ��	�������	��� ���	�����

%����
 (/�/?) �
��� �	:��� �����	�	��� � �����	��	� ����� 
�������� ������ n��(p) ���"��� $����� 0
�	� ��	���������� ��� ��� 
��� �� ������ gj(cj� pj) ��������� ������ �� cj� ���� ������ ������ 
�	�	�� 	��� �� ������	� �� �������	�� � $���	 (���
���) � ������ 
�	�	� ��� ������	� ! <��� ��
��	 �� ���	� ������� �	�
 ���
���
(�������) cj(gj � pj) 
 j �� HG �	�	� 	�����
 ������ � �������� �����

� ������
�	 ���"��� ���

n�(p� gj) + �
X
j

gjcj(gj � pj)� max
gj

(/�?1)

��� 
����� X
j

gj + 1� (/�?,)

O�����	� ���������� cj(gj � pj) ������� �� ���� /�9�
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A����� ������������� ������ (/�?1)� (/�?,) ������� � ������:	 
����� ������&�	� ����� ����������	 ����	��� ������ �� �	:	���
����	��

gj +
�
�� cj(gj� pj)

��gj
�cj

� (/�?2)

��	

� +
X
j

cj(gj� pj)�j � �j +
�gj
�cj

C
X
j

�gj
�cj

�

=���� �"������ �j 
 1� �� �
��� ���� 	�����	 � � ��		� �����
��	��	�	:	���� �	�� �	�
����

L����������� ���"���C

n��(p) + ��
X
j

�gj
�cj

�
X
j

c�j
�gj
�cj

� (/�?3)

*���	�� ���	� ���	����� �	 ���
� � �	������� ����
���
&���
$���� ! <��� ��
��	 ������ � � $���� (� + ,� � � � � k) �	:�	� �����

(/�?1)� (/�?,) � �	� ��������	����� ��	"����	�� ��� �	�� ���
���
(�������) 
 �	� $��� ��� �������	 � j � HG ��������� =���� �"�� 
���� �� �������� � ����
������ k ������������� <����	�������
�����

n��(p� gj) + �
X
j

gj�cj(gj� pj) � max
gj�

(/�?4)

��� 
������ X
j

gj� + 1� � + ,� � � � � k� (/�?8)

gj +
X
�

gj�� j + ,� 2� ��� (/�?9)

E��� ������ �� ����	��	�	���� $��� ��		� ����
� �� �	� HG� ��
������ (/�?4)� (/�?8) �������� ��� �	� �� >	�� �"����� ����	� 	���
������ ���
��
�� ����	��� ���	�	��&���� � ����� �� HG ������ ��
$��� ���	� ��
����  �������� N��"� 
�	��� <��� $������ �����
	��� $
����� �������� u�j� ����	 	�����	� 	��� � � $���� ���	�
��
����  ������� � j � HG� � ����	 �
�&  �������� ��
��	�
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A����� ������������� (/�?2)� (/�?3) ��	�	���� ��� <��� ���	�	����
��� ��� ����������	 ������ �	�
��� ��� � � $���� 
���	����&�
������:	����

gj� + u�j

�
�� � cj(gj � pj)

��gj
�cj

� (/�?6)

 �������

�� +
X
j

cj(gj � pj)��j �

��j + u�j
�gj
�cj

C
X
j

u�j
�gj
�cj

�

�����	�� $���� ���
� ��
����  ������� ��
� � ��
���� ��	� � 
��
����  ���� �	�	�
������ ! <��� ��
��	 �����
 ����� �	��� �
��������	����� 	�� $�������� HG� ��	��� �	�
��� p� ��� ��������
��������� ����� �"������ ���"� 
���	�������� "�������	 ������ 
:	��� ��� ������ �	�
����

���� ��.� /	����	 ���%�	� �	�������� ����0����������	 

=��� ��� ����	����	����� ���
��
�� �
� $��� (���� /�6) ���� 
������	 �	:	��	 ������� �� 
�����

g��(p) + argmax
g�

g�-c�(g�� p�)� c�(g�� p�).�

g��(p) + argmax
g�

g�-c�(g�� p�)� c	(g�� p�).�

g��(p�) + g��(p�)�

E��� $��� �	�	�
����� �	�������� �� ����	��	 p� ��������� ����
���"� �
������� ����� �	�
��� �� ���	 $�������� HG "�� ��	�
�
�������
 �����
 �� 	�� ����	�
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��� �������� ��	� ��� �� ��� �� ��������� �
������ ��	������
�
���������� ����	�����  ��!������" �������� ��������� ��������
�������� ������� ���!����  � ����
�	�� 
�����	� �����	� ��	������
���� � ���#��" �����"� � �� �
�����$� ���%������ �����
��&�� � ����
��	� ���	���
�� ������&���"� ���������������� ���%����� � �����
���� � ���#��" � ��!������" 
�����
�" ���%������ ' ���� �����$ 
��
����
� ������� �� ������" ����������� ����	����� 
�
 ��	�" ����
��	�� ��
 � �� �
�!(����� )�
� �
������ ��	���
�� ���
%�" �������
�� ��	�����!��� ��������� ��	���
�� �����%����� ��	�" �����	� �
�� ����	����� 
����
���!�&�� �����	 � ���#��� ����
��� *�&����$
P ������� �� �
������ ��	������ ��+�	� ,V � -�����������$ �������
��	��� ������������ �������	 �%���
 ���!����� .��	� ����� ����
�
������� �� 
��//�%������ 
�����
��

0������	 ���� x ��
��� �
���������� ����	����� ����	�����
���	�" �����	�� 1
������ �� ��	������ ����� � ����� ����� !����
����" 	�
������	���
�� ��������� )�
�	 ������	� x 2 �E�N� S� �����
3���� y �������	 ��
��� ����������� ����	����� �����	�� y 2
2 �T� p� �� ����� 4�
���%� ���� u �������	 ��
��� ����	������ 
����
��� 	�(�� � �������� �������� ��	����$ ���#��	� �� ����#���� 

�����	� �����"�����	�� . ��	 ��������� ��+�	 ���	�����	���
�"
�����	� V � 
��//�%����� � � !��������� ������ � 	�������������
��	�����!��� ��������� ��	���
�� �����%���� ���#��� 
����
����
��� ����
��� %��� ��
!��
 � �����( � ��� '�
��� u �������� ��
����	
!�������&�� �����"����"�

' ���� ����������� !�������� 	�
������	���
�� �������� ����
	!� /��	!

,x� 2 f�
�
y�x� u��� u�

�
� � 2 5� ����m� �6���

7���$ m  ���	������$ ��
���� ������� N� u�  �� ���������&��
!��������"� 
������ ������ �� ����������� ����	����� �����	�� �
u�  �� ���������&��� �� 
������ ��
��� y ��������������� �� �����
����
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9!�
%�� y�x� u�� ������������ ������#����	�� ��������&�	� ���
��������� ����	����� �����	� � �� �
���������	� ����	����	� ��
��� !�������� ���������� :���� �����	��� !�������� ��������� ������
� /��	� ������	���� ��!������" ������� �� ��������� ��+�	� � ���
�����

E 2 E�S� V� N �� �6�;�

�� ��
��� y ������������ ��	� ��� �� ���������	�

T 2
�E

�S
� p 2 ��E

�V
� �i 2

�E

�Ni

� i 2 �� ����m�

1��!
�!�� 	�
��!�������	�" �����	� ��
����� �� ���� 6��� 7���$
�����" ���
 ������������ !��������	 ��������� �����	�� � �����"  

�������
�	� ������#����	��
0���������� ���" ���!
�!�� � � ��	� �� ���������&�� ��
���

�� x  ��������� ��!������� �������� ��$�	� ���!����  �� ������
��������������� � ������ ���� !�������" �6���� ��������� �� 	�����
��!��� !�������$ ����!� ��������(��� �� ���	�(����� ��	������
!��������" u� ��
���� �� � �� ��	�&$� 	�(�� ���$ ���������� ����
�����$��" ��
�� ��	������ y�t��

���� ���� ��	
��
	� ��	����

���� ����������� ���������

������ ������ ���	�
�	�����

���� �������

:��� � 
������" ����	��$����� I�y� u�� !��������� u� ���������
������� �� ������� 	�(�� !�������� �6��� ���������$ � /��	�

,x� 2 f��y� u��� � 2 5� � � � �m< �� �6�8�

� �����$ y ��
�	 (� !�������&�	 �����"�����	� 
�
 � u�� =�� ���	
	� ���#����	 	��(����� ���!���	�� ��#���"� � ������������ ��
������� �	�
��	!	 
������� ����	��$������ I� 	���/�%��������"
��
�	 ������	 ����� �!��� �����$ �%��
! �����! ��� ����� �� 	�
�
��	!	 � �%��
! ����! ��� ����� �� 	���	!	 ������� I� � �������"
��������
�� 7���� � !������	� �6�8� ��� �������� �%�����"� �����
�������� ����" ���#������ ��� �������" ����� � !������	� �6���� ��
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��#�����
������� ���%���������� ����" �� /!�
%�" fi �� 	��(������ �����

�����	�	 �����$��	� !������	� ������ 	�(�� ���$ �������� �����
������ !������	 ����	��$������ 
�
 !������ ����"��" ������	����
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%�" fi� :��� ��#���� x
� ����(����� �� ��"����� ��
�"

���!����" ��
��� � ��
mX
i��

irfi�x�� 2 5� �6�BB�

7���$ ����" ������" �� �!�� 	��(����$ i 	�(�� ������$ ����
��	 �����%�� ��
 
�
 !������ �6�BB� �� ��	������ ��� ������� ���
�����" � ����" ����" �� i�
3���� �������������$ !������ ����	��$����� �6�B;� �� ������

� �� ����(������ ��#����� /!�
%�� R�����(� 	���������!��� ���
������� 
�


R 2 �f��x� <
mX
i��

ifi�x�� �6�BH�

=�� ������(�����	 ��#���� � 2 �� ��� ����(�����	 � 2 5� ' ���
������	 ��!�� !������ ���%���������� R ��������� � !������	 �6�BB�
����(�������� ��#����� =�� ������ x� ��������	� ��"�� 
�
 ����
���� ��
 � ����(������ ��#����� ���������$ �� � f��x� � ������$ ���
��� 
������� %������ /!�
%�� �
�(���� ���$#��
0�	���	� �� ��
���  2 ��� �� � � � � m� � �!�$ �� ����&������ ����

���� �� ���� ��� ���������&�� ������ �� �!���
:��� ����	��$��� ��#���� x� ��(�� �� �����%� Vx� �����	��� ���

����%����$��� ���������&�� xv ��
��� x � ��
� x
� ����� �!��� ��

�� ���" ���������&�" ���!���	� ���$
� ������%����$��� �����%��
�x � 5� �����&���� %�����" /!�
%��� � ������ � /!�
%�� R�����(�
�� ���� �����%��� ���(�� ���$ ������(����$��� ������� ����	��$�
����� � ���	 ��!�� 	�(�� ���������$ � /��	�

�rxR�x
�� �� �x� � 5� �6�B6�

�
-� ���� !�����" ����
���� �� 	��(����� R�����(� ��� �������

������ 
������ � ��������	 ����	������$��� ������%����$��� �����
	����� ���� ������������� � ���������� ���(�� ���$ ����� �!���
���� �� ����	��$��	 ��#���� ����	������$��� ����	����� ����(��
���$��� � ���(�� ���$ ������%����$��� ���� ����	��$��� �������
���" ����	����" ����� �!�� �#������ �����	�"��� 	������������
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��� � � � � � 	 � . ! � � C ) � 
 
 � � ��

%��� x� & ���	�� ������ �6��A�� �� 	������� ����� ������ �	��

������� (� ��	��  � ��������"���� �� �� �� � � � �� ���	� 	#�"

��� ���	�'�L ��� ��������"��� �������  	� ���	
 	#�" ��	������	�

	��� ��� � ����� x� �
���	�	
 #������ �6�B6� � #������ �����	�"���

	�����������
&�	����	 �� ' ��!�� #�����$� ������ �� � 	��� x�(

������� �6�B6� �����	� .!��C)�

��� ��������� �� /��	� � ���������
	�	 !������	 	�
��	!	� /!�
%�� R�����(� R �� 	��(����� Vx� '
����� � ���	 �����
��� (������ ��	����$ !������ �6�B6� !������	

x� 2 argmax
x�Vx

R�x� �� �6�H5�

=����	���� �� ��
�� ��	���V 0�������	�� �� ���	 ��(�� 7���$
(� ��	���	� �� ������� �� !������ �6�B6� 
 �6�H5� ���$ ��	���� ��
��!	 ������	G
�� !������ �6�B6� �����(�� �������� R � ����!�� ��//����%��!��

	���� f��x� � /!�
%�"� �����&��D� ������� �6�H5� �������� ��������
��" �� �����(��� 9!�
%�� R�x� � ���(�� ���$ ��#$ ���������� �� x
� ��������� �� Vx� )���� �� ����������	 ��	
�!��	 	��(����� Vx
��� ��������� ��
� 	�
��	!	� ������	� '�"��#�������� *��(�����
Vx ��� �����$������� �6�H5� 	�(�� �������$ �� ������������� ������
��" ��� �����$��� ���
L
;� !������ �6�B6� �������� ��#$ ��������	�	 ��� 	�
��	!	� R

�� x� *��(����� ��������� L ��� �����$������� �6�B6� ������� !(��
�	 ��� �����$������� �6�H5�� � � ��&�	 ��!�� ��� �������� ���$�
#� T������������U �� ��#����� ����� 
������ ����!���� ����������
����������$��" ������
. ��(������� ������� �� ������� !������ �6�B6� ���%����������

��!��� ��� ��
��$���� 	�
��	!	� �� �����%� Vx 
 !������ 	�
��	!�
	� R ��� ����� 4= � ��&�	 ��!�� ������$ ���$��� ���� �� ��"�����
��
�" ��
��� �� ��� 
������� ��#���� x����� ��"������ �� !������
�6�H5�� !������������ �� !��������	 ����� � ����������	�
4�(� ��������� ������ �� ����!�&�� �������G
�� ��� 
�
�� ���� 	�(�� �����$�����$ !������ �6�H5� �����������

	�
��	!	�L
;� 
�
 �!(�� 	���/�%������$ /!�
%�� R�����(� R� ���� 	�(��

���� ������ ����! 4= 
 ����� ���!������" ����	���%��L
8� 	�(�� �� �����$�����$ 
�����!
%��� ���������� /!�
%�� R��

����(�� ��� �%���
 ������" ����� 4= �����! � ����!V
1 ������	� �� ��� ������� ����� ������� 
�
 �������� 	�����

��#���� ����� 4=� ��
 � ������#���� 	�(�! �����" 4= � �����	��



88� ��� �� ��
��� ��
������� � ��
����	��� ������	��

���!����	� �� ��� �!��	 �������� !���������� !�����"�
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� ������������ � ' ��!�� ��	�$���	�

������ )*� .�
 � ��#�� �!��	 �����������$� �� ��� �����������
� !������� ����� ������� 
 ���������	� � ����	�������$ ������!�
����! 4= � /��	�

f��x�� max
�

x � Vx�
fi�x� 2 5� i 2 �� � � � �m�

�6�H��

:� ��#���� � ������� �������	 
�
 x� � f�� 2 f��x
���

7����� ��(���������� �6�H�� ���������$�� ��#����� 	�(�� ���$
���!��� ����������	 ��	��� f��x� �� R�f��x�� f�x�� �� ���� ��� ����
���� x /!
�%�� R 	�������� ���������� �� f� �� 	��(����� ���!����
	�� ��#���" �������" ������ =�������������� ����� ���	�� ���

R�f�� f� �� max
�
x � D� �6�H;�

��� R�f�� 5� � ���������� � 	�������� ���������� �� f� ��� ����  �
���� ���� f� ���� ��
������ �������� f�� �	��&�� �!���!� 	��!�
����������� �R	�f� 	�(�� ���$ ����� �!�� ��� ���!��������$��
' ��������� � /��	� �6�H;� 	��!� ���$ �������� ��������������

����� � ���	������	 #���/��� /!�
%�"

R�f�� f� � 2 f��x� �X�� f�x��� max	x � D� �6�H8�

0 � � � � � � � � � �� 9!�
%�� X�� x� �������� ���!	��

!#	�'��� �	������� D � V � ���� X ���������� � ������%����$�� ��
V � ����� �!�� ��� x � D � ����	���� 
 ���
�������� ��� �	 ���
������ x 	� D�
4����	���
X�� f� 2 f��x�  
���������" #���/L
X�� f� 2 jf�x�j  	��!�$��" #���/�
-����� �����$�!�� 
�	����%�� #���/��" /!�
%�� � ������&��

	� ������	�	� ��!���� ����� 4����	���

R�f�� f� � 2 f��x� < �f�x� � �f
��x�

 
�	����%�� /!�
%�� R�����(� � 
���������	 #���/�	�
=!��$ x� � D  ����	��$��� ��#���� �������" ����� �6�H��� �

f�� 2 f��x
��  �� �������� -	 ����������!�� ������� R�f�� � 5� � 2

2 R��� ��������������" ������ )�
 
�


f��x
�� � f��x� �x � D�

�� � ���! 	����������� R �� f� �� D

R��� � R�f�� f� � �x � D�
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' ���� �����$ 	�
��	!	 R �� 	��(����� V 
 D �� 	�(�� ���$
	��$#�� �	 R���� )�
 ��

max
x�V

R�f�� f� � � R���� �6�H?�

=!��$ ���  2 � 	�
��	!	 � ����" ���� ����������� �6�H?� �������
��(�� D� ��
 �� ����������� �����������$ � ���������

max
x�V

R�f�� f� 
�� 2 R�����

)�
�	 ������	� ��� ��������������" ����� ����������� �����������

R�f��x�� f�x�� 
�� � R�f��x

������ f�x������ �� �
� R�f��x

����� f�x����� �� �6�HA�

��� x��� 2 argmax
x�V

R�f��x�� f�x�� ��

0�	���	� �� f�x���� 2 5� ��
 
�
 x���� � D� � f��x
���� 2 f�� �

R���� �� ���������� ����!�� �� ����� �� X�  ��
� 	�
��	!	� R�
� ������  �� ����������� �6�H?��
=����� ����������� � �((� ���� ���	�(����$ ��"�� �%��
! �����

��� ����� 4=� ������� ��� ��
������� ��
����  	�
��	!	 R ��
x � V � �����$����� �� ���������$����� �� ���� 	�
��	!	 ���$#��
�	 R�f�� � 5� 

���
R�����
�� ���	� 	������ ��#���� ����� 4=� ��������� � �����

����	 
 ���!������" ����	���%��� � ��&�� ����� ��
����
�� -������" ����� 4= A �������� � ������������ 
���� ���� A���

��(���������� A ���������$�� ��#���� ��� ������ �� ���!���	��
������" ����	���� �
;� 1������� ���#������ B�� ���� A�� ����������	 ����������

��� ��� ��� ���� ���������"� �����	��� !�����" f�x� 2 5�
8� -&���� ��
�� ������� � ��� 
�����	 ��#���� ���#������"

����� B�� �
��������� ���!���	�	 �� ����������	 A�� ��������
��(�� D

A
�� ' ���	 ��!�� � ������������ � ��		�" .������ ��#����

���#������" ����� ��������� � ��#����	 ����� �� A��� � ������ �
� ��#����	 A�
7���! ����
� � 
������ ��#����� �� ��������	� ����$�	 ������

�������� ���"�������" 
 ����� A� 0��� 
�
 ����!�� �� ����������
�((�� �������� 
 	���	���%�� ��  	�
��	!	� �� x 
������� �����
	��$����� ���#������" ����� B���
.��
�������!�	 ��! ���	! ��� ����� ������"���� ������		����

����� �6�H���
7���� A�� �	��� ��� �6�H;��
7���� B���

R�x� � 2 RDf��x�� f�x�� E� max
x�Vx

� �6�H��
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����" ���#������ A���

:��� !������ ��"�� ��
��� �������������� ����	�����  2 �

��
�"� ���� ��#���� ����� B�� !������������ !������	 f�x� 2
2 5� ���� !������" 	�
��	!	 � �6�H;� ������ � ���!������	� �� 	�
���!�	 ��#���� �������" ������

=��(�� �	 �����$�����$ ��
!� ���	! ��#����� �!(�� �/��	!���
�����$ ���������� 
 �����! /!�
%�� R�f�� f� �G

��� ��
��� � ���(�� �!&��������$ ��� ��������� #���
��� 
�����
/!�
%�" f� � f L

;�� ���	������$ ��
���� ����	�����  ���(�� ���$ 	���	��$���

J������� ���� /!�
%�" R�f�� f� � � �����" ������� �������
���	 ����������	� 3���� ������$ ������ ���#������ � ���������$
�!&���������� �� ��(�� ��������$�� � ��	� 
�
 ��	������� 	�
���
	��$��� ������� /!�
%�� f� ��� �������� �� ����" ����� !�����
/!�
%�� f 
 ��!��"�

" ��!�� ��	�$���	�� =�� ������������ �
����	��$��� ���
�� ���� ����!���� ��"�� ������	���� �� ����	��$���� ��#���� ���
�� ������� �� ��
������� ����	����� �����&��� � !������ ������
7�����	���$ ������� ����� �� ����	���� �������� /!�
%��" %����
/!�
%��" ������
 � ��� 4�(� 	� �!��	 �����$�����$ ������	���$ ����
���� ����� ������"���� ������		�������� �� ������ ����" !����
����" f�x� 2 5� ��! ������	���$ �!��	 �������$ /!�
%��" �����(��
	���� DBAE�

7�	���	 � ����� 4= !������ fi�x� 2 5 !������	� fi�x� 2 C �
�!��	 ��
��$ 	�
��	!	 /!�
%�� f� ��� ���� ������" ��
���� C� ���

������ ��������� f�x� 2 C � !������ x � Vx ���	����� ��!� � ��!�
��	� 0������� �� 	�
��	��$��� �����(�	�� ������� f��x� �������
�� C� 9��	��$�� !#	�'�� ������������ ������ .�G

f�� ��� 2 maxf��x�

�
x � Vx�
fi�x� 2 Ci� i 2 �� � � � �m�

�6�HB�

=�� C 2 5 ������� f�� �5� ����� ������� �������" ����� 4=� .�

�!��� ��
����� ������ !������ ����	��$����� � �//�
�������$ �����
�����$��� �������	�� �� 	����	 ������� �� ���� f�� �C��

N!��	 �����������$� �� ��� ������ x � Vx /!�
%�� f��x� � fi�x�
�����	��� ����������� �������� )���� 	��(����! Vx ����������!�
�� 	��(����� VC ������" ��
���� C� ����	 ���
��$
�	 ���	����	
Vx � ��&�	 ��!�� ����������!�� ���� � ��� (� ���	��� VC �
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4����	��� ��� �����

f��x�� x��� max
�

jx�j � �� jx�j � ��
f��x�� x�� 2 x� < x� � � 2 5

�6�HH�

����� !����� � 	��(����� ���!���	�� ��#���" ������(��� ��
���� 6��� *��(����� VC ��� ���" ����� ������������ ����" ������

��"�������$��" ���

�
p
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p
;� ��

����	 
�(��" ��
� ����� �����
� ����������!�� ��� ��
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���
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�������� �������	���
�����������	� � �6�HH��
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p���� �&p����
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��� /!�
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%�"� ���������&�� 	��(����� ���
�!���	�� ��#���"� J���	����	 ����!

f��x�� max
�

fi�x� 2 Ci� i 2 �� � � � �m�
�6�H6�
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2
i
�
� i 2 �� � � � �m� �6�68�
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�	 ������	� ���� ��#���� x� ����� �6�H6� ������(������
�� 2 ��� �� ������������ /!�
%�� �����(�	���� � ��
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� �����
��
���! 	��(�����" R�����(�  ����� �6�H6� ��� Ci 2 C�

i � ' ����
������ ��� C�

i 2 5 � ������(�����" ����� 4= �� 2 �� 	��(�����
R�����(� ����
�����!�� !��������$����$ ������� ����� 
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����� ���������"� :��� ��
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 �� �������� �� ������� %�����" /!�
%�� �
��
� x�� �� ����������!�&�" 	��(����$ R�����(� ����� �!���
=�����	 ������ ����//����%��!�	���� /!�
%�� �����(�	����

� ��!�� ����(������� ��#����� =����� ��
������� � ��	� �� ���
��(�����	! ��#���� ����������!�� ������������� ��
� a �� �����

���� x� 4� ���� 6�B� � ��
����� �������(���� ����" !������ �����
������!�&�� ������ ������(����" �� ���� 6�?� =�� ��	��� ���������
f� 2 5 �� f� 2 C ����������$ f� ���������� 
����$�� � ����
���$��
����������!�&�" ������� C� :��� ��
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������ a ��� �
��$ !�����
	���	 ��	������ C �������� �� ������"��� �
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%�� ������
(�	���� � ������! �� !	��$#���� ����� 6�B� ���
'���(������ ��#���� 	�(�� � �� ���$ ������������	L ��
� � ���

��� � �����������	� ����(�����	! ��#���� ����������!�� ��
�� �

������ �����%� ��!� ���������� 
������� ��!� ��!��� - � ���	 ��!�
�� 	���� ��	������ ����" �� �����% �������� 
 ��	!� �� ��#����
��������� ���$ ���!���	�	 ���� �!&�������� ��	��������
4���!��� ��
����$ ����!�&�� !����(�����G � ��� ��#���� �� ��

������ .� �
�#��� �!#	�'�� f� �
�#��� ����� � �	������� D �
�#��

���� �	������� VC � !#	�'�� ������������ f�� �C� ����� �
�#��
�
����� ��$� ' ��!���� ��	�$���	� ������ � ����

��������� ������� =�������	 ����$ 	�(�! /!�
%��	� �����(��
	���� ����� 4=

f��x�� max
�

x � Vx�
fi�x� 2 Ci� i 2 �� � � � �m�
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����/!�
%�� f � 9!�
%��" �����(�	���� ���
��������������" ����� ������	 /!�
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x�Vx

R�f��x�� � f�x��	 f�x� 2 C�
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 ��� f�x� 2 C �� x ������� �R ���$
� f�� � /!�
%�� R 	�������
�� �� f�� �� 	�
��	!	 R ������������ 
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R���C� 2

�
max
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R�f��x�C
�
f�x� 2 C

�
2 R�f�� �C�� C�� �6�6?�
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�	 ������	� ��� ���!���� /!�
%�� �����(�	���� �������������
��" ����� �!(��� ������$�����#��$ ���������	 �6�6?�� ���������$
� R �	����� f ������� C� � �	���� f� /!�
%�� �����(�	���� ���
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��'�� (
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��'��

������������ )�* ��� !����� �!��p������� �� p��� ��+
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���� ���!������" 	�
��	!	 %�����" /!�
�
%�� �
��������� �� 	��(����� D� ' ���	���� /!�
%�� �����(�	����
���� /�
� ��������� � ��	� �� /!�
%�� f�� �C� �	��� ���������" 	�
�
��	!	 �� 	��(����� VC � ��
� C 2 5� >�"�������$��� ���������"
	�
��	!	 /!�
%�� f��x� �� 	��(����� Vx ����������� � ��
�����"
��
� x�� 
�����" ����������!�� ������� fi�x

�� 2 C�
i ����� 6�H� ���

:��� x� �������� ��#����	 ����� 4=� �� C�
i ����� �!�� � ��
�

C 2 5 �
��������� ��
�" ����������� 	�
��	!	� f�� �C� ����� 6�H� ���
' �������" ����� 4= ��
�" ������� 	�(�� �����
�!�$ ��#$ � ���


������$��� ��!���� =!��$� ����
�� !�����$ ��������$ ����������
����!� ����!� ��� 
�����" ��#���� ��� ������� ���� � ��� � ��!����
��������� �� � ��#����	 � �������	 ��� �������" ����� 4=� :���
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R�x� � 2 f��x� <
X
i

ifi�x�� �6�6B�
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%�� �6�6B� ��������� � /!�
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#���" �� (�� �� � � �������" ������ � ��� ������ �� ���	����� �����
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��� 4= ���������� /!�
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'�����	 ����$ 	�(�! /!�
%��" �����(�	���� f�� �C� ����� 4=

� /!�
%��" �����(�	���� ����� �6�6H�G

R��C� � 2 maxR�x� �

�
x � Vx�
fi�x� 2 Ci� i 2 �� � � � �mL
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i
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���!
��" �����
� /!�
%�� f�� �C� � ��
� C 2 5� �����	! ���� ���
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���$ 	�(�� ���"�
�� �� ���� m < �� � ���� 	��$#�� ���� ���
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RF �x� � 2 F��f��x�� <
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�

x � Vx�
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�6��5?�
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�����" F�  	�������� ���������&�� /!�
%�� f�� 1���������!��
&�� ���" ����� ���#������ ����� 4= �	��� ���

RF �x� � 2 F��f��x�� <
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i��

ifi�x�� max
�
x � Vx�
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X
i
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%�� F��f
�
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f�� �C� � �����!
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�
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� C 2 5� @�� �!��� ������$� �� ���#������ �6��5?� �
����������
����� 4= �� ��#����� :��� ��� ��
� �� 	�(�� ���������$ ��#����
����� 4= �� !������ �������" ��
� /!�
%�� RF G

RF �x
�� �� 2 min

�
max
x�Vx

RF �x� �� �6��5��

=�������� x� � f��x�� ���!�	 ������� ����� 4=�

J���	����	 ��	������ 	����%� W���� /!�
%�� f�� �C� ��� �� 	����
�����	 ��������������� =����������$�� ����#�	 ���������&�� ����
������ F �� �C� � ��
� C

�G

�F ��
�Ci
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�
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df��

�
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�
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�Ci

�
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�Ci

�
C�

�
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rF �� �C� 2
dF�

df��
rf�� �C��

Yij 2
dF�

df��
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d�F�

df���
f��cif

�
�cj� �6��5H�

7���$ ���� Yij � �ij ��������� ���	���� 	����%� W���� ��������
�������" � �������" ����� � ���� f��cv  ������ ����������� f

�
�

�� Cv�
3���� /!�
%�� F �� �C� ���� ���!
��� ���������� ���� 	�����
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�
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�
d�F�
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�
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���$
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��" �� f��
0�	���	� �� 	��������� �������������� %�����" /!�
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 �������� ����!��� �%����$ ������� M ����������� 	�
��	!�

	� /!�
%�� �����(�	���� f�� �C� �� 	��(����� Vc� ���� �� �!&����!���
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F��f�� 2 a�f� �M �k� �6��56�

��� k  %���� ����� a 2 �� ��� k ����� � a 2 <� ��� k ��������
= � � 	 � �� =!��$ f�� �C� ���������� �� �����
� 5 � C � � � �	���

��� ����� 6����
f�� �C� 2 �C � ;�� � A�
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�
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� D5� �E 	������� �� �� �� �?�
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�
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������� ��������

d�F�

dC�
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<
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df���

�
df��
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�����$ ��� ���
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 �� ��	������� =��!�	 !������ ���
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��&� �p���p�!������ (
��'��
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�� � ���
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�

���������� � ������������ ������+,�� ���������
0���&����	 ���#������ R�����(� ��� ����� 4= �������� �����

ZR 2 f��x� < X�f�x�� � max
x�V

� �6���5�

7���$ X  ��������$��� ����������� /!�
%��� ����	

X�5� 2 5�
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ZR�C� 2 f�� �C� < X�C��
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%�� �	��� ����
�!�&�" ���G
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2
�f��
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<
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� ����(���� �6���H� � ���!����	 ����	� >�� ����� ����#�	 !������
����	��$����� ����� �6���B� �� ����	����	 �� � ������$�����#��$
�����	�" .!��C)�

���G �

�R

���

�
��� � 5�

)�
 
�
 �� ��������� ���$
� � ����" ������� ��� � 5�� �� ��� � 5�
� ����������$���

�R

���
2 R�x��� S � 5 �6���6�
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��� R�x�� � S� :��� ��� � 5� �� ��� 	�(�� ���$ ������ ���
�� � ������
�����$��� ����������� �6���6� ������&����� � ���������G

R�x�� 2 S�

>�� ���� �����$��� x ������" 
��//�%���� 	�(�� �����$ �!����	
�� 2 5� ��� ���	 �R	��� � 5 � R�x� � S�

���� ����� 6
��'�� 0�&	����

�	� ����	� � �! 
������ ���

���
�� �� � � ������
��

R)x� �* �� x

)�
�	 ������	� ��� ���� ��� �	���	�� x� � �����
� ������ � #�����

	�		#" �����# � 	�	#���
� ������ !#	�'�� (� ��	�� R �����	�� �����

�� 	���	��	� � ��� ���������	�� ����� ��� �����"�	� � ������#���
@��� 	�
��	!	� ������������ �����
�� ��� ���� x� ����� 6��6�� ��
!��
����!��� ��

R���� � x
��� � 2

mX
���

��� DR�x
��� �� E < S 2 sup

x�Vx

R�x� �� �6��B5�

������� ��������� ������" R � ��
�� x�� � !������ �� 	�
��	!	�
� ��� ��������� �������$ !�������� ��� ������ ����������!�&��

���������
-� �����	� .!��C)�

��� ��� ����� �� ����
���� ��
�	 �����

��	� �� ��"����� ��
��� �	��(�����" R�����(�� ��� 
������� /!�
�
%�� R ��������� ����������� 	�
��	!	� �� ����	����	 x� � Vx �
�� � V� �� ���	���� 	��(����� D ���!���	�� ��#���" ����� �� �
0����� ����!��� �� ���#������ R�����(� ��� ����� �� �
�����
������� .�
 ��� ������ �
������������ ����	������
��� ���#������
�	��(����� !������������ !������

R��� ��� � x
��� 2 inf

��V�
sup
�� �x�

R�� �� � x
���

1 !���	 ��������� �6��B5� ���!�	

R��� ��� � x
��� 2 inf

��V�
sup
x�Vx

R�� x�� �6��B��

4� ����� ���$ � �6��B�� � ���! �
������������� ���#������ R�����(�
����� ������� ������� � ����������$��� ��
������$ �//�
��������
!����������� ���#������ ��� ����� ������"���� ������		��������
����� ����������!�&�	! ��
������� ��� ���#������ R�����(� ��"
(� �����

Py 2 sup
x�D

f��x�� sup
x�D

f��x� 2 inf
��V�

sup
x�Vx

R�� x�� sup
x�D

f��x� 2 P	 �

�6��B;�
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�� �� � ������ �� ��� �� �� ���� ������ ��������	�	� #����	�		��

������	�� �� � ���� 
���� /!�
%�� �����(�	���� f�� �C� ��������� ��
����" ���!
��" �����
�" ��� C 2 5�

���� ���-� ;����
���� (
��'�� ���

���������� ������� ����	�� ��

������ �! ��	������" ���
���

' ��	 ��!��� 
���� ����� �� �����" f�� �5� Ci� ��� f
�
� �5� Cj� �����

�!
�� � �!��� ���� 
���� ���!
��� �����
� ���" /!�
%�� �� VC �	���
��� C 2 5 �������!� ���$#!� �������� ��	�" /!�
%��� ���#������
R�����(� ����� 4= �� �
����������� '��!
����$ � �!�� ��(� ����
�����" /!�
%�� �����(�	���� ����� 6�;5� 
����������	� ����
���
��	�� ������������ �� ��������!�� �
������������� ���#������ R��
����(�� ��
 
�


CoVCf
�
� �C�C�� � CoVCf

�
� �5� Cj�Cj���

&� ��� ���
  ��������
� ����������� 7���� 4= �� �����
������� ���	�(��" ������ ���#������ � �����$�������	 !���������
��� ����� ������"���� ������		���������3���� � ����$�� �����
���
&�� ������ � 
������" �//�
��������� ����� � ���������� ������
�� ��	� ����	����� x� � �� ������� �������� =������	 ���
��$
�
���	�(��� 	���/�
�%�" !����������� ���#������ DH;E�

�� 7 � � �  � � 	 � 
 � � 	 ! 	 � / ! � 
 % � � � � � � � � � � � � � � ��
 � � � � � � � ! 	 � � � �G

f��x�� sup 	 p�x� 2 5 �x 	� D� �6��B8�

7���$ D  	��(����� ���!���	�� ��#���" �������" ����� �����
��"���� ������		��������� �������	�� !������	� f�x� 2 5� � x  
������� ������� ��
���� x �� 	��(����� DG

x 2

Z
D

xp�x� dxL p�x� � 5L
Z
D

p�x� dx 2 ��
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)�
 
�
 	��(����� ������" x� !�����������&�� ���	 !������
�	� ������������ ����" ���!
�!� �����
! 	��(����� D� �� �����
� �6��B8� �
���������� ����� 4=� �� �� 	��(����� ������" x� ����
�����(�&�� ���!
��" �����
� 	��(����� D�

f��x�� sup 	 x � CoD� �6��B?�

:� !������ ����	��$����� ����
��� �� �����	� 6�� � �������� 
 ��	!�
�� �� ����	��$��	 ��#���� � 
�(��" �� ������� ���
 xl� ����

������ �� �����#��� k < �� /!�
%��

L�x� 2 �

kX
i��

�
�f�
�xi

�
x�

xi

��������� 	�
��	!	�� � ���������� xl � D ��� l 2 5� � � � � k� ��������
���
;� 7 � � �  � � 	 � 
 � � 	 ! 	 � � � � � � � � � � � �  � � � � / ! � 
�

% � � � � � � � � � � �� � � � � ( � � � � � � � � � � � � � � � � �  � � � �
� � � ! 	 � � � �G

f��x�� sup 	 fi�x� 2 5� i 2 �� � � � �m� �6��BA�

���� � ����� �����" �������Z
Vx

f��x�p�x�dx� sup
p�x�
L

fi

�
�Z
Vx

p�x�xdx

�
	 2 5� i 2 �� � � � �m�

=�� ������ ���" ����� � 
�������
�" /��	� � �����$�������
!�����" �����	� 6�� ���!�	 ������������

F� 2 f��x�� F� 2 f��x�� � 2 �� � � � �m�

3���� !��������" ����� k� � /!�
%��

R 2 �f��x� <
mX
���

�f��x��

' ������� ��
�� xl� ���� 
������ �� �����#��� k < �� ����(����

L�x� 2 f��x� <
kX
i��

xi

mX
���

�

�
�f�
�xi

�
x�

	�
��	��$�� � ��������� !������

f�

�
kX
l��

�lx
l

�
2 5� � 2 �� � � � �m�



8B? ��� �� ��
��� ��
������� � ��
����	��� ������	��

8� 7 � � �  � � 	 � 
 � � 	 ! 	 � / ! � 
 % � � � � � � � � � � � � � � ��
 � � � � x � � � ! � � � � � � � � � � � � � � � �G

f��x�� sup 	 fi�x� 2 5� i 2 �� � � � �m� �6��B��

������� ����	��$����� ���" ����� ��
(� ����
��� �� �����	� 6���

.�(��� �� ������������ ���� !������������ �����	! ��#�
����������� ���#������ �� ����#���� 
 ����� ������"���� ����
���		��������� � ��
�	�" ����	����" � ��� �������� �����������
��� p�x��

���������
� ������ � �� �� 	����� ��������
�� J��#��
����� ����� ������"���� ������		�������� 	�(�� ���$ ���������
�� �� ���	� � ��#$ �� ��
�����	 ���������&�	 ��
�	��� ��#�����
=�� �������
�" �������%�� ��� ����������!�� ���!�%��� 
���� ��
��
����� ���������&�� ��������	 �� ���� x� 	�(�� ��� 	����
�����	
���������� ����� 	����$ �� ��#���� 
 ��#����� ��!��� ����������
&��� �!�!� ��� �������� �������� ����	����	�� @�! ��!��! �����
	����� �������	 ���� y� 4����	��� x ��(�	��� ����	���� ����
%���� �������� ��������� ��	�����!�� � ����� � y  
�����!
������
����	���� ���������

7����� 
����!� �!��	 ��������$ ���� ��
x
� ���	�� ���

f��y� x�
x � sup

�
f��y� x�

x
2 5L

i 2 �� � � � �m�

�6��BB�

7���$

f�y� x�
x
2

Z
Cx

f�y� x�p�x� dx�

-�
�	�	� ����	����	� � �6��BB� �������� ��
��� y � �����������
��� p�x��

>�� 
�(���� /�
����������� y ��� ����� ��������� � �����"
��������
�" ����� �� � :��� � /!�
%�� R�����(� R ��� �������"
����� ������"���� ������		�������� �������$ ����	����� �����"
��!��� x � Er ������	������������ � �����" ��!��� y � Es �������
	������������� �� !������ ����	��$����� �� x ��������� ����� ��
���	!� ��� D�	� �6��B5�E

R�� ��� � y� x
��� 2 sup

x�Vx

R�� y� x�� � 2 5� � � � �m� �6��BH�

'���! �
������������� ���#������ R�����(� ��� !���������" ���
��� ������"���� ������		�������� ��� 
�(��	 y � Vy ��"�!��� ���
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�� �y�� �������	�� �� !������ inf
�
sup
x�Vx

R�� y� x�� ��

inf
�
sup
x�Vx

R�� y� x� 2 sup
x�Dx�y�

x

f��y� x�
�
�

7���$ 	��(����� Dx�y� �������� �����	� ����� �6��BB�� '	���� � ��	
��� /�
���������" /!�
%�� p�x� ����� �6��BB� ������&����� � ����
�!� ����! ������"���� ������		�������� ���������$�� ����	�����
�����" ��!��� y� >�� ��� ����������� !������ .!��C)�

���� 
������
� �����	 ��!�� 
��	� !�����" ��������&�" ��(���
���� �����(��
���������� ���%���������� �� y /!�
%�� R�� �� � y� x

��� �� � ����
�����$ �������� 
 !��������	

�

�yj

�
mX
���

��R�� y� x
��


2 5� j 2 �� � � � � s� �6��B6�

� 
������ R  /!�
%�� R�����(� ��� ����� ������"���� ������	�
	���������

0������� ��(�� ��!�"� 
���� ��	 ��� ���	 �������	 !������ ���

����$ �
������������$ ���#������ ��

x
� �������" ����� ������"�

���� ������		��������� �����	��� 
���� ����� 4= ��� ������ /�
�
����������� y � Vy ���!
�� �� x� ' ���	 ��!�� ��� �� 2 5� 
��	� ���

������ ����� �����%�� � !������ ����	��$����� ����� ������"����
������		��������� ��������&�� ����! �
������������� � !������	�
����	��$����� ���#������" ������ ���	!� ����!�&!� /��	!G

�� � � � % � � � � � � � � � $ / ! � 
 % � � R � � � � � ( � � � � � � � ��
	 � � � � � � � � � � 	 � � � � 	 � � � � 	G

�

�y

�
�f��y� x� <

nX
i��

ifi�y� x�


x��y

2 5L �6��H5�

;� � � � � � ( � � � � � � � � � � " � � � � � / ! � 
 % � � " R � � � ��
� ( � � � � � � � � 	 � � � � � � � � � � 	 � � � � 	 � � � � 	G

x� 2 arg sup
x�Vx

R�y�� x� �� �6��H��

7���$ ��������������� �� ��
� y� ��(�� ������ ��!��� Vy� '�(�� �
��� �� ��//����%��!�	���$ /!�
%�"� ���������&�� ����!� ����!���
�� ���$
� �� y� ����	 ���$
� � �
��������� ��
� y�� :��� �y�� x��  
���!������ ��
�� ���� �� �������� �
����	��$��" ��� �����	� �����"�
�� � 2 ��
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(����� ���!���	�� ��#���"� *���	�����
�� 	����$ ��$�
�� 	�(��
!�����$�� � ���� ��#����� ��� ���	 	������� �� ���$
� ����	���
��� �� � ���!
�!�� ���������"� 4�������	�� !������ ����	��$����
�� � /��	� ����%��� 	�
��	!	� ��� ����� � 
�������
�" ������
��	� �������/ 6�8� ��������� ���!��$ �������� ������#����� ���
�����&�� ����	��$��� ��#���� ����� � ��������$��	 ��������	

������� ����	��$����� � ���������"� 7���$ 	� �������	 ������
��� ���� !�����" � 
�������� ����	��$����� � ������ !��������� ��
�
������	 ���!	����	 t � ����	 ����
��&�� �� �����	� 6�; �������
���!���� ������#���"� �����������&�� ����" ��������	�� !������
����	��$����� ���� �����

N!��	 �����$� �� ���!	��� t � D5� tE� 1��������&��� ������&��
�� t� �������� !#	�'��	���	
��� 4����! � ��	� ��
�	�� ��#���� 	��
(�� �����(��$ ��
������ ���������&��� �����	��&�� ����������
������� �� ���	 ��������� �5� t�� �� �������� �����������������
J���	����	 �������� ���� 
�������� ����	��$����� � �����"� ���
��(����� �� ��
�	�� ����	������

"��
 �	������ ��
� ' ��!������

�� .�	����%�� ��������$��" � ���	����$��" ���������&��G

I 2

tZ
�

f�Da� y�t�� tEdt< F�Da� t� y�t�E� sup � �6��H;�

7���$ y�t�  /!�
%�����$���� � a  ����	������
�� ���������&��
��#����� . ���! ����	������
�� ���������&�� 	�(�� ���������
� ������(����$����$ ���%���� t� ' ��������� /!�
%�� f� ��� F��
���������&�� ��������$�!� � ���	����$�!� ���������&�� 
�����
���� 	��!� ���$ ����� �!��� ' ��	 ��!��� 
���� F� 2 5� � f� 2 ���

������" �6��H;� ���	�� /��	!

I 2 �
tZ

�

dt� sup  t� inf � �6��H8�

7���� � 
�������	 �6��H8� �������� �������� ���������	� � �
���

�����������
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;� .������"� ������&�" �� ����	�����G

I 2 f��a�� sup� �6��H?�

�� �
����� /!�
%�����$��� ���������&��� 0���
� ���� ����	���
�� a ������� � y�t� !������	�� ���������&�	� 	��(����� ���!����
	�� ��#���"� ����� �������� �����%�����"�
8� .������" 	���	�
����� ����G

I 2 min
t�
��t�

f�Da� y�t�� tE� sup � �6��HA�

.������� ������ ���� 	�(�� �������� 
 ��!��" /��	�� ����� �
!������ ����� ����	������$��� ����	����� � ������� �� ��� ����
����������� 4����	��� ���	����$��� ������	�� � �6��H;� � ��	 ��!�
��� 
���� /!�
%�� F� ��� t 2 t ���������� �� t� 	�(�� ���$ ��������
� ��������$��" /��	� 
�


F��a� t� y�t�� 2

tZ
�

F��a� t� y�t����t � t� dt�

"��
  �����. �������+,�� ��$��	� �� �	��
�
�������� �������� ���������&�� 	��(����� ���!���	�� ��#���"�
	��!� �	��$ 
�
 /��	! ��������� ��
 � /��	! ����������� 4�(� ���

���
���� 	� �!��	 ���������$ ���$
� ����������
�� -�������$��� ����������G

J 2

tZ
�

f�a� y�t�� t� dt� c�a� 2 5� �6��H��

;� .������ ������#���� �� ��������� �5� t�G

f�a� y�t�� t� 2 5 �t � �5� t�� �6��HB�

8� .������ ������#���� ��� /�
����������� ������� t 2 t�� ����
�����(�&��� ��������! D5� tEG

f�a� y�t��� t�� 2 5� �6��HH�

' 
������ ������� t�� ��� 
������� ����������� !������ �6��HH�� ���
�� ����!���� ������� t� 2 t ��� t� 2 5�
:��� 
������ ������#���� !������ �����#��$ ���������$�� ���

��" �� ���������&�� ��#����� �� ���	������$ ����� 	�(�� ������$�
0���
� ����
� �� ������ ��� !������ ������$�
?� 0��
�������� ��//����%���$��� !��������G

,x 2 f Da� x�t�� u�t�� tE� �6��H6�
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� � ������ ���� ��//����%��
��$��� !�������"� ���������&�� x�t� ������ 
�
 � ������ ����� ��

� � /��	� ����������� � ����� ���� !�������" �6��H6��
A� -�������$��� !��������

x�t� 2

tZ
�

f Da� x�� �� u�� �� �� tE d�� �6��65�

�� -�������$��� ��������������G

y�t� t� 2

tZ
�

f�u�� �� �� t�d��

'���� ��������� ����	������ 	�(�� ��	�� �������� �������
���� ������������$ 
 �!(��" /��	�� =������	 ���
��$
� ���	����
��
�� �������������"�4����	��� ��//����%���$��� !�������� 	�(��
���$ ������ � ������" /��	�

F � ,x� a� t� x� u� 2 5�

>�� ���������� 
 ����������" /��	� �����	 ����	�����

,x 2 v�t� �6��6��

� ������#�	 !�������� � /��	� 
������� ������#����

F �v� a� t� x� u� 2 5 �t � D5� tE� �6��6;�

������� �6��6��� �6��6;� ����������!�� ������" /��	� ��//����%���$�
���� !��������� =���	������ �����	�� ��� ����� ���� ������������$
/��	! ������ �������� ���#�����		� ������
�� ������		
��� 0��
������ ���$
� � �� !������ ������ 
������ ��������!���� � �� ���
���$�������	�

>�!��" ���	��G !������

min
t�
��t�

f�a� t� y�t�� 2 5 �6��68�

�
���������� ��!	 ����������	� ���� �� 
������ �	��� /��	! �����
�������

f�a� t� y�t�� � 5 �t � D5� tE�
� ������  /��	! ���������� �����(�&��� ����	��� t� � D5� tE�

f�a� t�� y�t��� 2 5�



��(� "������ ��
����	��
� ��� ������	�� 8B6

-�������$�!� ���������&!� 
������� ����	��$����� � �6��H;�
	�(�� �������� 
 ���	����$��" /��	�� ����� ����$ � /��	� ��//��
���%���$���� !��������

,x� 2 f��a� t� y�t��

� ����$��	 !������	 x��5� 2 5� .������" ����	��$����� ����#����
��� ���	 � ����

I 2 x��t� < F�Da� t� y�t�E� sup �

K�������� 
������" �6��HA� 	���	�
����� ���� 	�(�� ���$ �����
����� 
�
 ���������� 	�
��	!	� ��
������� ��
!�������� ����������
����	���� b � ����������$��	 ����������	

I 2 b� sup
�

f�Da� y�t�� tE� b � 5� �6��6?�

)������
�  ����� �	�������	� �����!���
� ���
���  ��������� � ������ ������,�� ��$���� )����	� 6�; ����
������ ���!��$ !������ ����	��$����� � /��	� ����%��� 	�
��	!	�
��� ���� � 
�������	 � �� �����	� ������� ����� =���	 ��� !����
��� !����� ���!��$ 
�
 ��������� �� ����� ��&��� !����(�����  
!�����" ����	��$����� �����%������ ���� � 
����� �
��$��&�� ���
(�	���

>�� /��	!�����
� !�����" ����	��$����� ��	 ������!���� �����
	������$��� 
�����!
%��� ��������� � ����� 6�� � 6�;� ' ���� �����%��
��
�����	 �������� ���� �����$�!�	�	 ����	 %������� /!�
%������
� !������	 ���� �������� ������������ ������	�� R� � R�� � /!�
%��
R�����(� R� N!��	 ����	�������$ ������ � 
������ ����!���� �����
����$ 	�
��	!	 
������� ����	��$������ ��������&��� � ����	 ��

�������� ����� 6�� ��� ��������$��	 �������� !�����"� ����������
&�� 	��(����� ���!���	�� ������" ����	����� �� ����� 6�;� =����
	����� ����� �����+�	 �� ��� ��!��� �� ����!�&�	! ������!G

7 ������  �#��� ��	���� �� !#	�'��	���	
� ��������"���� ���

���
� � ������������ � ����� 6��� 6�; ���� � ��� ���
� R�I � R��I

��� � !#	�'��	��� I� ��� � �� ���� #�������� ���"����� � ������� 0��

������	
� ��������"��� ���	�� ��	���� �� ������  �#����

' ����(���� �6��6�� ������	 ������	��� �����(�&�� u�t�� � �!	�
	! ���� ������	�� �������	 ���� H� 0����#���� ������	�� ����
����	 ���� N � )�
 �� R 2 N �x� � t� < H�x� u� � t�� 4����! � ���"
/!�
%��" ����#�	 ���#�����!� /!�
%�� R�����(�G

OR 2 N �x� � t� <
mX
k��

�k�t�H�x� uk� � t��
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��� m  ��&�� ���� !�����" ������ �����(�&�� u�t��m � n�� � �k�t�
!������������ ������#����	

�k�t� � 5�
mX
k��

�k�t� 2 �� �6��6A�

$�������	
� ���	��� ������ � ������ ���������� ������� �����
��	 ��
�� /!�
%�� ��t� � ��������&�	� ��k�t�� u�t� � ���������&�	�
u�k�t�� x

��t�� �� u�k � V� ��k�t� !������������ �6��6A�� � ��
����/!�
%��
x��t� 	�(�� ���$ ��� ������ t � D5� tE �
��$ !����� ���� �������
(��� ������������$����$� fxr�t�g ���!���	�� �� !��������	 �����"
��#���" ������ =�� ���	 /!�
%����� I ��������� �� ����	��$��	
��#���� ����" ������" ������ *���" �������� /!�%�" x��t� � xr�t�
��!(�� 	�
��	��$��� �� t ������� 	��!�� �� ���������
=���	����� �����" ��!��� � ����� 	�(�� � �� �
����$��� �����

�����	��� ��� ����	����� ������� ��!� � ��!��	 
�����	� �������
#����	� �����
� 8� ����� 6�;�� 0������	 ����	����� �����" ��!���
���� u�t�� � �����"  ���� x�t�� >�� �������������� �/��	!�����
������ ��(� !�����" ����	��$����� ������!�	� ���� ��� 
�(��	 t
������� u�t� ��������(��� ��	
�!��" ����������" ������� V ����
��������� Rn� � /!�
%�� f� � f�� ���� ���������� �� ���	�	 ������
������� 	��(���� ���!���	�� ������" ����� ���!	������ ���������
�� �� ����
!������ ���� ���!	����� � ���������� ��//����%��!�	�
�� x� t� 9!�
%����� I �������� �� 	��(����� ���!���	�� ��#���"�
>�� 
�(��" 
��
�����" ������ �����$�!� ����� 6�� � 6�;� 	�(��

��������$ /!�
%�� RG

R 2 �R� <
nX

���

R��� � �6��6��

) � � � � % � 6��� /��	���� �	�������	� � �	��	�	� +,��
�� �������
� � ' ��!�� #�����$�

\ 9!�
%����� I � max 1�����	�� R� )�� ����
���	���

�

TZ
�

f��y�t�� a� t�dt �f��y�t�� a� t� R�I

; F��y�t��� a� t�� �F��y�t�� a� t���t � t�� R�II

8 min
t�
��T �

f��y�t�� a� t� 2 z
�z

T
< �t�Dz � f��y�t�� a� t�E R�II

�t� � 5�
�t�Dz� � f��y�t�� a� t�E 2 5�
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= � � 	 �  � � � �� .������" ����	��$����� 	�(�� ���$ /!�
%��
�" �� ����������� � �����%� 
�������� ���� I 2 F �I�� � � � � Ik� � � � � Iu��
' ���	 ��!�� ������	��� ����������!�&�� 
������� I� ����(����
�� ���� ������	�� Rk� ����������!�&�� 
�������	 Ik� 
�
 R� 2

2
nX

k��

�F	�Ik �Rk� :��� I 2
X
k

akIk� �� R� 2
X
k

akRk�

) � � � � % � 6�;� 0����
� 	��
 ������ � �	��	�	� +,�� ��
�������
� � ' ��!�� #�����$�

)��
\ '�� ����� 1�����	�� RCB �������

	���

�

TZ
�

f�y�t�� a� t�dt 2 5 f�y�t�� a� t�� t � �5� T �� R��I

5� t 	� �5� T �

; f�y�t�� a� t� 2 5 �t�f�y�t�� a� t�� t � �5� T �� R��II

�t � �5� T � 5� t 	� �5� T �

8 f�y�t��� a� t�� 2 5 f�y�t�� a� t���t � t�� R��II

? f�x�t�� u�t�� a� t�� ,x 2 5 ��t�f�x�t�� u�t�� a� t�� R��I

��t� 2 5� t 	� D5� T E�
�t � D5� T E ,��t�x�t� < �x�5�	T ���5� R��II

A

TZ
�

f�x�t�� u�t�� a� t� � �dt�
TZ
�

�� �f�x�t�� u�t�� a� t� � �d�� R��I

�x�� � 2 5 ��t�x�t� R��II

4�������	�� !������ ����	��$����� � 
����� �
��$��&�� ��(��
	�� ���� ����!�&�� !����(������ �����&���� �������	 ���������	
�� �����	� 6�;� %��� ��k�t�� u

�
k�t� �k 2 5� � � � �m�� x

��t� & ���	�� �����

�� � ������#�� !#	�'��	��� I �� ����� 6�� 	� �	������� ���#����
�

���	��� ��������"����� #�������� �� ����� 6�; � ������ ����������

�������� �� �#�����#�� 	� ���	�� ���������		� 	#�" ��� t � D5� tE
� ������"����� � 	#�� �� ��������� ��� � ������� �������!#	�'��

 2 ��� ��t�� � � � � m�t��� � 2 5� �� � ������ ��� ��� ����� ���� t�
#����������"��� #������� t � D5� tE � �k�t� � 5� ����� ��� �����"��

	� � ������#�� �� u � ������ u�k !#	�'��

H�x�� u�k� � t� 2 sup
u�V

H�x�� u� � t�� �6��6B�
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� ������		�� !#	�'�� (� ��	�� OR ���'��	��	� �� x ���#��G

�N �x� � t�

�x
2 �

mX
k��

�k�t�
�H�x� uk� � t�

�x
� �6��6H�

%��� � ������ ������� ������ ���������� a� �� � #������ �6��6B��
�6��6H� ������ � � ��������	�� �	���	�� a�� ��� ������ � �
���	�	


#������ ������	�� 	�#�#�������� !#	�'��	��� L �� aG

�L

�a
�a 2

�
#� �

�a

tZ
�

�
N �x� � a� t�<

mX
k��

�k�t�H�x� uk� a� � t�


dt

�
$	 �a � 5�
�6��66�

-���� �a & �����'�� ���#������ �� � ��	���	��� 	� ������ a�
' ��	 ��!��� 
���� � ����	�������	�" ����� ������� ����$ /!�
�

%�� H �� u ����������� � ����" ��
� ����t� � ��� ��� �	��� ��#����
u� � /��	� 
!���� ����������" /!�
%��� � �� ��#���� � /��	� �
��$�
��&��� ��(�	�� �� ������#���" �6��6B�� �6��66� ����!�� ! � � � � � �
� � � � 	 � � $ � � � � � � /��	�

H�x�� u�� t� � a�� 2 sup
u�V

H�x�� u� t� � a��� �6�;55�

�N

�x
2 ��H

�x
� �6�;5��

�L

�a
2

�

�a

tZ
�

�N <H�dt 2 5� �6�;5;�

-� ���� ������#���" ����
��� ����(����� ��(� ���%��!�� ���!����
!�����" ����	��$����� ��� ���� �� �
������	 ���!	����	�
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%������	 
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�����	
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����
� !����� �������� ���������������� ����

�������� � ���������" ���������$ � 
�������
�" /��	� � �����
������$ �	 ������	�� R� � R�� � /!�
%�� R�����(�

R� 2 �f��y�t�� a� t�� �6�;58�

R�� 2

Z
V�

�� �f�y�t�� a� t� � �d�� �6�;5?�

=������	 ���
��$
� ���	���� ��
��� ���������
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�� ������� � /��	� ��//����%���$��� !�������"

,x�� � 2 f�x�� �� u�� �� � �� x�5� 2 x�� �6�;5A�

� ��������$��" /��	�

x�� � 2 x� <

�Z
�

f�x�t�� u�t�� t�dt�

=�������� ����(���� � �����$�������	 ��/!�
%�� � /!�
%�� F����
��"�� h�t� 	�(�� ���������$ � ���� �6�A��G

J�� � 2

tZ
�

h
x�t���� � t�� f�x�t�� u�t�� t�h�� � t� � x�

t

i
dt 2 5� � � D5� tE�

9!�
%�� h�� � t� ����� �!�� ��� t � � � ����� �����%� ��� t � � �
1������� �6�;5?� ������	�� R�� � ����&����" /!�
%�� R�����(� ���
��//����%���$���� !�������� �6�;5A� �	��� ���

R�� 2

tZ
�

�� �
h
x�t���� � t� � f�x� u� t��h�� � t� � x�

t

i
d� 2

2 x�t��t� � f�x� u� t�

tZ
t

�� �d� � x�
t

tZ
�

�� �d��

'����	 /!�
%�� ��t� ��
!�� ��

,��t� 2 �t�� ��t� 2 5�

tZ
t

�� �d� 2 ���t��
tZ

�

�� �d� 2 ���5��

1 �����$�������	 /!�
%�� � ���!�	

R�� 2 ,�x< �f�x� u� t� < ��5�
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