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������� ����� ��c��� ����������� �����! "��#��� �����! ��$��
��%#�� &����'( ������� �� )��%*�+�  ���� "����#��,! #� -&��,�.��(�
#�&����'��,�##�
 ���! �����'�#��� ����� ������( �����.� �� )��%*��
+�  ���� �����-�! "��#��� ����� / �� �#�+�� �#'�,�'-��%#(� - ����
#���, "��#��� ����+� ,�����'����,�.! �� 0� ��#�����. � &��$�����
��+��$�� #�����#�.! &��$����� ������,�#�.! #���+��)��0�#�. � �
 &


�� ,��� "��� �������� -&��,��#��� .,�.���. ����#�#�� -���,��
�)1�� '�. ,��� �����,�.21�� ������- "����#��, 3����#�#�� ���&��
���-�! '�,��#��! ���� ����� &���#$����, , �����'�#�����! $�# � #��
��+�, , "��#�����! ����0�##(� �)���,! ������,(� ,(&���! )�#��,����
���,�� � &�
4 �&��,��#�.! ����#.21�� -���,�. �-#�$��#���,�#�.
,��� ��,��-&#���� "����#��,! �����,�.21�� ������-! #��(,�2� ����
������	
��
��
! � &�'�)#(� ������( ���������	
�����

 5�������(
�����.#�.! ����������-21�� ������- #� �����-��,#�! � �������� ��
����#�#�. ��,��.� �� -&��,�.21�� ,��'����,��


�'#��- � ���- 0� ����������.#�2 ��+-� ����,����,�,��% ����� �
#(� ����������.#�.
 
�,����0#���% -&��,��#�. #� �����-��,#� &���
,�'�� � ���-!  �� &�� ��#����� �����-&��,�.��(� ������ &������'��
����&����,��%#(� �)��# ��0'- �����,�.21��� �� "����#����! , ���
�-�%���� ������+� �����.#�. &�'������ ����#.2��. ����� �)�����!
 �� #��&��'���##���% ����������.#�. ������( ,���������
 ��. ��+�
 ��)( ,��#-�% ��0'-2 �� &�'������ � &��0#��- �����.#�2! #-0#�
&����0��% -&��,�.21�� ,��'����,��!  �� ��&��,�0'����. ��������
��+� ��� �#�+� ���-���! &��- �##�+� �� ���-0�21�� ���'(! �
�
 #��
�)��������%2 &��$����,
 
��)��������% .,�.���. ,�0#�� ���)�##���
�%2 �����-&��,�.��(� ������
 �� #�� ��,���� �)����% �� ������-��
�(� ��0���,! �&�����%#(� &��$���( &�����'� �� �'#�+� �����.#�. ,
'�-+��! ��,#�,���� , ���0#(� �������� � &�
 �� �,����,� #��.'- � ���
��#��� �����#�#�. ������� � "#��+�� ����������-2��. )���#��,(��
-��,#�#�.��! - ��(,�21��� ����#�#�. &��������. #��)���������


��� &��,���! #���- *�� &��������� ������! �,.��##(� � &��#����
��&��%��,�#�. ��� ��� �#(� ,�'�, ���-���,! ����,����,-2� �)�����
�(� &��$�����
 �'#��� ���,#�#�� � #��'�##(�� ��� &��������.��
����  �� '���! ��� ��� &��$���(! )������ � �)�����(�! &������2�!
��� &��,���! ����% -+�'#� ��'��##�! &����,�'����%#���% ������ ����%
-+�'#� ����
 �����'� ,�0#�� #���� &��'��%#� '����0��(� �#� �#�.
"������,#���� ������( &�� ��'�##�� �#��#��,#���� $���,�+� &�����
��� &��'��%#� ,����0#-2 �#��#��,#���% ����+� &�����
 5��- �#��
����� �$�#�� / �'#� �� ��#�,#(� ��� "��� �#�+�
 
��� ����������
#( ',� ,�'� �����-&��,�.��(� ������ / �����'�#��� ����� � ����
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��"��#��� �����
 5�� "��� &�' ���#-�� �)1#���% &����#�,�� � )���
����% ����'�, ��*�#�. $���+� �.'� �&������$��##(� ��'� 


�������� ����� ����'( �&������$�� � �&�����%#�+� -&��,��#�.
, ��'� �� ��� �����'�#�����! ��� � �����"��#����� ���2� �,�� ����
)�##����
 7,.��#� "��! ,��&��,(�! � ���!  �� , ��0'�� �� "��� �)������
,�0#-2 ���% �+��2� $���� ����� &��$���(! &�� �����(� �������% ���
��#�#�. �����.#�. ,��� ���  ���� ������( , ���'#�� �� $��� ��,#�
#-�2
 ���,���(�! �������� ����� ��'���  ���� &��,�'.� � -��,#�#��
.� �.&-#�,���+� ��&�! '�. �����(� �������% ����#�#�. �����.#�. #�
��,���� �� ����+� �����.#�.
 8�� ���)�##���� &��,��.2� , �.'� ��-�
 ��, �,���� ��'� � �&�����%#�+� -&��,��#�. � -���'#�##(� ��'� ��
#���#��#�+� &��+�������,�#�.! �&��'��.2� ����' &��- �#�. � ������
��� �&�����%#�+� ��*�#�.
 5����'#.. +��,� �#�+� &��,.1�#� ����'��
�&������$�� � �&�����%#�+� -&��,��#�.! &����#.��(� '�. ��*�#�.
��'� � &��'��%#(� ,����0#���.� �����-&��,�.��(� ������


9.' ���-�%����,! ,�*�'*�� , �#�+-! )(� &��- �# , ���,�����,�
� �
�
 9���#�"���! �����(� &�' ����,�� ,�0#���% �)1�+� &�'��'� �
�����-&��,�.��(� ��������! ,,�� &����#����%#� � #�� �����# :����
��'�#�����; � , ��)���� ������+� #��)���� &����'�,����%#� &������
0�,����. �#���+�. ��0'- ��,#�,��#(�� �����'�#��� ������ � "���
#��� ������ ���������
 ��##�. �#�+� &��'��0��� "�- �#���+�2 '�.
#��)�����(� � -&��,�.��(� &��$����,
 ���%�� &����#(�� '�. �,���
�� )(�� '���-���� � �
 �����#�*! �#�+� �'���,*�� '�. �����'�,�#�.
#��)��������� , �����"��#�����


�����'�,�#�. &� �����'�#����� &�� ��#� #�� ,����#� &��,�'��
���% �,����� ��,����#� � �����+��� 9
7
 <���� � 5
 7�����#�� 37�=4!
<
 =#'�����#�� 3��#�.4! ��>
 >�����#�� 3�����#�.4! 7
 7�#2�� ��
35��%*�4 � - �#����� �
=
 ����#�,��! 7
=
 =���%��#(�! �
=
 �����
��,(�
 �#� )(�� &�''��0�#( 9??�! ��#'��� 7����� � INTAS
 ����
-&��.#-�(� ��$�� � ��+�#���$�.� �,��� ,(��0��� �,�2 +�-)��-2
&���#����%#���%




		���
��

������ ���	���
����
 
 ������
���
����
� 
 ������
�

����
� �
������� 
��)��������% .,�.���. �'#�� �� ���(� ������
���#(� �,����, &��$����,! &������'.1�� , &����'�! "��#����� � �)�
1���,�
 5�� ����,���#�� ������ , �����#� ,�'( ���-0�21�. ���'� #�
&�����&�,��� #������ ����#�#��! #� '�. &��,�'�#�. ������( �����@
,�'� , &��,�#� ��%#�� �����.#��! ���)-���. ��������% �-1���,�##-2
"#��+�2 #� ���'���#�� "��� ,�1���,
 =#���+� #�! ��+'� ',� "��#����
 ����� �+�#�� �)��#�,�2��. '�-+ � '�-+�� ���#(�� ,�'��� ���-���,
, &��$���� )������! ��'�,�. '�-+ '�-+- : ���#�)-'% #�#-0#��;! '�.
&��,�'�#�. "��� ������( , ����'#�� �����.#�� &����)-���. ���-&��%
- ��0'�+� �� #�� &��- �##(� �� &�� )������ ���-�� &� �'#�� $�#� �
&��'��% �+� ,�����- "��#��� �����- �+�#�- / &� '�-+��! )���� #���
���
 ����� �)�����! &��'���. ��������% ��&����


5��$��� , ������� A! &���,�'.1�� �� �� �����.#�. A� , �����.#��
A�! #��(,�2� �������
���! ���� "�- ������- #�,����0#� &���,����
�� A� , A� )�� ��������)� ����#�#�� , ���-0�21�� ���'�


� &��$��� ����,���#�.! � &��$��� )�����#�+� �)��#� .,�.2��. #��
�)�����(��


7 #��)��%*�� &��#���� #��)�����(� &��$���( ��- �#( , ������
'�#�����! +'� ,,�'�#� ���� ���,�##�. �������������� #��)���������
/ &������ "#���&�� ������( � &�����#�!  �� '�. ����#-��� ������(!
�����.1�� �� #�����%��� &�'������! �����.#�� ��,#�,���. ����������
�-���. ������-��� �-����#�� "#���&��! � ��0'(� &��$��� #��)���
����+� ,�����'����,�. &�'������ &��,�'�� � ,�������#�2 "#���&��


��. ����(�(� �����'�#��� ����� ������! �����.1�� �� #�����%�
��� ,�����'����,-21�� &�'������ � �)��#�,�21���. � ,#�*#��
���'�� &������� �(�%. � "#��+��! ��,����# ���-�%��� 5��+�0�#�
BCD! EFGH 	 ����
������� �������
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�
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���� 5�� "���
&��'&���+����.!  �� �#��#��,#���% &�����, ��0'- &�'��������� '��
����� #� ����! ���  �� �#� ��#��#� ��,��.� �� ',�0-1�� ���! �&���
'��.��(� ����� ��� �#��#��,#(� &�����##(�


������� &����#�#�� &��- �� ����' �#����� ������! ��#�,�##(�
#� &�#.��� ��)����&���)#�� "#��+�� / "����+�� 3��� '��� "#��+��!
������. &���#$���%#� ��0�� )(�% &��,��1�#� , ����#� ���-2 ��)��
�-4
 8����+��� ����� &�'��' &��,��.�� ��&����,��% ����� #(� ,�'(
"#��+�� 3��&��,-2! ���� ���-2! "������ ���-2 � '�
4 � �$�#��% ����



J 
	������

��'�#��� ����� ��,��*�#��,� ������  ���� &����� "����+�� B6G
 ���
)��%*� #��)��������% &��$����! ��� )��%*� &����� "����+��! ���  ��
"�� &�����! ��� � &������ "#���&��! ��+-� ��-0��% ���� ���,�##��
����� #��)���������


� �� #��)��������� "��#��� ����� &��$����, #� ��#�� ,�0�#!  ��
�����'�#��� �����! ��� )����!  �� �#���+�. ��0'- �)������� ������
'�#������ � "��#������ &�����0�,����. '�,#� � ����(,����. '�����
�� #� &��#�� BEE! JK! K6D! K6KG
 �'#��� &�'�)#�. �#���+�. '�. #��)�����
��� �����"��#����� &����'�,����%#� #� &��,�'�#�! #������. #� �#��
 ����%#��  ���� ��)��! &�.,�,*���. , &����'#�� +�'( BLE! K6E! K6JG


��������� ��
����� 9��������� #� �� ���,�##�� -��,#� &���
���(! '���#�����-21�� )������% ��'� ! ,��#���21�� , �����-&��,�
�.��(� �������� ����� #�� &����'(


K
 ������� ����������	������ ���
�	��� �������� �	�� ��
� 5��
��#����� '�-+ � '�-+�� ',-� ���! �������,�##(� �� ,#�*#�� ���'(
� ���21�� ����� #(� #� ��%#(� ���&����-�( T� � T�!  ���� '�����
�� #� )��%*�� ,���. �� ���&����-�( ,(��,#�,�2��. '� #��������
���'#�� ���&����-�(
 ���)( ,��#-�% ������- � &��0#��- �����.#�2!
#-0#� ����'��% �'#� �� ��� � #�+���% ,�����! ��&��%��,�, , &��,��
��- �� ����'��%#-2 -���#�,�-! � ,� ,����� / ��&��,�� #����
 5��
"��� '��0#� )(�% ����� �#� #�������. ��)��� A! � �#� ��! ����#���.
�����.#�� ���-0�#�.
 ����� �)�����! &��$��� #�&����'��,�##�+� ��&�
��,�+� ��#����� #��)�����
 ��� ��#%*� ,���. � ! ��&-1�##�� #� ��!
 ��)( ,��#-�% ������- , ����'#�� �����.#��! ��� )��%*� &����)-���.
��)��(
 5��'�� A3� 4 &�� � ! �����.1���. � )����#� #����! �)��#� ��
 ���� A�


C
  ��
�	�� ������� �	�� ��
 ����� 
���
���! ���
�	�! ��"
���
5-��% , ��� 0� ������� ������. �'���%#�. ��&��,�. ��*�#� 3, #�� #��
&����% #� ���#��! �#� &��- ��� ��&�� �� +��. �+� ���� &�� ���&����-�
�� +��� , $���#'��! ����% -+�'#� )������ � ���&����-�� #�+��,����.!
� ��'��� ��&�� &�� ���&����-�� +���! )������ � ���&����-�� ����'#��
+� ����4
 5��'��0����%#���% &��$���� #� �+��#� �#�! � ��*�#� )-'��
��,�����% ��)��- '� ��� &��! &��� ���&����-�( ��� #� ,(��,#.2��
�.
 5�� "��� �)1�. ���&����-�� ',-� ��� ���0���. #�0�!  �� &��
#�&����'��,�##�� ��#�����! � &��- �##�� ��)��( &�� ��&��%��,�#��
'�. "��+� �'���%#(� ��&��,�+� #����� � ����'��%#�� ��*�#( ��� ���
�,���� '�. ��+�!  ��)( ,��#-�% ������- , ����'#�� �����.#��! ����
#� "�� ��&-1�#� #��+��#� �##�� ,���.
 ���  �� &�� #��+��#� �##��
&��'��0����%#���� &��$��� ��#�����  ���� &����'#��� / �'���%#-2
��&��,-2 ��*�#- / ����(,����. �)�����(�


���� &��'��0����%#���% &��$���� �+��#� �#�! �� �# )-'�� #��)���
���(� � , ������� � &����'#����! ���. '�. ,��,���� ������( � &�#��
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'�)���. ��#%*� "#��+��!  �� &�� #�&����'��,�##�� ��#�����
 O�'� �
� ���! ��� &��,���� &��$���(!  ��)( &�� �+��#� �##�� ,����#� &����
��! �,.��##(� � #��)��������%2! )(�� ��#����%#(! ����,� �#� �#��
"��� :#���)�0#(�; &����%! ��� �#� ��,��.� �� ��#����� ��&��&����
#���! / ��&�,(� ��'� � '�. :�����'�#����� &�� ��#� #�� ,����#�;
���! ��� �� �#�+'� #��(,�2�! :�&������$��##�� �����'�#�����;


F
 #���������	����� ������� �	�� ������
����
� ������	 $%&'�
5�' "��#��� ����� �+�#��� &�#���2� ��	��������� ������
��
��



 ���
�	��
��
�� ���� 


 
���� �������P �# ����������-���. �$�#�
��� ���-��� p / ��#����%#�� $�#��! &� ������� &����)����% +���,
&��'�,��% ���-��
 ���� $�#� #�0�!  �� �$�#��! �� 8= +���, ���-��
&��-&��%
 �$�#�� ���-��� ��,���� �� �+� ��&��� N � -��#%*����. �
������ ��&���
 5�� &�.��� ��#����� ',-� 8= ���! - ������+� �$�#��
,(*�! &��-&��� ���-�� - 8= � )���� #����� �$�#��� '� ��� &��! &��� ,
���-�%���� &������&��'���#�. ���-��� �$�#�� #� ,(��,#.2��. #� #��
������� �#� �#�� &����0-�� #�� ��0'- #� ��%#(�� �#� �#�.�� -
��0'�+� �� 8=


��. ��+�  ��)( ,��#-�% ������- , &��,�#� ��%#�� �����.#��! #-0�
#� ���-&��% ���-�� - ��+� 8=! - ������+� �#� �#������% , ���-�%����
�)��#�! � &��'��% ���-! - ������+� �#� &�,(�����%
 5�� "��� ���-&��%
���-�� &��'���. &� $�#� ,(*� -���#�,�,*���.! � &��'�,��% / &� $��
#� #�0� -���#�,�,*���.!  �� &����)-�� ������ ��&����� , ���� ���,�
A
 7����.#�� ���-0�#�. ����#���.! �#� ��! &��$��� #�&����'��,�##��
+� ��#����� ',-� 8= #��)�����
 ��� ��#%*� ,����#� � ��&-1�#� #�
,��,��� ������( � #� ��%#��- �����.#�2! ��� )��%*� '�#�+ &���)-�
���. #� &��,�'�#�� ������( , ����'#�� �����.#��
 5��'�� A3� 4 &�� � !
�����.1���. � )����#� #����! �)��#� ��  ���� A�


6
 (������ ������
����
� ������	 ����� �������
��
 5-��% , ���
0� ������� ������. &����'#��! ���-&�21�� ���-�� - 8= � #�����
�$�#��� � &��'�21�� �+� 8=! - ������+� �$�#�� ,(*�
 ���� &��'���
0����%#���% &��$���� #� �+��#� �#� � &����'#�� ��������. ��,�� %
�� &���&��'�0� ���-��� ��������%#� ,����0#(� ��&����! �� �# )-�
'�� ���+�,��% &� $�#�� ����% -+�'#� )������ � �$�#���
 5�� "��� �#
��,������ ��&���� , ���� ���,� A�! ,��0�, �����(� ��0�� ,��#-�%
������- , ����'#�� �����.#��
 ����� �)�����! &��$��� ��#����� 8=
 ���� &����'#��� �)�����
 �)1�. '�. ',-� 8= �$�#�� ���-���! � ���
����� &��'�� ������� � &����'#����! )-'�� ,(*�!  �� , ������� )��
&����'#���


���� &��'��0����%#���% &��$���� ��,�� �#�. ��&����� ��� ,���
,���� ������( , ����'#�� �����.#�� �+��#� �#�! �� &����'#��- '�.
,��,���� ������( , ����'#�� �����.#�� #� �,���� ��,�� �##�+� ���
&�����! � &��$��� ����(,����. #��)�����(�
 ��� &��,�'��% &��$���
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�( ���-&��@&��'�0!  ��)( &����� ��&�����! �,.��##(� � #��)�����
����%2! ��������% ��#����%#(! ����,� ,��� �#� "��� :#���)�0#(�;
&����%! ��� �#� ��,��.� �� �-#�$�� �&���� � &��'��0�#�. 8= / ���
&�,(� ��'� � #��)������� �&������$��##�� �����"��#�����


8�� &�����( ���������#( � �#% )�+��!  ��)( &��'���#������,��%
)������% �&������$��##(� ��'� 3��,�� �#�2 ��)��( ����,����,-��
��,�� �#�� ��&�����! ���&����-��� / �$�#�� ���-���,! ��&��,�� ���
*�#� / &����'#� ����. �����! #���#�$! &����� �,.��#( � #��)�����
����%2 � ����-� � -��#%*�#��� &��'��0����%#���� &��$����,4
 �
�#�+� "�� � &�'�)#(� �� ��'� � �� #� �����-����,�#(! � �� ��*��
#�. &��- �#( #� ���� ���,�##�� -��,#�


O'��% &�����0�,����. �#���+�. ��0'- #��)�����(�� &��$������
, �����'�#��� ����� � �����"��#��� ����� ��������
 ��. "��+� )(�
�� ,,�'�#� &�#.��� ��
��
�����
 "��#��� ����� ������( / �#���+�
����������������
 ������( �����'�#��� �����


��
��
������! #��(,�2� &��'��%#�� �#� �#�� ��&�����! �������
��0�� )(�% ��,�� �#� �� "��#��� ����� ������(! � ����������������
��! &��'��%#�� �#� �#�� ��)��(! ������� ��0#� ��,�� % �� ������(
�����'�#��� �����


5�� #���0�#�� ��� ��� �#(� �+��#� �#�� #� &��$��� ��)����&��
��)#���% � &��)(�%#���% ������( ����(,�2��. ����� #(��
 
�&���
���! ��0�� )(�% �+��#� �#� &��'��0����%#���% &��$����! ��������
��,�#� �#��#��,#���% #������(� &�����, � &�
 ��0'�� ����� �+���
#� �#�� -��#%*��� ,����0#���� &����'#���
 ���� �#� &����% &���
)(�%#���� .,�.���. , #��)������� �����"��#����� ���� ���,�##��
��������������� #��)���������! �#��#��,#���% "��� &����% #��,�#�
'����&�$��� ��&����� &�'�)#� ���-! ��� '����&�$�. "#��+�� ��������
���-�� &����� ��)����&���)#���� �����'�#��� ����� ������(
 8�����
+�. �����'�#��� ����� ������( ��,#� �� ��)����&���)#���� , -����
,�.�! ��+'� ������� ��#������-�� � ���-0�21�� ���'�� &�������(
������� #�����##(! � &��'��0����%#���% &��$���� ��,�� �#�. ��)��
�( ����% -+�'#� ,�����


�
�� �
���� 
 ��������
����
� 
� ����������� 7������!
�)��#�,�21�.�. � ���-0�#��� &������� ,�1���,� � "#��+�� 3����
��'�#�����4 ��� ��������%#(� � '�#�0#(� ���-���, 3"��#�����4!
#��(,����. ��������
 ���� ������� #� �)��#�,����. � ���-0�21��
���'��! �� #��(,�2� 
��

��	�����
 
���#�$! ������� ��0�� )(�% ����
����,�#� &� �'#�� ,�'�� &�����, � ����(�� &� '�-+�� / ����
���

��

��	����� ��� ����������

7,����,� ������( ��+-� )(�% �������
	���
 � 
�����
	���
!
����,����,�##� #��(,�2� &�����##(�! ����������-21�� "�� �,�����
,�
 5�� �)Q�'�#�#�� ',-� �'�#�� #(� ������ , �'#- "����#��,#(�




	������ R

&�����##(� -',��,�2��.
 �#��#��,#(� 0� &�����##(� � ���������
������( #� �,.��#( � &�� �)Q�'�#�#�� ',-� �'�#���,(� ������ #�
����#.2��.
 5�������� "����#��,#(� &�����##(� , �����'�#�����
.,�.2��. �)%��! ���� ���,� ,�1���,�! ��&�� "#��+��
 �#��#��,#(� &��
����##(� / ���&����-��! '�,��#��! ��#$�#���$�. ,�1���,�
 
� #����
 �� "��� ',-� ��&�, &�����##(� , "��#����� -����� �0�# ��# 
����#
BKLCG
 8����#��,#(� &�����##(� �'��% / ���� ���,� ���-��� � ��&����
�� 8=! � �#��#��,#(� / �� �$�#��! � �����(� -&���#����% , &�������
F � 6


O���#-��. ������� #��(,����. 	�������� ��	��	�����! ���� �� �#�
��#��,#(� &�����##(� �'�#���,( '�. �2)�+� "����#�� ������(
 7���
���� ��0�� )(�% ��,#�,��#�� #� &� ,���! � ��*% &�  ���� &�����##(�!
#�&�����! &��� ���&����-� ��0�� )(�% �'#���'#(�! � &��� ��#$�#��
��$�� #��'#���'#(�


� ����(��� ������� �����.#�2 ��,#�,���. ����,����,-�� #�����#�
#���% �#��#��,#(� &�����##(� ,� ,����#�! #� �#� ��+-� ��#.�%�. ��
&�'������( � &�'������� � �� �#� �#�. ��,��.� �� ,��� �#( ,#�*#��
&�����, ,�1���,�! "#��+��! ���-���, � &�
 ���� ��c���� ������� �� #��
����%��� &�'������! , ��0'�� �� �����(� &�����##(� �'�#���,( &�
�)%��-! � , ��0'(� ����#� ,����#� "�� &�����##(� �,.��#( ��0�
'- ��)�� ��� 0�! ��� � , ��,#�,����! �� ����� '�&-1�#�� #��(,�2�
�
������� 
���
����� ��	��	��
�


� ��,#�,���� ������� ����������-���. ���%��  ���%2 &�����##(�!
�� #��(,�2� #���,����(��
 �����%#(� &�����##(� ��+-� )(�% #���
'�#(  ���� #���,����(� �  ���� ���	���
� �������
�� 8�� -��,#�#�.
��+-� )(�% &��- �#( ��� �)��)����� "��&�����#���%#(� #�)�2'�#��
#�' �������������! ��� � #� ��#�,� ��'��%#(� &��'���,��#�� � �,���
��,�� �����,�.21�� ������- "����#��,
 ���! , �������� ����� ������
#� ��#�,� ��'��� &�,�'�#�. �����-� �'���%#�+� +��� &��- �2� -��,�
#�#��! �,.�(,�21�� ���&����-�-! '�,��#�� � �)%�� ��������&� �����
������( 3-��,#�#�� ����&���#�@��#'����,�4


5�� ��#����� ',-� &�'������ � ���� #(�� '�-+ �� '�-+� �#� ��
#�.�� �#��#��,#(� &�����##(� u� � u� ,��#���2� &����� ,�1���,�!
"#��+��! ���-���,! ,��� �#� �����(� ��,���� �� ����� �. u� � u�
 8��
&����� ��#.2� �#� �#�. "����#��,#(� &�����##(� ��0'�� �� &�'����
���
 �#� ��,#( #-�2 &�� ��,�#��,� ,������, �#��#��,#(� &�����#�
#(� ��#������-21�� &�'������


��� ,�'#� �� &��,�'�##(� &������,! ,�0#-2 ���% , �����-&��,�
�.��(� �������� �+��2� &����'#���
 �#��#��,#(� &�����##(� &��
���'#��� #� �&��'��.2��. ���� ���,�� ���21�+��. - #�+� ���-���!
�#� .,�.2��. -&��,�.21��� &�����##(�� � ,()���2��. ����'. ��
-���,�� �&�����%#���� &����,��##�� &���' &����'#���� ��'� �
 5��
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"��� &����'#�� 3��)� �� ���� ��&��,�� ��*�#(4 ��0�� &�� ��'#� ��#�
�������,��% � &�'���������! ����#.. �,�� �����.#�� ,� ,����#� 3$���
��&��,�� ��*�#(!  ��#� #�. ���+�,�. � &�
4 ��� ��#�������,��% �'#��
,����##� � #�����%���� &�'���������! �#'�,�'-��%#� ,()���. �#��
 �#�. �#��#��,#(� &�����##(� '�. ��0'�� �� #�� 3�-�)�#�! �����!
�'#�,����##� &��-&�21�. � &��'�21�. ��,��(4
 � &��,�� ��- �� &��
���'#�� $���� ���� ����#.�� 3��+�#����-��4 �,�� �����.#�� , ��0'��
$����
 ����� ������( #��(,�2� ���������
	���



���2� ����� ���'-21�� �#���+� ,����+� #� ��� �����'�#����� �
&��#$�&� 5��+�0�#�H 	 �������
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�
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�������
 �� �
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�

���! , -&��.#-��� ,(*� �������! �����.1�� �� ',-� &�'������ �
���#(�� �$�#���� ���-���! &��)(�%#���% E� ��,#� ������-�- ��&��
����! �����(� ��0�� ��,�� % &����'#��! &��-&�. ���-�� - &�'������
�( � )���� #����� � &��'�,�. �+� &�'������� � )���� ,(����� �$�#���

���� , ��� 0� ������� &�����*�� )�����#(� �)��#! �#� &��*�� � ��,�
#�,���2 � �$�#�� ���-��� '�. ��0'�� �� &�'������ ��������% �'�#��
��,(! �� #�����+� ��&����� &����'#�� ��,�� % -0� #� ��0��
 ���  ��
)�����#(� �)��# #��)�����! � &����� &��)(�%#���� ��,#( E�


) �������

 ��	��	��
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���������
������ �
�����
������ 
 �	������� � �
�
 �����
 �������	 ����	�� ��� �
��
���
�
���
��
� �
�
��
���� 5�� "��� &��'&���+�2�!  �� &����� ���-���
��0'- &�'��������� &��&��$��#��%#( ���#�$� �+� �$�#��


�����&�$�. ��&����� &�'�)#� '����&�$�� "#��+�� #�����$����%�
#�! � &�� ��� ��� �#(� #���0�##(� #� ������- �+��#� �#�.� ��0#�
&��- ��% �� �$�#�- �#��-! ���&������#�, #� "��#��� ����� ������(
����'( �$�#�� &��'��%#(� ,����0#����� ������! ��&��%�-21�� )��
��#��,(� ����#�*�#�.
 5�� "��� #��)��'��� ��*��% �.' ��'� �&���
���%#�+� -&��,��#�.!  ��)( &��- ��% �$�#�� '�. ��#����%#�� '���
��&�$�� ��&����� , &��$����� ���-����)��#�


�����'�#����� &�� ��#� #�� ,����#� ����� ����,#� ���,�,��%�
�. � #� ��� LD�� +�'�, -����.�� ����������, � �#0�#���, �� ���#(�
����# ����
 �'#�� �� &��,(� ��'� )(�� ��'� �! �,.��##�. � -&��.#-�
��� , &������ C ��������H :��� #-0#� ����#.�% ���&����-�- ��)� �+�
���� � ����� ,���. $���� � #�'� ,()���%!  ��)( &��- ��% ��������%�
#-2 ��1#���% ��&��,�� ��*�#(U; 5�� "��� � ������%!  �� � +��. ��
�- ���� #��- &�',�'���. ��&�� � �+� ���&����-��! ��� � ���&����-��
����'#�+� ���� #���! �������,�#(


8�� ��'� �! � ��'� � � ��������%#�� �5� ��*�#( &�� ��'�##�� ��
��1#����! &��,��� � ,(.,��#�2 ������ &��$����, ��#����%#�� '�����
&�$�� BLF! KKD! KJ6! KMRG! #� �����(� � '����+����. �� ��*�#��
 5��$���




	������ KK

�( ��#����%#�� '����&�$�� , �����'�#����� &�� ��#� #�� ,����#�
�+��2� �- 0� ���%!  �� � �)�����(� &��$���( , ��,#�,��#�� ������
'�#�����
 ��. ��*�#�. ��'� �����'�#����� &�� ��#� #�� ,����#�
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������������ �	
	���
	��!

8��	� �
�����	���	 ��
�����	���� �
� �������� 
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�
������!
��	��������
�� ����� ���% 
	�������� 
��	 6 ���������� :�����
�����
�� ���
����;� �	�������� :����� 
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�	���������

�� �
������ �	��	! <��� �	��	 �� ������ �� ����������
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�
 ��� �� ���������! 3	��
�.
 	�� ����� ����	�% ����%. ���	�%��� �	��
� �	� ��� ���������� ���
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�������' 	
���'�



���� �����	
 �	�	�
����� �	��	�
�		 ��

A������ ���'�����
 ��� 	 ����������� �������� 
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������ L �������"%

	 5
�

L

u��L�Z
u��

J$u�� u�%X$u�� u�%


$u�� u�%
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 ��� 	� ������ ��'��#� ���
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$X F ��%$
J
�

u�
� 
�u�J% F 
JX�

u�
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 ����� ����� 	 .���� $6�6% � '��	���	��#��
���������
��� $6�-%
 .'����# a$l% �������� �����������' 	
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#�
 �� ������ $6�6<%
 $6�6=% !�	�	������� �������"
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j$u�j� u�j%� u�$4% 5 u��� u�$L% 5 u�� j 5 �� � � � � k� $6�6@%
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5 L� j 5 �� � � � � k� $6�-:%

K���� ��������#
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���#��# $�� ��� �%
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�p������
 � p$� % ��p�����# � �'���
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 ���
���

NS� 5 
$m � �%�� D 5 NS FNS� 5

$��m%�

m
��

�������	 m �� !��� p�	����	
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���#��� �� ������ ���p�����
 ��� ���
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 p����������� � p������p�	����" ������� �'��� p�)��� �����' �
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 ������)�����

�

T �
� q$T�� T %

�q$T�� T %

�T

� �

T
5 const� $6���4%
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��# ���������� ���'��'� �������
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������� �� 	�����	 Nij $j 5 �� � � � �m� i 5 �� � � � � n%�  �� �������
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 �������	�
�
��������
� �����	�
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�
� ��������
�

ze 5 f$Ee� Se� Ne%� $6���-%
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PA� 5
nX
i��

h
U q
i�qi�$zi� z�% F U g
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I� .'����� �������� ����� '���#�'�
� '���	�" ���'� �
�� ���

�����
 ������������
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S� � V� � N�
 �� �������� � �����	����

E$� % 5
nX

���

E�

h
$S�� F �	�$u� z%%� $N�� F �n�$u� z%%� V�$� %
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 � ��j / ���������" ��������� j��� 	�����	� 	 ��"
�����������

,�����	���# �� �������������� ����������#� ������
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�
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$6��<<%
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�
������������ ��	��������"
 �������#���� 	� � n�j�

8��� .'����# L 	 $6��<=% ��� 	��� �������#� � 	
�'��� 	���
�� W 
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��� ����"��� ������
�������# ���	�����	���� $%&����� ��� ���	�����	��� ��� ������
��	 ���	��� %���� ������ '������� ()*+, � ���������� 	�-��%�� ����
����� 	�
���� .%��%������� ��� �� ���� %���� ��-��� ��� ������ ����
��� /��� ��"�� ���� �0������� �� ������ ���1�0�����# %�%��	� 2���
���������� � ������� ���� �������� 	�
���3� �� � �������� �����%��
�������	���� 4����� ��"��� ��� ��
���� ��� ���� ��� � ���0�� ������
�� ����%�� �� ��������� %�%������ ������0� ����� ��� ��� �%�& ������
��& ������� �������	��� ����	������ ���� %�%���� �� ���& ������	
� ���& ��������

 ��������	 ���	�"��%��	 �������& 	�
�� ��%��-��� �0��	���
��%�� ����� 2%	� ������ (56� 78,3� / 9��� 0���� 	� ��%%	����	 ��-��
%���%��� ����	�����& �����%%�� � ����& %�%��	�& � &���������� ���
%������� ������  �� 9��	 ������	 ��� ���� 	�
��� / �����	 %�����
������� ���� ��������0���%� ���������	 � �������� �0� �����%����&
����	����& 	���#�%� ������ �� ���	���� :������ ���� 	�"�� ������
����� �%������ � ������� ��� ��������� ������� % ���0�	� 9��	�����
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� ���%����%��� � ������� �����������0� ������ 2�������3� $& �������
#� �������� � 	���	
�
�
����� ��	��
�	���� / 9��	 %����� �������
���� 	�"�� �������	���� �%������ � ������� % ��%������	� 9��	���
��	� %�%��	�� �����	 ����	���� �0� ��� �������� % ��"��	 �� ��&
���������

 ��	�� � �������� ����� � ��������	�	 %����� �	�#� �� %��
-�%������� ��������� ��� � ���	�& �����& ���������� �������� �����
��0� ������ 2	�-��%��3 �0��������� ; ����������	 ������ �������	��
0� ����� 	�-��%�� ������������� �����%���� �� %���0� 	��%�	�����0�
��������� � ����	 ����� ��%�� ��������	�& ������ �	���
���%�� / ���
�����& "� �����&� �����%����%�� ������0� ������ 2�����3 	��������
��%��� % ��%��	 ����������	�� 	�-��%���
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���� � ������ ����� ��������	 ��p�� Th � � � Tc � � %������%�������
��� ��� 9�� �������� ����#�%� ������	� � �%p�������� ������ �����
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0��� 	��%�	�	�� ;������������� � �p������"���� 0�����%�� 1������
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�h > qh�T h � �c > qc�T c�  �p��� �� 9��& 1������ ��p������� �p�
qh � 8� � ���p�� 
 �p� qc � 8 2p�%� 5�*3� ����%�	�%�� �p�������0�
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%p����0� �p�p�-���� 9��p���� p�����0� ���� �p��%������� %���� ���
�����# �������� 1������ �2q3� p����� �h �p� q � 8 � �c 
 �p� q � 8�
/ �����&� 0�� �������� �������� %�������� % 9��� 1�������� �������
p�
���� ����%������� / %������ ��0�� � � 2��� ��3� ������& ��������
��	��p���p� p�����0� ���� ���K ���� �� ��& Th %������%����� � > ���
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	�"�� ���� p�0���p��� ���� %�������� 1������� �p�	���� / ��	 �
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������ % 1������� A�0���"� 25�<83 ��� ������ % �%�������	� % ���
%������� ��	���������� 4����� ������� �%�������� % ��%���� 1����
���� f2T�3 � ���������� 	���	�	� �� � �� %�����0� �������� L
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��%���� �2��3 �p���
��� �� � ��"�� ������������

/ ����%��� �p�	�p� p�%%	��p�	 %�%��	� % ���	� �%�������	��
p�%�p�������� ��	��p���p ����p�& �	��� ���
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)

2 QT��� RT��32 QT��� RT��3
�p� T��� ( RT��� QT��, � T��� ( RT��� QT��,�

8 �p� T�� �� ( RT��� QT��, ��� T�� �� ( RT��� QT��,�
�������� ��	������� RT��� QT��� RT��� QT�� ������� ������ ����������

���� ������� % ���������	� ��911�������	� k� > k� > k� /�� �����
%�	�%�� T 2T��� T��3 ������� �� p�%� 5�7� '� p�%� 5�G �������� ����%��
Vj2j > )� <� +3� � ����p�& �������� 1������ �������� u�2T�3 ��%�����
��� P������ ����%��� ����%���#�%� � ������ 0�� T�) > T�< > ��  p�
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�& �� p��������%� ������ ������ � �p�
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L��2T�� �3 %������%������� �p���	
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%������ 9��� ���%��%�� % ��������	 ����	 %� %��p���	� (8� ), ����%���
= ������� ������%� �� ��p�%������ � % ����	 �� p���p ����� / �����
9��0� ��p�%������ �%� 	��"����� 
� � �p�	� ����0�� p���� ���# ���
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5khkc�p
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p
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� � 25�583

/���"���� ���� 25�+H3 ��������%� � ��� ��
���� ������ � 	��%�	����
��	 � ! ��� 1��%��������� 	�-��%�� ��� 	�
�� % ��%����������	�
����	����	� ������0� ����� / 9��	 %�����

k >
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kh @ kc

� 25�5)3

'������� ���������� ��� ��� p� � 8 �������� 	max %���	��%� �
� ! ������ � ��� p� � pmax ��� %���	��%� � �������# ���	���%�
��0� � ! �������B=������� 25�583� 4���	������ ������"�������%��
�������� % 0�����	 � &������	 �%�������	� ����%��%� ���0 � ���0�
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&���������0� ����� �� ����� �������0� ��%�%� ����#����%� � ��	� ��� �
�����	 %����� ������� 9����	����%�� %��"�� "���������� ��&������

�� �� ������ ����
���# ������� �������	�0� � &������0� �%�������
������ � ����������	�� 	�-��%��K
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����� ���������� �������� &���������0� ��911�������� !�� �������
	�0� %����� 	�"�� ��911�������	 	k �������0� ���%���� ��������
	�
���� �������0� ��%�%� � &���������0� ����� %�-�%����� �������
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'������� �������� (*G,� ��� ���������	� �������# &���������0�
��911������� %������%����� ��� �������� %������ 	�-��%�� p� 	����
	������ �������� ��������%��� 9������� � %�%��	��  �����	 �������
%������#-�# % ������� 25�+*3� % ��� ��������� ��� ��	�������� �����
��0� ���� �� ���"�� ��������"��� ������� (T�c� T�h,�  �� �������� %
&������	 �%�������	 T � T�c� � ��� �������� % 0�����	 T � T�h�  ��
%������������%�� ��
���� 9��� ������ %����
���� �����0���� ��%���
����������%�� ��
���� ������ 25�+*3� ��9��	� �������	 ����������
��
���� ��� �������0� ������ �����������%�K
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; ��%��	 ����������	�� 	�-��%�� p� �����%����%�� ������ �����
� &���������	 ����� � ������ ����� 0�����	� �%������� 	�������
�� �����%����� ���� � �������& ��������	�& ������ ��� �0���������
�� ����������	�� 	�-��%��� �� �& ��911������� �������0� ���%����
	�������� ����#�� %���	�%� � ���#� ��0�� 	�-��%�� %���	��%� � ��%�
�������%���

/ (*G, ��%%	������ �� "� ������ ��� ���0�& ������� �����������%��
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:�%%	��p�	 ��� ������ � �p�������& ���	�"��%��& �������� 	��

��� �p� �0p��������� �p����"�������%�� ����� � � �������& ����
���	��%��& 0�p���0� �%������� c� � &������0� c�� ����� ����� ������
������#� ������� *�p
���� U���	 �p������0��� ����%���	� ��	��p��
��p� 9��& �%�������� �� ������ �& �������� % p�����	 ����	 T �

�� �
T �
��� � ���"� ������ �������p����� �� 0�p���0� � &������0� �%��������
� p�����	� ���� qh2T��� T 3 � q

c2T��� T 3� C�%������ p�����0� ���� ����	
&�p����p������� 9��p����� S � ����p����� 9��p0��� E� ����p�� ���
	���#�%� � %������%���� % ��11�p���������	� �p�������	�

JS >
q2T�� T 3

T
� JE > q2T�� T 3� p2t3� 25�573

�������� ����� q � 9��& ���������& p���� qh ��� qc � ����%�	�%��
�� ��0�� % ����	 �%�������	 
 0�p���	 ��� &������	 
 ��&����%� �
�������� p������ ����M p2t3 
 	�-��%��� ����p��	�� �� p�����0� �����

'� ��p�	����� %�%������ ����"��� �%����� ��������%��K

S2� 3 � S283 > 8�
�Z
�

q2T�� T 3

T
dt > 8� 25�5G3

E2� 3� E283 > 8�
�Z
�

q2T�� T 3dt >

�Z
�

pdt > A� 25�563

'� �	��� %	�%�� %������ ��p�	��p�	� �����"�-�	 ����	������
	� ����p�� �p����"�������%�� � ��� ������ ���� A�p����� ��� ��� %�
���	���	 ��	��p���p� 0�p���0� �%������� ������� � &������0� 
 p�%�
���� � �p� ����	�����	 ����p� �������� � ������"�������%�� �����
�������%� �� %���� �0���� ������� � ���#� 4���	������ ����������
����� %�p�	���%� �� �p� 9��	 � ����������	 ����p���	�& ������
���� ��p��� p�%%	��p����& ��
�� U���	� ����	 ��p���	� %������ ���
������ � 1��%�p��������

'�"� p�
��� ��� ������� ��p�����#-�� �p�������� ���	�"��%��
�������& 	�
�� % �%�������	� �0p��������� �	��%��K

�3 ������ � 	��%�	������ p������ ���� ��� �� "� %�	��� � 	��%��
	������ %������ 	�-��%��� ��� ��� Amax > pmax� � ��� %������ ��
25�G83� 	��%�	������ p����� %������%����� �p���p�� ����	�����%��
����

I >
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�

q2T�� T 3 dt > Qh �Qc � maxM 25�5H3
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A

Qh
> )� Qc

Qh
� max 25�*83

�p� �%�����

Qh � Qc > A�� 25�*)3

�p�����%� ����� ����� ����� ��	������ ��	��p���p� p�����0� ���
�� �� �p�	��� T �2t3� ��� ����p�0� 1���������� 25�583 ��� 25�*83 ���
%��0�#� 	��%�	�	�� / ��p��� ������ 
 �p� �%�����& 25�573B25�563� ��
���p�� � ��p���%�����	 �%�����	 %������ �������� p����%��� 25�*)3�

!�� ����& ����� �p�	�	 %����#-�# ��%������������%�� p�
����K


 p�%%	��p�	 ������� p�����0� ���� % 0�p���	 �%�������	 20�p��
��� ��������3� %����� �0� �p����"�������%��� ��	��p���p� �%������
�� � ����� ��������� � �p�p�-���� 9��p���� p�����0� ���� ����p����
�����	� ��p�	��p�	�M


 �����0����	 ��p���	 p�%%	��p�	 &������� ��������� � ���
��p�	 p������ ���� ������ ����� &������	� �%�������M


 %�%�����	 p��������� ����	������ ����������� ����p�� ����
�p��������� ��p�	��p� ���� ����� ������%� ����	�	� ��������0�
�p���p���

����!
�	
 ����	������� �� ���� ��� ��� �� %����� �����
	������ ���������� ��������� � �������� ��	��p���p� �%��������
�p������0�#�%� 1��%�p������	�� �� 	��%�	������ p����� %�������
%����� � ����& %�%��	�& 	���	������ %��p�%�� p�%�� 9��p�����

+�p�
�� ��������� 4�������	 �p�	� 0�p���0� ��������� ��p�� t��
� ��	��p���p� 0�p���0� �%������� � ����� ��������� 
 ��p�� T �� >
> T��2t�3� E��%���� T �� �p� �������� ��������� ��	��p���p� T

�
�� 9��

���������� ������# ������%��� ����� Qh� ��p������0� p�����	� �����
������ �	��� ���

WS� >

t�Z
�

qh2T��� T 3

T
dt� min

�p� �%�����&

t�Z
�

qh2T��� T 3 dt > Qh� JT�� > �qh2T��� T 3

c�
� T��283 > T �

��� 25�*<3

���%� �	�%�� �p�p�-���� 9��p���� %�%��	� 	���	�������%� ������
-���� 9������� ������0� ����� ��� �� ������ �� ����	������ ��
�����
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WS� >

t�Z
�

qc2T��� T 3

T
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��� �%�����&

t�Z
�

qc2T��� T 3 dt > Qc� JT�� > �qc2T��� T 3

c�
� T��283 > T �

��� 25�*+3

/ &������	 ���������� � ������� �� 0�����0�� �������%� 	��%�	��
�������� �����-���� 9������� ������0� ����� ��� ��� ���� �������0�
������ ����������� � 	���	�	� �����%�� 9������� %�%��	� %�������
%����� 	��%�	�	 WS��

��"��� �� ��%��������& ����� ����%������� %���� ������ �� ���
��	�����	 �������	 ��������� � ��� ��& %���������� �%����� 	����
	������ ��%%������ �������	���� ������� ��� �������0� ������ ����
���������� �������� � �����%��� T > T��m� � 0�����	 ���������
2m� � )3� � T > T��m� 
 � &������	 ��������� 2m� � )3� '�"� ����	
��%%	�������� �������� ����� ��������������

; �����	 ���������������%�� ��	������� �%������� � ������0�
���� ������	 ��� 0�����0� ��������� qh > k�2)�m�3T�� >M�T��� ���
&������0� ��������� qc > k�2)�m�3T�� > �M�T���

I���	������ �����-���� 9������� ������0� ���� � i�	 ���������
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2)�mi3� i � f)� <g�
-������� �����������  �����
�	 ������ � 	��%�	������ �������

%����� m� � m� ������ % t� � t� ������%���	� ����	����	��  �����	

A > Qh �Qc > c�2T
�
�� � T ��3 @ c�2T

�
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k�
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2)�m�3 @ t�
k�
m�

2)�m�3 > 8�
25�**3

/�����	 �� ��
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��%��K
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����� ��� ��	 #������� �� ��
� $%�������	 ��� ��
��
��� 9��� ������ ��� "� ���&��� ��� � � ������ � 	��%�	������ �������
 �� 9��	 ��������� ����	������ 0�����0� � &������0� ���������� ��
��	���#�%�� ��� ��� Qh � Qc � ��& %����#�%� 1��%��������	�� ?%���
��� "� 25�*)3 ����&���	� ���%�� �� %����� %������� ����������� /���
�� 9��0� � ��"��	 �� ���������� ��	�������� �%������� � ������0�
���� ���������������� �� ��� %���%����� qh > M�T��� qc > �M�T���
��911������� ���������������%�� M� � M�� �%��%������� ����� ��	
� ������ � 	��%�	������ �������

; �����	 �������� ������ 	��%�	�	� � ! %������%����� 	����
	�	 ����� Qh� �������0� 0�����	 �%�������	� � ������ %������� ���
�������� ����
��%� ���

Qh > c�T
�
��k� � min

Mi�T�i
� i > )� <�

��� �%�����&

t� @ t� > � c�
M�

lnW� @
c�
M�

lnW� > t�

S� @ S� >
c�k�

k� �M�
lnW� @

c�k�
k� @M�

lnW� > 8�

Qh � Qc > c�T
�
��2)�W�3 @ c�T

�
��2)�W�3 > A��

25�*H3
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���%�� ��� � ��
�� W� > T ���T
�
��� W� > T ���T

�
��� E������ A�0����

"� ��� 9��� ������ �	��� ���

L� > c�T
�
��W� @C�

�
c�
M�

lnW� � c�
M�

lnW�

�
�

�C�
�
c�k� lnW�

k� �M�
@
c�k� lnW�

k� @M�

�
@C�(c�T

�
��2)�W�3@c�T

�
��2)�W�3,�

;�������� 9��� 1������ % 1������� L � ������ � 	��%�	������
������ ����������� ���

�L�
�M�

>
�L

�M�
> 8�

�L�
�M�

>
�L

�M�
> 8�

= ��� ��� �� 9��& �%����� � �� �����%��� 25�*73� ������� ���"� �%���
��%� ��� ��	������ � ��
�� ������� %����#� 1��	��� 25�*63� �� ����
���"�������%�� ���������� ����� "�� ��� � � ������ � 	��%�	������
������� 4���	������ ��������M� �M� ��������#�%� � �����	 %�����
�� %��	�%���0� ��
���� ��������� 25�*G3� ������� �%����%� %�������
����	� � ��%�����0� �� �%����� 25�*H3� ������� ��%�� �%��#����� W�

� W� ���	�� ���

c�T
�
��
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�
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> A�M

M� �M� �������#�%� ��%������ 	���
�� ��	 � ������ � 	��%�	������
�������

&
������ ��
	�� � �
������	�	 	���!�	���	 ���
!���


�����	�  �� ��
���� 9��� ������ 	� ��������0��	� ��� ������� ���
�� �	��� ���� � �� "� ��	�������� ��� �������� %� �%�	� �%��������
	�� � ������& ����� ��������%�� � ���0�#� �� ���"� ���������# ���
�������� % �%�������	�� ������	 ����� ��������%�� .%�� 9�� �%�����
%����� �� 	��%�	������ ������� ������# 	�"�� ������� �� %�%��	��
�����%���� ������ �� ������ 	��%�	����� ���	�"��� ������%��%����%�
�� %�%��	� ��%%	������ � ��%�����	 ������ 9��� 0�����

������ � ���������& ���	�"��%��& ���	�����	���%��& %�%��	
% ��%������	� �%�������	� �������� �	��%�� %�-�%������ %��"���
��%%	�������& ��
� ����� % ����	 ��� ���	� �%�������	�� ��� ���
��� ��"��0� ��������� ��	��� ������%�	�� ����	����� ���	��� ��
��	�������� ����0� �� �%�������� �� ����-��� ������� ?%����� ��
����	�����%�� 	�0�� ���� ����%��� � 1��	� �������� 	��%�	�	�
 �����0����

 �%������� ������ ��� 1��%��������� ���������%�� � ���	�� ���

NX
i��

�Z
�

uiqi2T�i� T 3dt� max
ui�T
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T
uiqi2T�i� T 3dt > WS� 25�7)3

JT�i > �ui
ci
qi2T�i� T 3� T�i283 > T �

�i� i > )� � � � � N� 25�7<3

E������ P�	������� ��� 9��� ������

H >
NX
i��

uiqi2T�i� T 3
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T
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�

/ ��������"���� ������"�����0� ��
���� ����	 %������ �� > )�
?�������� ��� %����"����& ����	����&K

J�i > � �H

�T�i
> �ui �qi

�T�i
�
�
)� �

T
� �i

ci

�
� i > )� � � � � N� 25�7+3

/ %��� ��0�� ��� 0�������� �%����� ��� ��	������� �%�������� %���
������

�i2� 3 > 8� i > )� � � � � N� 25�753

$� �%����� 	��%�	�	� H �� 1������	 �������� ui �	��	

u�i >

����
���

)� �%�� sign qi > sign

�
)� �

T
� �i

ci

�
�

8� �%�� sign qi > �sign
�
)� �

T
� �i

ci

�
�

25�7*3

����	 ������	� 	��"�%��� �%�& �%��������� % ������	� �������
������ ������� ����� 	�"�� ��������� �� N0������O� ������#-�� �����
������	� ����� � N&�������O� ������-�� ����� �� ������0� ����� :����
��� ���� ������������ % i�	 N0�����	O �%�������	� ��0�� �0� ��	�����
���� 	���
� T�i2t3 � ����
�� ��	 ��2) � �i�ci3� =����0����� ��� �����
�� ����� j�	� N&������	�O �%�������� ��0�� �0� ��	�������� ����
�
T�j2t3 � 	���
� ��2)��i�ci3� ; �����	 �%����� 25�*53 9�� ����������
� 	�	��� � %������#� % �%�����	� ����	�����0� �������� ��� �%����
����� ��%�������� �	��%�� 25�<)3� ?%����� ����	�����%�� �������� �
%�����
����	

NX
i��

ui
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T
� �i

ci

�
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�
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�
> 8M 25�773

��� ��#�����%��0� 2�������0�3 ������ ������������� qi2T�i� T 3 >
> ki2T�i � T 3 9�� ��������� �	��� ���

T � > �

NP
i��

uikiT�i
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��� "�� ��� � ��� %����� ���& �%��������� ������ � 	��%�	����
��� ������ �������� 	�
��� % ��%������	� �%�������	� ��
���%�
��%���%���	 ��������� ��������� 28� � 3 �� ��� ������������� �� ��"�
��	 �� ������& ������� ���� ������������ ������ % N0�����	�O ���
������ % N&������	�O �%�������	�� 4���	������ ��	�������� �����
��0� ���� � 1������ �������� �� 9��& ������������& ��%%������#�%�
����	 ��
���� %�%��	� ��������� 25�7)3B25�773�

���� $�������
����
�����

'����� % ���%%���%��	� ������	� � ���������& ���	�����	���%�
��& &��������%����& ���	�& � �������& ������� �%������#-�& ���
�%������� ������ ��"��� ������� ��&����%��� ���	�����	��� �������
%� �%%��������� %&�	 % ���	� �%�������	�� �	�#-�	� ��	��������
T��� T��� T��� %�������� �������%���	� T�� � T�� � T��� ����� %&�	�
������� � (58, �
����	�����	����	���� .%�� %������ �� ��	�������
�%�������� T�� %�������� % ��	��������� ����"�#-�� %����� �� 	�"�
�� �%�������	� % ��	��������	� T�� � T�� ���������%� ���	�� ����� �
	�"�� �%�������	� % ��	��������	� T�� � T�� 
 �������� 2��%� 5�63�

���� ��1� �"��� ����
���
�&�
23�" "
�
 ��&��" ����� � ����� 4�5 �

!
�&��� 4�5 ��	��� ��� �����	��
	 � �	��
� �����

�����	 	�-��%�� p� �������	�� � ���	�	 ������ �%��������%� ��� ���
���� ������ ����� q�r � �������	 &���������	 ������ ��911�������	
����%1��	���� ����� � 9��	 %����� ������%� ����
���� ������ �����
q�r � ���������0� � &������������ � ������ ����� q�d 2�����%�K direct

 ���	��� reverse 
 ��������3� �������	�	� � 0�����0� �%������� �
���	�	 �����K

K
��

>
q�r
q�d

� 25�7G3

$��0�� 9�� ����
���� ������#� ��911�������	 ����%1��	���� �����
������%������#-�� &���������� 	�
��� ��� ��911�������	 �����B
&�����
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/ ��	 %������ ��0�� �����%����%�� �������& �������� ��� � 	�-�
��%�� p ���	�0� ������ %���� �0���� 	��� ��� ��911������� ��������
������ � ���	�	 � �������	 �����& ��%������� ������� �������� �����
�� �%�������� � ������	� ���� � ��"��	 ����� ��������� ������	��
� ��911������ ����%1��	���� �����	��� ��������� ������ ��������
����# ���	���%��0� � ! ����� 	

�
���	�0� ����� �� &����������

��911������ � �������0�K

K
��

> 	
�
� >

T�� � T��
T��

T��
T�� � T��

>
T���T�� � )

T���T��

T���T��
)� T���T��

� 25�763

/���"���� 25�763 &������������ ����%�������# �����%�� ������
�������	�0� �� �%������� % ��	��������� T��� � ������ �������	�0� ��
&����������� % ��	��������� T��� � ����%�	�%�� �� ����
���� 9��&
��	������� � ��	�������� ����"�#-�� %�����

4����� ������	�� �������� ��911������� K
��

	�"�� �������%�
%����� ����
����	� �%�� ������ �����%����%�� �������& ��������
���� ��� �� "� %�	��� 	�-��%�� p� � ��911������� �����������%� �
���	�	 � �������	 �����& �0��������� ���	� ��0�� ��"�� ��������
����%�	�%�� K

��
�� �������� �����������%��

������%������#-�� &���������� 	�
��� 	�"�� �	��� � %�����
����� ���������# �� ��%� 5�6� $�  �� 9��	 ���	�� ���� ���������%�
	�"�� �%�������	� % ��	��������	� T�� � T��� � ��������� ��� � ���
���� 
 	�"�� �%�������	� % ��	��������	� T�� � T��� ��911������
����%1��	���� ����� 	�
��� �	��� ���

K
��

>
q�r � qd
q�d

>
q�r
q�d
� qd
q�d

� 25�7H3

/ ������	�	 %����� ������ �� %��0��	�& � ������ ��%�� �����%���
25�7H3 ��� %&�	�� ����������� �� ��%� 5�6� $� �����

q�r
q�d

>
)� T���T��
T���T�� � )

�

� ������
qd
q�d

>
T��
T��

�

 �%�� ���%������� 9��& ����"���� � 25�7H3 ������	 �� "� ������
��� ������	�0� ��911������� ����%1��	����� ��� � ��� %&�	�� �����
������ �� ��%� 5�6� ��

4����� �������� ��������� ��� ��� ����� ��������	�%�� �����%%��
���������� ��911������ ����%1��	���� ����� � %&�	�� ������"�����
�� ��%� 5�6� �� ��
��  �9��	� ����� ��%%	������ ������ ����� %&�	�
������%������#-�� &���������� 	�
����



)78 ��� �� ������	
�� ���
��
���� �������� � �������	
�� 
���


������ ������ ��911�������� ����%1��	���� ����� ��������� �
���	��������� � �������	 ��%�%�	� / 9��	 %����� ��	�������� �����
"�#-�� %���� ����� T���  ��	�� ���� ��0�������%� 	�"�� �%������
��	� % ��	��������	� T�� � T��� � �������� ���� 
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� ������	�	 %�����
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>
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�
qr
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>
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 �� %�		�������� 9��& �����%�� ������	 1��	��� 25�G83� I�"�� ���
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%�-�%����� %����

K
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�

��9��	� ����	�����	� ������ %�������� � ����	����� %&�	 % &����
������	� 	�
���	� %������%���#� ����	������ &��������%���� �
��� %&�	 % �������	� ��%�%�	��

?��%�� ����� 1������ ��������	�%��� ��� ������ ��������������
�������� �����%����%�� �����%%��� � �������� ����� �����%����%����
��	 25�763 � 25�G83� ������ ��911�������� ����%1��	���� ����� ����
����#� ���������� ����� �� ���	�����	��� ��� �������	 ���	����

���������	 #���! 	 ������
�	��	�	 ���	������� �
� ���

�	��� %	�����  ������	 ������ ��%������� ���	�����& ��
� ���
���� U���	 ��������0���� ��� �������	�� 	�"�� �%�������	� � ���
����	� ����	� ��� � ���	�	� ��� � � �������	 �����& %����
���%�
��������	� � %������%���� % �������	� ������	� �����������%�K
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�
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�
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�
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�

r � qr � 	�	���
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�
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Tpd � Tpr 
 ��	�������� ������& ��� � ���	�	 � �������	 �����&
%������%������ ��� �������� % ��	 ��� ���	 �%�������	� /�������
��911�������� ������������� � ������& �����������%� 25�G)3 �������
��#�%� %���%���	� � ��������� �����&��%��� ��������� � ���"� %����
%���	� ������& ���� ��%����� 9�� ��911������� ����"�#� ���	���
	�
����
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� ��������� ��� � ����	�����& ��������	�& �����&� ���� �
�����&� %������%���#-�& ���������	 ��������	 ���	���%��0� � !
��� �������� �������� 	�-��%�� p� ��	�������� ������0� ���� ���"�
�� ���� ��%������	� � ������� �%�0� ���	��� �������� % �%�������	�

��� ��� ��	�������� �%�������� T��� T�� � T�� %�����	 ������
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�:	���
	�	����� ���
 
���� ��� ��� 
�����	��� �	��
	���
�

d�g�(p�)

dp�
�

�
p
�
�

mX
k��

�k�k

�
7 2

dg�(p� )

dp
�

� 1 (/�2?)

����� ����
�� ����
���� �	 �
�	�� G���������� 	��� ����
	���
�

���
�	

d�g�k(pck)

dp�
ck

(pck � �k) 7 2
dg�k(pck)

dpck
� 1� (/�31)

�� ����� k �� 
��� ����� �	 �
�	��
! ���������� �	��
��� ��������� ��� ���	���	 $
�������

�
g�(p� ) + b(p�

�
� p

�
) ��� p

�
� p�

�
�

g�(p� ) + 1 ��� p
�

 p�

�
�

(/�3,)

��
�

g�k(pck) + ak(pck � p�ck) ��� pck � p�ck� k + ,� � � � �m�

g�k(pck) + 1 ��� pck � p�ck� k + ,� � � � �m�
(/�32)


��
�	�
���&� ��	"�
����� (/�2?)� (/�31)� ! <��� ��
��	 ������ (/�23)�
(/�24) ��		� 	�����
	���	 �	:	��	

p�
�

+
,

2

�
p�
�

7
mX
k��

�k�k

�
� (/�33)

p�ck +
,

2
(p�ck 7 �k)� k + ,� � � � �m� (/�34)

%���	��� �k ���	�	��&��� �
�	� �	:	��� ����	�� ���	���� 
��
�	 
���

mX
j��

�j�j 7 Mk�k + p�
�

7 Mkp
�
ck� k + ,� � � � �m� (/�38)

��	 Mk + ak	�kb�
�	������	 
����
 ����� 
 ������� 
������

� ;��
	�	�

�������
�
 ������ � ������������ ���"��� ��� ��
���� ����� ��	� 
������	 �����
���� n 
���
 ����
����� �����
�	��� �� ����	 �� �	 
��� p

�i 
 �����	��
	 g�i(p�i)� i + ,� � � � � n� � ���
��	� m 
���
 �����
�� �	��� pck 
 �����	��
	 g�k(pck)� k + ,� � � � �m� ;�� <��� ��� ����� 

����
� 	������ ����
���� i �� 
��� ��	"
	��� �ik 	����� ����� k ��

���� %����� ����	� 
��



2?2 �	� �� ��
�������� �
�

	����
� ���������
�
���� �����

I +
,

�

�Z
�

�
nX
i��

g�i(p�i)p�i �
mX
k��

g�k(pck)pck � y

�
dt� max

P

� (/�39)

�Z
�

�
g�k(pck)�

nX
i��

�ikg�i(p�i)

�
dt + 1� k + ,� � � � �m� (/�36)

��	 P + (p
��� p��� ���� p�n� pc�� ���� pcm) � 
	���� �	��

�� ����������� �	:	��� ������ (/�39)� (/�36) ����
	���
� 
���
�	

min
�

max
P

R(�� P ) + min
�

max
P

�
nX
i��

g�i(p�i)

�
p
�i �

mX
k��

�ik�k

�
�

�
mX
k��

g�k(pck)(pck � �k)� y

�
� (/�3/)

��	 � + (��� ��� ���� �m)� E��� ������ (/�39)� (/�36) 
��
����� �� ���
�	��	��
�� ��$$	�	����
	��� $
����� g�i � g�k ��� ��		� 	����� 

	���	 �	:	��	� ������	 ���	�	��	��� 
���
����

�R

�p
�i

+
dg�i(p�i)

dp
�i

�
p
�i �

mX
k��

�ik�k

�
7 g�i(p�i) + 1� i + ,� � � � � n�

(/�3?)
�R

�pck
+ �

dg�k(pck)

dpck
(pck � �k)� g�k(pck) + 1� (/�41)

g�k(p
�
ck) +

nX
i��

�ikg�i(p
�
�i

)� k + ,� � � � �m� (/�4,)

A���
�� �	�	�	���"�������� ������� ������
 �	�
���
 ����������

���
��� (/�/)� (/�?)C

��R

�p�
�i

+
d�g�i(p�i)

dp�
�i

�
p
�i �

mX
k��

�ik�k

�
7 2

dg�i(p�i)

dp
�i

� 1� i + ,� � � � � n�

(/�42)

�
��R

�p�ck
+
d�g�k(pck)

dp�ck
(pck� �k) 7 2

dg�k(pck)

dpck
� 1� k + ,� � � � �m� (/�43)

! ��
��	� ����� $
����� g�i � g�k ���	��� ��
���� �� �	� p
�i � pck�

��	�

g�i(p�i) +

��
�

bi(p
�
�i
� p

�i) ��� p
�i � p�

�i
�

1 ��� p
�i 
 p�

�i
� i + ,� � � � � n�

(/�44)
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g�k(pck) +

	
ak(pck � p�ck) ��� pck � p�ck�
1 ��� pck � p�ck� k + ,� � � � �m�

(/�48)

��� 
��
�	�
���&� 
���
��� (/�42)� (/�43)� � ������ (/�39)� (/�36) ��		�
	�����
	���	 �	:	��	� ���	�	��&�		�� 
���
����

p�
�i

+
,

2

�
p�
�i

7
mX
k��

�ik�k

�
� i + ,� � � � � n� (/�49)

p�ck +
,

2
(p�ck 7 �k)� k + ,� � � � �m� (/�46)

%���	��� �k ������� ����	 �	:	��� ����	�� ���	���� 
��
�	���

mX
j��

�jMjk + ck� k + ,� � � � �m� (/�4/)

��	 ck + akp
�
ck 7

nX
i��

�ikbip
�
�i

� �

Mjk +

�


�



�

ak 7
nX
i��

�ij�ikbi ��� j + k�

nX
i��

�ij�ikbi ��� j �+ k�

'��	���� ��� ������ ��	����	��� ����� g�k(pck) � ������ �� ��� 
�
���& g�i(p�k) 
 �
�& ��	�	�� ���	�	��&��� �����	�	�	��	� ��	���
�� ����	��
	 �����
����
 ����� � ����	"��	�	� ����
���� ����
	� 
��
	���� H�� �����	�	�	��� ��	&� 
��� ���������� �� ���� /�2�

���� ��$� ������������� 	���	� ������	 �� ��	���
 � �	�
� ���	 ���%�

� �	
����
���# ��	������ ��������
��

;���� ���
��	���� ����� ������������	� ������� ��� ���
�� ��� 
��	�	�	��� ��	��� 	�� �����
:���
� ��������	���� �	
		 ������	� 
��� �	��� � ����� ����
�� ����
���� � ������� ��� ���
�� �����	 
�	�	��� ��	��� 		 ����	"��	�	�� ��������	���� ���
		 p

�i� ;�<���




2?4 �	� �� ��
�������� �
�

	����
� ���������
�
���� �����

dg�i	dp�i � 1� dg�k	dpck � 1� ;�� ��
���	���� ���������� �����	 
�	�	��� ������ ��	����	��� � ������ ���	��� ��
���� �� ����
	��� 


&��� �	� �� ���	�
���� 
�
��� ������ �����	�	�	����

���� ���������
�
���� ����� � �
���
��

�������������
���� ���

�


! <��� ����	�	 ��������	�� ���	�� ��
	�	��� � ��	�	����	 
�� 
�������� �����
����
	���� $���� 
 ��
�������� �� 		 ���
��
�� �
������	������� A���
�	 ����������� ���������� �������� ��� ����� 
��� �����<�������	���� ����	�� ����������	�� �� ����	��� 
��& 
��&��	 $���
�

H�������	���� ��	��� ��� �������� 
 ��� 9� ������	���
	��� $
�� 
��	� "������������� S(N�M )� ��
����	� �� 
	����� �	�
���
 N 
 1�

 ������� �	�	� M + N� �"������	��� "������� �	�
�� (�	����)�
I�� ���
���� S(N ) � ��������� 
�������&��� �� ������ �����
��& 
�	� 
	����� N � 
��
���� 

	�� $
������ ���������� �	�
��� �������
�� N � ;���	��� ����� $
����� �
��	��� $
����� I�""�B>
����� ���

��������	��	��� �	�
���
C

S(N ) + �

mY
i��

N�i
i � �i 
 1�

mX
i��

�i + ,� (/�4?)

;���	��		 ��
	���
� �
����� � �����������J& �	�
��� ������� $
�� 
��� S� E��� "������� �	�
�� �������	� ��
��	 
��� �	�
���
� ��

S(N ) + �
mY
i��

N�i
i 7 rN�� �i 
 1�

mX
i��

�i + ,� (/�81)

���������� ����	�
� �������
& �� <�������	���� ��	���
 � ��� 
��� 
	���� ��	��� �������� p� �������	�� ;
��� ����� �	�
��� 
 ��� 
����	�	 ��
	� N�� � 	�� ��	��� � p(N )� !
	�	� �������	
��� �
�����

C�� ��� ��
�
��	

 �
���
���
 �����	
�
 �
������ �
�
�

 �
�
� ����

����
�
	
 ��� ��
���
 �
����� N� 	� ��	�
C

C�(N�) + p�N
� �

�Z
N�

p(N ) dN + p�N
� � R(N�)�

%�	�� R(N�) � ����������� ��������� �	�
���� �����
& �
��� �� 
������� ��� 	�� ���
��	 �� ����� 
����� ����	����	 
�	��K C� ��		�
�
 �	 ����	������� ��� � "������� �	�
���

L	������ ��
�	�	��� "�������� �	�
��� C�(N�) ����� ��	���� 

��� ��� ���
��
 �	�
��� 
 �������	�� ����	������ � ����	�
&�	�
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������	� 	�� �� ����	� ;�� <��� ������ ���
��� � ������ ����� 
��� 
�� ����� ��� ��� �	�� ���
��� ����� 
����� "����� � p(N )� � �	��
������� � � p�� =���� ����	�� ����
�&� ��������	
�
�	���

E��� �	� ��� ���� �����"�� ������ ��	���	 ���	���
����� ���� 
��
� ������	�� �������	�� ���������	������� ���
���� �� �����	��
�
��
�	�	����� "�������� �	�
��� ���	������ '�� ����	� ��
���

C(N�) + �

�Z
N�

(p� � c(N )) dN + p�N
� �R

�
(N�)�

;�� <��� �	�� ����	����� c(N ) 
 p(N )� � �������

D(N�) + R
�
(N�)� R(N�) +

N�Z
�

(c(N )� p(N )) dN 
 1�

E��� 
�	���� ���

dN + g(c� p) dt�

��	 g � ����� ���
���� ��

D(� ) +

�Z
�

g(c� p)(c� p) dt 
 1� (/�8,)

��� <���

�Z
�

g(c� p) dt + N��

!	������ D ������	���
	� �	�"������	 ���	�� ���"�������� �	�
� 
��� >	���
��	����� ��� ����� ���"� 
	��
�� ����	�
 
 ��	��		 ����� 
���	� ��	� ���
���� �	�
�� N� �� ����	 �� �	�	 p� � ������� 	�� ��� 
����	�	 �� �	�	 c�(N ) � p(N )� ����	��� ��������� "�������� �	�
���
(��������) "���:	� �	� "��� ���
�	�� 
 ������ ����	��	� ;�����	� 
������	 
����	��	 
 (/�8,)

dD

dt
+ 
(c� p) + g(c� p)(c� p) (/�82)

������	���
	� ���	���
����� ���	���
'��	���� ��� ���"�������� �	�
��� C(N�)� ��� � 
	������ D

� 
� �������	���� � ������ ����� �	�
�� �	�	����� �� ����� � ��	����
�	�
��� p� � �������	�	� ! <��� ��
��	 p(N ) 
 p�� � "������� �	�
��
��
�	��&� ��� ���
��	 �� ����	 � ��	���� p� � ����	�
&�	� ����� 
�	� �������	�	 �� �	�	 c(N ) � p(N )� ;�� <��� 
 
����	��� (/�82)



2?9 �	� �� ��
�������� �
�

	����
� ���������
�
���� �����

���	��	��� ���� ������ g � ���� �������� c � p ���� ��� 
 ����	���
�	�������	������

;�����	 ���"�������� ����� ������������� �	 ������ �� �"�	�
�	�
���� ���	�������� 
 ����	�	� �� � �� �	�
��� ����
��&��� 
 ��� 
�	�
 ��� ������&��� 		 � ���	���
�����& g� ;��"�������� ������ g
��
��

� + gp(N )�

��	 N � �	�
��� ����� �	�
��� 
 ����	�	� E��� ����� ������	� ����	 
�
� �� � ������ ��	��� p 	�� ���"�������� (
���������� ��
�	�	���
"�������� �	�
��� �� ��	� ����	�
&�	� �	�	�������) 
�	��:�	����
� 	��� �� ����
��	� 
 ����	�
� �� � ������ ��	��� 	�� ���"��������
����	��

>�� ���������� �������� <�������	���� ����	�� ����� ��������
"������
�	 
��
�	��� �� �	�
��
� �������
 � "������������&C

MNi + gi�� � gi���� i + ,� � � � � n� (/�83)

MN� + g��� � g���� �

nX
i��

(gi��ci�� � gi���ci���) � (/�84)

MDi + pi MNi� i + ,� ���� n�

>�� �	���������� ����	�� 
��
�	��� (/�83) � (/�84) �����
��� "	�
���	�	���� � 
��
�	��	 ��� "������������� �� i �
 �	�
��
 ����	�
$���


MDi + gi��p
�
i � gi���p

m
i � 
i(p)� (/�88)

%�	�� Ni � �
������� ����� i �� �	�
���� N� � �
������� ����� �� 
������� 
i(p) 
 1 ������	���
	� ���	�� ���"��������� �
������	 � �	 
������������& ����	�� �� ��	���� i �� �	�
���� � ��		� 
�� (2�,86)�

! ������������ �	���	 ( MDi + 1� Mp + 1� gi��� + gi�� + gi) 
	������


i(p) + gi(p
m
i � p�i ) 
 1�

N	� "���:	 
i� �	� "���:	 ���	�� ���"�������� i �� �	�
���� ���� 
��&�	�� ����	�
�

;����
����
	���	 $���� ���
��&� ���� 
��� �	�
���
 (����	�
<�	���&� ��
��
�	 �	�
��� � ���)� � �����&� � ��
��	� H�� $����
���
� ��	�� �����
& ���
��
�
 � �"�	��� �������� ����� � ���
 
$�"������
 �	��
 		 <�	�	������ ���	 � 
�	��� ���
��
�� ������� 
�	�� ��	�	����	 
���������� �����
����
	���� $����� $
������� 
�
&�	� 
 �������� �����<�������	���� ����	�	�

���������� 
��
�������	���� �
��� �� ��������� 
��

����� 
������

� ���������� �����
����
	��
& $���
� ����"�	 
��&�
& �	�
��� � ���	���
������� qi �� �	��� ci (i + ,� � � � �m) �
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���"���
�&�
& ����� g ����
���� � �	��� cg � %�	�� �� �	 
���� 

�	� 
�
��	��	� ���
��
�� $���� � ����	�
������ ������
 �����
� ���
$�"������
� ;�<���
 ���������
�	�
& $���
 ����� ���
���
�����������

����"�	� 
	���� ����
��&��� �	�
���
 �� �
	 ���	�����C 
����� 
�������&��	 �	�
��� � �������� qi(ci) (i + ,� � � � � n) � 
��������	 
��	��	 �	�
��� � �������� qi(ci) (i + n 7 ,� � � � �m)� �� ������ ��
������
 �����	�� 
���
�	 �	�������	�������� =� ����	��	 �	�� �� 
�
��� ci�� ��� �������� ����� qi �"����	��� 
 �
��� ����
�&� ��	����
�	�
���� ;�� ci 
 ci�� qi(ci) 
 1� G���������� ��	��� cg� ���	�	��	�
�"����� �	�
�	
��� ������ ����
���� (��� cg � cg�� g(cg) 
 1)�

���� ��&� ' �"% ��� � �	
	���� ������	 ��� �� � ��	������ ���

@
����� ��	����	��� (��
�������� ������ �� �	�� ���
���) �� 
�	� "��� ���������� ������	� (���� /�3� �)�

qi(ci) +

��
�

1 ��� ci � ci��

ki(ci � ci�) ��� ci 
 ci��
(/�89)

%�	�� ��<$$���	�� ki "���:	 �
��� ;�� ���
��	 �	�
��� �� ����	
ci� + pi� >�� �	�
���
� ��������� ������� K ��������� � �	 ��
����
�� ������
 qi� ������ ��� ������ ��	��� ������ � �	��� (���� /�3� �)�

qi(ci) +
K

ci
��� ci 
 1� (/�86)

;���� ����
���� $���� ���	�	�	� $
����	� ������ g(cg)� O���� 
�	� <��� ��
�������� ������� �� ���� /�3� �C

g(cg) +

��
�

1 ��� cg � cg��

kg(cg� � cg) ��� cg � cg��
(/�8/)

>�� 
������������&��� �	�
���
 ����	"�	��	 ������� �������� 
�� ���	�	��	��� ������� ����
���� g� ��� ���

qi + �i(g)� i + ,� � � � � n�



2?/ �	� �� ��
�������� �
�

	����
� ���������
�
���� �����

� �
������	 ������� �� <�� �	�
���

T�(g) +
nX
i��

ciqi(ci) +
nX
i��

ci(g)�i(g)� (/�8?)

��	 ��
�������� ci(g) ���	�	��&��� �� 
���
��

qi(ci) + �i(g)� i + ,� � � � � n� (/�91)

>�� 
��������	��	��� �	�
���
 �
�	��

	� ��
�������� �	��

������� ����
���� g � �������� qiC

g + F (qn��� ���� qm)�

������� �	 ���
���	� ���	�	���� qi �	�	� g� >�� ������� ����	���
�����
����	������� g ����������	 �������

T�(g) + min
c�c�

mX
i�n��

ciqi(ci)

�
F
�
q(c)



+ g� (/�9,)

=���� �"������ ������� �� 
��������	��	��	 �	�
��� ���	�	��&���
�	:	��	� <����	������� ������ (/�9,)�

;�	�	����	 
���������� �����
����
	���� $���� ��
���� �� ��� 
�	��� �����
����
	����� ������ g� ��� �������� ���	���
����� ��
�	 
�	��� "�������� �	�
��� �����������C

n�(cg) + cgg(cg) � T�
�
g(cg)



� T�

�
g(cg)



� max

cg�cg�
� (/�92)

>��������� �������� ��� ���
��	 ����� � ������	 ����
���� $�����
��
��


 +
mX
i��

(ci � ci�)qi 7 (cg� � cg)gK (/�93)


 + 1� 	��� ���
��� �	�
��� � ������� ����
���� �����
������ ��
�	��� ci� � cg�� ��� <��� ����:	��	 ������ � �������� � + n�	(T�7T�)
������������ ���� ��� ������	��� ��� � ����	���	�� <���� 
����	���
���	����� � �
�&�

;��
	�	� �	:	��	 ������ � ������
�	 ���	���
����� ���
�	���
���"��� n� ��� ���	���� $
������ F (q) � �i(g)C

F (q) +
mX

i�n��

�iqi� i + n7 ,� � � � �m� (/�94)

�i(g) +
g

�i
� i + ,� � � � � n� (/�98)

F������
� ��
�������� (/�89) � (/�91)� ������� 
����	��� ��� ci(g)

ci + ci� 7
g

�iki
� i + ,� � � � � n� (/�99)



����  ��������
�
���� ����� � �
���
�� ���

�
 2??

� ������ T�(g)C

T�(g) +
nX
i��

g

�i

�
ci� 7

g

�iki

�
� (/�96)

%����� (/�9,) ����	� 
��

T�(g) + min
c�c�

mX
i�n��

ciki(ci � ci�)

�
mX

i�n��

�iki(ci � ci�) + g� (/�9/)

E	 �	:	��	

T�(g) +
mX

i�n��

c�i (g)ki(c
�
i (g) � ci�)� (/�9?)

��	

c�i (g) +
ci�
2

7 �i

2g 7
mP

i�n��
kici��i

2
mP

i�n��
ki�

�
i

� i + n7 ,� � � � �m� (/�61)

���
��

T�(g) +
,

4

�
����
�

2g 7
mP

i�n��
�ikici�

��

mP
i�n��

��i ki

�

mX
i�n��

kic
�
i�

�
���� � (/�6,)

%����� (/�92) � 
�	��� <��� 
����	��� ����:	��� 
 $���	

n� + cgg(cg) � g(cg)
nX
i��

ci�
ki�i

� g�(cg)
nX
i��

,

ki��i
�

�

mX
i�n��

kic
�
i

�
g(cg)


h
c�i
�
g(cg)



� ci�

i
� max

cg
� (/�62)

H�� ������ 
��
��� 

	��� * 
�	��� ����� ���
�
��� (/�61)� (/�8/)



dc�i
dg

+
�i

mP
j�n��

��jkj

�
dg

dcg
+ �kg�


���
�	 ������������� ������ (/�62) ����:	��� ���

dn�
dcg

+ 1 +� (2cg � cg�) �
nX
i��

ci�
�iki

� 2kg(cg� � cg)
nX
i��

,

ki�i
�

�

mX
i�n��

ki�i
mP

j�n��
kj��j

h
2c�i (g) � ci�

i
+ 1�
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	����
� ���������
�
���� �����

���
�� � 
�	��� (/�61) ����� ���
���� 
����	��� ��� c�gC

c�g +
cg�
2

7

�
���

nX
i��

ci�
�i

7

mP
i�n��

�ikici�

mP
i�n��

��i ki

�
���

2kg

�
, 7

mX
i��

,

��iki

� � (/�63)

� ����	 ��������
�� c�g 
 (/�8/) � (/�62)� ���
���� 
����	��	 ��� ��� 
��������� ���	���
����� ���"��� n���

��	� �����	��	� ��������� 
 ���
�	�	�	�
	 
������ �	�

������ ! �	������ �����
����
	���� ����	�	 ��
�������� �	��
 �� 
������ ���
��	��� � �����
������ �	�
���
 �	����	���
	��� �	 �� 
����� ;	�	��"���� ���	� �������� �� �	�������� ������� 
��&���� 

�	"� �	������ �����	�	�	��	 ���
$�"������
� �	�� ������� �	 ���	 
�	�	��� � ��� ���	 ��������	�� �	������� ������ �
������� � 
�	���
���
��
�� �����
����
	���� $�����

����
�� � �
����
�� *��
��
�� ����	�� �������� �� ���� /�4� �� !
<��� ����	�	 ���� 
��
��� � �����
��	��� 
 �����
����
�� '"�������
<��� ����� �	�	� q� + �g�

���� ��(� '	�������� ��	�" 	��
 ����! �
��� � ������	� ����

�	����	 �
��%�	� ��� � ��������%�	� ���

E��� �	���� � ������� q� ��������� � 
������������&��� �	�
� 
���� � ������� ���������� �
���� � �����
����	�������&� �� 
���
�	

q� + �g + ��
�
g(, 7 �)



��� ���������� $
����� �� ���	�	��	� �(g)� =��� ��� ��
�������	� 

$���	 (/�94) �� 
���
�� �g + (, 7 �)g	�� ��	�
	�� ��� � + ,	�� � ,�
%����� ��	��� ��	�	����� ���"��� ������	��� �� ������� ��������	� 
��� 
 ��	���
�	� �
���	� �	�� ��� 
 $
������ T�(g) � T�(g) �
���
���	���� g �� (, 7 �(g))g�



����  ��������
�
���� ����� � �
���
�� ���

�
 31,

! ��
��	� 	��� �	���� ��������� � 
��������	��	��� �	�
�����
������ (/�9,) ����	� 
��

T�(g� �) + min
c�c�

�
mX

i�n��

ciqi(ci) 7 cg�g

��
F (qn��� ���� qm� �g) + (, 7 �)g�

(/�64)
		 ����	��	 (����������	 �������) T�(g� �) "
�
� ��
��	�� �	 ������
�� g� �� � �� �� I���	��� ������������ ���	���
����� ���"���C

n� + cgg(cg)� T�
�
(, 7 �)g(cg )



� T�

�
g(cg)� �



� max

cg�cg�������
� (/�68)

�
��
�
���
��	

 �

��	
	�
 ��
���
����
		�� ��

�� *��
��
��
����� ��	�� ��	����
�	�� �� ���� /�4� �� >�� �	�
�� �� ��		� A ��
$���
��� (/�8?)� (/�9,) ���
� "��� ��������� ����������	 �������
��� $
����� ������ ���
$�"������C

TA(gA) + T�A(gA) 7 T�A(gA)� (/�69)

! ��� ��
��	� ����� ����� ���
$�"������ �
��	��� 
������������& 
���� �� ���	�	��	��� ����	��	� ����
���
��� ������ g

�
gA + �A(g)



�

� ������� � ������� TA �����
�&��� ��
������� �� g� !�"�� �	��
cg � �����
����	������� g ��
�	��
��	��� �	:	��	� ������ (/�92)�
������� ��� ������� ��
��� ����:	��� 
 
��	

n�(cg) + cgg(cg)�T�B
�
g(cg)



�T�B

�
g(cg)



�TA

�
g(cg)



� max

cg�cg�
� (/�66)

E��� �	 ����� gA ���
$�"������ 
��������	��	���� �� �����	��	
TA
�
g(cg)




 
����	��� ��� n� (/�66) ���
���

	�� � ������ (/�9,) ��	 

�"���
	��� � 
��


T�(g) + min
c�c�

�
mBX

i�nB��

ciBqiB(ciB) 7 TA(gA)

��
F
�
q(c)



+ g� (/�6/)

; � � � 	 �� �	:�� �����
 (?�29) ��� ���	���� ��
�������	� q�(c�)
(/�89)� F�(q�) (/�93)� ��(g�) (/�94) (� + fA�Bg)� * 
�	��� (/�96)� (/�6,)
<�� ������ ��		� 
��

mBX
i�nB��

ciBkiB(ciB � ci�B) 7

nAX
i��A

gA
�iA

�
ci�A 7

gA
�iAkiA

�
7

7
,

4

�
������

�
2gA 7

mAP
i�nA��

�iAkiAci�A

��

mAP
i�nA��

��iAkiA

�

mAX
i�nA��

kiAc
�
i�A

�
������� min

ciB�gA
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	����
� ���������
�
���� �����

��� 
���
��
mBX

i�nB��

�iBqiB 7 ��BgA + gB� (/�6?)

A���
�� ������������� <��� ������ ���	�	��&� 
����	��� ��� 
���
 
��&��� �	�	�	����C

ciB +
��iB 7 ci�B

2
+� qiB + kiB

��iB � ci�B
2

(i + , 7 nA� � � � �mA) �

gA +

mAP
i��A

��iAkiA

2

�
������B �

�
nAX
i��

ci�A
�iA

7

mAP
i�nA��

�iAkiAci�A

mAP
i�nA��

��iAkiA

����� �
��	 ������	�� � ������� �� 
���
�� (/�6?)�

������
��	

 �

��	
	�
 ��
���
����
		�� ��

�� *��
��
�� �� 
��� ����	�� ���
	�	�� �� ���� /�4� �� *���	�� � ������	����� ���
� 
�
��� ����	���� ��
�	��� ����� ��� ������ ��	��� ����������	
������� TA(gA) + T�A(gA) 7 T�A(gA) � TB(gB) + T�B(gB) 7 T�B(gB)�
������ gA � gB 
�"���&� ����� �"������ ���"� "��� 
�����	�� 
��� 

��

dTA
dgA

+
dTB
dgB

� gA 7 gB + g� (/�/1)

A���
�� (/�/1) �
���
�&� ������ ��		� � �"��� ������� g �� �	� �� 
���� ���	�	��&� ������� TA � TB ��� $
����� g� ;���	���� �	 
� 
"���	��� �� 
���
��

n�(cg) + cgg(cg) � TA
�
g(cg)



� TB

�
g(cg)



� max

cg�cg�
� (/�/,)

;�	����
�
 �����
����
	��
& ���
��
�
 ��� ��	���	��	 ���	�����
��		�� ������ �� ������� 
 �
�& ��	�	��� ���	� �	 "��� �����������
����� ����� ��	�	����	 
���������� ����	���

>�� ����	� � 
	������� ������� ����
��� ����
��� g + (g�� g�� � � �
� � � � gj� � � � � g	) ������������ ���"��� ��� ������� 
��� ����
����
n�j(gj) ���	�	��	��� 
����	��	� (/�92)� !�"�� 
	����� g ��
�	��
 
��&� ��� �	:	��	 ������

n�(g) +
	X
j��

n�j-gj(cgj).� max
cgj

� (/�/2)

��� �	� ��� ���� �������	����� �
���
�&��� ��
� � ��
��� ���� 
�� gj� =����� �������	����� ���
� "��� 
���������� �"��
��
�����
�������	��� �� ����� ������ ��"� �	�
��� � ���

F��	���
����� ���"��� n� �	 
�	��� �
��	��� ����	��	� ��� 
� 
"��� �	� � ������
 
 �����
����
	���� ����	���� !	������ n� ���	�
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"��� ������C n� + n��� E��� <�� �������	 ����	��	 �	 ��	
������� ��� 
�������� 
��������� � ��	"
	��� ��� n� + n�� ����������
��� ����� 
�� �� 	�����
 ����
����� ��� ��� �	��
��� ��������� ������ �
���� 
�� � ����������� ���������� �������� 
 (/�93) ��� $������
�����
n��(g)�

�	�	��� �������� ������� ����� 
 ������� 
������

� �� 
����	 ������
 ����� � ����
�� ����
���� ���
���	� �	 ������ ���� 
���� ���	�	��� 
�	:��� 
���
��� �� 
 ���	 ��
��	
 ��
����� <$$	� 
��
����� �����
����
� ���	 
 ������������ ���
�	���� E��� �� ��� 
��
����
	 	��� ������ ����� � ����
�� ����
����� �� P�	����	Q �
���
�	��
 �������� ���	��&��� 
��	��	������ =��� ������	�� ��� 
�� 
����������&��� �	�
���
 ��		�

�Z
�

�
qi
�
ci(t)



� �i

�
g(t)


�
dt + 1 i + ,� � � � � n� (/�/3)


�	��� ��
	���
� (/�91)� G���������� ��� 
��������	��	��� �	�
���


 �����	 (/�9,) �
��� ������ �����
� $
���������

T� +
mX

i�n��

�Z
�

ci(t)qi
�
ci(t)



dt (/�/4)

�� ci(t) � ci� (i + n7 ,� � � � �m) ��� 
���
��

�Z
�

h
g
�
t


� F

�
qn��

�
cn��(t)



� ���� qm

�
cm(t)


�i
dt + 1� (/�/8)

! ����	��� ������������� (/�92) ��� ������� ������
 ����	 �����
���
	��� 
��	��	��	 �� 
�	�	��� ����������	 (/�/4)� � ������ ���	�	 
��	 
� 
�	�	�� ���
����� �	�� cg(t) � ������ g(t)�

*$���
����
����	 ����� �"����� ������ �
��&��� 
��	��	��� 
�� �������� �	���	����� �����������
���� (��� ��� ?)� '�� ��	&�
����������	 �	:	��	 ��"� 
 $���	 �������� (������	���� �	���)� 

<��� ��
��	 ������	 ������
 �	 ���
���� � ��������	�����
 <$$	� 
�
� ��"� 
 $���	 �
����� ���������� $
����� (������	���� �	���)�
! ��
��	 ������	����� �	���� ����� ��� 
�	 �	�	�	���	 ������ ��� 
����&� 
 �	�	��	 ���	�	�	���� ���	� �� ���	�
��� 
�	�	�� � ���� 
������	 ("���
�	) ����	���� �	�	��&����� �	��
 ����� L�������� 
��	 ��	��		 ����	��	 n� 
 <��� ��
��	 "���:	� �	� n� 
 ������	����
�	���	� � ������ ���
���&� ���
���� ��������	����� <$$	��� ;�� 

	�	� ��� ��	���
�� �� �"��� 
�
	���	���� �����	���� 
 ��� ?� 
��� 

�� �	�	���"�������� ���� �������
� �	�	�	���"�������� ������
�
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	����
� ���������
�
���� �����

,� ;
��� g� � ����������	 ������	���	 ����	��	 �����
����	�� 
������ � c�i � ����
	���

&��	 <���
 ����	��& �	��� E���

max
�

min
c

�
mX

i�n��

ciqi(ci) 7 �
�
F
�
q(c)



� g�

��
�

mX
i�n��

c�i q
�
i (c

�
i )� (/�/9)

�� ����� �� 
��������	��	��� ������� ����� �	�	���"���	��
2� G���������� 	��� ��� i �� 
������������&�	�� ������

max
�

min
c

�
ciqi(ci) 7 �

h
qi(ci) � �i(g

�)
i�

� c�i q
�
i (c

�
i )� (/�/6)

�� ����� i �� �	�
��� ���
���� ���
���� <$$	��� ������� �	��
 �	 

�� � ���
�� ������� �	��
	���
 (/�/9)� (/�/6) ��	� ��	��
 �
	��
 ���

��������� <$$	���� E��� <�� ������� �	
	����� �� �	 ����� �������
��	���
� �� �������	 ������
 ������

3� �����	�� ����� ����
�� ����
���� �	�	���"���	�� 	���

min
�

max
cg

�
n�(cg) 7 �

h
g(cg)� g�

i�

 n�(c

�
g)� (/�//)

A���
�	 (/�//) ������	�� ��� ��� cg + c�g 
��
���� �"������ $
�����
n�(cg) �������� 
�:	 		 ���$����

I�� ���
���� �	�	���"�������� ������
 �"J����	��� �������� 

$
������ ������ � ��	����	���� �
�������� � �	�	����� ��� �	�� 
����� ����	���� ������ �� ��
��	 �"��
��
���	� ��
��	 ��	���
� �� 
���
��� �������	 ����$� � ���

�������� �
���!�����
�	���� �
��	��" ���#��#$��

�
���� I�� 
����
����� 
 ��� 9� ��� �������� �����<�������	����
����	��� �������	� �� <�������	���� ��	���
� 
 ������� ��	��� �	 
�
���
 ���	�	��&��� 
	������ �� ������
 N � 
 ������������ �	���	

"���� ��
��
	��� 
�����
��
�&��� ����	 �����	�	�	��	 �	�
���
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 �������	���� � �
������	 � �������� �	�
���
 ��	��� � ���� 
��� ��� 
	������ ���������� �������� 
 ����������� E��� ����	��



����  ��������
�
���� ����� � �
���
�� ���

�
 318

���	���� ����	����	��
& ��� �����
����
	��
& $���
 (���� /�8)� ��

 ������������ �	���	 $���� ��
�	��	� "������� �	�
�� � ���	� 
��
�����& n�� ��� <��� ��� 
�����
��
�	� ����	 �	�� c�
(p) ���
����
������� � �
������	 � ���� ������ �"�	��� ��� ������� 
	������
n� + n��(p) ������������

;����
��� ���
	�	����� 
�:	 ������:	������ ����� ����������
��������	 �������� <�������	���� ����	�� �� ����	��& �����
��
���������� � �	� ��������	����� 
���
�	�� ��� �������� ���	�	���
"�������� �	�
��� $���� ��
�� n��(p)C


 +
,

2

X
j��

gj�(p� � pj)(p� � pj) 7

7
X
j

gj
(c
� pj)(c
 � pj)� min
pj �Nj �

�X
j

gj
(c
� pj)c
 + n��(p)�

F� ����	��	�� ������:	��� 
��	��	� 
 � 
 	 � � � 	 � � 	C ��� ����
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�
���"
 ��
�
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		�# $����� �����
����
 ���
��
 ��	�����	
 �����������

��� !�
� ���������� �������� 
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�
��
��� �����
	�
�


 +
,

2

X
j�

gj�(p� � pj)(p��pj)7n��(p)�
X
j

gj
(c
�

� pj)pj � min

pj �Nj �
� (/�/?)

%�	�� gj
 � ������ �	��
 $����� � �������	����� � ������� ���� 
����� ��� ������ �	�
���
 q (
 <��� ��
��	 c
 
 pj)� ��� � ����
����
g (
 <��� ��
��	 c
 � pj)� !"���� ��
��
	��� ��
�������� ������
 ��
�
��
��� ��� p� � pj ��� c
 � pj ��	�������	��� ���	�����

%����
 (/�/?) �
��� �	:��� ����
�	�	��� � 
�����	��	� ����� 
�������� ������ n��(p) ���"��� $����� 0
�	� ��	���������� ��� ��� 
��� �� ������
 gj(cj� pj) ��������� ��
���� �� cj� ���� ������ ������ 
�	�	�� 	��� �� �����
�	� �� �������	�� � $���	 (���
���) � ������ 
�	�	� ��� ������	� ! <��� ��
��	 �� ���	� 
������� �	�
 ���
���
(�������) cj(gj � pj) 
 j �� HG �	�	� 
	�����
 ������ � �������� �����

� ������
�	 ���"��� ���

n�(p� gj) + �
X
j

gjcj(gj � pj)� max
gj

(/�?1)

��� 
���
�� X
j

gj + 1� (/�?,)

O�����	� ��
�������� cj(gj � pj) ������� �� ���� /�9�



319 �	� �� ��
�������� �
�

	����
� ���������
�
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���� ��,� -����
�� "� ����	�
� ���� 	
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	�� �������

A���
�� ������������� ������ (/�?1)� (/�?,) ���
���� � ������:	 
����� ���
���&�	� ����� ����������	 ����	��� ������
 �� �	:	���
����	��

gj +
�
�� cj(gj� pj)

��gj
�cj

� (/�?2)

��	

� +
X
j

cj(gj� pj)�j � �j +
�gj
�cj

C
X
j

�gj
�cj

�

=���� �"������ �j 
 1� �� �
��� ��
�� 	�����	 � � ��		� �����
��	��	
�
	:	���� �	�� �	�
����

L����������� ���"���C

n��(p) + ��
X
j

�gj
�cj

�
X
j

c�j
�gj
�cj

� (/�?3)

*���	�� ���	� ���	����� �	 ���
� � �	������� ����
���
&���
$���� ! <��� ��
��	 ������ � � $���� (� + ,� � � � � k) �	:�	� �����

(/�?1)� (/�?,) � �	� ��������	����� ��	"�
���	�� ��� �	�� ���
���
(�������) 
 
�	� $��� ��� �������	 � j � HG �������
�� =���� �"�� 
���� �� �������� � ��
��
������ k 
������
������� <����	�������
�����

n��(p� gj) + �
X
j

gj�cj(gj� pj) � max
gj�

(/�?4)

��� 
���
��� X
j

gj� + 1� � + ,� � � � � k� (/�?8)

gj +
X
�

gj�� j + ,� 2� ��� (/�?9)

E��� ������ �� ����	��	�	���� $��� ��		� ����
� �� 
�	� HG� ��
������ (/�?4)� (/�?8) �������
� ��� 
�	� �� >	�� �"����� ����	� 	���
������ ���
��
�� ����	��� ���	�	��&���� � ����� �� HG ������ ��
$��� ���	� 
��
���� 
 �������� N��"� 
�	��� <��� $������ �����


	��� $
����� �������� u�j� ��
��	 	�����	� 	��� � � $���� ���	�

��
���� 
 ������� � j � HG� � ��
��	 �
�& 
 �����
��� ��
��	�
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A���
�� ������������� (/�?2)� (/�?3) ��	�	���� ��� <��� ���	�	����
��� ��� ����������	 ������ �	�
��� ��� � � $���� 
��
�	�
���&�
������:	����

gj� + u�j

�
�� � cj(gj � pj)

��gj
�cj

� (/�?6)
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�� +
X
j

cj(gj � pj)��j �

��j + u�j
�gj
�cj

C
X
j

u�j
�gj
�cj

�

�����	�� $���� ���
� 
��
���� 
 ������� ��
� � ��
���� ��	� 
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��
���� 
 ���� �	�	�
�����
� ! <��� ��
��	 �����
 ����� �
	��� �
��������	����� 

	�� $����
���� HG� ��	��� �	�
��� p� ��� ��������
��������� ����� �"������ ���"� 
��
�	�
������� "������
�	 ������ 
:	��� ��� ������
 �	�
����

���� ��.� /	����	 �
��%�	� �	�������� ����0����������	 

=��� ��� ����	��
��	����� ���
��
�� �

� $��� (���� /�6) ���� 
������	 �	:	��	 ������� �� 
���
��

g��(p) + argmax
g�

g�-c�(g�� p�)� c�(g�� p�).�

g��(p) + argmax
g�

g�-c�(g�� p�)� c	(g�� p�).�

g��(p�) + g��(p�)�

E��� $��� �	�	�
�����
 �	�������� �� ����	��	 p� ��������� ����
���"� �
������� ����� �	�
��� �� 
���	 $����
���� HG "�� ��
	�
�
�������
 �����
 �� 	�� 
����	�
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�
���������� ����	�����  ��!������" �������� ��������� ��������
�������� ������� ���!����  � ����
�	�� 
�����	� �����	� ��	������
���� � ���#��" �����"� � �� �
�����$� ���%������ �����
��&�� � ����
��	� ���	�
��
�� ������&���"� ���������������� ���%����� � �����
���� � ���#��" � ��!������" 
�����
�" ���%������ ' ���� �
����$ 
��
����
� ������� �� ���
���" ����������� ����	����� 
�
 ��	�" ����
��	�� ��
 � �� �
�!(����� )�
� �
������ ��	�
��
�� ���
%�" �������
�� ��	�����!��� ��������� ��	�
��
�� �����%����� ��	�" �����	� �
�� ����	����� 
����
���!�&�� �����	 � ���#��� ����
��� *�&����$
P ������� �� �
������ ��	������ ��+�	� ,V � -�����������$ �������
��	��� ������������ �����
��	 �%���
 ���!����� .��	� ����� ����
�
������� �� 
��//�%������ 
�����
��

0�����
�	 
���� x ��
��� �
���������� ����	����� ����	�����
���	�" �����	�� 1
������ �� ��	������ ����� � ����� 
����� !����
����" 	�
������	�
��
�� ��������� )�
�	 ������	� x 2 �E�N� S� �����
3���� y ������
�	 ��
��� ����������� ����	����� �����	�� y 2
2 �T� p� �� ����� 4�
���%� 
���� u ������
�	 ��
��� ����	������ 
����
��� 	�(�� � �������� �������� ��	����$ ���#��	� �� ����#���� 

�����	� �����"�����	�� . ��	 ��������� ��+�	 ���	�����	�
��
�"
�����	� V � 
��//�%����� � � !��������� ������ � 	�������������
��	�����!��� ��������� ��	�
��
�� �����%���� ���#��� 
����
����
��� ����
��� %��� ��
!��
 � �����( � ��� '�
��� u �������� ��
����	
!�������&�� �����"����"�

' ���� ������
����� !�������� 	�
������	�
��
�� �������� ����
	!� /��	!

,x� 2 f�
�
y�x� u��� u�

�
� � 2 5� ����m� �6���

7���$ m  ���	������$ ��
���� ������� N� u�  �� ���������&��
!��������"� 
������ ������ �� ����������� ����	����� �����	�� �
u�  �� ���������&��� �� 
������ ��
��� y ��������������� �� �����
����
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%�� y�x� u�� ������������ ������#����	�� ��������&�	� ���
��������� ����	����� �����	� � �� �
���������	� ����	����	� 
��
��� !�������� ���������� :���� �����	��� !�������� ��������� ������
� /��	� ������	���� ��!������" ������� �� ��������� ��+�	� � ���
�����

E 2 E�S� V� N �� �6�;�

�� ��
��� y ������������ ��	� ��� �� ���������	�

T 2
�E

�S
� p 2 ��E

�V
� �i 2

�E

�Ni

� i 2 �� ����m�

1��!
�!�� 	�
��!�������	�" �����	� ��
����� �� ���� 6��� 7���$
�����" ���
 ������������ !��������	 ��������� �����	�� � �����"  

�����
��
�	� ������#����	��
0���������� ���" ���!
�!�� � � ��	� 
�� ���������&�� ��
���

�� x  ��������� ��!������� �������� ��$�	� ���!����  �� ������
��������������� � ������ 
���� !�������" �6���� ��������� �� 	�����
��!
��� !�������$ ����
!� ��������(��� 
�� ���	�(����� ��	������
!��������" u� ��
���� 
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���� ���� ��	
��
	�
 ��	����

���� ����������� ���������

������ ������ ���	�
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���� �������

:��� � 
������" ����	��$����� I�y� u�� !��������� u� ���������
������� �� ������� 	�(�� !�������� �6��� ���������$ � /��	�

,x� 2 f��y� u��� � 2 5� � � � �m< �� �6�8�

� �
����$ y ��
�	 (� !�������&�	 �����"�����	� 
�
 � u�� =�� ���	
	� ���#����	 	��(����� ���!���	�� ��#���"� � ������������ 
��
���
���� �	�
��	!	 
������� ����	��$������ I� 	���/�%��������"
��
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�
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�
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�
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�
2 ,x��� � 2 5� ����m< �� �6�?�
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� ����

I 2
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�

f��y� u��dt� max �6�A�

��� !�������

J� 2
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�

f��y� u��dt 2 x��t� � x��5� 2 C�� � 2 �� ����m< �� �6���

,x� 2 f��y� u��� � 2 5� ����m< �� �6�B�
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� 2 �� ��� ����(�����	 
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 � ����(������ ��#����� ���������$ �� � f��x� � ������$ ���
��� 
������� %������ /!�
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��� x � ��
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R�f�� f� 
� 2 f��x� �X�
� f�x��� max	x � D� �6�H8�

0 � � � � � � � � � �� 9!�
%�� X�
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�������
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	��$#�� 
�	 R��
�� )�
 
��

max
x�V
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max
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�� �
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�
 x��
�� � D� � f��x
��
�� 2 f�� �
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���� x � �������
	��(����� �� �
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� ������"���� ������		����
����� ��� ������� ���
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�� � ������
�����$��� ����������� �6���6� ������&����� � ���������G

R�x�� 2 S�

>�� ���� �����$��� x ������" 
��//�%���� 	�(�� �
����$ �!����	
�� 2 5� ��� ���	 �R	��� � 5 � R�x� � S�

���� ����� 6
��'�� 0�&	����

�	� ����	� � �! 
������ ���

���
�� �� � � ������
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R)x� �* �� x
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�	 ������	� ��� ���� ��� �	���	�� x� � �����
� ������ � #�����

	�		#" �����# � 	�	#���
� ������ !#	�'�� (� ��	�� R �����	�� �����

�� 	���	��	� � ��� ���������	�� ����� ��� �����"�	� � ������#���
@��� 	�
��	!	� ������������ �����
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!��
����!��� 
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R���� � x
��� 
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���

��� DR�x
��� 
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E < S 2 sup
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�� �6��B5�

������� ��������� ���
���" R � ��

�� x�� � !������ �� 	�
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� ��� ��������� �������$ !�������� ��� ���
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��� ��� ����
� �� ����
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��� 
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�
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� �� �
�����
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 ��� ������ �
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��
��� ���#������

�	��(����� !������������ !������
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�� ��� � x
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��V�
sup
�� �x�

R�
� �� � x
���

1 !
���	 ��������� �6��B5� ���!
�	

R�
�� ��� � x
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��V�
sup
x�Vx
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� x�� �6��B��
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���$ � �6��B�� � ���! �
������������� ���#������ R�����(�
����� ���
���� ����
��� � ����������$��� ��
������$ �//�
��������
!����������� ���#������ ��� ����
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����� ����������!�&�	! ��
������� ��� ���#������ R�����(� ��"
(� ����
�

Py 2 sup
x�D

f��x�� sup
x�D

f��x� 2 inf
��V�

sup
x�Vx

R�
� x�� sup
x�D

f��x� 2 P	 �

�6��B;�



8B; ��� �� ��
��� ��
����
��� � ��
��
��	��� ���
���	��

)�
�	 ������	� ���
���	�� (� ��	�� ��������	�	� ������ .�

�� �� � ������ �� ��� �� �� ���� ������ ��������	�	� #����	�		��

���
���	�� �� � ���� 
���� /!�
%�� �����(�	���� f�� �C� ��������� ��
����" ���!
��" �����

�" ��� C 2 5�

���� ���-� ;����
���� (
��'�� ���

����������
 ������� ����	�� ��

������ �! ��	������" ���
���

' ��	 ��!
��� 
���� ����� �� ��
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 % � � � � � � � � � � � � � � ��

 � � � � � � � ! 	 � � � �G

f��x�� sup 	 p�x� 2 5 �x 	� D� �6��B8�

7���$ D  	��(����� ���!���	�� ��#���" �������" ����
� �����
��"���� ������		��������� �������	�� !������	� f�x� 2 5� � x  
������� ���
���� ��
���� x �� 	��(����� DG

x 2

Z
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Z
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��� �� �����	� 6�� � �������� 
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�
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�
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�
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 � � 	 ! 	 � � � � � � � � � � � � 
 � � � � / ! � 
�

% � � � � � � � � � � �� � � � � ( � � � � � � � � � � � � � � � � � 
 � � � �
� � � ! 	 � � � �G

f��x�� sup 	 fi�x� 2 5� i 2 �� � � � �m� �6��BA�
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Vx

f��x�p�x�dx� sup
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L
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�
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p�x�xdx

�
	 2 5� i 2 �� � � � �m�
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�
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�
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���� ��
x
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f��y� x�
x � sup
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x
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i 2 �� � � � �m�
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f�y� x�
x
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Z
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� ��������� � ���
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��!��� x � Er ������	������������ � �����" ��!��� y � Es �������
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� ��� � y� x
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��
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�

�y

�

�f��y� x� <

nX
i��


ifi�y� x�



x��y
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;� � � � � � ( � � � � � � � � � � " � � � � � / ! � 
 % � � " R � � � ��
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R�y�� x� 
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7���$ ��������������� 
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� 2 ��



8B� ��� �� ��
��� ��
����
��� � ��
��
��	��� ���
���	��

��&� !������ ��
��
��	��
� � '���� ���	���


�
������
 ��� �
�
� ���
���	��

�� ��
���	�� 
�%���	
��

' ���
������ ����
�� 	��!� �����
��$�� ������������� ��
����
��� ����� 
�������� ����	��$����� � !�����"� ���������&�� 	���
(����� ���!���	�� ��#���"� *���	���
��
�� 	����$ ��$�
�� 	�(��
!��
���$�� � ���� ��#����� ��� ���	 	������� �� ���$
� ����	���
��� �� � ���!
�!�� ������
���"� 4�������	�� !������ ����	��$����
�� � /��	� ����%��� 	�
��	!	� ��� ����
� � 
�����
��
�" ������
��	� �������/ 6�8� ��������� ���!
��$ ���
����� ������#����� ���
�����&�� ����	��$��� ��#���� ����
� � ��������$��	 ��
������	

������� ����	��$����� � ������
���"� 7���$ 	� �������	 �����
�
��� ���� !�����" � 
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������ ���������&��� �����	��&�� ����������
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I 2

tZ
�

f�Da� y�t�� tEdt< F�Da� t� y�t�E� sup � �6��H;�

7���$ y�t�  /!�
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�� ���������&��
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��
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;� .������"� ������&�" �� ����	�����G

I 2 f��a�� sup� �6��H?�
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��
��� /!�
%�����$��� ���������&��� 0���
� ���� ����	���
�� a ������� � y�t� !������	�� ���������&�	� 	��(����� ���!����
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� �������� �����%�����"�
8� .������" 	���	�
����� ����G

I 2 min
t�
��t�

f�Da� y�t�� tE� sup � �6��HA�

.������� ������ ���� 	�(�� �������� 
 ��!��" /��	�� ����� �
!������ ����
� ����	������$��� ����	����� � ������� �� ��� ����
������
����� 4����	��� ���	����$��� ������	�� � �6��H;� � ��	 ��!�

��� 
���� /!�
%�� F� ��� t 2 t ���������� �� t� 	�(�� ���$ ��������
� ��������$��" /��	� 
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F��a� t� y�t�� 2

tZ
�

F��a� t� y�t����t � t� dt�

"
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���. 
�������+,�� ��
$��	�
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� �	��
�
�������� �������� ���������&�� 	��(����� ���!���	�� ��#���"�
	��!� �	��$ 
�
 /��	! ��������� ��
 � /��	! ����������� 4�(� ���

���
���� 	� �!��	 ���������$ ���$
� ����������
�� -�������$��� ������
����G

J 2

tZ
�

f�a� y�t�� t� dt� c�a� 2 5� �6��H��

;� .���
��� ������#���� �� ��������� �5� t�G

f�a� y�t�� t� 2 5 �t � �5� t�� �6��HB�

8� .���
��� ������#���� ��� /�
����������� ���
���� t 2 t�� ����
�����(�&��� ��������! D5� tEG

f�a� y�t��� t�� 2 5� �6��HH�
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�
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0���
� ����
� �� ������ ��� !������ ������$�
?� 0��
�������� ��//����%���$��� !��������G

,x 2 f Da� x�t�� u�t�� tE� �6��H6�
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������ /��	��$�� ��������	! ������ � !������ �6��H6�� 1���������
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A� -�������$��� !��������

x�t� 2
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�

f Da� x�� �� u�� �� �� tE d�� �6��65�
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�
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� ���	����
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F � ,x� a� t� x� u� 2 5�

>�� ���������� 
 ����������" /��	� �����	 ����	�����

,x 2 v�t� �6��6��

� ������#�	 !�������� � /��	� 
���
���� ������#����

F �v� a� t� x� u� 2 5 �t � D5� tE� �6��6;�
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f�a� t� y�t�� � 5 �t � D5� tE�
� ������  /��	! ���������� �����(�&��� ����	��� t� � D5� tE�

f�a� t�� y�t��� 2 5�
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� ��
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I 2 x��t� < F�Da� t� y�t�E� sup �

K������
�� 
������" �6��HA� 	���	�
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� R�I � R��I
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�� R 2 N �x� 
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�k�t�H�x� uk� 
� t��
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�k�t� � 5�
mX
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�k�t� 2 �� �6��6A�
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�	��� ������ � ������ ���������� ������� �����
��	 ��
�� /!�
%�� ��t� � ��������&�	� ��k�t�� u�t� � ���������&�	�
u�k�t�� x

��t�� 
�� u�k � V� ��k�t� !������������ �6��6A�� � ��
����/!�
%��
x��t� 	�(�� ���$ ��� ������ t � D5� tE �
��$ !����� ��
�� �������
(��� ������������$����$� fxr�t�g ���!���	�� �� !��������	 �����"
��#���" ����
�� =�� ���	 /!�
%����� I ��������� �� ����	��$��	
��#���� ����" ������" ������ *���" �������� /!�%�" x��t� � xr�t�
��!(�� 	�
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���� u�t�� � �����"  
���� x�t�� >�� �������������� �/��	!�����
������ ��(� !�����" ����	��$����� ������!�	� 
���� ��� 
�(��	 t
���
���� u�t� ��������(��� ��	
�!��" ������
����" ������� V ����
��������� Rn� � /!�
%�� f� � f�� ���� ���������� �� ���	�	 ������
������� 	��(���� ���!���	�� ���
���" ����� ���!	������ ���������
�� �� ����
!������ ���� ���!	����� � ���������� ��//����%��!�	�
�� x� t� 9!�
%����� I ������
�� �� 	��(����� ���!���	�� ��#���"�
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�(��" 
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�����" ����
�� �����$�!� ����� 6�� � 6�;� 	�(��

��������$ /!�
%�� RG

R 2 
�R� <
nX

���

R��� � �6��6��

) � � � � % � 6��� /��	���� 
�	������
�	� � �

	��	�	� +,��
�� �������
� � ' ��!�� #�����$�

\ 9!�
%����� I � max 1�����	�� R� )�� ����
���	���

�

TZ
�

f��y�t�� a� t�dt 
�f��y�t�� a� t� R�I

; F��y�t��� a� t�� 
�F��y�t�� a� t���t � t�� R�II

8 min
t�
��T �

f��y�t�� a� t� 2 z

�z

T
< 
�t�Dz � f��y�t�� a� t�E R�II


�t� � 5�

�t�Dz� � f��y�t�� a� t�E 2 5�
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= � � 	 � 
 � � � �� .������" ����	��$����� 	�(�� ���$ /!�
%��
�" �� ����������� � �����%� 
�������� ���� I 2 F �I�� � � � � Ik� � � � � Iu��
' ���	 ��!
�� ������	��� ����������!�&�� 
������� I� ����(����
�� 
���� ������	�� Rk� ����������!�&�� 
�������	 Ik� 
�
 R� 2

2
nX

k��

�F	�Ik �Rk� :��� I 2
X
k

akIk� �� R� 2
X
k

akRk�

) � � � � % � 6�;� 0��
��
� 	��
 ������ � �

	��	�	� +,�� ��
�������
� � ' ��!�� #�����$�

)��
\ '�� ����� 1�����	�� RCB �������

	���

�

TZ
�

f�y�t�� a� t�dt 2 5 
f�y�t�� a� t�� t � �5� T �� R��I

5� t 	� �5� T �

; f�y�t�� a� t� 2 5 
�t�f�y�t�� a� t�� t � �5� T �� R��II

�t � �5� T � 5� t 	� �5� T �

8 f�y�t��� a� t�� 2 5 
f�y�t�� a� t���t � t�� R��II

? f�x�t�� u�t�� a� t�� ,x 2 5 ��t�f�x�t�� u�t�� a� t�� R��I

��t� 2 5� t 	� D5� T E�
�t � D5� T E ,��t�x�t� < �x�5�	T ���5� R��II

A

TZ
�

f�x�t�� u�t�� a� t� � �dt�
TZ
�


�� �f�x�t�� u�t�� a� t� � �d�� R��I

�x�� � 2 5 �
�t�x�t� R��II

4�������	�� !������ ����	��$����� � 
����� �
��$��&�� ��(��
	�� ���� ����!�&�� !����(������ �����&���� �
������	 ���������	
�� �����	� 6�;� %��� ��k�t�� u

�
k�t� �k 2 5� � � � �m�� x

��t� & ��
�	�� �����

�� � ������#�� !#	�'��	��� I �� ����� 6�� 	� �	������� ���#����
�

��
�	��� ��������"����� #�������� �� ����� 6�; � ������ ����������

�������� �� �#�����#�� 	� ���	�� ���������		� 	#�" ��� t � D5� tE
� ������"����� � 	#�� �� ��������� ��� � ������� �������!#	�'��


 2 �
�� 
��t�� � � � � 
m�t��� 
� 2 5� �� � ������ ��� ��� ����� ���� t�
#����������"��� #������� t � D5� tE � �k�t� � 5� ����� ��� �����"��

	� � ������#�� �� u � ������ u�k !#	�'��

H�x�� u�k� 
� t� 2 sup
u�V

H�x�� u� 
� t�� �6��6B�
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�x
2 �

mX
k��

�k�t�
�H�x� uk� 
� t�

�x
� �6��6H�

%��� � ������ ������� ������ ���������� a� �� � #������ �6��6B��
�6��6H� ������ � � ��������	�� �	���	�� a�� ��� ������ � �
���	�	


#������ ������	�� 	�#�#�
������� !#	�'��	��� L �� aG

�L

�a
�a 2

�
#� �

�a

tZ
�

�
N �x� 
� a� t�<

mX
k��

�k�t�H�x� uk� a� 
� t�



dt

�
$	 �a � 5�
�6��66�

-���� �a & �����'�� ���#������ �� � ��	���	��� 	� ������ a�
' ��	 ��!
��� 
���� � ����	�������	�" ����
� ������� ����$ /!�
�

%�� H �� u ����������� � ����" ��

� ����t� � ��� ��� �	��� ��#����
u� � /��	� 
!��
�� ����������" /!�
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���"�
J������������ p�x� 	�(�� ���$ �������� � /��	�

p�x� 2 p�x� <
X
k
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�����" ���!����!�� ����	��� x�t�� ����
�	������ � �� 6�?� 0�� �	��� ���� ������������� ���� �
��$ !����� 	���
�� ����	��$��� ��#���"� ' �����	 ��!
�� u��t� ���������� �� �����	
����	��$��� ��#���� �����	��� � ��
���� ���� �j ��������� �5� � �
���
���� uj� 3���� ���� ��������� ���
���" �� ����������� n < �� �
������������$����$� � 
�����" u��t� �����	��� �� ��� ���� ���
�����
���� �� ������� =�� ���	 ��"����� ��
�" ��
��� 
 2 �
�� ���� 
n�� 
��
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u�Vu

nX
���
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� 2 f5� �g� j 2 5� � � � � n� �6�;;��
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��� ��
���� 
G


� 2 argmin
�

nX
���


�f��u
j�� �6�;;B�

nX
���


��f��u
j� 2 S� j 2 5� � � � � n� �6�;;H�

7��
���� �j ������������ �� !�����"

nX
j��

�jf��u
j� 2 5� � 2 �� � � � � n

nX
j��

�j 2 �� �j � 5�

>�� ����
� � �����%�������	 ����	����	 ������	 ���� ��������
�� �5� � �� � ��
���� 
�����" x�t� ����� ����	! �� ���������� ���
��

��" xkL ��� ���� ����� �� � ��� � 2
X
k

�k� N!��	 �������$ �� �!		���

��	 �	�������� ������	���� x�t�� 0����#!��� 
���$ ������ ������	
�	�������� ����	�	�� ����	���� x�
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u�Vu
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���


�f��x� u�L �6�;;6�
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	�� ������"������ ����# 	� ����� ��� �n < ����� �����
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uj � ��� ����� � �� �����
� ����������� #������

uj 2 arg max
u�Vu

X
k

�k

mX
���


�f��x
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 ���� �j #������ ������	���� �� � � ����	�� �����
� u��t� ����
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Vx

p�x�f��x� u
��x��dx<

nX
j��

�j
X
k

�kf��x
k� uj� 2 5� � 2 �� � � � � n�

�6�;8��
nX

j��

�j 2 �� �j � 5L �6�;8;�

 ������ �	�������� 
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�
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��x� 
�� dx <

<
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�
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Vx
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X
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Z
Vx
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X
k

�kf��xk� u� 2 5� � 2 5� � � � � n� �6�;8A�
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k�Z
�

f��x
k� u�t��dt� � 2 5� � � � �m�

' ���� �
����$ ����
� �6�;8?�� �6�;8A� 	�(�� ���$ ������� �� ���
�������
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���� ����	��� �����	��� ���� �� ���������� ���
��
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� ������������ ����	��$��� ��#���" ������
��!��
7 � � � 
 � ��

f�� 2

Z
Vx

f��x� u�p�x�dx� max
u�x�

�6�;8��

��� !�������

f�� 2

Z
Vx

f��x� u�p�x�dx 2M��� � 2 �� � � � � n� �6�;8B�

7 � � � 
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k� u�dt� max
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��� !�������
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�

X
k
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�
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�
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�
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� � ������������ !������	� �6�;;6� 
�


����
� � ��������$��	� ������
����	� ��	� �� 6�A�� 7���
� ; �����
�������� ����" !��������!� ����
! ������"���� ������		��������� �
��� ��� �� !�����" �6�;;�� ����
��� !������ ����	��$����� �6�;85�C
�6�;8;�� 4�
���%� !������ ����	��$����� ����
� 8 �������� 
 ������
����	

�f��
�

�M��
2

�f��
�

�M��
� � 2 �� � � � � n� �6�;?��



86; ��� �� ��
��� ��
����
��� � ��
��
��	��� ���
���	��

)�
 
�
 ����������� � �6�;?�� ������������ ����" �� 
�� ����� 
�

���
���� 	��(�����" R�����(� 
� � ����
�� � � ; ��������������� ��
�� �6�;?�� ����!��� 
�� ��
���� 	��(�����" R�����(� � ���� ����
���
� ����������$��� � � ����(����� �6�;;6� � �6�;85�� ����� ��!� ��!�!�
������� �6�;88� ����!�� �� ����� 
�� ��� ����	 ��
���� 
 	�
���

	��$��� ���
���� /!�
%������ R�����(� ����
� �6�;8?�� �6�;8A�� ����
�&�� � 
��������� �
��
�� � �6�;88�� �� 	��$#�� 
�	 	�
��	!	 f� ��
	��(����� ���!���	�� ��#���"� �������	�	 !������	� �6�;8A�� >��

 2 
� ��� ���
���� �����
����
@�� ���!�$���� �����$������ � ��� ? ��� ��#���� ����
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������� 	���	��$��" �������%�� ��� ��������	��� �������	���
�	��� ��� ��	� ��� ;�

T �

n��T�� T �

�n

�T�
2 const� n�T�� T � 2 5 ��� T� 2 T� �6�;?��

.�
��� ���� ���(�� ���$ ��
�� �������	��� n�T�� T �� 
���� ���
��������$ !������ �6�;?;� � /!�
%��" 
�T�� T � 2 T� � TV )� ���$ ���

�
�� ��
���� ������������� 	���	��$��" �������%�� ����������!��
���������� �������$ ��	�����!�V 0���� �� ���� ������ ����
� � � � � ( � � � � � ;� +������� ��	�����	�� �������'�� �����

������#�� ������		�� ���	���� ��������#� ��� ��� � ������ ���

����	�� ���������	�� �����
� �� #� �
�� ����������	
 � !����

n�T�� T � 2
M �T� � T �T �

� <R�T �M �T� � T �
� �6�;?B�

>�"�������$��� �����	 /!�
%��

m�T�� T � 2
n�T�� T �

T �
� �6�;?H�

����������� ��� 
�
 � n�T�� T �� ���������� ��//����%��!�	�"� � ����
�����	 � �6�;?��� =���� �����(��� �������������" ������#�	 ���
!������ � /��	�

F 2
�

m��T�� T �

�m

�T�
2 const� m�T�� T � 2 5 ��� T� 2 T� �6�;?6�

-� �6�;?A� � !
���	 ���� /!�
%�� 
�T�� T � ����!��� 
��

FT
FT�
2


T

T�
2 �� �6�;A5�

���
FT < FT� 2 5� �6�;A��

4�"��	 FT � FT�G

FT 2
�

m��T�� T �

��m

�T��T
� ;

m	�T�� T �

�m

�T

�m

�T�
�

FT� 2
�

m��T�� T �

��m

�T��T�
� ;

m	�T�� T �

� �m
�T�

��
�

�6�;A;�

=���� ���������
� �6�;A;� � �6�;A�� ���!
�	

mT�T <mT�T� 2
;

m
mT��mT� <mT ��

���
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�T�
�mT <mT�� 2

;

m
mT��mT <mT��� �6�;A8�

=�������!�	 �6�;A8� ����!�&�	 ������	G

�

�T�
�mT� <mT �

mT� <mT

2 ;
mT�

m
�

���

�

�T�
ln jmT� <mT j 2 ; �

�T�
ln jmj�

0�����

�

�T�
ln jmT <mT�

m�
j 2 5� �6�;A?�

-� �6�;A?� ����!��� 
�� ����(����� ����&�� ��� ���
�	 ����������"�
�������� ��������$��" ����������" /!�
%��" �� T � ����

ln
���mT <mT�

m�

��� 2 ��T ��

���

mT <mT�

m�
2 �f�T �� �6�;AA�

��������� �6�;AA� ��#��	 	�����	 ����
����c��


,T� 2 �� ,T 2 �� ,m 2 �f�T �m��

J�#���� ���� !�������"G

T��t� 2 t< r�� T �t� 2 t< r��

,m 2 �f�t < r��m
� � �

dt

�
�

m

�
2 f�t < r���

� m�t� 2
�R

f�t < r��dt< c
� �6�;A��

��� �  
��������� � f�t�  ����������� /!�
%��� 1 !
���	 �6�;A���
��
��
�� t � ��	���� dt 
���� dT � ���!
�	 ��&�� ��#���� � /��	�

m�T�� T � 2
�R

f�T �dT < ��T� � T �
� �6�;AB�

��� f � �  ��������$��� /!�
%��� 7���$ !
����� 
�� � ���! �6�;A��
�������$ �T� � T � � ��������$��� /!�
%�� �� ��� ����������
N!��	 ��
��$ /!�
%�� ��T� � T � � ����
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��T� � T � 2
�

M �T� � T �
�

' ���! ��������$����� /!�
%�" f � � � �6�;A�� ������#�	 ��#���� �
�
����������" /��	�

m�T�� T � 2
M �T� � T �

� < R�T �M �T� � T �
� �6�;AH�

��� R�T � 2

Z
f�T �dT  ��//����%��!�	�� /!�
%�� ����� ���!	���

����
3���� !
���$ ���������� m�T�� T � 2 5 ��� T� 2 T � ����(�	 ��

/!�
%�� M �T� � T � ����������$��� !������ M �5� 2 5 � � !
���	
�6�;?H� � �6�;AH� ���!
�	 ��&�" ��� ������	���� n�T�� T � � /��	�
�6�;?B��
=��	���	 	�(�� ��!(��$ ��
�� ������������� � 
��//�%�����	

����������������� ������&�	 �� ��	�����!��� ����

n�T�� T � 2 �T ��T� � T ��

4���!��� ��
����$� 
�� ��� /!�
%�� 
� ������&�" �� ����#����
��	�����!� T � T�� 
���� ��
���� �������������� ������
����&�� 	��
��	��$�!� �������%��� �
��
��� �$�������
�" ��
��� ��� 
�����	
����
 ������%������� �������� ��	�����!��

)������	��������� ���'��� ���� � ����� 7���
� � 	���	!	� ����
����%�� ��� ���	�����	�
��
��� ���%���� �� �
������" ����	����"
��������� x �	��� ����!�&�" ���G

� 2
�

�

�Z
�

n�x� u�R�x� u�dt� min
u

�6�;A6�

��� !�������

,x 2 f�x� u�� x�5� 2 x�� �6�;�5�

�Z
�

n�x� u�dt 2 PN� �6�;���

7���$ �  ������������ ��������� !������ �6�;�5� ����
�����!�� �
��
����$ ��	������ ����������" ����	����" �����	� ���	�����!��� ����
������ ��	�
��
��� �����%������ R�x� u�  ���(!&�� ���� ���%�����
n�x� u�  ����
� ������� �6�;��� ���������� ������� ������������$
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F 2
n��x� u�

nu
Ru 2 const� �6�;�;�

)���!���� ��"��� ��� 
�
�� ������	����" n�x� u� � ����	��$��	 ����
%���� ��������� ����������


�x� u� 2 const�

��� 
 ������� ' ������������ � �6�;?A� �	��	 !������

;
nx
n
<
Rux

Ru

� ux

u

;
nu
n
<
Ruu

Ru

� nuu
nu

2

x

u

� �6�;�8�

���������&�� ��� /!�
%�� n � R ��� �������" 
�

' 	�
���
���	�
��
�� �����	�� �������
��	 ������	 	��!�
���$ ��"���� ��� �� ��
��� ���!�����	���� ��� 
������ 	���	!	!	!
�������� �����(�
 ����������!�� ���������� �������$ 	�(�! %���"
� �%��
�"� ��� ���������� ����#���� ���� ����	������

��+� ,���
���� ������� ����	��

�
�
� ��
��
��	�%� ���
���	��

J���	����	 ���	�(����� !���&���� ��
������ ����� ����
 ���
��	��$���� !���������� @�� ����	� �����$������ ��#� ��� ����

����	���%�� ���	�����	�
��
�� � 	�
���
���	�
��
�� ���%������

8��
���
����� ��������
� �
�	
���� � �����	�� �������
���
� ��������
�� >�� 	����� ����
 ����	��$���� !��������� ���
��
����� �� ���������$����� 
�� ��������	�� ����	����� t �� ����
��� ���� � /!�
%�� f�  �����������$��� ����(���� 
������� ���
��	��$�����  � � ������ 
���� ��//����%���$��� !�������" f�
�� 2 �� � � � � n�� 1
���� ��� ��������� 
�� F�

�
x�T �

�
2 5� ����#�	 ������

���
! ��
�" ����
� 
�


I 2

TZ
�

f��x� u�dt� max
�

,x� 2 f��x� u��
� 2 �� � � � � n�

�6�;�?�

=!��$ ��"����� /!�
%�� f� � ��� 
�����" ������� 	�(�� !����(���$�

�� �� ����	��$��	 ��#���� ��� �� ����&����� � �!�$� >�� ����������
����� �!��	 �
����$� 
�� ��� /!�
%�� f�� @�� ���������$���� ��������
�� !	��$#��$ ���	������$ ��
���� ����	����� ���������� ������ x�
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�
����� ��������	�" ����	����"� -� ������� ��//����%���$����
!�������� ������	 dt 
�


dt 2
dx�

f��x� u�

� ������#�	 �����$��� !�������� ����
� � /��	�

dx�
dx�
2
f��x� u�

f��x� u�
2 Of��x� u�� � 2 ;� � � � � n� �6�;�A�

K������
�� ��	������ � 
������" ����	��$�����G

I 2

x��T �Z
x����

f��x� u�

f��x� u�
dx� � max � �6�;���

:��� � ����
� �6�;�?� ����
��� T /�
��������� �� 
 !������	 ������
/��	��������" ����
� ��������� ����������

x��T �Z
x����

dx�
f��x� u�

2 T� �6�;�B�

N�������� ��	!� 
�� /!�
%�� f� �� ��������� D5� T E �� ����&����� �
�!�$� ������ 
���� ��//����%���$��� !�������" �����/��	�������
��" ����
� �6�;�A�C�6�;�B� �����������
=���	 ��	��� ��������	�" ����	����" t ����" �� ����	�����

��������� 	�(�� ����&��$ �� ��� ��!
�"� 
���� ����� /!�
%�" f�
�� 2 �� � � � � n� �� ��"����� /!�
%�� ��� ������ t � D5� T E� ����
��"
�� �!��� ' ���	 ��!
�� 	�(�� �����
��$ ��
!� /!�
%�� y�x�� 
��
�
�����$ �� ��	������ ����$ ����
����� �����	� !�������" ����
�
�6�;�?� �� ����� �!��G

,y 2
nX

���

�y

�x�
f��x� u� 2 
�x� u� �2 5� �6�;�H�

:��� !������ �6�;�H� ���������� �� ���	������$ ����	����� ���������
����
� 	�(�� !	��$#��$ �� �����%!� ��	���� t �� y � ������� ���!
�� ����	����� ��������� 
���� y� ��� ���	 ����������!�&�� ��//��
���%���$��� !�������� 	�(�� ��
��
��$ �� �����	� �����"� =������

 ����	����" ��������� � 
�
����� ��������	�" ����	����" �����$�
����� � ��� ; � ��� � ��� ���!
���� !�����" 	���	��$��" �������%���
=������" ����	 ��������� ��"�� u��x�� �	���� u

��t�� '� 	����� ��!�

��� ��� ������	���$ ��(���� 
�	 u��t��

�
���,���� �������
�	� ������ �� ���	 �����
�� ���	�
��������
� �
�	
���� � ������  ���������� =!��$ ��� �����
	����� ��������� � ����
� ����	��$���� !��������� 	�(�� ������$



?55 ��� �� ��
��� ��
����
��� � ��
��
��	��� ���
���	��

�� ��� 
�������� �������
�	 �� x� � x�� ��
� 
�� ��//����%���$���
!��������� ��������&�� ��� ����	����� � !�������&�	� �����"���
���	�� ����#!��� � /��	�

,x� 2 f��x�� x�� u��� ,x� 2 f��x�� x�� u��� �6�;�6�

0���������$ !�������" �6�;�6� � ��	� 
�� ����	����� u� �� ������
� ������ 
���� !�������" ��� ����	����� x�� .������" ����	��$����
�� 	�(�� �������$ �� ���� ���������&�� x � �� u�� )�
�� ���!
�!��
��������� ��������$ ���#������ ����
�� �������� !��������� �������
���&�� ,x�� � �������� ��� ���������&�� ��
���� x � ������ !�������
��"� M���� 
�� ���	������$ ���#������" ����
� !	��$#����� � �� ���
#���� �
�(���� ���&�� '���
��� OI 
������� ����	��$����� I ������
��" ����
� �� ����	��$��	 ��#���� ���#������" ���� �%��
! �����
�! ��� I�� 4�"�� ����	��$��� ��#���� ���#������" ����
� x��� x

�
�� u

�
��

���������� ��
�� !��������� u��� 
������ ����������!�� ��"�����	!
��#����� ���� !������������ ��������!

,x�� 2 f��x
�� u��� �6�;B5�

:��� ��"������ !��������� ���!���	�� �� ��#���� ���#������" �����

� �������� ����	��$��	 � ��� �������"� ���� (� ����� ���!���	��
!��������" ��� ��
��� 
������ !������������ �� ��������! �6�;B5��
�� ��"������ ��#���� ��������� �!���$ � ����
���� ����	��$���� ���
#���� �������" ����
��

9����'
���!�� '��
�
�
 ��
�	����	�� ��� ����� � ��
����
������
� ������
 ��
��,��  ����������� J���	����	 ������
��
��$�� ����
! ����

I 2

�Z
�

f��x� u� z� t�dt� max �6�;B��

��� !�������
,x 2 f��x� u� z� t�� �6�;B;�

,z 2 F �x� z��� �6�;B8�

u � Vu� z � Vz� x�5� 2 x�� F �x� z� �2 5�
7���$ ��� ���� ����	����� ��������� �x � z� � ��� ���� !��������" �u
� ��� =�������� ����"�� ������ � !�������� �6�;B8� � ��������
�����
' ������������ � ����(����" ��#� ���	�" ��	��� !�������&���

�����"����� ����	����" ��������� � ������������	 ����������!�&��
��//����%���$��� !�������" ��� ��#���� ����
� �6�;B��C�6�;B8� 	��
(�� ���$ �����$������ ����!�&�� ���%��!���
�� 0�������$ !������ �6�;B8�� �������� 
 ��#���� ���#������"

����
� �6�;B��� �6�;B;�� �
���� u � z !�������&�	� �����"�����	��
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�
 z�t� �&���� � 
����� 
!��
��
����������� /!�
%�"� �� u�t� 	�(�� �����(��$ �����������&��� :���
F �� ����� �!��� �� � ������������ �� �6�;B8� �������
���
J���	������!� ����
! 	�(�� ����&��$ �� ���
����$�� ����� #��

��
�" 
�!� ����
� � 
������ �	���� !�������" �6�;B8� /��!���!��
!��������

,x 2 f��x� u� z� t�< f��x� z��� �6�;B?�

)�
�� ����&���� ������(��� � D;8E�
1�����	 ��	��! ����	�����

y 2 g�x� z� �6�;BA�

� �������	 /!�
%�� g ��
� 
���� �����/��	������$ ����
! 
 /���
	� �6�;B��C�6�;B8�� 3���� ��"�� g� ����#�	 ����(���� ��� ,yG

,y 2
�g

�x
,x<

�g

�z
,z� �6�;B��

� ��������	 �	���� ,x � ,z ������ 
���� !�������" �6�;B;� � �6�;B8��
)����$ �������	 g ��
� 
���� ����� ���������
� 	��(����$ ��� �
�
������ �����	 �!��G

�g

�x
f��x� z� <

�g

�z
F �x� z� 2 5� �6�;BB�

=��!
����� ���������� ����"��� !�������� � 
�����	� �����������
	� ��������� ��"�� g�x� z�� J�#���� ��� �� ������������ 0���	 �� ���
#���" �������� �����" �������� g��x� z� !�������� � ���
��������
�����������

dx

f��x� z�
2

dz

F �x� z�
� �6�;BH�

0�&�	 (� ��#����	 !�������� �6�;BB� �������� ��������$��� ������

����� ��//����%��!�	�� /!�
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Abstract� A number of systems� which consist of a large number
of elements� can be only controlled on a macro level� In particular�
thermodynamic and microeconomic systems can only be macro controlled�
This monograph is devoted to investigation of the limiting possibilities of
these two classes of systems�

Minimal dissipation processes are considered in this book� These
processes allow us to �nd lower estimates for entropy production subject to
given rates of �uxes� In turn� these estimates together with thermodynamic
balances allow us to single out realizability areas for thermodynamic
systems� which are much sharper than the ones singled out by the �rst and
second laws of thermodynamics� Limiting possibilities of thermomechanical
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The analogy between thermodynamic and microeconomic systems
is considered� The economic analog of entropy is introduced� which
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