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А. М. Цирлин, В. А. Кузьмин 

ОПТИМАЛЬНАЯ ОРГАНИЗАЦИЯ И ПРЕДЕЛЬНЫЕ ВОЗМОЖНОСТИ 
СИСТЕМ ОТОПЛЕНИЯ С ТЕПЛОВЫМ НАСОСОМ

Получены оценка снизу для затрат энергии на отопление (поддержание заданного распределения тем-
ператур в системе сообщающихся камер) и соответствующие этой оценке распределения суммарных ко-
эффициентов теплообмена и температуры рабочего тела теплового насоса при его контакте с камерами 
и окружающей средой.

Ключевые слова: системы отопления, диссипация, распределение температур, наравновесные темпе-
ратурные поля.

Введение. Одной из основных задач термодинамики с момента ее возникновения является оценка 
предельных возможностей термодинамических систем. С развитием термодинамики такие оценки уточ-
нялись и расширялась их номенклатура. Так, С. Карно оценил сверху КПД тепловой машины [1]. И. Нови-
ков [2], а позднее независимо от него Ф. Курзон и Б. Альбурн [3], нашли оценку ее предельной мощности 
в предположении, что цикл состоит из двух изотерм и двух адиабат. Л. Розоноэр и А. Цирлин [4] доказали, 
что оценка Новикова–Курзона–Альбурна справедлива и без предположения о форме цикла и нашли мак-
симум КПД тепловой машины при любой мощности, меньшей предельной, а также предельные значения 
отопительного и холодильного коэффициентов для необратимых и обратных циклов при заданной интен-
сивности потоков.

Рост стоимости энергии делает особенно актуальным получение термодинамических оценок для за-
трат энергии в тех областях, где эти затраты особенно велики. На отопление и кондиционирование зданий 
и поддержание заданного поля температур в криогенных и высокотемпературных системах человечество 
тратит больше энергии, чем на химию и металлургию вместе взятые. 

Одним из возможных способов реализации системы отопления является использование тепловых на-
сосов. Целесообразность такого выбора зависит от стоимости топлива, температуры окружающей среды 
и других факторов. При принятии решения важно знать, какую минимальную энергию потребуется за-
тратить. Поэтому задача термостатирования (поддержания неравновесной конфигурации температурного 
поля в системе сообщающихся друг с другом помещений (камер) с минимальными затратами энергии) 
является весьма сложной и актуальной.

В настоящей работе рассмотрен частный случай такой задачи, касающийся отопления. В этом случае 
тепловые потоки, которые необходимо оптимально распределить между камерами, неотрицательны. При 
использовании для отопления теплового насоса он подает теплоту в каждую из камер так, чтобы в ней под-
держивалась заданная температура. Поток теплоты, подаваемой в каждую камеру, зависит от температуры 
рабочего тела теплового насоса и площади (коэффициента) теплообмена. Общая площадь теплообмена, а 
значит и соответствующий коэффициент, ограничены. 

При проектировании системы нужно так выбрать температуры контакта и коэффициенты теплооб-
мена теплового насоса для каждой камеры, чтобы общая затрачиваемая для отопления мощность была 
минимальной. Решение данной задачи дает оценку снизу для энергии, которую нужно затратить в стацио-
нарном режиме на отопление здания при заданной наружной температуре.

Институт программных систем им. А. К. Айламазяна РАН. 152021, Ярославская обл., Переславский р-н, 
с. Веськово, ул. Петра Первого, 4; э-почта: psi@botik.ru. Поступила 13.04.2015.
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Система отопления с тепловым насосом при фиксированной температуре камер. Постановка 
задачи. Будем рассматривать систему, состоящую из n помещений (камер), каждое из которых характери-
зуется температурой   ( 1, ),iT i n=  резервуара (окружающей среды) с температурой 0T  и теплового насо-
са, потребляющего мощность P  и поддерживающего заданное стационарное распределение температур 
в системе.

Будем полагать, что теплоперенос линейно зависит от разности температур так, что поток теплоты 
между i-й и j-й камерами равен

	 ( ) ,ij ij i jq T T= α − 	 (1)

причем коэффициенты теплообмена αij для всех i от нуля до n заданы, при этом αij = α  ji. Если камеры не 
контактируют друг с другом или не имеют наружных стен, то соответствующий коэффициент теплообме-
на равен нулю.

Первоначально будем считать, что все температуры ( 0, )iT i n=  заданы, причем 0iT T>  при  0,i >  
(задача отопления). Искомыми в задаче являются температуры рабочего тела 0iu >  ( 0, )i n=  при кон-
такте с резервуаром и камерами, а также коэффициенты 0iα >  ( 0, ),i n=  связанные условием

	
0

,
n

i
i=

α = α∑ 	 (2)

где коэффициент α  определяется суммарной поверхностью контакта рабочего тела теплового насоса при 
его теплообмене с окружающей средой и камерами, т. е. в конечном счете, размерами теплового насоса. 
Выбор искомых переменных будем проводить по условию минимума потребляемой мощности .P  Фор-
мализуем поставленную задачу, введя следующее обозначение для суммарного потока теплоты от i-ой 
камеры к ее окружению:

	 v
0

( ) , 1, .
n

i ij i j
j

q T T i n
=

= α − =∑ 	 (3)

Если для некоторой камеры поток v 0,iq =  камеру будем называть пассивной. Температура такой 
пассивной камеры по условию (3) равна

	 0min

0

.

n

ij j
j

i n

ij
j

T

T =

=

α

=

α

∑

∑
	 (4)

Тепловой насос не контактирует с пассивными камерами, поскольку температура в них поддерживается на 
заданном уровне за счет теплообмена с другими камерами.

По условию теплового баланса поток теплоты от теплового насоса в i-ю камеру равен

	 v( ) 0 , 1, , .i i i i iq u T q i n= α − = ≥ =  	 (5)

Эти потоки в системах отопления заведомо неотрицательны. 
Распределение поверхностей контакта и выбор температур рабочего тела. Первоначально рассмо-

трим индивидуальные системы отопления, когда каждую камеру отапливает свой тепловой насос. Нужно 
найти такие коэффициенты 0iα  и ,iα  а также температуры 0iu  и iu  рабочего тела теплового насоса, что-
бы выполнялось условие для мощности

	 v 0 v 0 0 0( ) min .i i i i i iP q q q T u= − = − α − → 	 (6)
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Поскольку первое слагаемое в (6) фиксировано, то задача сводится к максимизации второго слагаемого при 
ограничениях на суммарный коэффициент теплообмена и условиях энтропийного баланса рабочего тела:

	 0 ,i i iα + α = α 	 (7)

	 0 0 0 0 v

0 0

( ) ,i i i i

i i i

q T u q
u u u

α −
= = 	 (8)

при этом, как следует из (5), v( ) .i
i i

i i

qu
u T

α =
−

Из (7) имеем 0( ) ( ).i i i i iu uα = α − α  Исключая 0iu  из (8), получаем

	 v 0 0
0 0 0 0

v 0

( )( ) max
(

.
) i

i i i
i i i u

i i i i

q u Tq T u
q u u

α
= α − = →

+ α
	 (9)

Условие максимума этого выражения по iu  приводит к равенству

	 0 v0 .
2

i i i
i

i i i

dq q
du u T

α
= → α = =

−
	 (10)

Оптимальное решение для каждой камеры имеет вид

	 0 0.5 ,i i i
∗ ∗α = α = α 	 (11)

	 v v 0 0 v
0 0

v v

(2 )2 , , ,
4 4

i i i i i i
i i i i

i i i i i i i

q q T T q Tu T q u
q T q T

∗ ∗ ∗α + α
= + = =

α + α + α
	 (12)

	 v 0
v 0 vmin

v

4 ( ) .
4

i
i i i

i i i
i i i

q T TP q q q
q T

∗ + α −
= − =

+ α
	 (13)

Таким образом, при заданных температурах во всех помещениях и в окружающей среде, коэффици-
ентах теплообмена между ними и суммарном коэффициенте (поверхности) теплообмена теплового насоса 
минимальный поток теплоты, необходимый для отопления каждой камеры v ,iq  и минимальные затраты 
мощности определяются из выражения (13).

Взаимосвязанные системы. Будем предполагать, что ограничения на общую стоимость системы ото-
пления диктуют ограничения на общую поверхность теплообмена тепловых насосов:

	 , 0 .i i
i
α = α α ≥∑ 	 (14)

Найдем такое распределение ,iα  чтобы

	 min ( ) min  . i i i
i i

P P
 

= α → α = α  
 

∑ ∑ 	 (15)

Условия оптимальности этой задачи приводят к равенству [5]

min
0 , 1, 2, .

i

i

dP i
d

= λ =
α



Откуда имеем 

	 v
0

v
, 1, 2, .

4
i

i i i

q i
q T

= λ =
+ α

 	 (16)
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Соотношение (16) совместно с равенством (14) определяют оптимальное распределение поверхностей 
теплообмена между индивидуальными отопителями и, после подстановки в (15), минимум суммарной 
мощности. Здесь и далее для краткости обозначим суммарный поток энтропии за счет теплообмена в тер-
мостатируемой системе как 

	 v

1
.

n
i

ii

qA
T=

= ∑ 	 (17)

С учетом введенного обозначения получим

	 v .i
i

i

q
AT

∗α = α 	 (18)

Таким образом, оптимальные суммарные коэффициенты теплообмена теплового насоса для каждой из 
камер должны быть пропорциональны потоку энтропии при обмене данной камеры с окружением. От-
метим, что величина суммарного потока энтропии за счет теплообмена A  определена условиями задачи. 
Подстановка значений i

∗α  в условия (12), (13) приводит к выражениям

	 0 0 0
2 /1 2 , .
4 /

,i i i
i

A Au T u T u i
A

∗ ∗ ∗ 
 


+ α
= + =

α
= ∀

α +
	 (19)

Таким образом, при оптимальном распределении поверхностей теплообмена температуры контак-
та тепловых насосов с окружающей средой должны быть одинаковыми. Это означает, что в системе с 
общим тепловым насосом (рис. 1) при оптимальном распределении поверхностей контакта рабочего 
тела с камерами площадь контакта его рабочего тела с окружающей средой должна быть такова, чтобы 
коэффициент 0α  был равен половине общего коэффициента ,α  а температура контакта рабочего тела c 
резервуаром 0u∗  должна выбираться по формуле (19). Температуры и площади контакта рабочего тела с 
камерами те же, что и для индивидуальных систем отопления.

Минимальные затраты мощности в системе с оптимальным распределением поверхностей равны

	 0 0
min v 0

1 1
.

4 4

n n

i i
i i

T A T AP q q
A A

∗

= =

α α
= − = −

α + α +∑ ∑ 	 (20)

Возможность выбора температур части камер. В реальных системах отопления температуры фик-
сированы только в части помещений. В этом случае температуры остальных помещений (свободные тем-
пературы) нужно поддерживать на таком уровне, чтобы потребляемая тепловым насосом мощность была 
минимальной. При этом нужно учитывать, что температура не может быть меньше своего минимального 
значения, определяемого условием (4).

Пусть Tν  — свободная температура, ее изменение 
вызовет изменение потока qvν, от которого зависят как 
первое, так и второе слагаемые в (20). Первое из них воз-
растает с ростом температуры и связанного с ней потока 
теплоты в ν-й камере, а второе уменьшается, но так, что 
суммарное значение затрачиваемой мощности растет. По-
этому минимальным затратам мощности соответствует 
минимальное значение ,Tν  совместимое с условием неот-
рицательности qvν. Таким образом, температура в камере 
должна выбираться по условию (4), а в выражениях для 
A  и для минимальной мощности поток тепла равен нулю: 

qvν = 0. При распределении поверхности контакта она для 
помещений со свободными температурами оказывается 
равной нулю. Рис. 1. Структура системы отопления
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Система отопления при температуре рабочего тела, одинаковой для всех камер. Рассмотрим задачу 
отопления при помощи теплоносителя с одинаковой температурой 1u  для всех камер. Примером может слу-
жить водяное или воздушное отопление, когда теплоноситель первоначально нагревают до температуры 1,u  
а потом распределяют по камерам. Поскольку при данном типе отопления возможно только подавать теп-
ло в помещения, а не отбирать его, то не все температурные поля могут быть реализованы. Для опреде-
ленности будем полагать, что 1   iu T i≥ ∀  и рассматривать задачу отопления. Для того, чтобы выбранная 
конфигурация была реализуема, необходимо выполнение следующего условия:

	 v
0

( ) 0 ,  1, .
n

i ij i j
j

q T T i n
=

= α − ≥ =∑ 	 (21)

Формализуем задачу о минимальной мощности для данной системы, предполагая, что все v 0 :iq ≥

	
1 01 0 0 0 v 0 0 0 , ,

1 1
( ) ( ) ( ) min ,i

n n

i i i u u
i i

P u T T u q T u α
= =

= α − − α − = − α − →∑ ∑ 	 (22)

при условии энтропийного баланса рабочего тела теплового насоса

	 0
v

1 01

1 0 ,
n

i
i

qq
u u=

− =∑ 	 (23)

энергетического баланса для каждого из помещений

	 v 1
0

( ) ( ) , 1, ,
n

i i i ij i j
j

q u T T T i n
=

= α − = α − =∑ 	 (24)

и суммарного ограничения на поверхность теплообмена

	
0

.
n

i
i=

α = α∑ 	 (25)

Поскольку при фиксированных температурах камер iT  и коэффициентах теплообмена между ними 
ijα  в силу (24) первое слагаемое в правой части (22) фиксировано, задача сводится к максимизации по-

тока, отбираемого от резервуара:

	 ( ) 1 00 0 0 , ,
1

max ,i

n

i u u
i

q T u α
=

 
 = α − α − →
 
 

∑ 	 (26)

при условиях (23)–(25).
Условия оптимальности. Рассмотрим задачу (26) при условиях (23)–(25). Исключим 0u  из (23) и (25):

	 0
0 0

0
1

,1u T
q

u

α
=

+ α
	 (27)

где v
1

n

i
i

q q
=

= ∑  — суммарный поток теплоты. Величина 0α  зависит от 1u  в силу того, что она равна 

1
.

n

i
i=

α − α∑  Выразим iα  из (24):

	 v
1

1
( ) .i

i
i

qu
u T

α =
−

	 (28)

Введем обозначение 1
1

( ) qu
u

σ =  и запишем поток теплоты 0q  через 0α  в форме

	 0 1 1
0 0 1 0 0 0

0 1 1

( ) ( )( )( ) .
( ) ( )

u uq u T u T
u u

α σ
= α − =

α + σ
	 (29)
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Это выражение зависит от переменной 1,u  условие максимума 0q  по ней имеет вид

	 2 20 0
1 0 1

1 1 1
0 ( ) ( ) 0 .q u u

u u u
∂ ∂α ∂σ

= ⇒ σ + α =
∂ ∂ ∂

	 (30)

Поскольку

0
2 2

1 11 11

1, ,
( )

n
i

ii

q q
u uu T u=

∂α ∂σ
= = −

∂ ∂−
∑

то условие оптимальности (30) приводит к уравнению

	

2

v v
2

111 1
.

( )

n n
i i

iii i

q qq
u Tu T= =

 
 = α −

− −  
∑ ∑ 	 (31)

Решив уравнение (31), находим оптимальное значение 1u∗  и, по формулам (27) и (28), соответствующие 
ему значения 0u∗  и ,i

∗α  что определяет, после подстановки в равенства (26) и (22), величину минимальной 
мощности, необходимой для поддержания заданного температурного поля. Ясно, что минимальная по-
требная мощность в этом случае больше той, которая найдена в предыдущем разделе.

Помещения со свободной температурой. Если температуры части помещений ),( 1T mν ν =  не за-
даны, то их следует выбирать из условия минимизации затрачиваемой мощности (22) с учетом (26)–(28). 
Этот минимум, как и в задаче с индивидуальным выбором температур теплоносителя, соответствует ми-
нимуму свободных температур, совместимому с условием неотрицательности потоков. Таким образом, 
температуры ( 1, )T mν ν =  выбирают из условия (4), а поверхности контакта равны нулю, а значит, и 

0.να =
Примеры решения задач оптимизации отопления для систем с тепловым насосом. Пример 1. 

Система из двух камер с индивидуальными преобразователями и общей внешней средой. Рассматрива-
емая система представлена на рис. 2. Заданы температуры камер T1 = 300 К и T2 = 295 К, температура 
внешней среды T0 = 270 К, коэффициент теплообмена между камерами 12 100,α =  коэффициенты те-
плообмена камер с внешней средой 10 20α =  и 20 30,α =  суммарные коэффициенты теплообмена (по-
верхности контакта) для рабочего тела тепловых насосов при обмене с окружающей средой и камерами 

0 0
1 1 1 2 2 2 1 240, 80, 120.α + α = α = α + α = α = α = α + α =  Требуется найти минимум потребляемой 

мощности и соответствующие ему распределения коэффициентов теплообмена и температуры рабочего 
тела при контакте с внешней средой 10 ,u  20u  и при контакте с камерами 1 2, .u u

Поток теплоты от теплового насоса в первую камеру равен

1v 12 1 2 10 1 0( ) ( ) 100 5 20 30 1100,q T T T T= α − + α − = ⋅ + ⋅ =

Рис. 2. Двухкамерная система с общей внешней 
средой
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поток теплоты от теплового насоса во вторую камеру равен

2v 12 2 1 20 2 0( ) ( ) 100 5 30 25 250 .q T T T T= α − + α − = − ⋅ + ⋅ =

Таким образом, как следует из формулы (19), величина суммарного производства энтропии за счет тепло-
обмена составляет 

1100 250 4.51 .
300 295

A = + =

Температуры контакта рабочего тела тепловых насосов с камерами, как следует из (19), равны 

1 2
4.51 4.51300 1 2 367.65, 295 1 2 328.26
40 80

u u   = + = = + =   
   

и температуры контакта рабочего тела тепловых насосов с внешней средой (одинаковы для обоих тепло-
вых насосов) равны

10 20

1202
4.51270 252.35 .1204
4.51

u u∗ ∗

 + 
= = = 

 +
 

Минимальные затраты мощности в системе, определяемые по формуле (20), составляют 

1
4 1100 40(300 270)1100 375.61 ,

4 1100 40 300
P ⋅ + −

= =
⋅ + ⋅

2
4 250 80(295 270)250 30.49 , 375.61 30.49 406.09 .

4 250 80 295
P P⋅ + −

= = = + =
⋅ + ⋅

Оптимальное распределение поверхности теплообмена для тепловых насосов, определяемое по (20), равно 

1 2
1100 250120 97.56 , 120 22.54 .

4.51 300 4.51 295
∗ ∗α = = α = =

⋅ ⋅
Удельный коэффициент теплообмена теплового насоса зависит от коэффициента теплоотдачи между 

воздухом и металлом теплообменника, от коэффициента теплопроводности металлической стенки и от 
коэффициента теплоотдачи между металлической стенкой и теплоносителем. Как правило, две последние 
величины значительно превышают первую и коэффициент теплообмена не намного меньше коэффици-
ента теплоотдачи при контакте с воздухом. Он составляет приблизительно 35 Вт/(К ⋅ м2). Таким образом, 
поверхность контакта теплового насоса с окружающей средой составляет примерно 97.56/35 = 2.8 м2.

Пример 2. Температура первой камеры фиксирована, температура второй свободна. Рассмотрим ту 
же систему, что и в предыдущем примере с той разницей, что температура 2T  не фиксирована. Заданы сле-
дующие параметры: T1 = 300 К, температура внешней среды T0 = 270 К, коэффициент теплообмена меж-
ду камерами 12 100,α =  коэффициенты теплообмена камер с внешней средой 10 20и20 30α = α =  и 
суммарные коэффициенты теплообмена (поверхности контакта) для рабочего тела тепловых насосов при 
обмене с окружающей средой и камерами 0 0

1 1 1 2 2 2 1 240, 80, 120.α + α = α = α + α = α = α = α + α =  
Требуется найти свободную температуру камеры 2T  и соответствующую этому выбору мощность тепло-
вого насоса.

По условию (4) температура 2 293T =  К. Величина суммарного производства энтропии за счет те-
плообмена, согласно (19), равна 

2
100(300 293) 20(300 270)( ) 4.33 .

300
A T − + −

= =

Мощность, потребная для поддержания температур, снижается по сравнению со случаем фиксированных 
температур и составляет 278.36.P∗ =
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Заключение. Показано, каким условиям должно удовлетворять оптимальное распределение коэффи-
циентов теплообмена и температуры контактов рабочего тела с отапливаемыми помещениями и с окруже-
нием в задаче отопления с использованием тепловых насосов. Полученное при выполнении этих условий 
значение затрачиваемой мощности может служить оценкой снизу для реализованной системы отопления. 

Обозначения

А — производство энтропии; Рi — мощность, необходимая для отопления i-й камеры; q — тепловой поток; Т0 
— температура резервуара; Тi — температура i-й камеры; ui — температура рабочего тела при контакте с i-й камерой; 

ijα  — коэффициент теплообмена между i-й и j-й камерами. Индексы: v — суммарный внешний тепловой поток.
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