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Восстановление изображений



Восстановление изображений



Нейрофизиология зрения

A Группы нейронов первичной зрительной коры головного
мозга V1 чувствительны как к положению, так и
направлению. Поэтому V1 поднимает изображение с
плоскости R2 на проективное касательное расслоение
PTR2 = R2 × P1.

B При восстанвлении изображения минимизируется энергия,
необходимая для активации нейронов, не активированных
изображением на PTR2.



A1. Хубел и Визел (Нобелевская премия 1981 г.):
Группы нейронов, чувствительные к направлению



Модель зрительной коры V1
«Колесная» модель (pinwheel model):



A2. Подъем на PTR2

• Мозг хранит изображение как набор положений и
направлений, т.е. он выполняет подъем на
PTR2 = R2 × P1.

• PTR2 — расслоение с базой R2 и слоем P1 ∼= S1.



A3. Подъем (лифт) кривой

• R2 3 (x(t), y(t)) 7→ (x(t), y(t), θ(t)) ∈ PTR2,
θ(t) = arctg(ẋ(t), ẏ(t)) ∈ P1 = [0, π]/ ∼.
Пример: (cos t, sin t):

• любая кривая в R2 без особых точек имеет лифт на PTR2,
• не любая кривая в PTR2 является лифтом некоторой
кривой в R2.



A4. Какие кривые в PTR2 являются лифтами плоских
кривых?

θ(t) = arctg(ẋ(t), ẏ(t)) ⇐⇒

ẋ = u1 cos θ, ẏ = u1 sin θ, θ̇ =: u2,

q = (x , y , θ) ∈ PTR2, u = (u1, u2) ∈ R2.

q̇ = u1X1(q) + u2X2(q),

X1(q) =

 cos θ
sin θ
0

 , X2(q) =

 0
0
1





B1. Какой функционал минимизировать?

• мозг минимизирует функционал (внешний или внутренний
для мозга),

• при движении предмета в руке мозг минимизирует
коспромисс между энергией и усилием мышц (внешний
функционал),

• при восстанвлении контура мозг минимизирует энергию,
затрачиваемую на активацию нейронов (внутренний
функционал),

• легко активируюся нейроны, близкие как по положению,
так и ориентации (т.е. близкие в PTR2).



Задача субримановой геометрии на PTR2

∫
(u2

1 + α2u2
2) dt → min ⇐⇒

∫ √
u2
1 + α2u2

2 dt → min

q̇ = u1X1(q) + u2X2(q), q = (x , y , θ) ∈ PTR2, u = (u1, u2) ∈ R2,

q(0) = q0, q(t1) = q1,∫ t1

0

√
u2
1 + α2u2

2 dt → min .

θ ∈ P1 = R/(πZ) = [0, π]/ ∼ .



Задача субримановой геометрии на SE(2)

SE(2) =


 cos θ − sin θ x

sin θ cos θ y
0 0 1

 | θ ∈ S1 = R/(2πZ), x , y ∈ R

 ∼=
∼= R2 × S1.

θ ∈ S1 = R/(2πZ) = [0, 2π]/ ∼ .

q̇ = u1X1(q) + u2X2(q), q = (x , y , θ) ∈ SE(2), u = (u1, u2) ∈ R2,

q(0) = q0, q(t1) = q1,

X1(q) =

 cos θ
sin θ
0

 , X2(q) =

 0
0
1

 ,

∫ t1

0

√
u2
1 + α2u2

2 dt → min .



Задача об оптимальном движении машины на плоскости

q0 = (x0, y0, θ0)
x

y

θ

q1 = (x1, y1, θ1)

q(0) = q0, q(t1) = q1, l =

∫ t1

0

√
ẋ2 + ẏ2 + α2 θ̇2 dt → min



Результаты по субримановым задачам на SE(2) и PTR2

• Существование оптимальных траекторий,

• Параметризация экстремальных траекторий (ПМП),

• Описание оптимальных траекторий:
• Общие граничные условия ⇒ сведение к системам

алгебраических уравнений,
• Специальные граничные условия ⇒ явные решения,

• Структура оптимального синтеза и множества Максвелла,

• Субримановы сферы,

• Приложения: восстановление поврежденных изображений,
Параллельный программный комплекс для восстановления
изображений.



Субриманова задача на SE(2):
экстремальные траектории общего положения

Параметризация функциями Якоби cn, sn, dn, E.



Субриманова задача на SE(2):
экстремальные траектории специального вида

Параметризация элементарными функциями.



Точки Максвелла на экстремальных траекториях:
потеря оптимальности



Оптимальные траектории

x1 6= 0, y1 = 0, θ1 = 0

x1 = 0, y1 = 0, θ1 6= 0



Оптимальные траектории

x1 6= 0, y1 = 0, θ1 = π



Оптимальные траектории

x1 = 0, y1 6= 0, θ1 = 0



Множество Максвелла

Max = {q1 ∈ G | ∃ > 1 оптимальной траектории q(·) : q(t1) = q1}



Субриманова метрика и сферы

• d(q0, q1) = inf{l(q(·)) | q(0) = q0, q(t1) = q1}

• SR = {q ∈ G | d(q0, q) = R}

• R = 0 ⇒ SR = {q0}

• R ∈ (0, π) ⇒ SR ∼= S2

• R = π ⇒ SR ∼= S2/{N = S}

• R > π ⇒ SR ∼= T2



Глобальная структура субримановых сфер в SE(2)



Восстановление скрытого контура
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Восстановление скрытого контура
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Параллельный ПК OptimalInpainting
для восстановления поврежденных изображений



Исходное, поврежденное и восстановленное
полутоновое изображение



Исходное, поврежденное и восстановленное
бинарное изображение



Проблема 1: неединственность линий уровня



Проблема 2: точки возврата



Восстановление изображений с помощью анизотропной
диффузии на PTR2

Поврежденное изображение I : D \ Ω→ [0,+∞)

1. Сглаживание f = I ∗ Gσ:
f (x , y) =

∫∫
R2 I (x̃ , ỹ)Gσ(x − x̃ , y − ỹ) dx̃ d ỹ ,

Gσ(x , y) = 1
2πσ2 exp

(
− x2+y2

2σ2

)
.

2. Подъем f : R2 → R до f : PTR2 → R:

f (x , y , θ) =

{
f (x , y), если θ — угол наклона {f = const},
0 иначе

3. Анизотропная диффузия

∂tΦ(q, t) = (X 2
1 + X 2

2 )Φ(q, t),

Φ(q, 0) = f (q)

4. Проекция на R2:

f̃ (x , y) = max
θ∈P1

Φ(x , y , θ,T ).



Изотропная диффузия в R3

• Уравнение теплопроводности

∂tΦ(x , y , z , t) = (∂2
x + ∂2

y + ∂2
z )Φ(x , y , z , t),

Φ(x , y , z , 0) = ϕ(x , y , z).

• Фундаментальное решение (ядро теплопроводности)

∂tE(x , y , z , t)− (∂2
x + ∂2

y + ∂2
z )E(x , y , z , t) = δ(x , y , z , t),

E(x , y , z , t) =
θ(t)

(2
√
πt)3

exp
(
−x2 + y2 + z2

4t

)
,

Φ = ϕ ∗ E .
• Распространение диффузии по римановым геодезическим ẋ

ẏ
ż

 =

 u1
u2
u3

 = u1∂x + u2∂y + u3∂z ,∫ √
u2
1 + u2

2 + u2
3 dt → min .



Анизотропная диффузия в PTR2

• Уравнение aнизотропной диффузии

∂tΦ(q, t) = (X 2
1 + X 2

2 )Φ(q, t),

Φ(q, 0) = ϕ(q), q = (x , y , θ) ∈ PTR2 = R2 × P1.

• Фундаментальное решение (ядро aнизотропной диффузии)

∂tE(q, t)− (X 2
1 + X 2

2 )E(q, t) = δ(q, t),

E(q, t) = . . . ,

Φ = ϕ ∗ E .

• Распространение диффузии по субримановым
геодезическим

q̇ = u1X1(q) + u2X2(q),∫ √
u2
1 + u2

2 dt → min .



Анизотропная диффузия: результаты



Анизотропная диффузия: результаты



Анизотропная диффузия: результаты


