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Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è

Øàð êàòèòñÿ ïî ãîðèçîíòàëüíîé ïëîñêîñòè ñ ïðîêðó÷èâàíèåì,

íî áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ.
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Íåïîäâèæíûé ðåïåð ei , Ïîäâèæíûé ðåïåð e ′i ,

âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè ~Ω = (Ω1,Ω2,Ω3)



Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è

Ñîñòîÿíèå ñèñòåìû:

• (x , y) ∈ R2 � òî÷êà êàñàíèÿ ñôåðû è ïëîñêîñòè,

• R ∈ SO(3) � ìàòðèöà îðèåíòàöèè ñôåðû.

Çàäà÷à: Ïåðåêàòèòü ñôåðó èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ

Q0 = (x0, y0,R0) â êîíå÷íîå Q1 = (x1, y1,R1) òàê, ÷òîáû
äîñòèãàëñÿ ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ:∫ t1

0

Ω2
1 + Ω2

2 + Ω2
3

2
dt → min .



Âîçìîæíûå ïðèëîæåíèÿ

1. Ïðèëîæåíèÿ â ìåõàíèêå è ðîáîòîòåõíèêå;

2. Çàäà÷à î êà÷åíèè øàðà áåç ïðîêðó÷èâàíèÿ è

ïðîñêàëüçûâàíèÿ íå ðåøåíà;

3. Âàæíàÿ çàäà÷à ñóáðèìàíîâîé ãåîìåòðèè.



SO(3) è so(3)

Ãðóïïà Ëè SO(3) 3 R :

SO(3) = {X ∈ R3×3 : detX = 1,XTX = 1}.

Àëãåáðà Ëè so(3) 3 R−1Ṙ :

so(3) = {A ∈ R3×3 : AT = −A}.

Ñêîáêà Ëè:

[A,B] = AB − BA, A,B ∈ so(3).

so(3) èçîìîðôíî R3:

~a =

a1a2
a3

 '
 0 −a3 a2

a3 0 −a1
−a2 a1 0

 = A.



Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ

ẋ = −u2, ẏ = u1, Ṙ = R

 0 −u3 u2
u3 0 −u1
−u2 u1 0

 ,

Q = (x , y ,R) ∈ R2 × SO(3), (u1, u2, u3) ∈ R3,

Q0 = (x0, y0,R0), Q1 = (x1, y1,R1),∫ t1

0

u21 + u22 + u23
2

dt → min, t1 ôèêñèðîâàíî.



Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à

Ëåâîèíâàðèàíòíûå âåêòîðíûå ïîëÿ íà G = R2 × SO(3):

X1 = e2 + V1, X2 = −e1 + V2, X3 = V3,

ãäå

e1 =
∂

∂x
, e2 =

∂

∂y
,

V1 = R

0 0 0

0 0 −1
0 1 0

 , V2 = R

 0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 , V1 = R

0 −1 0

1 0 0

0 0 0

 .

çàäàþò ðàñïðåäåëåíèå:

∆ = span{X1,X2,X3}.



Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à

Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà

Q̇ = u1X1(Q) + u2X2(Q) + u3X3(Q)

îïèñûâàåò äîïóñòèìûå êðèâûå â G , ò.å. ëèïùèöåâû êðèâûå,

âåêòîð ñêîðîñòè êîòîðûõ ëåæèò â ∆ äëÿ ïî÷òè âñåõ t.

Èç íåðàâåíñòâà Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî ñëåäóåò:

1

2

∫ t1

0

(u21 + u22 + u23)dt → min ⇐⇒
∫ t1

0

√
u21 + u22 + u23dt → min

Ñóáðèìàíîâà çàäà÷à: Äëÿ çàäàííîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ∆ è

ìåòðèêè â í¼ì íàéòè äîïóñòèìóþ êðèâóþ ìèíèìàëüíîé äëèíû,

êîòîðàÿ ñîåäèíÿåò çàäàííûå òî÷êè Q0, Q1.



Óïðàâëÿåìîñòü
è ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé

Q̇ =
3∑

i=1

uiXi (Q), Q ∈ R2 × SO(3), (u1, u2, u3) ∈ R3

• span{X1,X2,X3, [X1,X3], [X2,X3]}(Q) = TQG äëÿ ëþáîé

òî÷êè Q. Ïî òåîðåìå Ðàøåâñêîãî-×æîó ñèñòåìà âïîëíå

óïðàâëÿåìà.

• Ñóùåñòâîâàíèå îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé ñëåäóåò èç

òåîðåìû Ôèëèïïîâà.



Ïàðàìåòðèçàöèÿ àíîðìàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ

Òåîðåìà

Àíîðìàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå ïàðàìåòðèçóþòñÿ ñëåäóþùèìè

óðàâíåíèÿìè:

x = −Ω2t, y = Ω1t, R = eΩ̃t ,

ãäå

Ω̃ =

 0 0 Ω2

0 0 −Ω1

−Ω2 Ω1 0

 .

è îïòèìàëüíû íà ëþáîì îòðåçêå [0, t1], t1 > 0.



Êà÷åíèå ïî ïðÿìîé áåç ïðîêðó÷èâàíèÿ è
ïðîñêàëüçûâàíèÿ

Äâèæåíèå ïî àíîðìàëüíîé òðàåêòîðèè



Ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ïðèíöèïà
ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà â íîðìàëüíîì ñëó÷àå

ẋ = Ω2, Ω̇1 = ω2Ω3,

ẏ = −Ω1, Ω̇2 = −ω1Ω3,

Ṙ = RΩ̃, Ω̇3 = ω1Ω2 − ω2Ω1

ω1, ω2 = const .

Ω2
1 + Ω2

2 + Ω2
3

2
= const, (ω1, ω2) ∈ R2

Ω̃ =

 0 −Ω3 Ω2

−Ω3 0 −Ω1

−Ω2 Ω1 0





Íîðìàëüíûé ñëó÷àé

Óðàâíåíèÿ äëÿ âåêòîðà óãëîâîé ñêîðîñòè:

~̇Ω = ~ω × ~Ω, ~Ω = (Ω1,Ω2,Ω3)

ãäå ~ω = (ω1, ω2, 0) = const.

Âåêòîð ~Ω âðàùàåòñÿ ðàâíîìåðíî âîêðóã íåïîäâèæíîãî

ãîðèçîíòàëüíîãî âåêòîðà ~ω.



Ðàâíîìåðíîå âðàùåíèå ~Ω âîêðóã ~ω

2

3

1



Êà÷åíèå ïî ïðÿìîé

Åñëè ~Ω = λ~ω äëÿ íåêîòîðûõ λ 6= 0 è ~ω 6= 0, òî,

ïðîèíòåãðèðîâàâ ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó, ìû ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ

àíîðìàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ.

Åñëè ~ω ≡ 0, òî ~Ω = const è íîðìàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå

ïàðàìåòðèçóþòñÿ óðàâíåíèÿìè:

x = −Ω2t, y = Ω1t, R = eΩ̃t ,

ãäå

Ω̃ =

 0 −Ω3 Ω2

−Ω3 0 −Ω1

−Ω2 Ω1 0

 .

Øàð êàòèòñÿ ïî ïðÿìîé ñ ïðîêðó÷èâàíèåì.



Êà÷åíèå ïî ïðÿìîé ñ ïðîêðó÷èâàíèåì

Íîðìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ (~ω ≡ 0):



Âðàùàòåëüíûå ñèììåòðèè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû

Òåîðåìà

Âðàùåíèå {Φβ, β ∈ S1}, îïðåäåëåííîå ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:

Φβ : {Ω̃s , ω̃s ,Qs |s ∈ [0, t]} 7→ {Ω̃β
s , ω̃

β
s ,Q

β
s |s ∈ [0, t]},

Ω̃β
s = eβA3Ω̃se

−βA3 , ω̃βs = eβA3ω̃se
−βA3 ,(

x
β
s

y
β
s

)
=

(
cosβ − sinβ
sinβ cosβ

)(
xs
ys

)
,

Rβs = eβA3Rse
−βA3

ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèåé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ïðèíöèïà

ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.



Íîðìàëüíàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà ÏÌÏ

Ìîæíî ïîëîæèòü ~ω = (ω, 0, 0), òîãäà ýêñòðåìàëüíûå
òðàåêòîðèè îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè:

x = −ω−1(Ω0
2 sinωt + Ω0

3 cosωt − Ω0
3), y = Ω0

1t,

R(t) = et(ω̃+Ω̃0)e−tω̃.

Øàð êàòèòñÿ ïî ñèíóñîèäå, à ìàòðèöà âðàùåíèÿ ÿâëÿåòñÿ

êîìïîçèöèåé äâóõ âðàùåíèé: âîêðóã âåêòîðà −~ω è âîêðóã

âåêòîðà ~ω + ~Ω0.

Ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïîâîðîòû Φβ , ÷òîáû ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ

ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé ñ ïðîèçâîëüíûì ~ω.



Êà÷åíèå ïî ñèíóñîèäå
Íîðìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ (îáùèé ñëó÷àé):



Ïðîåêöèè òðàåêòîðèé íà ãîðèçîíòàëüíóþ ïëîñêîñòü
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Òî÷êè Ìàêñâåëëà è âðåìÿ ðàçðåçà
Âðåìåíåì ðàçðåçà íàçûâàåòñÿ ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà

ýêñòðåìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ òåðÿåò îïòèìàëüíîñòü.

Îöåíèòü âðåìÿ ðàçðåçà ñâåðõó ìîæíî ñ ïîìîùüþ òî÷åê

Ìàêñâåëëà, ò.å. òàêèõ òî÷åê, â êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ äâå

ðàçëè÷íûå ãåîäåçè÷åñêèå îäèíàêîâîé äëèíû. Ïîñëå òî÷êè

Ìàêñâåëëà ýêñòðåìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ ïåðåñòàåò áûòü

îïòèìàëüíîé.

(0)Q

( )MAXQ t

( )Q t

( )Q t



Òî÷êà Ìàêñâåëëà



Ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå

Exp : T ∗Q0
G × R+ → G ,

Exp(λ, t) = Qt = (xt , yt ,Rt),

λ = (~Ω0, ~ω) ∈ S2 × R2, t ∈ R+, Qt ∈ G .

Ìíîæåñòâî Ìàêñâåëëà

MAX = {(λ, t) : ∃λ̃ 6= λ,Exp(λ, t) = Exp(λ̃, t)}



Îòðàæåíèÿ â ïðîîáðàçå ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ
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Ãðóïïà äèñêðåòíûõ ñèììåòðèé
âåðòèêàëüíîé ïîäñèñòåìû ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû

Òàáëèöà óìíîæåíèÿ â ãðóïïå äèñêðåòíûõ ñèììåòðèé

〈ε1, ..., ε7〉 = Z2 × Z2 × Z2:

ε1 ε2 ε3 ε4 ε5 ε6 ε7

ε1 Id ε3 ε2 ε5 ε4 ε7 ε6

ε2 Id ε1 ε6 ε7 ε4 ε5

ε3 Id ε7 ε6 ε5 ε4

ε4 Id ε1 ε2 ε3

ε5 Id ε3 ε2

ε6 Id ε1

ε7 Id



Îòðàæåíèÿ äóã ñèíóñîèä íà ïëîñêîñòè

s

x

y

2
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3

s
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6
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7

s

5

s



Ïðåäñòàâëåíèå âðàùåíèé ñ ïîìîùüþ êâàòåðíèîíîâ
Ïóñòü H = {q = q0 + iq1 + jq2 + kq3 | (q0, ..., q3) ∈ R4} �
àëãåáðà êâàòåðíèîíîâ. Ëþáîå âðàùåíèå R òðåõìåðíîãî

ïðîñòðàíñòâà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî ïàðîé êâàòåðíèîíîâ

åäèíè÷íîé äëèíû ±q.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî R åñòü âðàùåíèå âîêðóã âåêòîðà
~a = (a1, a2, a3) íà óãîë θ. Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé êâàòåðíèîí q

çàäàåòñÿ ôîðìóëîé:

q = cos
θ

2
+ (a1i + a2j + q3k) sin

θ

2
.

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ïðåäñòàâèòü îáå ìàòðè÷íûå ýêñïîíåíòû,

âõîäÿùèå â R , êàê êâàòåðíèîíû:

et(ω̃+Ω̃0) = cos
|~ω + ~Ω0|t

2
+

(ω + Ω0
1)i + Ω0

2j + Ω0
3k

|~ω + ~Ω0|
sin
|~ω + ~Ω0|t

2
,

e−tω̃ = cos
ωt

2
− i sin

ωt

2
.



Íåïîäâèæíûå òî÷êè ñèììåòðèé
â îáðàçå ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ

Ïóñòü qt = q0 + iq1 + jq2 + kq3 � êâàòåðíèîí, êîòîðîìó

ñîîòâåòñòâóåò îðèåíòàöèÿ øàðà â R3 â ìîìåíò âðåìåíè t.

Òåîðåìà

Φβ ◦ ε1(Qt) = Qt ⇐⇒
[
q3 = 0,
q = ±k ;

Φβ ◦ ε2(Qt) = Qt ⇐⇒
[
q1x + q2y = 0,
q = ±(cosχi + sinχj);

Φβ ◦ ε3(Qt) = Qt ⇐⇒
{

q1x + q2y = 0,
q3 = 0;

èëè

{
q1y − q2x = 0,
q0 = 0;

ãäå:

cosχ =
x√

x2 + y2
, sinχ =

y√
x2 + y2

.



Âðåìÿ Ìàêñâåëëà t1
max

Óòâåðæäåíèå

Ïåðâîå ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå:

t1max =
π(2k − 1)− 2ψ

ω
, k ∈ Z

ÿâëÿåòñÿ âðåìåíåì Ìàêñâåëëà äëÿ ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé,

ïðîåêöèè êîòîðûõ íå ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè. ψ � ýòî óãîë ìåæäó

ïðîåêöèåé ~Ω0 íà ïëîñêîñòü Ω2OΩ3 è îñü OΩ2

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: Â ìîìåíò âðåìåíè t1max òðàåêòîðèÿ

òî÷êè êîíòàêòà ñôåðû è ïëîñêîñòè ïåðåñåêàåò ëèíèþ,

ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, è ïåðïåíäèêóëÿðíóþ

âåêòîðó ~ω.



Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë t
1

max

x

y

s




Âðåìÿ Ìàêñâåëëà t2
max

Óòâåðæäåíèå

Âåëè÷èíà

t2max =
2π

|~ω + ~Ω|
ÿâëÿåòñÿ âðåìåíåì Ìàêñâåëëà äëÿ ýêñòðåìàëüíûõ òðàåêòîðèé,

ïðîåêöèè êîòîðûõ íå ÿâëÿþòñÿ ïðÿìûìè.

Òåîðåìà

tcut ≤ min{t1max , t
2
max}.



Ñâîéñòâà t2
max

2

3

2S



Ñâîéñòâà t2
max



t
1

max
≷ t

2

max
?

x

y

1 2 3




Êàêîå èç âðåìåí Ìàêñâåëëà íàñòóïàåò ðàíüøå?

Òåîðåìà

Îáîçíà÷èì

ω =
(π − ψ′)2

ψ′(2π − ψ′)

(
Ω0
1 +

√
(Ω0

1)2 +
ψ′(2π − ψ′)

(π − ψ′)2

)
,

ãäå

ψ′ = ψ +
π

2
mod π, ψ′ 6= 0

òîãäà:

• t1max < t2max ⇐⇒ ω > ω;

• t1max = t2max ⇐⇒ ω = ω;

• t1max > t2max ⇐⇒ ω < ω.



Êàê ïåðåâåðíóòü øàð?
Âîïðîñ: Êàê ìîæíî îïòèìàëüíî ïåðåêàòèòü øàð â èñõîäíóþ

òî÷êó ñ íîâîé îðèåíòàöèåé?

(x , y)(0) = (x , y)(t1)

Øàð ìîæåò âåðíóòüñÿ íàçàä â íà÷àëî êîîðäèíàò òîëüêî, åñëè

îí êàòèòñÿ ïî ïðÿìîé (èëè âðàùàåòñÿ íà ìåñòå).



Èäåÿ ðåøåíèÿ

1. Ñóçèòü ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå;

2. Îòáðîñèòü âñå çàâåäîìî íåîïòèìàëüíûå òðàåêòîðèè ñ

ïîìîùüþ òåîðåìû ñðàâíåíèÿ;

3. Ðàçáèòü ïðîîáðàç è îáðàç íà äèôôåîìîðôíûå îáëàñòè;

4. Ïðîâåðèòü, ÷òî ïîëíûé ïðîîáðàç êàæäîé òî÷êè âíóòðè

äèôôåîìîðôíûõ îáëàñòåé îáðàçà ñîñòîèò èç

åäèíñòâåííîé òî÷êè â ïðîîáðàçå.

5. Â ñèëó òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

åäèíñòâåííàÿ òðàåêòîðèÿ áóäåò îïòèìàëüíîé.



Øàã 1

Íåêîòîðûå ñâîéñòâà êà÷åíèÿ ïî îòðåçêó:

1. ~Ω ⊥ ~ω. Åñëè ~ω = (ω, 0, 0) òî Ω0
1 = 0;

2. Øàð âîçâðàùàåòñÿ íàçàä â t1max ;

3. Åñëè ~ω = (ω, 0, 0), òî q2(t1max) = 0.

Ñóæåíèå ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ:

Exp : R+ × S1 → S2,

Exp : (ω, ψ) 7→ (q0, q1, q3).



Øàã 2

Øàð âîçâðàùàåòñÿ â íà÷àëî êîîðäèíàò â ìîìåíò âðåìåíè t1max .

Ñëåäîâàòåëüíî, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ω > ω, ãäå

ω =
π − ψ′√
ψ′(2π − ψ′)

.

Ðàññìîòðèì äâå îáëàñòè â ïðîîáðàçå:

D+ =
{

(ω, ψ) ∈ R2 : t1max < t2max , ψ ∈
(
−π
2
,
π

2

)}
,

D− =

{
(ω, ψ) ∈ R2 : t1max < t2max , ψ ∈

(
π

2
,
3π

2

)}
.



Îáëàñòè D+ (ñëåâà) è D− (ñïðàâà)
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Øàã 3

Òåîðåìà

Åñëè ~ω = (ω, 0, 0), Ω0
1 = 0, òî ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå

ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé äèôôåîìîðôèçìîâ Exp : D+ → Q+ è

Exp : D− → Q−, ãäå

Q+ = {q ∈ H : |q| = 1, q1 > 0, q3 > 0},

Q− = {q ∈ H : |q| = 1, q1 > 0, q3 < 0}.



Îáðàç ýêñïîíåíöèàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ

Ìíîæåñòâà Q+ ∪ Q− âñåõ âîçìîæíûõ îðèåíòàöèé.



Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà

Ìû ïðåäñòàâèì ýêñïîíåíöèàëüíîå îòîáðàæåíèå, êàê

êîìïîçèöèþ ïðîñòûõ îòîáðàæåíèé fi è ïðèìåíèì ñëåäóþùóþ

òåîðåìó:

Òåîðåìà (Àäàìàðà îá îáðàòíîé ôóíêöèè)

Ïóñòü f : M → N ãëàäêîå îòîáðàæåíèå, dimM = dimN. Åñëè:

1. f íåâûðîæäåíîå,

2. f ñîáñòâåííîå,

3. M,N ñâÿçíû,

4. N îäíîñâÿçíî,

òî f � äèôôåîìîðôèçì.



Ðåøåíèå çàäà÷è î ïåðåîðèåíòàöèè øàðà

Òåîðåìà

Ïóñòü R1 ∈ SO(3) � ìàòðèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîâîðîòó

âîêðóã åäèíè÷íîãî âåêòîðà ~a = (a1, a2, a3) c a21 + a22 6= 1 è

|a3| 6= 1 íà íåêîòîðûé óãîë. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ

ýêñòðåìàëüíàÿ òðàåêòîðèÿ, ïåðåâîäÿùàÿ øàð èç ñîñòîÿíèÿ

Q0 = (0, 0, Id) â Q1 = (0, 0,R). Íà ýòîé òðàåêòîðèè äîñòèãàåòñÿ

ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ.

Ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñâåäåíî ê ðåøåíèþ

ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Íà îñíîâå ïîëó÷åííûõ

ðåçóëüòàòîâ áûëà íàïèñàíà ïðîãðàììà, ðåøàþùàÿ ýòó çàäà÷ó.



Ðåçóëüòàòû

• Ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïòèìàëüíîãî êà÷åíèÿ øàðà ïî

ïëîñêîñòè ñ ïðîêðó÷èâàíèåì;

• Ïîëó÷åíà ïîëíàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ ýêñòðåìàëüíûõ

òðàåêòîðèé;

• Èññëåäîâàíà è ïðîìîäåëèðîâàíà äèíàìèêà øàðà;

• Ïîëó÷åíû îöåíêè íà âðåìÿ ðàçðåçà;

• Ðåøåíà çàäà÷à î ïåðåîðèåíòàöèè;

• Ïðèíÿòà ê ïóáëèêàöèè ñòàòüÿ â æóðíàëå ìàòåìàòè÷åñêèé

ñáîðíèê.
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