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ii� ª-¨¡³¤¼³¯° ¢¨¬±¿ : : :�°¥¤¨±«®¢¨¥�¥°¥¤ � ¬¨ ³·¥¡¨ª ¯® ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ²¥®°¨¨ ³¯° ¢«¥¨¿, ¯°¥¤±² ¢«¥-®© ± £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥¨¿. � ®±®¢³ ª¨£¨ «¥£«¨ ª³°±», ¯°®·¨-² »¥ ±² °¸¨¬ ¨§ ±® ¢²®°®¢ ¢ 2000{2001 £®¤ µ ¢ �¥¦¤³ °®¤®© �ª®«¥�»±¸¨µ �±±«¥¤®¢ ¨© ¢ �°¨¥±²¥, �² «¨¿. �°¥¤¢ °¨²¥«¼»¥ § ¨¿, ¥®¡µ®-¤¨¬»¥ ¤«¿ ·²¥¨¿ ª¨£¨, ±¢®¤¿²±¿ ª ±² ¤ °²»¬ ª³°± ¬ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®£®  «¨§  ¨ «¨¥©®©  «£¥¡°»,   ² ª¦¥ ¥ª®²®°»¬  · «¼»¬ ±¢¥¤¥¨¿¬ ¨§²¥®°¨¨ ´³ª¶¨© ¤¥©±²¢¨²¥«¼®£® ¯¥°¥¬¥®£® ¨ ´³ª¶¨® «¼®£®   «¨§ ;¥ ²°¥¡³¥²±¿ ¯°¥¤¢ °¨²¥«¼®£® § ª®¬±²¢  ¨ ± ²¥®°¨¥© ³¯° ¢«¥¨¿, ¨ ±¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®© £¥®¬¥²°¨¥©.� ·á¬ ¦¥ ½²  ª¨£ ? �¥²¥°¬¨¨°®¢ »© ¬¨° ª« ±±¨·¥±ª®© ´¨§¨ª¨ ®¯¨-±»¢ ¥²±¿ £« ¤ª¨¬¨ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨¬¨ ±¨±²¥¬ ¬¨. �³¤³¹¥¥ ¢ ² ª®© ±¨±²¥¬¥¯®«®±²¼¾ ®¯°¥¤¥«¥®  · «¼»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨; ¡®«¥¥ ²®£®, ¡«¨§ª®¥ ¡³¤³¹¥¥¬¥¿¥²±¿ £« ¤ª®, ¥±«¨ £« ¤ª® ¬¥¿²¼  · «¼»¥ ³±«®¢¨¿. �±² ¢«¿¿ ¬¥±²®¤«¿ ±¢®¡®¤®© ¢®«¨ (¥ ¤«¿ ±«³· ¿,   ¨¬¥® ¤«¿ ±¢®¡®¤®© ¢®«¨) ¢ ½²®©¬° ·®¢ ²®© ª °²¨¥ ¯®«®© ¯°¥¤®¯°¥¤¥«á®±²¨, ¬» ¯®«³· ¥¬ ³¯° ¢«¿¥-¬³¾ ±¨±²¥¬³. �» ¯°®±²® ° §°¥¸ ¥¬ ¬¥¿²¼ ¥ª®²®°»¥ ¯ ° ¬¥²°» ±¨±²¥-¬»: ¬¥¿²¼ ¢ ¨§¢¥±²»µ ¯°¥¤¥« µ, ® ¢ «¾¡®¥ ¢°¥¬¿, ª®£¤  ¢§¤³¬ ¥²±¿.�®¡±²¢¥®, ½²® ²®, ·²® ¬» ¯®±²®¿® ¯°®¤¥«»¢ ¥¬ ± ±®¡±²¢¥»¬ ²¥«®¬, ¢²®¬®¡¨«¿¬¨, «¥² ²¥«¼»¬¨  ¯¯ ° ² ¬¨, ²¥µ®«®£¨·¥±ª¨¬¨ ¯°®¶¥±± ¬¨ ¨² ª ¤ «¥¥. �» ³¯° ¢«¿¥¬ ¢±¥¬¨ ½²¨¬¨ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨¬¨ ±¨±²¥¬ ¬¨!�« ¤ª¨¥ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨¥ ±¨±²¥¬» ®¯¨±»¢ ¾²±¿ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»¬¨ ³° ¢-¥¨¿¬¨. � ½²®© ª¨£¥ ¬» ¨¬¥¥¬ ¤¥«® ²®«¼ª® ± ª®¥·®¬¥°»¬¨ ±¨±²¥¬ ¬¨:®¨ ®¯¨±»¢ ¾²±¿ ®¡»ª®¢¥»¬¨ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»¬¨ ³° ¢¥¨¿¬¨   ª®-¥·®¬¥°»µ £« ¤ª¨µ ¬®£®®¡° §¨¿µ. �¯° ¢«¿¥¬ ¿ ±¨±²¥¬  | ½²® ±¥¬¥©-±²¢® ®¡»ª®¢¥»µ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨©. �¥¬¥©±²¢® ¯ ° ¬¥²°¨-§®¢ ® ³¯° ¢«¿¾¹¨¬¨ ¯ ° ¬¥²° ¬¨. �±¥ ³° ¢¥¨¿ ¤ ®£® ±¥¬¥©±²¢  ®¯°¥-¤¥«¥»   ®¤®¬ ¨ ²®¬ ¦¥ ¬®£®®¡° §¨¨, ª®²®°®¥  §»¢ ¥²±¿ ¯°®±²° ±²-¢®¬ ±®±²®¿¨© ±¨±²¥¬». � §°¥¸ ¥²±¿ ¢»¡¨° ²¼ «¾¡»¥ ¤®±²³¯»¥ § ·¥¨¿³¯° ¢«¿¾¹¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢ (².¥. ¢»¡¨° ²¼ «¾¡³¾ ¤¨ ¬¨·¥±ª³¾ ±¨±²¥¬³ ¨§±¥¬¥©±²¢ ),   ² ª¦¥ ¬¥¿²¼ ½²¨ § ·¥¨¿ ¢ ¯°®¨§¢®«¼»© ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨.� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¢»¡° »¥ ¯ ° ¬¥²°», ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, § ¢¨±¿² ®² ¢°¥¬¥¨.�²  § ¢¨±¨¬®±²¼  §»¢ ¥²±¿ ³¯° ¢«¥¨¥¬ ¨«¨ ´³ª¶¨¥© ³¯° ¢«¥¨¿.�»¡° ¢ ³¯° ¢«¥¨¥, ¬» ¯°¥¢° ¹ ¥¬ ³¯° ¢«¿¥¬³¾ ±¨±²¥¬³ ¢ ¥ ¢²®®¬-®¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ³° ¢¥¨¥. �¥¸¥¨¥ ² ª®£® ³° ¢¥¨¿ ®¤®§ ·®®¯°¥¤¥«¿¥²±¿  · «¼»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨ ¨  §»¢ ¥²±¿ ¤®¯³±²¨¬®© ²° ¥ª²®°¨-¥© ±¨±²¥¬», ®²¢¥· ¾¹¥© ¤ ®¬³ ³¯° ¢«¥¨¾. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ¤®¯³±²¨¬ ¿²° ¥ª²®°¨¿ | ½²® ¥ª®²®° ¿ ª°¨¢ ¿ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ±®±²®¿¨©. � · «¼»¥³±«®¢¨¿ | ½²®  · «¼ ¿ ²®·ª  ª°¨¢®©,  §»¢ ¥¬ ¿ ² ª¦¥  · «¼»¬ ±®-±²®¿¨¥¬. � §»¬ ³¯° ¢«¥¨¿¬ ®²¢¥· ¾², ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ° §»¥ ¤®¯³±²¨-¬»¥ ²° ¥ª²®°¨¨,  ·¨ ¾¹¨¥±¿ ¢ ®¤®© ¨ ²®© ¦¥ ²®·ª¥. �±¥ ½²¨ ²° ¥ª²®°¨¨



iii§ ¯®«¿¾² ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨.�¤  ¨§ £« ¢»µ § ¤ · ²¥®°¨¨ ³¯° ¢«¥¨¿ | § ¤ ·  ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ |±®±²®¨² ¢ ° ±¯®§ ¢ ¨¨ ±®±²®¿¨©, ¤®±²¨¦¨¬»µ ¨§ ¤ ®£®  · «¼®£®.�¯°®·¥¬, ª ª ¯° ¢¨«®, ½²®£® ¥¤®±² ²®·®. �»¿±¨¢, ¤® ª ª¨µ ±®±²®¿¨©¬®¦® ¤®¡° ²¼±¿, ¬» ¯»² ¥¬±¿  ©²¨  ¨«³·¸¨© ¯³²¼. �³²¨ ¬®¦® ±° ¢-¨¢ ²¼ ¯® ¢°¥¬¥¨ ¯¥°¥µ®¤ , ¤«¨¥ ¤®¯³±²¨¬®© ²° ¥ª²®°¨¨, § ²° ·¥®©½¥°£¨¨ ¨«¨ § ·¥¨¾ ª ª®£®-²® ¤°³£®£® ´³ª¶¨® « . � ¨«³·¸¨¬ ±·¨² -¥²±¿ ¯³²¼, ¤®±² ¢«¿¾¹¨© ¬¨¨¬³¬ § ° ¥¥ ¢»¡° ®¬³ ´³ª¶¨® «³. �®-¨±ª ² ª¨µ ¯³²¥© ±®±² ¢«¿¥² ¯°¥¤¬¥² § ¤ ·¨ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿. �¢¥¢ ¦»¥ § ¤ ·¨ | ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¨ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿ | ±«³¦ ² ¬ ¬ ¿ª ¬¨   ¯°®²¿¦¥¨¨ ¢±¥© ª¨£¨.�°¨ ·á¬ §¤¥±¼ £¥®¬¥²°¨¿? �° ¢ ¿ · ±²¼ ®¡»ª®¢¥®£® ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼-®£® ³° ¢¥¨¿ ¥±²¼ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥,   ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¤¨ ¬¨·¥±ª ¿ ±¨±-²¥¬  | ¯®²®ª, ¯®°®¦¤¥»© ½²¨¬ ¢¥ª²®°»¬ ¯®«¥¬. � ª¨¬ ®¡° §®¬, ³¯° ¢-«¿¥¬ ¿ ±¨±²¥¬  | ½²® ±¥¬¥©±²¢® ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©. �²¥°¥±³¾¹¨¥  ± ±¢®©-±²¢  ±¨±²¥¬ ±®µ° ¿¾²±¿ ¯°¨ £« ¤ª¨µ § ¬¥ µ ¯¥°¥¬¥»µ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥±®±²®¿¨©. �°®¬¥ ²®£®, ¤®¯³±ª ¥²±¿ ®¡¸¨°»© ª« ±± ¯°¥®¡° §®¢ ¨©, ¯¥-°¥¯ ° ¬¥²°¨§³¾¹¨µ ±¥¬¥©±²¢® ¯®«¥©; ®¨  §»¢ ¾²±¿ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿¬¨®¡° ²®© ±¢¿§¨ ¢ ²¥®°¨¨ ³¯° ¢«¥¨¿ ¨ | ª «¨¡°®¢®·»¬¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨-¿¬¨ ¢ £¥®¬¥²°¨¨ ¨ ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ´¨§¨ª¥. � «¨·¨¥ ¢±¥µ ½²¨µ ¯°¥®¡° §®-¢ ¨© ¥±²¼ ¢¥¸¥¥ ´®°¬ «¼®¥ ®±®¢ ¨¥ ¤«¿ ¯°¨¬¥¥¨¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ¬¥²®¤®¢ ¨ ¡¥±ª®®°¤¨ ²®£® £¥®¬¥²°¨·¥±ª®£® ¿§»ª  ¢ ²¥®°¨¨ ³¯° ¢«¥¨¿.�¬¥¥²±¿ ¨ ¡®«¥¥ £«³¡®ª®¥ ®±®¢ ¨¥. � ª ³¦¥ ®²¬¥· «®±¼, ¤¨ ¬¨·¥±ª ¿±¨±²¥¬  | ½²® ¯®²®ª (²® ¥±²¼ ®¤®¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª ¿ £°³¯¯  ¯°¥®¡° §®¢ ¨©¯°®±²° ±²¢  ±®±²®¿¨©), ¯®°®¦¤á»© ¢¥ª²®°»¬ ¯®«¥¬. �®¯³±²¨¬ ¿ ²° -¥ª²®°¨¿, ®²¢¥· ¾¹ ¿ ¯®±²®¿®¬³ ³¯° ¢«¥¨¾, ¥±²¼ ²° ¥ª²®°¨¿ ±®®²¢¥²-±²¢³¾¹¥£® ¯®²®ª . �° ¥ª²®°¨¿, ®²¢¥· ¾¹ ¿ ª³±®·®-¯®±²®¿®¬³ ³¯° ¢-«¥¨¾, ±²°®¨²±¿ ¯°¨ ¯®¬®¹¨ ±³¯¥°¯®§¨¶¨¨ ¯®¤µ®¤¿¹¨µ ½«¥¬¥²®¢ ¯®²®ª®¢,±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ § ·¥¨¿¬ ´³ª¶¨¨ ³¯° ¢«¥¨¿. �°®¨§¢®«¼®¥ ³¯° ¢«¥-¨¥ ¬®¦® ±ª®«¼ ³£®¤® µ®°®¸® ¯°¨¡«¨§¨²¼ ª³±®·®-¯®±²®¿»¬¨. �«¥¤®-¢ ²¥«¼®, ¤®¯³±²¨¬»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ¨ ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ²¥±¥©¸¨¬®¡° §®¬ ±¢¿§ » ± £°³¯¯®© ¯°¥®¡° §®¢ ¨©, ¯®°®¦¤á®© ¤¨ ¬¨·¥±ª¨¬¨±¨±²¥¬ ¬¨, ¨§ ª®²®°»µ ±®±²®¨² ¨§³· ¥¬ ¿ ³¯° ¢«¿¥¬ ¿. � ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼,£°³¯¯» ¯°¥®¡° §®¢ ¨© | ½²® ±¥°¤¶¥ £¥®¬¥²°¨¨.� ª®¥ ¦¥ ¬¥±²® ¯°¥¤ § ·¥® ¿§»ª³, ¬¥²®¤ ¬ ¨ ®¡° § ¬ ²¥®°¨¨ ³¯° ¢-«¥¨¿ ¢ £¥®¬¥²°¨¨ ¨, ¡®«¥¥ ®¡¹¨¬ ®¡° §®¬, ¢ ¨§³·¥¨¨ ®±®¢»µ ±²°³ª²³°®ª°³¦ ¾¹¥£®  ± ¬¨° ? �²®¡» ¯®¿²¼ ½²®, ¯®«¥§® ° ±±¬®²°¥²¼ ¬®¦¥±²¢ ¤®¯³±²¨¬»µ ±ª®°®±²¥© | ¯¥°¢® · «¼»©  ¨¢»© ±¯®±®¡ ®¯¨± ¨¿ ¬®-¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ æ¢ ¡¥±ª®¥·®-¬ «®¬ç. �®¦¥±²¢® ¤®¯³±²¨¬»µ ±ª®-°®±²¥© ¢ § ¤ ®© ²®·ª¥ ±®±²®¨² ¨§ ±ª®°®±²¥© ¢±¥µ ¤®¯³±²¨¬»µ ²° ¥ª²®-°¨©, ¯°®µ®¤¿¹¨µ ·¥°¥§ ½²³ ²®·ª³. � ª ¯° ¢¨«®, ³ ¨²¥°¥±»µ ³¯° ¢«¿¥¬»µ±¨±²¥¬ ° §¬¥°®±²¼ ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨  ¬®£® ¡®«¼¸¥, ·¥¬ ° §¬¥°-®±²¼ ¬®¦¥±²¢ ¤®¯³±²¨¬»µ ±ª®°®±²¥©. � ¯°¨¬¥°, ²¨¯¨· ¿ ¯ °  ¢¥ª²®°-»µ ¯®«¥©   n-¬¥°®¬ ¬®£®®¡° §¨¨ ¯®°®¦¤ ¥² n-¬¥°»¥ ¬®¦¥±²¢  ¤®-±²¨¦¨¬®±²¨ ¯°¨ ±ª®«¼ ³£®¤® ¡®«¼¸®¬ n. �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ®£° ¨·¥¨¿  ±ª®°®±²¨, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¥ ¢«¥ª³² ®£° ¨·¥¨©   ±®±²®¿¨¿. � ª®£®



iv°®¤  ®£° ¨·¥¨¿   ±ª®°®±²¨ ®¡»·®  §»¢ ¾² ¥£®«®®¬»¬¨. �¥®°¨¿³¯° ¢«¥¨¿ | ½²® ¤¨±¶¨¯«¨ , § ¨¬ ¾¹ ¿±¿ ±¨±²¥¬ ²¨·¥±ª¨¬ ¨§³·¥¨¥¬¢®§¬®¦»µ ²¨¯®¢ ¯®¢¥¤¥¨¿ ¯°¨ ¥£®«®®¬»µ ®£° ¨·¥¨¿µ ¨, ¢ · ±²®±-²¨, ¨±±«¥¤®¢ ¨¥¬ ¢ °¨ ¶¨®»µ § ¤ · ± ¥£®«®®¬»¬¨ ®£° ¨·¥¨¿¬¨,°¥¸¥¨¿ ª®²®°»µ ¬®¦® ¨²¥°¯°¥²¨°®¢ ²¼ ª ª æ®¯²¨¬ «¼®¥ ¯®¢¥¤¥¨¥ç.�¥°¢ ¿ £« ¢  ª¨£¨ ®±¨² ¢¢®¤»© µ ° ª²¥°: ¬»  ¯®¬¨ ¥¬, ·²® ² -ª®¥ £« ¤ª¨¥ ¬®£®®¡° §¨¿ ¨ ®¡»ª®¢¥»¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»¥ ³° ¢¥¨¿  £« ¤ª¨µ ¬®£®®¡° §¨¿µ, ¯®±«¥ ·¥£® ®¯°¥¤¥«¿¥¬ ³¯° ¢«¿¥¬»¥ ±¨±²¥¬».�²®° ¿ £« ¢  ¯®±¢¿¹¥  ´®°¬ «¼®¬³ ¨±·¨±«¥¨¾, ±¨«¼® ®¡«¥£· ¾¹¥¬³° ¡®²³ ± ¥«¨¥©»¬¨ ³¯° ¢«¿¥¬»¬¨ ±¨±²¥¬ ¬¨. � £« ¢¥ 3 ¢¢®¤¨²±¿ ¯°®±-²®© ¨ ·°¥§¢»· ©® ° ±¯°®±²° á»© ¢ ¯°¨«®¦¥¨¿µ ª« ±± «¨¥©»µ ±¨±-²¥¬,   ¢ £« ¢¥ 4 ½´´¥ª²¨¢® ®¯¨± » ±¨±²¥¬», ª®²®°»¥ ¬®¦® ¯°¥¢° ²¨²¼¢ «¨¥©»¥ £« ¤ª¨¬¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿¬¨ ¯°®±²° ±²¢  ±®±²®¿¨©. �« ¢» 5{7 ¯®±¢¿¹¥» ´³¤ ¬¥² «¼®© æ²¥®°¥¬¥ ®¡ ®°¡¨² µç � £ ® ¨ �³±±¬   ¨¥á ¯°¨«®¦¥¨¿¬. �¥®°¥¬  ®¡ ®°¡¨² µ ³²¢¥°¦¤ ¥², ·²® «¾¡ ¿ ®°¡¨²  £°³¯-¯», ¯®°®¦¤á®© ±¥¬¥©±²¢®¬ ¯®²®ª®¢, ¥±²¼ ¯®£°³¦¥®¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥.�°¨ ½²®¬ ± ¬  £°³¯¯  ¬®¦¥² ¡»²¼ ±®¢¥°¸¥® ¥®¡®§°¨¬®©. �« ¢  8 ±®¤¥°-¦¨² ®¡¹¨¥ ´ ª²» ® ±²°³ª²³°¥ ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨,  ·¨ ¿ ± ¯°®±²®£®³±«®¢¨¿, £ ° ²¨°³¾¹¥£® ¨µ ¯®«®¬¥°®±²¼. � £« ¢¥ 9 ¢¢®¤¿²±¿ ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¿ ®¡° ²®© ±¢¿§¨, ¤   ª« ±±¨´¨ª ¶¨¿ «¨¥©»µ ±¨±²¥¬ ¯® ®²®¸¥¨¾ª ½²¨¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿¬,   ² ª¦¥ ½´´¥ª²¨¢® ®¯¨± » ±¨±²¥¬», ª®²®°»¥¬®¦® ¯°¥¢° ²¨²¼ ¢ «¨¥©»¥, ¥±«¨,  °¿¤³ ± £« ¤ª¨¬¨ § ¬¥ ¬¨ ¯¥°¥-¬¥»µ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ±®±²®¿¨©, ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ®¡° ²®©±¢¿§¨.�±² «¼ ¿ · ±²¼ ª¨£¨ ¢ ®±®¢®¬ ¯®±¢¿¹¥  ®¯²¨¬ «¼®¬³ ³¯° ¢«¥-¨¾. � £« ¢¥ 10 ¬» ±² ¢¨¬ § ¤ ·³ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿, ¤ á¬ ¥á £¥®-¬¥²°¨·¥±ª³¾ ¨²¥°¯°¥² ¶¨¾ ¨ ®¡±³¦¤ ¥¬ ¢®¯°®± ® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¨ °¥¸¥-¨¿. �« ¢  11 ±®¤¥°¦¨²  · «¼»¥ ±¢¥¤¥¨¿ ® ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ´®°¬ µ¨ £ ¬¨«¼²®®¢»µ ±¨±²¥¬ µ, ¥®¡µ®¤¨¬»¥ ¤«¿ ª¢ «¨´¨¶¨°®¢ ®£® ¨±±«¥-¤®¢ ¨¿ § ¤ · ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿. �« ¢  12 ¯®±¢¿¹¥  £¥®¬¥²°¨·¥±-ª®© ¡¥±ª®®°¤¨ ²®© ´®°¬³«¨°®¢ª¥ ¨ ¤¥² «¼®¬³ ¤®ª § ²¥«¼±²¢³ ¯°¨¶¨-¯  ¬ ª±¨¬³¬  �®²°¿£¨  | ª«¾·¥¢®£® °¥§³«¼² ²  ²¥®°¨¨ ®¯²¨¬ «¼®£®³¯° ¢«¥¨¿. �« ¢» 13{16 ±®¤¥°¦ ² ¬®£®·¨±«¥»¥ ¯°¨«®¦¥¨¿ ¯°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬ , ¢ª«¾· ¿ ®¤® «¾¡®¯»²®¥ ±¢®©±²¢® £ ¬¨«¼²®®¢»µ ±¨±²¥¬ ±¢»¯³ª«»¬¨ £ ¬¨«¼²®¨  ¬¨ ¨ ¤®±² ²®·® ¯®«»¥ ²¥®°¨¨ «¨¥©»µ § ¤ ·¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿ ¨ °¥£³«¿°»µ «¨¥©®-ª¢ ¤° ²¨·»µ § ¤ · ± ª®¥·»¬ £®-°¨§®²®¬. � £« ¢¥ 17 ®¡±³¦¤ ¥²±¿ £ ¬¨«¼²®®¢  ¢¥°±¨¿ ²¥®°¨¨ ¯®«¥© ½ª-±²°¥¬ «¥©, µ®°®¸® ¯°¨±¯®±®¡«¥ ¿ ¤«¿ ¯°¨«®¦¥¨© ª § ¤ · ¬ ®¯²¨¬ «¼-®£® ³¯° ¢«¥¨¿, ¨ ¢¢®¤¨²±¿ ³° ¢¥¨¥ � ¬¨«¼²®  { �ª®¡¨. �« ¢» 18 ¨19 ¯®±¢¿¹¥» ¬¥²®¤³ ¯®¤¢¨¦»µ °¥¯¥°®¢ ¨ § ¤ · ¬   £°³¯¯ µ �¨. �¯°¥-¤¥«¥¨¥ ¨ ¥®¡µ®¤¨¬»¥ ±¢¥¤¥¨¿ ® £°³¯¯ µ �¨ ¯°¨¢¥¤¥» ¢ £« ¢¥ 18; ¢±¥®¨ «¥£ª® ¢»¢®¤¿²±¿ ¨§ °¥§³«¼² ²®¢ ® ±¥¬¥©±²¢ µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©, ¯®«³-·¥»µ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¨µ £« ¢ µ. � £« ¢ µ 20 ¨ 21 ¯®¤°®¡® ¨§³· ¥²±¿ ¢²®° ¿¢ °¨ ¶¨¿ ¢ § ¤ · µ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿ ¨ ¢»¢®¤¿²±¿ ¥®¡µ®¤¨¬»¥ ¨¤®±² ²®·»¥ ³±«®¢¨¿ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª , ª ª ¤«¿ °¥£³«¿°»µ,² ª ¨ ¤«¿ ®±®¡»µ ½ª±²°¥¬ «¥©. � ª®°®²ª®© £« ¢¥ 22 ®¯¨±   ¯®«¥§ ¿ ¯°®-
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�« ¢  1�¥ª²®°»¥ ¯®«¿ ¨³¯° ¢«¿¥¬»¥ ±¨±²¥¬»  £« ¤ª¨µ ¬®£®®¡° §¨¿µ1.1 �« ¤ª¨¥ ¬®£®®¡° §¨¿�²®² ° §¤¥« ¯®±¢¿¹¥ ª° ²ª®¬³ ®¡§®°³ ®±®¢»µ ¯®¿²¨©, ±¢¿§ »µ ±£« ¤ª¨¬¨ ¬®£®®¡° §¨¿¬¨. �«¿ ¨µ ±¨±²¥¬ ²¨·¥±ª®£® ¨§³·¥¨¿ ·¨² ²¥«¼¬®¦¥² ®¡° ²¨²¼±¿ ª ¢¢®¤®© £« ¢¥ «¾¡®£® ³·¥¡¨ª  ¯®   «¨§³   ¬®-£®®¡° §¨¿µ,  ¯°¨¬¥° [147].� ¤ «¼¥©¸¥¬ £« ¤ª®±²¼ (¬®£®®¡° §¨¿, ®²®¡° ¦¥¨¿, ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿¨ ².¤.) ®§ · ¥² C1-£« ¤ª®±²¼.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.1. �®¤¬®¦¥±²¢® M � Rn  §»¢ ¥²±¿ £« ¤ª¨¬ k-¬¥°»¬¯®¤¬®£®®¡° §¨¥¬ Rn , k 6 n, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ x 2 M ±³¹¥±²¢³¥²®ª°¥±²®±²¼ Ox ¢ Rn , ¢ ª®²®°®© M § ¤ ¥²±¿ ®¤¨¬ ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ ±¯®±®¡®¢:(1) ±³¹¥±²¢³¥² £« ¤ª ¿ ¢¥ª²®°-´³ª¶¨¿F : Ox ! Rn�k ; rank dFd x ����x = n� k² ª ¿, ·²® Ox \M = F�1(0);(2) ±³¹¥±²¢³¥² £« ¤ª ¿ ¢¥ª²®°-´³ª¶¨¿f : V0 ! Rn¨§ ®ª°¥±²®±²¨  · «  ª®®°¤¨ ² 0 2 V0 � Rk , ² ª ¿, ·²®f(0) = x; rank d fd x ����0 = k1



2 ����� 1. ��������� ���� � ����������� �������¯°¨·¥¬ Ox \M = f(V0)¨ f : V0 ! Ox \M | £®¬¥®¬®°´¨§¬;(3) ±³¹¥±²¢³¥² £« ¤ª ¿ ¢¥ª²®°-´³ª¶¨¿� : Ox ! O0 � Rn  ®ª°¥±²®±²¼  · «  ª®®°¤¨ ² 0 2 O0 � Rn ² ª ¿, ·²®rank d�d x ����x = n¯°¨·¥¬ �(Ox \M) = Rk \ O0:�¯° ¦¥¨¥ 1.1. �®ª ¦¨²¥, ·²® ±¯®±®¡» (1){(3) «®ª «¼®£® ®¯¨± ¨¿£« ¤ª¨µ ¯®¤¬®£®®¡° §¨© ¢§ ¨¬® ½ª¢¨¢ «¥²».� ¬¥· ¨¿. (1) �³¹¥±²¢³¾² ¤¢  ²®¯®«®£¨·¥±ª¨ ° §«¨·»µ ®¤®¬¥°»µ¬®£®®¡° §¨¿: ¯°¿¬ ¿ R1 ¨ ®ª°³¦®±²¼ S1. �´¥°  S2 ¨ ²®° T2 = S1 � S1| ¤¢³¬¥°»¥ ¬®£®®¡° §¨¿. �®° ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢«¿²¼ ª ª ±´¥°³ ± °³·ª®©.�¾¡®¥ ª®¬¯ ª²®¥ ®°¨¥²¨°³¥¬®¥ ¤¢³¬¥°®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ ²®¯®«®£¨·¥±ª¨½ª¢¨¢ «¥²® ±´¥°¥ ± p °³·ª ¬¨, p = 0; 1; 2; : : : .(2) �« ¤ª¨¥ ¬®£®®¡° §¨¿ ¥±²¥±²¢¥® ¢®§¨ª ¾² ¢ ¯°®±²¥©¸¨µ § ¤ -· µ   «¨§ . � ¯°¨¬¥°, ®ª°³¦®±²¼ S1 ¨ ²®° T2 | ¥±²¥±²¢¥»¥ ®¡« ±²¨®¯°¥¤¥«¥¨¿ ±®®²¢¥²±²¢¥® ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ ¨ ¤¢ ¦¤» ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ ´³ª-¶¨©. �¤®°®¤»¥ ´³ª¶¨¨ 3-µ ¯¥°¥¬¥»µ ¥±²¥±²¢¥® ®£° ¨·¨¢ ²¼  ±´¥°³ S2.�² ª, £« ¤ª®¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥ ¥±²¼ ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¢ Rn , ª®²®°®¥ «®-ª «¼® ¬®¦¥² ¡»²¼ § ¤ ® °¥£³«¿°®© ±¨±²¥¬®© £« ¤ª¨µ ³° ¢¥¨© ¨«¨°¥£³«¿°®© £« ¤ª®© ¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¥©.�¥±¬®²°¿   ²®, ·²® ¨²³¨²¨¢® ¢ ¦® ¯°¥¤±² ¢«¿²¼ ¬®£®®¡° §¨¿ ª ª¯®¤¬®¦¥±²¢  ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²¢ , · ±²® ³¤®¡® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¬®£®-®¡° §¨¿ ¥§ ¢¨±¨¬® ®² ª ª®£® ¡» ²® ¨ ¡»«® ¢«®¦¥¨¿ ¢ Rn . �¡±²° ª²®¥¬®£®®¡° §¨¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.2. �« ¤ª¨¬ k-¬¥°»¬ ¬®£®®¡° §¨¥¬ M  §»¢ ¥²±¿ µ ³±-¤®°´®¢® ¯ ° ª®¬¯ ª²®¥ ²®¯®«®£¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ±²¢® ± § ¤ ®©   ¥¬£« ¤ª®© ±²°³ª²³°®©: M ¯®ª°»²® ±¨±²¥¬®© ®²ª°»²»µ ¯®¤¬®¦¥±²¢M = [�O�; §»¢ ¥¬»µ ª®®°¤¨ ²»¬¨ ®ª°¥±²®±²¿¬¨, ¢ ª ¦¤®© ¨§ ª®²®°»µ ®¯°¥¤¥-«¥ £®¬¥®¬®°´¨§¬ �� : O� ! Rk ; §»¢ ¥¬»© «®ª «¼®© ±¨±²¥¬®© ª®®°¤¨ ², ² ª ·²® ¢±¥ ª®¬¯®§¨¶¨¨�� ���1� : ��(O� \O�) � Rk ! ��(O� \O�) � Rk±³²¼ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬», ±¬. °¨±. 1.1.



1.1. ������� ������������ 3����O� O� �� ���1�M Rk�¨±. 1.1: �¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ²   £« ¤ª®¬ ¬®£®®¡° §¨¨M� ª ¯° ¢¨«®, ¬» ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ²®·ª³ £« ¤ª®£® ¬®£®®¡° §¨¿ ·¥°¥§ q,  ¥¥ ª®®°¤¨ ²®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ¢ «®ª «¼®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² | ·¥°¥§ x:q 2M; �� : O� ! Rk ; x = �(q) 2 Rk :�« ¤ª®¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥ ¢ Rn ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ®¯°¥¤¥«¥¨¾  ¡±²° ª²®£®¬®£®®¡° §¨¿. �¡° ²®, «¾¡®¥ ±¢¿§®¥ £« ¤ª®¥  ¡±²° ª²®¥ ¬®£®®¡° §¨¥¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª £« ¤ª®¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥ ¢ Rn . �«¿ ²®£®, ·²®¡»±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ²®·® ½²® ³²¢¥°¦¤¥¨¥, ¤ ¤¨¬ ¤¢  ®¯°¥¤¥«¥¨¿.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.3. �³±²¼ M ¨ N | ±®®²¢¥²±²¢¥® k- ¨ l-¬¥°»¥ £« ¤ª¨¥¬®£®®¡° §¨¿. �¥¯°¥°»¢®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥f : M ! N §»¢ ¥²±¿ £« ¤ª¨¬, ¥±«¨ ®® £« ¤ª® ¢ ª®®°¤¨ ² µ. � ¨¬¥®, ¯³±²¼ M =[�O� ¨ N = [�V� | ¯®ª°»²¨¿ M ¨ N ª®®°¤¨ ²»¬¨ ®ª°¥±²®±²¿¬¨ ¨�� : O� ! Rk ; 	� : V� ! Rl±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ª®®°¤¨ ²»¥ ®²®¡° ¦¥¨¿. �®£¤  ¤«¿ £« ¤ª®±²¨ f ¢±¥ª®¬¯®§¨¶¨¨	� � f ���1� : ��(O� \ f�1(V�)) � Rk ! 	�(f(O�) \ V�) � Rl®¡¿§ » ¡»²¼ £« ¤ª¨¬¨.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.4. �« ¤ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ M  §»¢ ¥²±¿ ¤¨´´¥®¬®°´»¬£« ¤ª®¬³ ¬®£®®¡° §¨¾ N , ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² £®¬¥®¬®°´¨§¬f : M ! N² ª®©, ·²® ª ª f , ² ª ¨ ¥£® ®¡° ¹¥¨¥ f�1 | £« ¤ª¨¥ ®²®¡° ¦¥¨¿. � ª®¥®²®¡° ¦¥¨¥ f  §»¢ ¥²±¿ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬®¬.



4 ����� 1. ��������� ���� � ����������� ��������®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬®¢ f : M ! M £« ¤ª®£® ¬®£®®¡° §¨¿M ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ Di�M .�« ¤ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ f : M ! N  §»¢ ¥²±¿ ¢«®¦¥¨¥¬ ¬®£®®¡° §¨¿M ¢ N , ¥±«¨ ®²®¡° ¦¥¨¥   ®¡° § f : M ! f(M) ¥±²¼ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬.�²®¡° ¦¥¨¥ f : M ! N  §»¢ ¥²±¿ ±®¡±²¢¥»¬, ¥±«¨ ¯°®®¡° § f�1(K)ª®¬¯ ª²¥ ¤«¿ «¾¡®£® ª®¬¯ ª²  K b N (®¡®§ ·¥¨¥ K b N ®§ · ¥², ·²®K ¥±²¼ ª®¬¯ ª²®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¬®¦¥±²¢  N).�¥®°¥¬  1.1 (�¨²¨). �¾¡®¥ £« ¤ª®¥ ±¢¿§®¥ k-¬¥°®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ ¨¬¥-¥² ±®¡±²¢¥®¥ ¢«®¦¥¨¥ ¢ R2k+1 .�² ª, ¬®¦® ±ª § ²¼, ·²® £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ | ½²® ¯°®±²° ±²¢®,¢»£«¿¤¿¹¥¥ «®ª «¼® ª ª «¨¥©®¥, ® ¡¥§ ´¨ª±¨°®¢ ®© «¨¥©®© ±²°³ª-²³°», ² ª ·²® ¢±¥ £« ¤ª¨¥ ±¨±²¥¬» ª®®°¤¨ ² ° ¢®¯° ¢». �¬¥® ¿§»ª¬®£®®¡° §¨©,   ¥ «¨¥©»µ ¯°®±²° ±²¢, ¿¢«¿¥²±¿ ¥±²¥±²¢¥»¬ ¿§»ª®¬±®¢°¥¬¥®£® ¥«¨¥©®£®   «¨§ .1.2 �¥ª²®°»¥ ¯®«¿   £« ¤ª¨µ¬®£®®¡° §¨¿µ� ± ²¥«¼®¥ ¯°®±²° ±²¢® £« ¤ª®£® ¬®£®®¡° §¨¿ ¢ ²®·ª¥ | ½²® «¨¥©®¥¯°¨¡«¨¦¥¨¥ ¬®£®®¡° §¨¿ ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ½²®© ²®·ª¨.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.5. �³±²¼ M | £« ¤ª®¥ k-¬¥°®¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥ ¢ Rn ¨x 2M | ¥£® ²®·ª . � ± ²¥«¼»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ ªM ¢ ²®·ª¥ x  §»¢ ¥²±¿k-¬¥°®¥ «¨¥©®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®TxM � Rn ;ª®²®°®¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬ ¢ ±«³· ¿µ (1){(3) �¯°¥¤¥«¥-¨¿ 1.1:(1) TxM = Ker dFd x ����x,(2) TxM = Im d fd x ����0,(3) TxM = � d�d x ����x��1 Rk .� ¬¥· ¨¥. � ± ²¥«¼®¥ ¯°®±²° ±²¢® ¥ § ¢¨±¨² ®² ª®®°¤¨ ², ² ª ª ª£« ¤ª¨¥ § ¬¥» ¯¥°¥¬¥»µ ¯®°®¦¤ ¾² «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ª ± -²¥«¼®£® ¯°®±²° ±²¢ .� ± ²¥«¼®¥ ¯°®±²° ±²¢®  ¡±²° ª²®£® ¬®£®®¡° §¨¿ ¢ ²®·ª¥ ®¯°¥¤¥«¿-¥²±¿ ª ª ¬®¦¥±²¢® ¢¥ª²®°®¢ ±ª®°®±²¨ ¢±¥µ £« ¤ª¨µ ª°¨¢»µ   ¬®£®®¡° -§¨¨, ¢»µ®¤¿¹¨µ ¨§ ½²®© ²®·ª¨.



1.2. ��������� ���� �� ������� ������������� 5�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.6. �³±²¼ (�) | £« ¤ª ¿ ª°¨¢ ¿   ¬®£®®¡° §¨¨ M , ¢»-µ®¤¿¹ ¿ ¨§ ²®·ª¨ q 2M : : (�"; ")!M £« ¤ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥; (0) = q:� ± ²¥«¼»¬ ¢¥ª²®°®¬ d d t ����t=0 = _(0)ª°¨¢®© (�) ¢ ²®·ª¥ q  §»¢ ¥²±¿ ª« ±± ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¢±¥µ £« ¤ª¨µ ª°¨-¢»µ ¢ M , ¢»µ®¤¿¹¨µ ¨§ q ¨ ¨¬¥¾¹¨µ ² ª®© ¦¥ ¬®£®·«¥ �¥©«®°  ¯®°¿¤-ª  1, ª ª (�), ¢ «¾¡®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ² ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ²®·ª¨ q.(0) _(0) (t)
�¨±. 1.2: � ± ²¥«¼»© ¢¥ª²®° _(0)�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.7. � ± ²¥«¼»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ £« ¤ª®£® ¬®£®®¡° §¨¿M¢ ²®·ª¥ q 2M  §»¢ ¥²±¿ ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ª ± ²¥«¼»µ ¢¥ª²®°®¢ ¢±¥µ £« ¤-ª¨µ ª°¨¢»µ ¢ M , ¢»µ®¤¿¹¨µ ¨§ q:TqM = � d d t ����t=0 j  : (�"; ")!M £« ¤ª ¿; (0) = q� :MqTqM (t)_(0)

�¨±. 1.3: � ± ²¥«¼®¥ ¯°®±²° ±²¢® TqM�¯° ¦¥¨¥ 1.2. �³±²¼ M | £« ¤ª®¥ k-¬¥°®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ ¨ q 2 M .�®ª ¦¨²¥, ·²® ª ± ²¥«¼®¥ ¯°®±²° ±²¢® TqM ¨¬¥¥² ¥±²¥±²¢¥³¾ ±²°³ª-²³°³ k-¬¥°®£® «¨¥©®£® ¯°®±²° ±²¢ .



6 ����� 1. ��������� ���� � ����������� ��������¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.8. �« ¤ª¨¬ ¢¥ª²®°»¬ ¯®«¥¬   £« ¤ª®¬ ¬®£®®¡° §¨¨ M §»¢ ¥²±¿ £« ¤ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥q 2M 7! V (q) 2 TqM;±®¯®±² ¢«¿¾¹¥¥ «¾¡®© ²®·ª¥ q 2M ª ± ²¥«¼»© ¢¥ª²®° V (q) ¢ ½²®© ²®·ª¥.�» ¡³¤¥¬ ®¡®§ · ²¼ ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ £« ¤ª¨µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©   £« ¤-ª®¬ ¬®£®®¡° §¨¨ M ·¥°¥§ VecM .�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.9. �« ¤ª®© ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬®©, ¨«¨ ®¡»ª®¢¥»¬¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»¬ ³° ¢¥¨¥¬ (��� )   £« ¤ª®¬ ¬®£®®¡° §¨¨ M  §»-¢ ¥²±¿ ³° ¢¥¨¥ ¢¨¤  d qd t = V (q); q 2M;¨«¨, ·²® ²® ¦¥ ± ¬®¥, _q = V (q); q 2M;£¤¥ V (q) | £« ¤ª®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥   M . �¥¸¥¨¥¬ ½²®© ±¨±²¥¬»  §»¢ -¥²±¿ £« ¤ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥  : I !M¨²¥°¢ «  I � R ¢ ¬®£®®¡° §¨¥ M , ² ª®¥, ·²®d d t = V ((t)) 8 t 2 I:(t) V ((t))
�¨±. 1.4: �¥¸¥¨¥ ��� _q = V (q)



1.2. ��������� ���� �� ������� ������������� 7�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.10. �³±²¼ � : M ! N | £« ¤ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¬¥¦¤³£« ¤ª¨¬¨ ¬®£®®¡° §¨¿¬¨ M ¨ N . �¨´´¥°¥¶¨ «®¬ � ¢ ²®·ª¥ q 2M  §»-¢ ¥²±¿ «¨¥©®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥Dq� : TqM ! T�(q)N;ª®²®°®¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:Dq�� d d t ����t=0� = dd t ����t=0 �((t));¤«¿ «¾¡®© £« ¤ª®© ª°¨¢®© ¢ M , ¢»µ®¤¿¹¥© ¨§ q: : (�"; ") � R !M; (0) = q:q = (0) v = _(0)(t)M �(q) �((t))Dq� vNDq��
�¨±. 1.5: �¨´´¥°¥¶¨ « Dq� ®²®¡° ¦¥¨¿ ��§³·¨¬ ¤¥©±²¢¨¥ £« ¤ª¨µ ®²®¡° ¦¥¨©   ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿. �³±²¼ V 2VecM | ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥   M ¨ ¯³±²¼_q = V (q) (1.1)¥±²¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ³° ¢¥¨¥. �²®¡»  ©²¨ ®¡° §¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ V (q) ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬ � : M ! N; � : q 7! x = �(q);¢®§¼¬¥¬ °¥¸¥¨¥ q(t) ³° ¢¥¨¿ (1.1) ¨  ©¤¥¬ ³° ¢¥¨¥, ª®²®°®¬³ ³¤®¢-«¥²¢®°¿¥² ®¡° § °¥¸¥¨¿ x(t) = �(q(t)):_x(t) = dd t�(q(t)) = (Dq�) _q(t) = (Dq�)V (q(t)) = (D��1(x)�)V (��1(x(t))):�² ª, ¨±ª®¬®¥ ³° ¢¥¨¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤_x = �D��1(x)��V (��1(x)): (1.2)



8 ����� 1. ��������� ���� � ����������� �������� ¯° ¢®© · ±²¨ ½²®£® ³° ¢¥¨¿ ±²®¨² ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥   N , ¯®°®¦¤¥®¥¤¨´´¥®¬®°´¨§¬®¬ �:(��V )(x) def= �D��1(x)��V (��1(x)):�¨¬¢®« ��q ¨±¯®«¼§³¥²±¿,  °¿¤³ ± Dq�, ¤«¿ ®¡®§ ·¥¨¿ ¤¨´´¥°¥¶¨ « ®²®¡° ¦¥¨¿ � ¢ ²®·ª¥ q.� ¬¥· ¨¥. �®®¡¹¥ £®¢®°¿, £« ¤ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ � ¯®°®¦¤ ¥² ®²®¡° ¦¥¨¥ª ± ²¥«¼»µ ¢¥ª²®°®¢,   ¥ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©. �«¿ ²®£®, ·²®¡»D� ®²®¡° ¦ «¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ ¢ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿, � ¤®«¦® ¡»²¼ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬®¬.1.3 �¡»ª®¢¥»¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»¥³° ¢¥¨¿ ¨ ¯®²®ª¨�¥®°¥¬  1.2. � ±±¬®²°¨¬ £« ¤ª®¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ³° ¢¥¨¥_q = V (q); q 2M � Rn ; (1.3)  £« ¤ª®¬ ¬®£®®¡° §¨¨ M ¢ Rn . �«¿ «¾¡®©  · «¼®© ²®·ª¨ q0 2 M ±³-¹¥±²¢³¥² ¥¤¨±²¢¥®¥ °¥¸¥¨¥q(t; q0); t 2 (a; b); a < 0 < b;³° ¢¥¨¿ (1:3) ±  · «¼»¬ § ·¥¨¥¬q(0; q0) = q0;®¯°¥¤¥«¥®¥   ¤®±² ²®·® ¬ «®¬ ¨²¥°¢ «¥ (a; b). �²®¡° ¦¥¨¥(t; q0) 7! q(t; q0)£« ¤ª®¥. � · ±²®±²¨, ®¡« ±²¼ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ (a; b) °¥¸¥¨¿ q( � ; q0) ¬®¦¥²¡»²¼ ¢»¡°   £« ¤ª® § ¢¨±¿¹¥© ®² ²®·ª¨ q0.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �» ¤®ª ¦¥¬ ½²³ ²¥®°¥¬³, ±¢®¤¿ ¥¥ ª ª« ±±¨·¥±ª®¬³   -«®£³ ¢ Rn . �²¢¥°¦¤¥¨¥ ²¥®°¥¬» «®ª «¼®. �»¯°¿¬¨¬ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥ M¢ ®ª°¥±²®±²¨ ²®·ª¨ q0: � : Oq0 � Rn ! O0 � Rn ;�(Oq0 \M) = Rk :� ±±¬®²°¨¬ ®£° ¨·¥¨¥ ' = �jM . �°¨¢ ¿ q(t) ¢ M ¥±²¼ °¥¸¥¨¥ ³° ¢¥-¨¿ (1.3) ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¥¥ ®¡° § x(t) = '(q(t)) ¢ Rk | °¥¸¥¨¥¨¤³¶¨°®¢ ®© ±¨±²¥¬» _x = ��V (x); x 2 Rk ;¯®½²®¬³ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ²¥®°¥¬» ±«¥¤³¥² ¨§   «®£¨·®© ²¥®°¥¬» ¤«¿ ¤¨´-´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨© ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥.



1.3. ���������������� ��������� � ������ 9�¥®°¥¬  1.3. �³±²¼ M � Rn | £« ¤ª®¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥,   ±¨±²¥¬  ¤¨´-´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨© ¢ Rn_q = V (q); q 2 Rn ; (1.4)³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¾ V (q) 2 TqM ¤«¿ ¢±¥µ q 2M:�®£¤  ¤«¿ «¾¡®©  · «¼®© ²®·ª¨ q0 2M ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ °¥¸¥¨¥ q(t; q0)³° ¢¥¨¿ (1:4) ±  · «¼»¬ ³±«®¢¨¥¬ q(0; q0) = q0 ¯°¨ ¤«¥¦¨²M ¤«¿ ¢±¥µ¤®±² ²®·® ¬ «»µ jtj.�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ®£° ¨·¥¨¥ ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿:f = V jM :�® ²¥®°¥¬¥ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¤«¿ M , ±¨±²¥¬ _q = f(q); q 2M;¨¬¥¥² °¥¸¥¨¥ q(t; q0), q(0; q0) = q0, ² ª®¥, ·²®q(t; q0) 2M ¯°¨ ¬ «»µ jtj: (1.5)� ¤°³£®© ±²®°®», ª°¨¢ ¿ q(t; q0) ¥±²¼ °¥¸¥¨¥ ³° ¢¥¨¿ (1.4) ± ²¥¬ ¦¥ · «¼»¬ ³±«®¢¨¥¬. �®½²®¬³ ¢ª«¾·¥¨¥ (1.5) § ¢¥°¸ ¥² ¤®ª § ²¥«¼±²¢®²¥®°¥¬».�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.11. �¥ª²®°®¥ ¯®«¥ V 2 VecM  §»¢ ¥²±¿ ¯®«»¬, ¥±«¨¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ q0 2M °¥¸¥¨¥ q(t; q0) § ¤ ·¨ �®¸¨_q = V (q); q(0; q0) = q0 (1.6)®¯°¥¤¥«¥® ¤«¿ ¢±¥µ t 2 R.�°¨¬¥° 1.1. �¥ª²®°®¥ ¯®«¥ V (x) = x ¯®«®   ¢±¥© ¯°¿¬®© R,   ² ª¦¥  ¥¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢ µ R n f0g, (�1; 0), (0;+1), ¨ f0g, ® ¥¯®«® ¨   ª ª¨µ¤°³£¨µ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¿µ ¯°¿¬®©. �¥ª²®°®¥ ¯®«¥ V (x) = x2 ¥¯®«® ¨  ª ª¨µ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¿µ ¯°¿¬®©, ª°®¬¥ f0g.�°¥¤«®¦¥¨¥ 1.1. �³±²¼ ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ " > 0, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® q0 2M °¥¸¥¨¥ q(t; q0) § ¤ ·¨ �®¸¨ (1:6) ®¯°¥¤¥«¥® ¯°¨ t 2 (�"; "). �®£¤  ¢¥ª-²®°®¥ ¯®«¥ V (q) ¯®«®.� ¬¥· ¨¥. � ½²®¬ ³²¢¥°¦¤¥¨¨ ²°¥¡³¥²±¿, ·²®¡» ±³¹¥±²¢®¢ «® " > 0, ®¡-¹¥¥ ¤«¿ ¢±¥µ  · «¼»µ ²®·¥ª q0 2M . �®®¡¹¥ £®¢®°¿, " ¬®¦¥² ¡»²¼ ¥ ®²-¤¥«¥® ®² ³«¿ ¤«¿ ¢±¥µ q0 2M . � ¯°¨¬¥°, ¤«¿ ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ W (x) = x2"! 0 ¯°¨ x0 !1.



10 ����� 1. ��������� ���� � ����������� ��������®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ ³±«®¢¨¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¿ ¢»¯®«¿¥²±¿. �®£¤  ¬®¦®®¯°¥¤¥«¨²¼ ±«¥¤³¾¹¥¥ ±¥¬¥©±²¢® ®²®¡° ¦¥¨©   M :P t : M !M; t 2 (�"; ");P t : q0 7! q(t; q0):P t(q0) ¥±²¼ ±¤¢¨£ ²®·ª¨ q0 2 M ¢¤®«¼ ²° ¥ª²®°¨¨ ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ V (q) § ¢°¥¬¿ t. �® ²¥®°¥¬¥ 1.2, ¢±¥ ®²®¡° ¦¥¨¿ P t £« ¤ª¨¥. �®«¥¥ ²®£®, fP t j t 2(�"; ") g ¥±²¼ £« ¤ª®¥ ±¥¬¥©±²¢® ®²®¡° ¦¥¨©.�·¥¼ ¢ ¦®¥ ±¢®©±²¢® ½²®£® ±¥¬¥©±²¢  ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ®® ®¡° §³¥²®¤®¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª³¾ £°³¯¯³, ².¥.P t(P s(q)) = P s(P t(q)) = P t+s(q); q 2M; t; s; t+ s 2 (�"; "):�¥©±²¢¨²¥«¼®, ®¡¥ ª°¨¢»¥ ¢ M :t 7! P t(P s(q)) ¨ t 7! P t+s(q)³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³° ¢¥¨¾ _q = V (q) ± ®¤¨¬ ¨ ²¥¬ ¦¥  · «¼»¬ ³±«®¢¨¥¬P 0(P s(q)) = P 0+s(q) = P s(q). � ±¨«³ ¥¤¨±²¢¥®±²¨, P t(P s(q)) = P t+s(q).� ¢¥±²¢® ¤«¿ P s(P t(q)) ¯®«³· ¥²±¿ ¯¥°¥±² ®¢ª®© t ¨ s.�®½²®¬³ ¢»¯®«¥» ±«¥¤³¾¹¨¥ «®ª «¼»¥ £°³¯¯®¢»¥ ±¢®©±²¢  ±¥¬¥©±²-¢  P t: P t � P s = P s � P t = P t+s; t; s; t+ s 2 (�"; ");P 0 = Id;P�t � P t = P t � P�t = Id; t 2 (�"; ");P�t = �P t��1 ; t 2 (�"; "):� · ±²®±²¨, ¢±¥ P t ±³²¼ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬».�¯°¥¤¥«¨¬ ±¥¬¥©±²¢® P t ¤«¿ ¢±¥µ § ·¥¨© t 2 R. �¾¡®¥ t 2 R ¬®¦®¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥t = "2K + �; 0 6 � < "2 ; K = 0;�1;�2; : : : :�®«®¦¨¬ P t def= P � � P�"=2 � � � � � P�"=2| {z }jKj ° § ; � = sgn t:�®£¤  ª°¨¢ ¿ t 7! P t(q0); t 2 R;¥±²¼ °¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨ �®¸¨ (1.6).�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.12. �«¿ ¯®«®£® ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ V 2 VecM ®²®¡° ¦¥¨¥t 7! P t; t 2 R; §»¢ ¥²±¿ ¯®²®ª®¬, ¯®°®¦¤¥»¬ ¯®«¥¬ V .



1.3. ���������������� ��������� � ������ 11q P t(q)V M�¨±. 1.6: �®²®ª P t ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ V� ¬¥· ¨¥. �®«¥§® ¯°¥¤±² ¢«¿²¼ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ V 2 VecM ª ª ¯®«¥ ±ª®-°®±²¥© ¦¨¤ª®±²¨, ¤¢¨¦³¹¥©±¿ ¯® M . �®²®ª P t ¯¥°¥®±¨² §  ¢°¥¬¿ t 2 R«¾¡³¾ · ±²¨¶³ ¨§ ¯®«®¦¥¨¿ q 2M ¢ ¯®«®¦¥¨¥ P t(q) 2M , ±¬. °¨±. 1.6.�°®±²»¥ ¤®±² ²®·»¥ ³±«®¢¨¿ ¯®«®²» ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ ¬®¦® ±´®°¬³-«¨°®¢ ²¼ ¢ ²¥°¬¨ µ ª®¬¯ ª²®±²¨.�°¥¤«®¦¥¨¥ 1.2. �³±²¼ K bM | ª®¬¯ ª²®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢®, ¨ ¯³±²¼V 2 VecM . �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² "K > 0 ² ª®¥, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® q0 2 K °¥¸¥-¨¥ q(t; q0) § ¤ ·¨ �®¸¨ (1:6) ®¯°¥¤¥«¥® ¯°¨ ¢±¥µ t 2 (�"K ; "K).�®ª § ²¥«¼±²¢®. �® ²¥®°¥¬¥ 1.2, ®¡« ±²¼ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ °¥¸¥¨¿ q(t; q0) ¬®-¦¥² ¡»²¼ ¢»¡°   ¥¯°¥°»¢® § ¢¨±¿¹¥© ®² q0. �¨ ¬¥²° ®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥-«¥¨¿ ¨¬¥¥² ¯®«®¦¨²¥«¼³¾ ¨¦¾¾ £° ¼ 2"K ¤«¿ q0, ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨µª®¬¯ ª²³ K.�«¥¤±²¢¨¥ 1.1. �¾¡®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ V 2 VecM   ª®¬¯ ª²®¬ ¬®£®-®¡° §¨¨ M ¯®«®.�«¥¤±²¢¨¥ 1.2. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ V 2 VecM ¨¬¥¥² ª®¬-¯ ª²»© ®±¨²¥«¼:suppV def= f q 2M j V (q) 6= 0 g ª®¬¯ ª²¥.�®£¤  ¯®«¥ V ¯®«®.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ±®£« ±® ¯°¥¤«®¦¥¨¾ 1.2, ±³¹¥±²¢³¥²" > 0 ² ª®¥, ·²® ¢±¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ¯®«¿ V ,  ·¨ ¾¹¨¥±¿ ¢ suppV , ®¯°¥-¤¥«¥» ¤«¿ t 2 (�"; "). �® V jMnsuppV = 0, ¯®½²®¬³ ¢±¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ¯®«¿ V , ·¨ ¾¹¨¥±¿ ¢¥ suppV , ¯®±²®¿», ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ®¯°¥¤¥«¥» ¤«¿ ¢±¥µt 2 R. � ±¨«³ ¯°¥¤«®¦¥¨¿ 1.1, ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ V ¯®«®.� ¬¥· ¨¥. �±«¨ ¬» ¨²¥°¥±³¥¬±¿ ¯®¢¥¤¥¨¥¬ (²° ¥ª²®°¨©) ¢¥ª²®°®£® ¯®-«¿ V 2 VecM ¢ ª®¬¯ ª²®¬ ¯®¤¬®¦¥±²¢¥ K b M , ¬®¦® ±·¨² ²¼, ·²® V



12 ����� 1. ��������� ���� � ����������� �������¯®«®. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢®§¼¬¥¬ ®²ª°»²³¾ ®ª°¥±²®±²¼ OK ¯®¤¬®¦¥±²¢ K ± ª®¬¯ ª²»¬ § ¬»ª ¨¥¬ OK . � ©¤¥¬ ´³ª¶¨¾ a 2 C1(M) ² ª³¾,·²® a(q) = � 1; q 2 K;0; q 2M nOK :�®£¤  ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ a(q)V (q) 2 VecM ¯®«®, ² ª ª ª ®® ¨¬¥¥² ª®¬¯ ª²-»© ®±¨²¥«¼. � ¤°³£®© ±²®°®», ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ a(q)V (q) ¨ V (q) ±®¢¯ ¤ ¾²¢ K, ¯®½²®¬³ ®¨ ¨¬¥¾² ®¤¨ ¨ ²¥ ¦¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ¢ ½²®¬ ¯®¤¬®¦¥±²¢¥.1.4 �¯° ¢«¿¥¬»¥ ±¨±²¥¬»�«¿ ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬ ¨µ ¡³¤³¹¥¥ q(t; q0), t > 0, ¯®«®±²¼¾ ®¯°¥¤¥«¿¥²-±¿  ±²®¿¹¨¬ ±®±²®¿¨¥¬ q0 = q(0; q0). � ª® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ q0 7! q(t; q0)| ½²® ¯®²®ª P t, ¯®½²®¬³ ¤¨ ¬¨ª  ±¨±²¥¬»_q = V (q); q 2M; (1.7)®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ®¤¨¬ ¢¥ª²®°»¬ ¯®«¥¬ V (q).�«¿ ²®£®, ·²®¡» ¡»²¼ ¢ ±®±²®¿¨¨ ¢«¨¿²¼   ¤¨ ¬¨ª³, ³¯° ¢«¿²¼ ¥¾,° ±±¬®²°¨¬ ±¥¬¥©±²¢® ¤¨ ¬¨·¥±ª¨µ ±¨±²¥¬_q = Vu(q); q 2M; u 2 U; (1.8)£¤¥ ±¥¬¥©±²¢® ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© Vu ¯ ° ¬¥²°¨§®¢ ® ¯ ° ¬¥²°®¬ u 2 U . �¨±-²¥¬  ¢¨¤  (1.8)  §»¢ ¥²±¿ ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬®©. �¥°¥¬¥ ¿ u  §»¢ ¥²-±¿ ³¯° ¢«¿¾¹¨¬ ¯ ° ¬¥²°®¬,   ¬®¦¥±²¢® U | ¯°®±²° ±²¢®¬ ³¯° ¢«¿¾-¹¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢ . �¯°¨®°¨ ¨ª ª¨¥ ®£° ¨·¥¨¿   ¬®¦¥±²¢® U ¥  ª« -¤»¢ ¾²±¿, ½²® ¯°®¨§¢®«¼®¥ ¬®¦¥±²¢®, ®¤ ª® ®¡»·® U ¡³¤¥² ¯®¤¬®-¦¥±²¢®¬ £« ¤ª®£® ¬®£®®¡° §¨¿. �¥°¥¬¥ ¿ q  §»¢ ¥²±¿ ±®±²®¿¨¥¬,  ¬®£®®¡° §¨¥ M | ¯°®±²° ±²¢®¬ ±®±²®¿¨© ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬» (1.8).¥¬®© ±¨±²¥¬» (1.8) ¢ «¾¡®© ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨, ¨§¬¥¿¿ § ·¥¨¿ ³¯° ¢«¥-¨¿ u 2 U . �«¿ «¾¡®£® u 2 U ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ Vu 2 VecM¯®°®¦¤ ¥² ¯®²®ª, ª®²®°»© ®¡®§ · ¥²±¿ ·¥°¥§ P tu.�¨¯¨· ¿ § ¤ ·  ²¥®°¨¨ ³¯° ¢«¥¨¿ ±®±²®¨² ¢  µ®¦¤¥¨¨ ¬®¦¥±²¢ ²®·¥ª, ¤®±²¨¦¨¬»µ ¨§  · «¼®© ²®·ª¨ q0 2 M ¡« £®¤ °¿ ¢»¡®°³ ¢±¥¢®§-¬®¦»µ § ·¥¨© u 2 U ¨ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¾ ¬¥¦¤³ ½²¨¬¨ § ·¥¨¿¬¨ ¢ ° §-»¥ ¬®¬¥²» ¢°¥¬¥¨ (¤«¿ ¤¨ ¬¨·¥±ª®© ±¨±²¥¬» (1.7) ² ª®¥ ¬®¦¥±²¢®¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ¥±²¼ ¯°®±²® ¯®«®¦¨²¥«¼ ¿ ¯®«³²° ¥ª²®°¨¿ q(t; q0) = P t(q0),t > 0). �³±²¼ ¬» ¢»µ®¤¨¬ ¨§ ²®·ª¨ q0 2M ¨ ¯°¨¬¥¿¥¬ ±«¥¤³¾¹³¾ ±²° -²¥£¨¾ ³¯° ¢«¥¨¿ ¤«¿ ±¨±²¥¬» (1.8): ± · «  ¢»¡¨° ¥¬ ¥ª®²®°®¥ § ·¥¨¥³¯° ¢«¿¾¹¥£® ¯ ° ¬¥²°  u1 2 U ,   § ²¥¬ ¯¥°¥ª«¾· ¥¬±¿   ¤°³£®¥ § ·¥-¨¥ u2 2 U . � ª¨¥ ²®·ª¨ ¢ M ¤®±²¨¦¨¬» ± ¯®¬®¹¼¾ ² ª®© ±²° ²¥£¨¨? �¯®¬®¹¼¾ ³¯° ¢«¿¾¹¥£® ¯ ° ¬¥²°  u1 ¬®¦® ¯®¯ ±²¼ ¢ ²®·ª¨ ¢¨¤ fP t1u1(q0) j t1 > 0 g;



1.4. ����������� ������� 13  ¢±¥ ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬»µ ²®·¥ª ¨¬¥¥² ¢¨¤fP t2u2 � P t1u1(q0) j t1; t2 > 0 g;².¥. ½²® ª³±®ª 2-¬¥°®© ¯®¢¥°µ®±²¨:P t1u1 P t2u2q0�±²¥±²¢¥® § ¤ ²¼ ±«¥¤³¾¹¨© ¢®¯°®±: ª ª¨¥ ²®·ª¨ ¤®±²¨¦¨¬» ¨§ q0 ±¯®¬®¹¼¾ «¾¡»µ ¢®§¬®¦»µ ±²° ²¥£¨© ³¯° ¢«¥¨¿?�» ¢¥°¥¬±¿ ª ½²®¬³ ¢®¯°®±³ ¨¦¥,   ±¥©· ± ° ±±¬®²°¨¬ ¯°¨¬¥° ³¯° ¢-«¿¥¬®© ±¨±²¥¬» | ³¯°®¹¥®© ¬®¤¥«¨  ¢²®¬®¡¨«¿.�°¨¬¥° 1.2. �» ±·¨² ¥¬, ·²® ±®±²®¿¨¥ ¬ ¸¨» ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¯®«®¦¥¨-¥¬ ¥¥ ¶¥²°  ¬ ±± x = (x1; x2) 2 R2 ¨ ³£«®¬ ®°¨¥² ¶¨¨ � 2 S1 ®²®±¨²¥«¼®¯®«®¦¨²¥«¼®£®  ¯° ¢«¥¨¿ ®±¨ x1. �®½²®¬³ ¯°®±²° ±²¢® ±®±²®¿¨© ±¨±-²¥¬» ¥±²¼ ¥²°¨¢¨ «¼®¥ 3-¬¥°®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ | ¯®«®²®°¨©M = f q = (x; �) j x 2 R2 ; � 2 S1 g = R2 � S1:�³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ¢®§¬®¦» ¤¢¨¦¥¨¿ ¤¢³µ ¢¨¤®¢: ¬®¦® ¥µ ²¼ ¢¯¥-°¥¤ ¨  § ¤ ± ¥ª®²®°®© ¯®±²®¿®© «¨¥©®© ±ª®°®±²¼¾ u1 2 R, ¨ ¬®¦®¯®¢®° ·¨¢ ²¼ ¬ ¸¨³ ¢®ª°³£ ¶¥²°  ¬ ±± ± ¯®±²®¿®© ³£«®¢®© ±ª®°®±²¼¾u2 2 R. �®«¥¥ ²®£®, ½²¨ ±¯®±®¡» ¤¢¨¦¥¨¿ ¬®¦® ª®¬¡¨¨°®¢ ²¼ ¥ª®²®°»¬¤®¯³±²¨¬»¬ ®¡° §®¬.�¨ ¬¨·¥±ª ¿ ±¨±²¥¬ , ®¯¨±»¢ ¾¹ ¿ ¤¢¨¦¥¨¥ ¯® ¯°¿¬®© ±® ±ª®°®±²¼¾u1 2 R, ¨¬¥¥² ¢¨¤ 8<: _x1 = u1 cos �;_x2 = u1 sin �;_� = 0: (1.9)�° ¹¥¨¥ ± ³£«®¢®© ±ª®°®±²¼¾ u2 2 R ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ±¨±²¥¬®©8<: _x1 = 0;_x2 = 0;_� = u2: (1.10)



14 ����� 1. ��������� ���� � ����������� ��������¯° ¢«¿¾¹¨© ¯ ° ¬¥²° u = (u1; u2) ¬®¦¥² ¯°¨¨¬ ²¼ § ·¥¨¿ ¢ ¥ª®²®-°®¬ § ¤ ®¬ ¯®¤¬®¦¥±²¢¥ U � R2 . � ¯¨¸¥¬ ³° ¢¥¨¿ (1.9) ¨ (1.10) ¢¢¥ª²®°®© ´®°¬¥: _q = u1V1(q); _q = u2V2(q);£¤¥ V1(q) = 0@ cos �sin �0 1A ; V2(q) = 0@ 001 1A (1.11)±³²¼ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿   ¬®£®®¡° §¨¨ M . �®£¤   ¸  ¬®¤¥«¼ ¨¬¥¥² ¢¨¤_q = Vu(q) = u1V1(q) + u2V2(q); q 2M; u 2 U:�²³ ¬®¤¥«¼ ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¢ ª®¬¯«¥ª±®© ´®°¬¥:z = x1 + ix2 2 C ;_z = u1ei�;_� = u2;(u1; u2) 2 U; (z; �) 2 C � S1:� ¬¥· ¨¥. �¯° ¢«¿¥¬³¾ ±¨±²¥¬³ (1.8) · ±²® § ¯¨±»¢ ¾² ¢ ¤°³£®¬ ¢¨¤¥:_q = f(q; u); q 2M; u 2 U:�» ¯°¥¤¯®·¨² ¥¬ ®¡®§ ·¥¨¥ Vu(q), ¯®¤·¥°ª¨¢ ¾¹¥¥, ·²® ¯°¨ ´¨ª±¨°®-¢ ®¬ u 2 U , Vu ¥±²¼ ¥¤¨»© ®¡º¥ª² | ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥   M .�¥°¥¬±¿ ª ¨§³·¥¨¾ ¬®¦¥±²¢  ²®·¥ª, ¤®±²¨¦¨¬»µ ¢¤®«¼ ²° ¥ª²®°¨©³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬» ¨§  · «¼®© ²®·ª¨.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 1.13. �®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬» (1.8)± ª³±®·®-¯®±²®¿»¬¨ ³¯° ¢«¥¨¿¬¨ ¨§ ²®·ª¨ q0 2M §  ¢°¥¬¿ t > 0 ®¯°¥-¤¥«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:Aq0 (t) = (P �kuk � : : : � P �1u1 (q0) j �i > 0; kXi=1 �i = t; ui 2 U; k 2 N) :�®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ¨§ q0 §  «¾¡®¥ ¥®²°¨¶ ²¥«¼®¥ ¢°¥¬¿ ¤¢¨¦¥¨¿¨¬¥¥² ¢¨¤ Aq0 = [t>0Aq0(t);±¬. °¨±. 1.7.�«¿ ¯°®±²®²» ° ±±¬®²°¨¬ ± · «   ¨¬¥¼¸¥¥ ¥²°¨¢¨ «¼®¥ ¯°®±²° -±²¢® ³¯° ¢«¥¨©, ±®±²®¿¹¥¥ ¨§ ¤¢³µ ¨¤¥ª±®¢:U = f1; 2g;



1.4. ����������� ������� 15Aq0q0Vu1 Vu2Vu3 Vuk
�¨±. 1.7: �®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ Aq0¤ ¦¥ ½²®² ¯°®±²®© ±«³· © ¯®§¢®«¿¥² ³¢¨¤¥²¼ µ ° ª²¥°»¥ ®±®¡¥®±²¨ § ¤ -·¨. �®£¤  ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ §  «¾¡®¥ ¥®²°¨¶ ²¥«¼®¥ ¢°¥¬¿ ¬®¦®¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥:Aq0 = fP �k2 � P �k�11 � : : : � P �22 � P �11 (q0) j �i > 0; k 2 N g:�²® ¢»° ¦¥¨¥ ¯®¤±ª §»¢ ¥², ·²® ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ Aq0 ¤®«¦®±³¹¥±²¢¥® § ¢¨±¥²¼ ®² ª®¬¬³² ¶¨®»µ ±¢®©±²¢ ¯®²®ª®¢ P t1 ¨ P s2 .� · «  ° ±±¬®²°¨¬ ²°¨¢¨ «¼»© ª®¬¬³² ²¨¢»© ±«³· ©, ².¥. ¯°¥¤¯®-«®¦¨¬, ·²® ¯®²®ª¨ ¯¥°¥±² ®¢®·»:P t1 � P s2 = P s2 � P t1 8t; s 2 R:�®£¤  ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»·¨±«¥® ²®·®: ² ª ª ªP �k2 � P �k�11 � : : : � P �22 � P �11 = P �k+:::+�22 � P �k�1+:::+�11 ;¯®«³· ¥¬ Aq0 = fP s2 � P t1(q0) j t; s > 0 g:�®½²®¬³ ¢ ª®¬¬³² ²¨¢®¬ ±«³· ¥ ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ± ¯®¬®¹¼¾¤¢³µ ³¯° ¢«¿¾¹¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¥±²¼ ª³±®ª ¤¢³¬¥°®© ¯®¢¥°µ®±²¨, ¡»²¼¬®¦¥², ± ®±®¡¥®±²¿¬¨. �¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¥±«¨ ª®«¨·¥±²¢® ³¯° ¢«¿¾¹¨µ¯ ° ¬¥²°®¢ ° ¢® k > 2 ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¯®²®ª¨ P t11 , : : : , P tkk ª®¬¬³-²¨°³¾², ²® ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ Aq0 ¥±²¼, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ª³±®ª k-¬¥°®£® ¬®£®®¡° §¨¿, ¨, ¢ · ±²®±²¨, dimAq0 6 k.�® ½²®² ª®¬¬³² ²¨¢»© ±«³· © ¿¢«¿¥²±¿ ¨±ª«¾·¨²¥«¼»¬ ¨ ¯®·²¨ ¨-ª®£¤  ¥ ¢±²°¥· ¥²±¿ ¢ °¥ «¼»µ ³¯° ¢«¿¥¬»µ ±¨±²¥¬ µ.�°¨¬¥° 1.3. � ¯®±²°®¥®© ¢»¸¥ ¬®¤¥«¨ ¬ ¸¨» ¤¨ ¬¨ª  ³¯° ¢«¥¨¿®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¤¢³¬¿ ¢¥ª²®°»¬¨ ¯®«¿¬¨ (1:11)   ²°¥µ¬¥°®¬ ¬®£®®¡° -§¨¨ M = R2x � S1� . �·¥¢¨¤®, ·²® ¬» ¬®¦¥¬ ¯¥°¥¢¥±²¨ ¬ ¸¨³ ¨§ «¾¡®© · «¼®© ª®´¨£³° ¶¨¨ q0 2M ¢ «¾¡³¾ ª®¥·³¾ ª®´¨£³° ¶¨¾ q1 2M ,



16 ����� 1. ��������� ���� � ����������� �������x1�1q1 x0 �0 q0
�¨±. 1.8: � · «¼ ¿ ¨ ª®¥· ¿ ª®´¨£³° ¶¨¨ ¬ ¸¨»q1 q0PV1t1P V2t2PV1t3 �¨±. 1.9: �¥°¥¢®¤ ¬ ¸¨» ¨§ q0 ¢ q1¯®¯¥°¥¬¥® ±®¢¥°¸ ¿ ¯®±²³¯ ²¥«¼»¥ ¤¢¨¦¥¨¿ ¨ ¢° ¹¥¨¿ (± ¯®±²®¿®©±ª®°®±²¼¾), ±¬. °¨±. 1.9.�®½²®¬³ «¾¡ ¿ ²®·ª  ²°¥µ¬¥°®£® ¬®£®®¡° §¨¿ M ¤®±²¨¦¨¬  ¨§ «¾-¡®© ¤°³£®© ²®·ª¨ ± ¯®¬®¹¼¾ ¤¢³µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© V1, V2. �²® ¢®§¬®¦®¡« £®¤ °¿ ¥ª®¬¬³² ²¨¢®±²¨ ½²¨µ ¯®«¥© (².¥. ¨µ ¯®²®ª®¢).� ª ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ª®¬¬³² ¶¨®»¥ ±¢®©±²¢  ¯ °» ¢¥ª²®°»µ ¯®-«¥© V1; V2 2 VecM , ¥  µ®¤¿ ¿¢® ¨µ ¯®²®ª¨ P t1 , P s2 , ².¥. ¥ ¨²¥£°¨°³¿¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»¥ ³° ¢¥¨¿ _q = V1(q), _q = V2(q) ?�±«¨ ¯®²®ª¨ P t1 , P s2 ª®¬¬³²¨°³¾², ²® ª°¨¢ ¿(s; t) = P�t1 � P s2 � P t1(q) = P s2 (q); t; s 2 R; (1.12)¥ § ¢¨±¨² ®² t. �±²¥±²¢¥® ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® §  ª®¬¬³² ¶¨®»¥ ±¢®©-±²¢  ¯®²®ª®¢ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© V1, V2 ¢ ²®·ª¥ q ®²¢¥· ¥² ¥ª®²®°»© ·«¥ ¬ -«®£® ¯®°¿¤ª  ²¥©«®°®¢±ª®£® ° §«®¦¥¨¿ ®²®¡° ¦¥¨¿ (1:12) ¯°¨ t = s = 0.�·¥¢¨¤®, ·²® ¯°®¨§¢®¤»¥ ¯¥°¢»µ ¯®°¿¤ª®¢@ @ t ����s=t=0 = 0; @ @ s ����s=t=0 = V2(q)§¤¥±¼ ¡¥±¯®«¥§», ² ª ¦¥ ª ª ¨ ·¨±²»¥ ¯°®¨§¢®¤»¥ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª @2@t2 ����s=t=0 = 0; @2@s2 ����s=t=0 = @@ s ����s=0 V2(P s2 (q)):



1.4. ����������� ������� 17�±ª®¬®© ¯°®¨§¢®¤®© ¤®«¦  ¡»²¼ ±¬¥¸  ¿ ¢²®° ¿ ¯°®¨§¢®¤ ¿@2@t@s ����s=t=0 :�ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ½²  ¯°®¨§¢®¤ ¿ § ¤ ¥² ¥ª®²®°»© ª ± ²¥«¼»© ¢¥ª²®°ª M . �  §»¢ ¥²±¿ ±ª®¡ª®© �¨ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© V1, V2 ¢ ²®·ª¥ q ¨ ®¡®§ -· ¥²±¿ [V1; V2](q):[V1; V2](q) def= @2@t@s ����t=s=0 P�t1 � P s2 � P t1(q) 2 TqM: (1.13)�¥ª²®°®¥ ¯®«¥ [V1; V2] 2 VecM ®¯°¥¤¥«¿¥² ª®¬¬³² ¶¨®»¥ ±®®²®¸¥¨¿¯®«¥© V1 ¨ V2, ¥£® · ±²®  §»¢ ¾² ª®¬¬³² ²®°®¬ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© V1, V2.�´´¥ª²¨¢ ¿ ´®°¬³«  ¤«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ±ª®¡ª¨ �¨ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© ¢«®ª «¼»µ ª®®°¤¨ ² µ ¤ ¥²±¿ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¯°¥¤«®¦¥¨¨.�°¥¤«®¦¥¨¥ 1.3. �³±²¼ V1, V2 | ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿   Rn . �®£¤ [V1; V2](x) = d V2d x V1(x)� d V1d x V2(x): (1.14)�®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°¥¤®±² ¢«¿¥²±¿ ·¨² ²¥«¾ ª ª ³¯° ¦¥¨¥.�ª®¡ª³ �¨ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© V1, V2 ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¯®-¤°³£®¬³, ° ±-±¬ ²°¨¢ ¿ ª°¨¢³¾ (t) = P�t2 � P�t1 � P t2 � P t1(q);±¬. °¨±. 1.10.�¯° ¦¥¨¥ 1.3. �®ª ¦¨²¥, ·²® ¢ «®ª «¼»µ ª®®°¤¨ ² µ(t) = x+ [V1; V2](x)t2 + o(t2); t! 0;².¥. [V1; V2](x) | ¢¥ª²®° ±ª®°®±²¨ C1-ª°¨¢®© (pt). � · ±²®±²¨, ®²±¾¤ ±«¥¤³¥², ·²® [V1; V2](x) ¥±²¼ ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ª ± ²¥«¼»© ¢¥ª²®° ª M :[V1; V2](x) 2 TxM:� ±«¥¤³¾¹¥© £« ¢¥ ¬» ¯®±²°®¨¬ ½´´¥ª²¨¢®¥  «£¥¡° ¨·¥±ª®¥ ¨±·¨±«¥-¨¥ ¤«¿ ¢»¯®«¥¨¿ ¯®¤®¡»µ ¢»·¨±«¥¨© ¡¥§ ¨±¯®«¼§®¢ ¨¿ ª®®°¤¨ ².� ª®¬¬³² ²¨¢®¬ ±«³· ¥ ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ±¨±²¥¬» ¨§ ¤¢³µ¯®«¥© V1, V2 ¥ § ¢¨±¨² ®² ª®«¨·¥±²¢  ¯¥°¥ª«¾·¥¨© ±²° ²¥£¨¨ ³¯° ¢«¥¨¿.� ®¡¹¥¬ ¥ª®¬¬³² ²¨¢®¬ ±«³· ¥ ª °²¨  ¨ ¿: ·¥¬ ¡®«¼¸¥ ª®«¨·¥±²¢®¯¥°¥ª«¾·¥¨©, ²¥¬ ¡®«¼¸¥ ²®·¥ª ¤®±²¨¦¨¬®.�³±²¼ ¬» ¬®¦¥¬ ¤¢¨£ ²¼±¿ ¢¤®«¼ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© �V1 ¨ �V2. �®£¤  ¨-´¨¨²¥§¨¬ «¼® ¤®¯³±²¨¬® ¤¢¨¦¥¨¥ ¢ ®¢®¬  ¯° ¢«¥¨¨ �[V1; V2], ª®²®-°®¥, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, «¨¥©® ¥ § ¢¨±¨² ®² ¨±µ®¤»µ  ¯° ¢«¥¨© �V1, �V2.�±¯®«¼§³¿ ²³ ¦¥ ±²° ²¥£¨¾ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿ ¤«¿ ¯®«¥© �V1 ¨ �[V1; V2], ¬» ¤®-¡ ¢«¿¥¬ ¥¹¥ ®¤® ¨´¨¨²¥§¨¬ «¼®¥  ¯° ¢«¥¨¥ ¤¢¨¦¥¨¿ �[V1; [V1; V2]].



18 ����� 1. ��������� ���� � ����������� �������qP t1 P t2 P�t1P�t2(t)[V1; V2](q)�¨±. 1.10: �ª®¡ª  �¨ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© V1, V2� «®£¨·® ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ �[V2; [V1; V2]]. �®¢²®°¿¿ ½²³ ¯°®¶¥¤³°³ ± ®¢»-¬¨ ¢¥ª²®°»¬¨ ¯®«¿¬¨, ¯®«³·¥»¬¨   ¯°¥¤»¤³¹¨µ ¸ £ µ, ¬®¦® ¯®«³-·¨²¼ ±ª®¡ª³ �¨ ±ª®«¼ ³£®¤® ¢»±®ª®£® ¯®°¿¤ª  ¢ ª ·¥±²¢¥ ¨´¨¨²¥§¨¬ «¼-®£®  ¯° ¢«¥¨¿ ¤¢¨¦¥¨¿ ¤«¿ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸®£® ·¨±«  ¯¥°¥ª«¾·¥¨©.�°¨¬¥° 1.4. �»·¨±«¨²¥ ±ª®¡ª³ �¨ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©V1(q) = 0@ cos �sin �0 1A ; V2(q) = 0@ 001 1A ; q = 0@ x1x2� 1A 2 R2x1 ;x2 � S1�¢®§¨ª ¾¹¨µ ¢ ¬®¤¥«¨ ¬ ¸¨». � ¯®¬¨¬, ·²® ¯®«¥ V1 ¯®°®¦¤ ¥² ¤¢¨¦¥-¨¥ ¢¯¥°¥¤,   ¯®«¥ V2 | ¯®¢®°®² ¬ ¸¨» ¯°®²¨¢ · ±®¢®© ±²°¥«ª¨. �®£« ±-® (1:14), ¯®«³· ¥¬[V1; V2](q) = d V2d q V1(q)� d V1d q V2(q) = �0@ 0 0 � sin �0 0 cos �0 0 0 1A0@ 001 1A= 0@ sin �� cos �0 1A :�¥ª²®°®¥ ¯®«¥ [V1; V2] ¯®°®¦¤ ¥² ¤¢¨¦¥¨¥ ¬ ¸¨» ¢  ¯° ¢«¥¨¨, ¯¥°-¯¥¤¨ª³«¿°®¬ ¥¥ ®°¨¥² ¶¨¨. �²® | ²¨¯¨·»© ¬ ¥¢° ¯°¨ ¯ °ª®¢ª¥  ¢-²®¬®¡¨«¿: ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ·¥²»°¥µ ¤¢¨¦¥¨© ± ®¤®© ¨ ²®© ¦¥ ¬ «®© ¬¯«¨²³¤®© ¢¨¤ ¤¢¨¦¥¨¥ ¢¯¥°¥¤! ¯®¢®°®² ¯°®²¨¢ · ±®¢®© ±²°¥«ª¨!! ¤¢¨¦¥¨¥  § ¤! ¯®¢®°®² ¯® · ±®¢®© ±²°¥«ª¥¯°¨¢®¤¨² ª ¤¢¨¦¥¨¾ ¢¯° ¢® (¢ £« ¢®¬ ·«¥¥), ±¬. °¨±. 1.11.



1.4. ����������� ������� 19P t1 P t2P�t1P�t2�¨±. 1.11: �¥ «¨§ ¶¨¿ ±ª®¡ª¨ �¨ ¬ ¥¢°®¬ ¬ ¸¨»�®ª ¦¥¬ ½²® ¿¢®, ¢»·¨±«¿¿ ±ª®¡ª³ �¨ [V1; V2] ª ª ¢ ¯°¨¬¥°¥ 1.3:P�t2 � P�t1 � P t2 � P t1 0@ x1x2� 1A = 0@ x1 + t(cos � � cos(� + t))x2 + t(sin � � sin(� + t))� 1A= 0@ x1x2� 1A+ t20@ sin �� cos �0 1A+ o(t2); t! 0;¨ ®¯¿²¼ ¯®«³· ¥¬ [V1; V2](q) = 0@ sin �� cos �0 1A : (1.15)�®¥·®, ½²³ ±ª®¡ª³ �¨ ¬®¦® ¢»·¨±«¨²¼ ¨ ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ª ª ¢ (1:13):P�t1 � P s2 � P t1 0@ x1x2� 1A = 0@ x1 + t(cos � � cos(� + s))x2 + t(sin � � sin(� + s))� + s 1A= 0@ x1x2� 1A+ s0@ 001 1A+ ts0@ sin �� cos �0 1A+O(t2 + s2)3=2; t; s! 0;¨ ª®¬¬³² ²®° (1:15) ¯®«³·¥ ¥¹¥ ° §.



20 ����� 1. ��������� ���� � ����������� �������



�« ¢  2�«¥¬¥²»µ°®®«®£¨·¥±ª®£®¨±·¨±«¥¨¿� ½²®© £« ¢¥ ¬» ¯®±²°®¨¬ ®¯¥° ²®°®¥ ¨±·¨±«¥¨¥, ± ¯®¬®¹¼¾ ª®²®°®£®¬®¦® ° ¡®² ²¼ ± ¥«¨¥©»¬¨ ±¨±²¥¬ ¬¨ ¨ ¯®²®ª ¬¨ ª ª ± «¨¥©»¬¨,¯® ª° ©¥© ¬¥°¥   ´®°¬ «¼®¬ ³°®¢¥. �¤¥¿ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®¡» § ¬¥-¨²¼ ¥«¨¥©»© ®¡º¥ª² | £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ M | «¨¥©»¬, µ®²¿¨ ¡¥±ª®¥·®¬¥°»¬ | ª®¬¬³² ²¨¢®©  «£¥¡°®© £« ¤ª¨µ ´³ª¶¨©   M .�®«¥¥ ¯®¤°®¡®¥ ¨§«®¦¥¨¥ ½²¨µ ¢®¯°®±®¢ ·¨² ²¥«¼ ¬®¦¥²  ©²¨ ¢ ° ¡®-² µ [19], [22]. �«¿ ¨§³·¥¨¿  · «¼»µ ®¯°¥¤¥«¥¨© ¨ ´ ª²®¢ ´³ª¶¨® «¼-®£®   «¨§ , ¨±¯®«¼§³¾¹¨µ±¿ ¢ ½²®© £« ¢¥, ¬®¦® ®¡° ²¨²¼±¿,  ¯°¨¬¥°,ª ³·¥¡¨ª³ [145].2.1 �®·ª¨, ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬» ¨ ¢¥ª²®°»¥¯®«¿� ½²®¬ ° §¤¥«¥ ¬» ®²®¦¤¥±²¢«¿¥¬ ²®·ª¨, ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬» ¨ ¢¥ª²®°»¥¯®«¿   ¬®£®®¡° §¨¨ M ± ¥ª®²®°»¬¨ ´³ª¶¨® « ¬¨ ¨ ®¯¥° ²®° ¬¨ ¢ «£¥¡°¥ C1(M) ¢±¥µ £« ¤ª¨µ ¢¥¹¥±²¢¥®§ ·»µ ´³ª¶¨©   M .�«®¦¥¨¥, ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¨ ³¬®¦¥¨¥   ª®±² ²» ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¢  «-£¥¡°¥ C1(M), ª ª ®¡»·®, ¯®²®·¥·®: ¥±«¨ a; b 2 C1(M), q 2 M , � 2 R,²® (a+ b)(q) = a(q) + b(q);(a � b)(q) = a(q) � b(q);(� � a)(q) = � � a(q):21



22 ����� 2. �������� ���������������� �����������¾¡ ¿ ²®·ª  q 2M ®¯°¥¤¥«¿¥² «¨¥©»© ´³ª¶¨® «bq : C1(M)! R; bqa = a(q); a 2 C1(M):�³ª¶¨® «» bq ±³²¼ £®¬®¬®°´¨§¬» ¨§  «£¥¡°» C1(M) ¢ R:bq(a+ b) = bqa+ bqb; a; b 2 C1(M);bq(a � b) = (bqa) � (bqb); a; b 2 C1(M);bq(� � a) = � � bqa; � 2 R; a 2 C1(M):�®½²®¬³ «¾¡®© ²®·ª¥ q 2 M ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¥²°¨¢¨ «¼»© £®¬®¬®°´¨§¬ «£¥¡° bq : C1(M)! R. �ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ½²® ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ®¡° ²¨¬®.�°¥¤«®¦¥¨¥ 2.1. �³±²¼ ' : C1(M) ! R | ¥²°¨¢¨ «¼»© £®¬®¬®°-´¨§¬  «£¥¡°. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ²®·ª  q 2M , ·²® ' = bq.�» ¤®ª ¦¥¬ ½²® ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¢ ¯°¨«®¦¥¨¨.� ¬¥· ¨¥. �«£¥¡°  C1(M) ®¯°¥¤¥«¿¥² ¥ ²®«¼ª®M ª ª ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª.�®¯®«®£¨¿   M ¢®±±²  ¢«¨¢ ¥²±¿ ¯® ±« ¡®© ²®¯®«®£¨¨   ¯°®±²° ±²¢¥´³ª¶¨® «®¢   C1(M):limn!1 qn = q , limn!1 bqna = bqa 8a 2 C1(M):�®«¥¥ ²®£®, £« ¤ª³¾ ±²°³ª²³°³  M ² ª¦¥ ¬®¦® ¢®±±² ®¢¨²¼ ¯® C1(M),´ ª²¨·¥±ª¨, æ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ç: ¢¥¹¥±²¢¥®§ · ¿ ´³ª¶¨¿   ¬®¦¥±²¢¥fbq j q 2 Mg ¿¢«¿¥²±¿ £« ¤ª®© ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ®  ¨¬¥¥² ¢¨¤bq 7! bqa ¤«¿ ¥ª®²®°®£® a 2 C1(M).�¾¡®© ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬ P : M ! M ®¯°¥¤¥«¿¥²  ¢²®¬®°´¨§¬  «£¥¡°»C1(M): bP : C1(M)! C1(M); bP 2 Aut(C1(M));( bPa)(q) = a(P (q)); q 2M; a 2 C1(M);².¥. bP ¤¥©±²¢³¥²   ´³ª¶¨¾ a ª ª § ¬¥  ¯¥°¥¬¥»µ. �¡° ²®, «¾¡®© ¢²®¬®°´¨§¬  «£¥¡°» C1(M) ¨¬¥¥² ² ª®© ¢¨¤.�°¥¤«®¦¥¨¥ 2.2. �¾¡®©  ¢²®¬®°´¨§¬ A : C1(M)! C1(M) ¨¬¥¥² ¢¨¤bP ¤«¿ ¥ª®²®°®£® P 2 Di�M .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ A 2 Aut(C1(M)). �®§¼¬¥¬ «¾¡³¾ ²®·ª³ q 2 M .�®£¤  ª®¬¯®§¨¶¨¿ bq �A : C1(M)! R¥±²¼ ¥²°¨¢¨ «¼»© £®¬®¬®°´¨§¬  «£¥¡°, ¯®½²®¬³ ®  ¨¬¥¥² ¢¨¤ bq1 ¤«¿¥ª®²®°®£® q1 2M . �¡®§ ·¨¬ q1 = P (q), ²®£¤ bq �A =[P (q) = bq � bP 8q 2M;².¥. A = bP;¨ P | ¨±ª®¬»© ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬.



2.1. �����, �������������� � ��������� ���� 23�¥¯¥°¼ ¬» ®¯¨¸¥¬ ª ± ²¥«¼»¥ ¢¥ª²®°» ª M ª ª ´³ª¶¨® «»  C1(M). � ± ²¥«¼»¥ ¢¥ª²®°» ª M ±³²¼ ¢¥ª²®°» ±ª®°®±²¨ ª°¨¢»µ ¢ M ,  ²®·ª¨ M ®²®¦¤¥±²¢«¿¾²±¿ ± «¨¥©»¬¨ ´³ª¶¨® « ¬¨   C1(M); ¯®½-²®¬³ ¬» ¤®«¦» ¯®«³·¨²¼ «¨¥©»¥ ´³ª¶¨® «»   C1(M), ®²«¨·»¥ ®²£®¬®¬®°´¨§¬®¢ ¢ R. �²®¡» ¯®¿²¼, ª ª¨¥ ¨¬¥® ´³ª¶¨® «»   C1(M)±®®²¢¥²±²¢³¾² ª ± ²¥«¼»¬ ¢¥ª²®° ¬ ª M , ¢®§¼¬¥¬ £« ¤ª³¾ ª°¨¢³¾ q(t)¨§ ²®·¥ª M . �®£¤  ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ª°¨¢ ¿ ¨§ ´³ª¶¨® «®¢ bq(t) = dq(t)  C1(M) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¬³«¼²¨¯«¨ª ²¨¢®¬³ § ª®³bq(t)(a � b) = bq(t)a � bq(t)b; a; b 2 C1(M):�°®¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¢ ½²® ° ¢¥±²¢® ¯°¨ t = 0, ¯®«³· ¥¬, ·²® ¢¥ª²®° ±ª®-°®±²¨ ª°¨¢®© ¨§ ´³ª¶¨® «®¢� def= d bqd t ����t=0 ; � : C1(M)! R;³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¯° ¢¨«³ �¥©¡¨¶ :�(ab) = �(a) b(q(0)) + a(q(0)) �(b):� ·¨², ª ¦¤®¬³ ª ± ²¥«¼®¬³ ¢¥ª²®°³ v 2 TqM ¬» ¤®«¦» ±®¯®±² -¢¨²¼ «¨¥©»© ´³ª¶¨® « � : C1(M)! R² ª®©, ·²® �(ab) = (�a) b(q) + a(q) (�b); a; b 2 C1(M): (2.1)�® ¨¬¥¥²±¿ «¨¥©»© ´³ª¶¨® « � = bv, ¥±²¥±²¢¥® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨©«¾¡®¬³ ª ± ²¥«¼®¬³ ¢¥ª²®°³ v 2 TqM | ¯°®¨§¢®¤ ¿ ¯®  ¯° ¢«¥¨¾ v:bva = dd t ����t=0 a(q(t)); q(0) = q; _q(0) = v;¨ ½²®² ´³ª¶¨® « ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¯° ¢¨«³ �¥©¡¨¶  (2:1).�®ª ¦¥¬, ·²® ½²® ¯° ¢¨«® ¢ ²®·®±²¨ µ ° ª²¥°¨§³¥² ¯°®¨§¢®¤»¥ ¯® ¯° ¢«¥¨¾.�°¥¤«®¦¥¨¥ 2.3. �³±²¼ � : C1(M)! R | «¨¥©»© ´³ª¶¨® «, ³¤®¢-«¥²¢®°¿¾¹¨© ¯° ¢¨«³ �¥©¡¨¶  (2:1) ¤«¿ ¥ª®²®°®© ²®·ª¨ q 2 M . �®£¤ � = bv ¤«¿ ¥ª®²®°®£® ª ± ²¥«¼®£® ¢¥ª²®°  v 2 TqM .�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ¬¥²¨¬ ± · « , ·²® «¾¡®© ´³ª¶¨® « �, ³¤®¢«¥²¢®°¿-¾¹¨© ¯° ¢¨«³ �¥©¡¨¶  (2:1), «®ª «¥, ².¥. § ¢¨±¨² ²®«¼ª® ®² § ·¥¨©´³ª¶¨© ¢ ±ª®«¼ ³£®¤® ¬ «®© ®ª°¥±²®±²¨ Oq ²®·ª¨ q:~ajOq = ajOq ) �~a = �a; a; ~a 2 C1(M):



24 ����� 2. �������� ���������������� �����������¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢®§¼¬¥¬ ´³ª¶¨¾ ±°¥§ª¨ b 2 C1(M) ² ª³¾, ·²® bjMnOq � 1¨ b(q) = 0. �®£¤  (~a� a)b = ~a� a, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,�(~a� a) = �((~a� a)b) = �(~a� a) b(q) + (~a� a)(q) �b = 0:�®½²®¬³  ¸¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ «®ª «¼®, ¨ ¬» ¤®ª ¦¥¬ ¥£® ¢ ª®®°¤¨ ² µ.�»¡¥°¥¬ «®ª «¼»¥ ª®®°¤¨ ²» (x1; : : : ; xn)   M , ¶¥²°¨°®¢ »¥ ¢²®·ª¥ q. �°¥¡³¥²±¿ ¤®ª § ²¼, ·²® ±³¹¥±²¢³¾² �1; : : : ; �n 2 R ² ª¨¥, ·²®� = nXi=1 �i @@ xi ����0 :�®-¯¥°¢»µ, �(1) = �(1 � 1) = (�1) � 1 + 1 � (�1) = 2�(1);¯®½²®¬³ �(1) = 0. � ±¨«³ «¨¥©®±²¨, �(const) = 0.�®-¢²®°»µ, ·²®¡» ¢»·¨±«¨²¼ ¤¥©±²¢¨¥ �   ¯°®¨§¢®«¼®© £« ¤ª®© ´³ª-¶¨¨, ° §«®¦¨¬ ¥¥ ¯® «¥¬¬¥ �¤ ¬ ° :a(x) = a(0) + nXi=1 Z 10 @ a@ xi (tx)xi dt = a(0) + nXi=1 bi(x)xi;£¤¥ bi(x) = Z 10 @ a@ xi (tx) dt±³²¼ £« ¤ª¨¥ ´³ª¶¨¨. �®£¤ �a = nXi=1 �(bixi) = nXi=1 ((�bi)xi(0) + bi(0)(�xi)) = nXi=1 �i @ a@ xi (0);£¤¥ ¬» ®¡®§ ·¨«¨ �i = �xi ¨ ¢®±¯®«¼§®¢ «¨±¼ ° ¢¥±²¢®¬ bi(0) = @ a@ xi (0).�² ª, ª ± ²¥«¼»¥ ¢¥ª²®°» v 2 TqM ®²®¦¤¥±²¢«¿¾²±¿ ± ¯°®¨§¢®¤»-¬¨ ¯®  ¯° ¢«¥¨¾ bv : C1(M) ! R, ².¥. ± «¨¥©»¬¨ ´³ª¶¨® « ¬¨,³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¬¨ ¯° ¢¨«³ �¥©¡¨¶  (2:1).�¥¯¥°¼ ¬» ®µ ° ª²¥°¨§³¥¬ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿   M . �« ¤ª®¥ ¢¥ª²®°®¥¯®«¥   M ¥±²¼ ±¥¬¥©±²¢® ª ± ²¥«¼»µ ¢¥ª²®°®¢ vq 2 TqM , q 2 M , ² ª®¥,·²® ¤«¿ «¾¡®£® a 2 C1(M) ®²®¡° ¦¥¨¥ q 7! vqa, q 2 M , ¥±²¼ £« ¤ª ¿´³ª¶¨¿   M .�« ¤ª®¬³ ¢¥ª²®°®¬³ ¯®«¾ V 2 VecM ±®®²¢¥²±²¢³¥² «¨¥©»© ®¯¥° -²®° bV : C1(M)! C1(M);³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨© ¯° ¢¨«³ �¥©¡¨¶ bV (ab) = (bV a)b+ a(bV b); a; b 2 C1(M);



2.2. ��������� � C1(M)-��������� 25½²® ¯°®¨§¢®¤ ¿ ¯®  ¯° ¢«¥¨¾ ¯®«¿ V , ¯°®¨§¢®¤ ¿ �¨.�¨¥©»© ®¯¥° ²®° ¢  «£¥¡°¥, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨© ¯° ¢¨«³ �¥©¡¨¶ ,  -§»¢ ¥²±¿ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¥¬  «£¥¡°», ².¥. ¯°®¨§¢®¤ ¿ �¨ bV ¥±²¼ ¤¨´´¥-°¥¶¨°®¢ ¨¥  «£¥¡°» C1(M). �®ª ¦¥¬, ·²® ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ £« ¤ª¨¬¨¢¥ª²®°»¬¨ ¯®«¿¬¨   M ¨ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¿¬¨  «£¥¡°» C1(M) ®¡° -²¨¬®.�°¥¤«®¦¥¨¥ 2.4. �¾¡®¥ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¥  «£¥¡°» C1(M) ¥±²¼ ¯°®¨§-¢®¤ ¿ ¯®  ¯° ¢«¥¨¾ ¥ª®²®°®£® £« ¤ª®£® ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿   M .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ D : C1(M) ! C1(M) | ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¥.�®§¼¬¥¬ «¾¡³¾ ²®·ª³ q 2M . �®ª ¦¥¬, ·²® «¨¥©»© ´³ª¶¨® «dq def= bq �D : C1(M)! R¥±²¼ ¯°®¨§¢®¤ ¿ ¯®  ¯° ¢«¥¨¾ ¢ ²®·ª¥ q, ².¥. ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¯° ¢¨«³�¥©¡¨¶  (2:1):dq(ab) = bq(D(ab)) = bq((Da)b+ a(Db)) = bq(Da)b(q) + a(q)bq(Db) =(dqa)b(q) + a(q)(dqb); a; b 2 C1(M):�² ª, ¬» ¬®¦¥¬ ®²®¦¤¥±²¢¨²¼ ²®·ª¨ q 2 M , ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬» P 2Di�M ¨ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ V 2 VecM ±®®²¢¥²±²¢¥® ± ¥²°¨¢¨ «¼»¬¨ £®-¬®¬®°´¨§¬ ¬¨ bq : C1(M) ! R,  ¢²®¬®°´¨§¬ ¬¨ bP : C1(M) ! C1(M)¨ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¿¬¨ bV : C1(M)! C1(M).� ¯°¨¬¥°, ²®·ª³ P (q) ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¢ ®¯¥° ²®°»µ ®¡®§ ·¥¨¿µ ª ªbq � bP . �®«¥¥ ²®£®, ¬» ¡³¤¥¬ ®¯³±ª ²¼ ª°»¸ª¨ ¨ ¯¨± ²¼ q �P . �²® ¥ ¯°¨¢¥-¤¥² ª ¤¢³±¬»±«¥®±²¨: ¥±«¨ q ±²®¨² ±¯° ¢  ®² P , ²® q | ½²® ²®·ª , P |¤¨´´¥®¬®°´¨§¬,   P (q) | § ·¥¨¥ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬  P ¢ ²®·ª¥ q. � ¥±«¨ q±«¥¢  ®² P , ²® q | £®¬®¬®°´¨§¬, P |  ¢²®¬®°´¨§¬,   q�P | £®¬®¬®°´¨§¬ «£¥¡°» C1(M). � «®£¨·® V (q) 2 TqM ¥±²¼ § ·¥¨¥ ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ V¢ ²®·ª¥ q,   q � V : C1(M) ! R | ¯°®¨§¢®¤ ¿ ¯®  ¯° ¢«¥¨¾ ¢¥ª²®° V (q).2.2 �®«³®°¬» ¨ C1(M)-²®¯®«®£¨¿�¯°¥¤¥«¨¬ ¯®«³®°¬» ¨ ²®¯®«®£¨¾ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ C1(M).�® ²¥®°¥¬¥ �¨²¨ £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ M ¿¢«¿¥²±¿ ±®¡±²¢¥»¬ ¯®¤-¬®£®®¡° §¨¥¬ ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²¢  RN ¤«¿ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸®£® N .�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ hi, i = 1; : : : ; N , £« ¤ª®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥   M , ¿¢«¿¾-¹¥¥±¿ ®°²®£® «¼®© ¯°®¥ª¶¨¥© ¨§ RN   M ¯®±²®¿®£® ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿@@ xi 2 Vec(RN ). �®«³· ¥¬ N ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© h1; : : : ; hN 2 VecM , ¯®°®¦-¤ ¾¹¨µ ª ± ²¥«¼®¥ ¯°®±²° ±²¢® TqM ¢ «¾¡®© ²®·ª¥ q 2M .



26 ����� 2. �������� ���������������� �����������¯°¥¤¥«¨¬ ±¥¬¥©±²¢® ¯®«³®°¬ k � ks;K   ¯°®±²° ±²¢¥ C1(M) ±«¥¤³-¾¹¨¬ ®¡° §®¬:kaks;K = sup fjhil � � � � � hi1a(q)j j q 2 K; 1 6 i1; : : : ; il 6 N; 0 6 l 6 sg ;a 2 C1(M); s > 0; K bM:�²® ±¥¬¥©±²¢® ¯®«³®°¬ ®¯°¥¤¥«¿¥² ²®¯®«®£¨¾   C1(M). � §  ½²®© ²®¯®-«®£¨¨ § ¤ ¥²±¿ ¯®¤¬®¦¥±²¢ ¬¨�a 2 C1(M) j kakn;Kn < 1n� ; n 2 N;£¤¥ Kn, n 2 N, ¥±²¼ ¢«®¦¥ ¿ ±¨±²¥¬  ª®¬¯ ª²®¢, ¯®ª°»¢ ¾¹ ¿ M :Kn � Kn+1; 1[n=1Kn =M:�²  ²®¯®«®£¨¿   C1(M) ¥ § ¢¨±¨² ®² ¢«®¦¥¨¿ M ¢ RN . �   §»-¢ ¥²±¿ ²®¯®«®£¨¥© ° ¢®¬¥°®© ±µ®¤¨¬®±²¨ ±® ¢±¥¬¨ ¯°®¨§¢®¤»¬¨   ª®¬-¯ ª² µ , ¨«¨ ¯°®±²® C1(M)-²®¯®«®£¨¥©. � ½²®© ²®¯®«®£¨¨ C1(M) | ¯°®-±²° ±²¢® �°¥¸¥ (¯®«®¥ ¬¥²°¨§³¥¬®¥ «®ª «¼® ¢»¯³ª«®¥ ²®¯®«®£¨·¥±ª®¥¢¥ª²®°®¥ ¯°®±²° ±²¢®).�®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ´³ª¶¨© ak 2 C1(M) ±µ®¤¨²±¿ ª ´³ª¶¨¨ a 2C1(M) ¯°¨ k !1 ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ limk!1 kak � aks;K = 0 8 s > 0; K bM:�«¿ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© V 2 VecM ®¯°¥¤¥«¨¬ ¯®«³®°¬» ¢¨¤ kV ks;K = sup fkV aks;K j kaks+1;K = 1g ; s > 0; K bM: (2.2)�®¦® ¤®ª § ²¼, ·²® «¾¡®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ V 2 VecM ¨¬¥¥² ª®¥·»¥¯®«³®°¬» kV ks;K , ¨ ·²® ±¯° ¢¥¤«¨¢  ®¶¥ª  ¤¥©±²¢¨¿ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬ P 2 Di�M   ´³ª¶¨¾ a 2 C1(M):kPaks;K 6 Cs;P kaks;P (K); s > 0; K bM: (2.3)�®½²®¬³ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ ¨ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬»| «¨¥©»¥ ¥¯°¥°»¢»¥ ®¯¥-° ²®°»   ²®¯®«®£¨·¥±ª®¬ ¢¥ª²®°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ C1(M).2.3 �¥¬¥©±²¢  ´³ª¶¨® «®¢ ¨ ®¯¥° ²®°®¢� ¤ «¼¥©¸¥¬ ¬» · ±²® ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ®¤®¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ±¥¬¥©-±²¢  ²®·¥ª, ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬®¢ ¨ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ° §-«¨·»¬ ±¢®©±²¢ ¬ °¥£³«¿°®±²¨ ( ¯°¨¬¥°, ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®±²¨ ¨«¨  ¡-±®«¾²®© ¥¯°¥°»¢®±²¨) ®²®±¨²¥«¼® ¯ ° ¬¥²° . � ª ª ª ¬» ®²®¦¤¥±²¢-«¿¥¬ ²®·ª¨ ± ´³ª¶¨® « ¬¨,   ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬» ¨ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ ± ®¯¥° -²®° ¬¨   C1(M), ²® ±¢®©±²¢  °¥£³«¿°®±²¨ ¤«¿ ¨µ ¬» ¬®¦¥¬ ®¯°¥¤¥«¨²¼



2.3. ��������� ������������ � ���������� 27¢ ±« ¡®¬ ±¬»±«¥, ·¥°¥§ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ±¢®©±²¢  ®¤®¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨µ ±¥-¬¥©±²¢ ´³ª¶¨© t 7! at; at 2 C1(M); t 2 R:�®½²®¬³ ± · «  ¤ ¤¨¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¤«¿ ±¥¬¥©±²¢ ´³ª¶¨©.�¥¯°¥°»¢®±²¼ ¨ ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®±²¼ ±¥¬¥©±²¢  ´³ª¶¨© at ¯® ¯ ° -¬¥²°³ t ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ±² ¤ °²»¬ ®¡° §®¬ ² ª ª ª C1(M) | ²®¯®«®£¨-·¥±ª®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯°®±²° ±²¢®. �¥¬¥©±²¢® at  §»¢ ¥²±¿ ¨§¬¥°¨¬»¬ ¯® t,¥±«¨ ´³ª¶¨¿ t 7! at(q) ¨§¬¥°¨¬  ¤«¿ «¾¡®£® q 2M . �§¬¥°¨¬®¥ ±¥¬¥©±²¢®at  §»¢ ¥²±¿ «®ª «¼® ¨²¥£°¨°³¥¬»¬, ¥±«¨Z t1t0 katks;K dt <1 8 s > 0; K bM; t0; t1 2 R:�¥¬¥©±²¢® at  §»¢ ¥²±¿  ¡±®«¾²® ¥¯°¥°»¢»¬ ¯® t, ¥±«¨at = at0 + Z tt0 b� d�¤«¿ ¥ª®²®°®£® «®ª «¼® ¨²¥£°¨°³¥¬®£® ±¥¬¥©±²¢  ´³ª¶¨© bt. �¥¬¥©±²¢®at  §»¢ ¥²±¿ «¨¯¸¨¶¥¢»¬ ¯® t, ¥±«¨kat � a�ks;K 6 Cs;K jt� � j 8s > 0; K bM; t; � 2 R;¨ «®ª «¼® ®£° ¨·¥»¬ ¯® t, ¥±«¨katks;K 6 Cs;K;I ; 8 s > 0; K bM; I b R; t 2 I;£¤¥ Cs;K ¨ Cs;K;I | ¥ª®²®°»¥ ª®±² ²», § ¢¨±¿¹¨¥ ®² s, K ¨ I .�¥¯¥°¼ ¬» ¬®¦¥¬ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ±¢®©±²¢  °¥£³«¿°®±²¨ ±¥¬¥©±²¢ ´³ª-¶¨® «®¢ ¨ ®¯¥° ²®°®¢   C1(M). �¥¬¥©±²¢® «¨¥©»µ ´³ª¶¨® «®¢  C1(M) t 7! At; t 2 R;³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¥ª®²®°®¬³ ±¢®©±²¢³ °¥£³«¿°®±²¨ (².¥. ¿¢«¿¥²±¿ ¥¯°¥°»¢-»¬, ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬»¬, ¨§¬¥°¨¬»¬, «®ª «¼® ¨²¥£°¨°³¥¬»¬,  ¡±®«¾²®¥¯°¥°»¢»¬, «¨¯¸¨¶¥¢»¬, «®ª «¼® ®£° ¨·¥»¬ ¯® t), ¥±«¨ ±¥¬¥©±²¢®t 7! Ata; t 2 R;³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ½²®¬³ ±¢®©±²¢³ ¤«¿ «¾¡®£® a 2 C1(M).�®ª «¼® ®£° ¨·¥®¥ ¯® t ±¥¬¥©±²¢® ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©t 7! Vt; Vt 2 VecM; t 2 R; §»¢ ¥²±¿ ¥ ¢²®®¬»¬ ¢¥ª²®°»¬ ¯®«¥¬, ¨«¨ ¯°®±²® ¢¥ª²®°»¬ ¯®«¥¬  M . �¡±®«¾²® ¥¯°¥°»¢®¥ ¯® t ±¥¬¥©±²¢® ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬®¢t 7! P t; P t 2 Di�M; t 2 R;



28 ����� 2. �������� ���������������� ���������� §»¢ ¥²±¿ ¯®²®ª®¬   M . �«¿ «¾¡®£® ¥ ¢²®®¬®£® ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ Vt±¥¬¥©±²¢® ´³ª¶¨© t 7! Vta «®ª «¼® ¨²¥£°¨°³¥¬® ¤«¿ «¾¡®£® a 2 C1(M).� «®£¨·® ¤«¿ «¾¡®£® ¯®²®ª  P t ±¥¬¥©±²¢® ´³ª¶¨© (P ta)(q) = a(P t(q)) ¡±®«¾²® ¥¯°¥°»¢® ¯® t ¤«¿ «¾¡®£® a 2 C1(M).�²¥£° «» ¨§¬¥°¨¬»µ «®ª «¼® ¨²¥£°¨°³¥¬»µ ±¥¬¥©±²¢ ¨ ¯°®¨§¢®¤-»¥ ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬»µ ±¥¬¥©±²¢ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ² ª¦¥ ¢ ±« ¡®¬ ±¬»±«¥:Z t1t0 At dt : a 7! Z t1t0 (Ata) dt; a 2 C1(M);dd tAt : a 7! dd t (Ata); a 2 C1(M):�®¦® ¯®ª § ²¼, ·²® ¥±«¨ At ¨ Bt ¥¯°¥°»¢»¥ ±¥¬¥©±²¢ , ¤¨´´¥°¥-¶¨°³¥¬»¥ ¢ ²®·ª¥ t0, ²® ±¥¬¥©±²¢® At �Bt ¥¯°¥°»¢®, ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬® ¢t0 ¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¯° ¢¨«³ �¥©¡¨¶ :dd t ����t0 (At �Bt) =  dd t ����t0 At! �Bt0 +At0 � dd t ����t0 Bt! ;¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°¨¢¥¤¥® ¢ ¯°¨«®¦¥¨¨.�±«¨ ±¥¬¥©±²¢  At ¨ Bt ®¯¥° ²®°®¢  ¡±®«¾²® ¥¯°¥°»¢», ²® ª®¬¯®-§¨¶¨¿ At � Bt ² ª¦¥  ¡±®«¾²® ¥¯°¥°»¢ , ²® ¦¥ ± ¬®¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¤«¿ª®¬¯®§¨¶¨¨ ´³ª¶¨® «®¢ ¨ ®¯¥° ²®°®¢. �«¿ «¾¡®£®  ¡±®«¾²® ¥¯°¥°»¢-®£® ±¥¬¥©±²¢  ´³ª¶¨© at ±¥¬¥©±²¢® Atat ² ª¦¥  ¡±®«¾²® ¥¯°¥°»¢®, ¨¯° ¢¨«® �¥©¡¨¶  ² ª¦¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢®.2.4 �°®®«®£¨·¥±ª ¿ ½ª±¯®¥² � ½²®¬ ° §¤¥«¥ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ¥ ¢²®®¬®¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ³° ¢¥¨¥¢¨¤  _q = Vt(q); q(0) = q0; (2.4)£¤¥ Vt | ¥ ¢²®®¬®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥  M , ¨ ¨§³·¨¬ ¯®²®ª, ®¯°¥¤¥«¿¥¬»©½²¨¬ ¯®«¥¬. �¥°¥§ _q, ª ª ®¡»·®, ®¡®§ · ¥²±¿ ¯°®¨§¢®¤ ¿ d qd t , ²® ¥±²¼³° ¢¥¨¥ (2:4) ¢ ° §¢¥°³²®© ´®°¬¥ § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ªd q(t)d t = Vt(q(t)):2.4.1 �¨´´¥°¥¶¨ «¼»¥ ³° ¢¥¨¿ ± ° §°»¢®©¯° ¢®© · ±²¼¾�®±²°®¨¬ «®ª «¼»¥ °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨ �®¸¨ (2:4)   ¬®£®®¡° §¨¨ M , ±¢®¤¿¥¥ ª § ¤ ·¥ �®¸¨ ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥. �®¤°®¡®¥ ¨§«®¦¥¨¥ ²¥®-°¨¨ ¥ ¢²®®¬»µ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨© ¢ Rn ± ¯° ¢®© · ±²¼¾,° §°»¢®© ¯® t, ·¨² ²¥«¼ ¬®¦¥²  ©²¨,  ¯°¨¬¥°, ¢ [139].



2.4. ��������������� ���������� 29�»¡¥°¥¬ «®ª «¼»¥ ª®®°¤¨ ²» x = (x1; : : : ; xn) ¢ ®ª°¥±²®±²¨ Oq0 ²®·-ª¨ q0: � : Oq0 �M ! Ox0 � Rn ; � : q 7! x;�(q0) = x0:� ½²¨µ ª®®°¤¨ ² µ ¯®«¥ Vt ¨¬¥¥² ¢¨¤(��Vt) (x) = eVt(x) = nXi=1 vi(t; x) @@ xi ; x 2 Ox0 ; t 2 R; (2.5)¨ § ¤ ·  (2:4) ¯°¥®¡° §³¥²±¿ ¢ ±«¥¤³¾¹³¾:_x = eVt(x); x(0) = x0; x 2 Ox0 � Rn : (2.6)� ±¨«³ «®ª «¼®© ®£° ¨·¥®±²¨ ¥ ¢²®®¬®£® ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ Vt 2VecM ª®¬¯®¥²» vi(t; x), i = 1; : : : ; n, ¥£® ª®®°¤¨ ²®£® ¯°¥¤±² ¢«¥-¨¿ (2:5) ¿¢«¿¾²±¿:(1) ¨§¬¥°¨¬»¬¨ ¨ «®ª «¼® ®£° ¨·¥»¬¨ ¯® t ¤«¿ «¾¡®£® ´¨ª±¨°®¢ -®£® x 2 Ox0 ,(2) £« ¤ª¨¬¨ ¯® x ¤«¿ «¾¡®£® ´¨ª±¨°®¢ ®£® t 2 R,(3) ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬»¬¨ ¯® x ± «®ª «¼® ®£° ¨·¥»¬¨ · ±²»¬¨ ¯°®-¨§¢®¤»¬¨:����@ vi@ x (t; x)���� 6 CI;K ; t 2 I b R; x 2 K b Ox0 ; i = 1; : : : ; n:� ±¨«³ ª« ±±¨·¥±ª®© ²¥®°¥¬» � ° ²¥®¤®°¨ (±¬.,  ¯°¨¬¥°, [8]), § ¤ ·  �®-¸¨ (2:6) ¨¬¥¥² ¥¤¨±²¢¥®¥ °¥¸¥¨¥, ².¥. ¢¥ª²®°-´³ª¶¨¾ x(t; x0), «¨¯¸¨-¶¥¢³ ¯® t, £« ¤ª³¾ ¯® x0 ¨ ² ª³¾, ·²®:(1) ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ³° ¢¥¨¥ (2:6) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥²±¿ ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ t,(2) ¢»¯®«¿¥²±¿  · «¼®¥ ³±«®¢¨¥: x(0; x0) = x0.�®£¤  ¯¥°¥®± ½²®£® °¥¸¥¨¿ ¨§ Rn   Mq(t; q0) = ��1(x(t; x0));¥±²¼ °¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨ (2:4)   M . �²®¡° ¦¥¨¥ q(t; q0) «¨¯¸¨¶¥¢® ¯® t ¨£« ¤ª® ¯® q0, ®® ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¯®·²¨ ¢±¾¤³ ��� ¨  · «¼®¬³ ³±«®¢¨¾¢ (2:4).�«¿ «¾¡®£® q0 2 M °¥¸¥¨¥ q(t; q0) § ¤ ·¨ �®¸¨ (2:4) ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°®-¤®«¦¥®   ¬ ª±¨¬ «¼»© ¨²¥°¢ « t 2 Jq0 � R, ±®¤¥°¦ ¹¨©  · «® ª®®°-¤¨ ² ¨ § ¢¨±¿¹¨© ®² q0.�» ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® °¥¸¥¨¿ q(t; q0) ®¯°¥¤¥«¥» ¤«¿ ¢±¥µ q0 2M¨ ¢±¥µ t 2 R, ².¥. Jq0 = R ¤«¿ «¾¡»µ q0 2 M . �®£¤  ¥ ¢²®®¬®¥ ¯®«¥ Vt §»¢ ¥²±¿ ¯®«»¬. �²® ¨¬¥¥² ¬¥±²®,  ¯°¨¬¥°, ª®£¤  ¢±¥ ¯®«¿ Vt, t 2 R,° ¢» ³«¾ ¢¥ ®¡¹¥£® ª®¬¯ ª²  ¢ M (¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¡³¤¥¬ £®¢®°¨²¼, ·²®¥ ¢²®®¬®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ Vt ¨¬¥¥² ª®¬¯ ª²»© ®±¨²¥«¼).



30 ����� 2. �������� ���������������� ����������2.4.2 �¯°¥¤¥«¥¨¥ ¯° ¢®© µ°®®«®£¨·¥±ª®© ½ª±¯®¥²»�° ¢¥¨¥ (2:4), § ¯¨± ®¥ ª ª «¨¥©®¥ ³° ¢¥¨¥ ¤«¿ «¨¯¸¨¶¥¢»µ ¯® t±¥¬¥©±²¢ ´³ª¶¨® «®¢   C1(M):_q(t) = q(t) � Vt; q(0) = q0; (2.7)³¤®¢«¥²¢®°¿¥²±¿ ¤«¿ ¯®±²°®¥®£® ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ¯³ª²¥ ±¥¬¥©±²¢  ´³ª-¶¨® «®¢ q(t; q0) : C1(M)! R; q0 2M; t 2 R:�¨¦¥ ¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²® ½²  § ¤ ·  �®¸¨ ¥ ¨¬¥¥² ¤°³£¨µ °¥¸¥¨© (±¬.�²¢¥°¦¤¥¨¥ 2.5). �®½²®¬³ ¯®²®ª, ®¯°¥¤¥«¿¥¬»© ° ¢¥±²¢®¬P t : q0 7! q(t; q0); (2.8)¥±²¼ ¥¤¨±²¢¥®¥ °¥¸¥¨¥ ®¯¥° ²®°®© § ¤ ·¨ �®¸¨_P t = P t � Vt; P 0 = Id; (2.9)(£¤¥ Id ®¡®§ · ¥² ¥¤¨¨·»© ®¯¥° ²®°) ¢ ª« ±±¥ «¨¯¸¨¶¥¢»µ ¯®²®ª®¢  M . �®²®ª P t, ®¯°¥¤¥«¥»© ¢ (2:8),  §»¢ ¥²±¿ ¯° ¢®© µ°®®«®£¨·¥±ª®© ½ª±-¯®¥²®© ¯®«¿ Vt ¨ ®¡®§ · ¥²±¿ ·¥°¥§P t = �!exp Z t0 V� d�:�¨¦¥ ¬» ¯®±²°®¨¬  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨© °¿¤ ¤«¿ µ°®®«®£¨·¥±ª®© ½ª±¯®¥²»,®¯° ¢¤»¢ ¾¹¨© ² ª®¥ ®¡®§ ·¥¨¥.2.4.3 � §«®¦¥¨¥ ¢ ´®°¬ «¼»© °¿¤�¥°¥¯¨¸¥¬ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ³° ¢¥¨¥ (2:7) ª ª ¨²¥£° «¼®¥:q(t) = q0 + Z t0 q(�) � V� d� (2.10)§ ²¥¬ ¯®¤±² ¢¨¬ ½²® ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ q(t) ¢ ¯° ¢³¾ · ±²¼= q0 + Z t0 �q0 + Z �10 q(�2) � V�2 d�2� � V�1 d�1= q0 ��Id+ Z t0 V� dt�+ ZZ06�26�16t q(�2) � V�2 � V�1 d�2 d�1;



2.4. ��������������� ���������� 31¬®£®ª° ²® ¯®¢²®°¨¬ ½²³ ¯°®¶¥¤³°³, ¨ ¯®«³·¨¬ ° §«®¦¥¨¥:q(t) = q0 �0B@Id+ Z t0 V� d� + ZZ�2(t) V�2 � V�1 d�2 d�1 + : : :+Z � � � Z�n(t) V�n � � � � � V�1 d�n : : : d�11CA+Z � � � Z�n+1(t) q(�n+1) � V�n+1 � � � � � V�1 d�n+1 : : : d�1: (2.11)�¤¥±¼ �n(t) = f(�1; : : : ; �n) 2 Rn j 0 6 �n 6 � � � 6 �1 6 tg®¡®§ · ¥² n-¬¥°»© ±¨¬¯«¥ª±. �¨±²® ´®°¬ «¼® ¯¥°¥µ®¤¿ ¢ (2:11) ª ¯°¥-¤¥«³ n!1, ¯®«³· ¥¬ ´®°¬ «¼»© °¿¤ ¤«¿ °¥¸¥¨¿ q(t) § ¤ ·¨ (2:7):q0 �0B@Id+ 1Xn=1 Z � � �Z�n(t) V�n � � � � � V�1 d�n : : : d�11CA ;  ¯®²®¬³ ¨ ¤«¿ °¥¸¥¨¿ P t § ¤ ·¨ (2:9):Id+ 1Xn=1Z � � � Z�n(t) V�n � � � � � V�1 d�n : : : d�1: (2.12)�¯° ¦¥¨¥ 2.1. �°¥¤»¤³¹¥¥ ° §«®¦¥¨¥ ¢ °¿¤ ¯®«³·¥® ¯°¨ ³±«®¢¨¨t > 0, µ®²¿ µ°®®«®£¨·¥±ª ¿ ½ª±¯®¥²  ®¯°¥¤¥«¥  ¯°¨ ¢±¥µ § ·¥¨¿µ t.�®ª ¦¨²¥, ·²® ¯®²®ª �!exp R t0 V� d� ¯°¨ t < 0 ¨¬¥¥² ° §«®¦¥¨¥Id+ 1Xn=1Z � � � Z�n(�t) (�V�n) � � � � � (�V�1) d�n : : : d�1:�²®² °¿¤   «®£¨·¥ °¿¤³ (2:12), ¯®½²®¬³ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ ¬» ®£° ¨·¨¬±¿¨§³·¥¨¥¬ ±«³· ¿ t > 0.2.4.4 �¶¥ª¨ ¨ ±µ®¤¨¬®±²¼ °¿¤ � ±®¦ «¥¨¾, ¯®«³·¥»¥ °¿¤» ¨ª®£¤  ¥ ±µ®¤¿²±¿   C1(M) ¢ ±« ¡®¬±¬»±«¥ (¯°¨ Vt 6� 0): ¢±¥£¤  ±³¹¥±²¢³¥² £« ¤ª ¿ ´³ª¶¨¿   M ,   ª®²®-°®© ®¨ ° ±µ®¤¿²±¿. �® ¬®¦® ¯®ª § ²¼, ·²® °¿¤ (2:12) ¿¢«¿¥²±¿  ±¨¬¯²®-²¨·¥±ª¨¬ ¤«¿ µ°®®«®£¨·¥±ª®© ½ª±¯®¥²» P t = �!exp R t0 V� d� . �¯° ¢¥¤«¨¢ 



32 ����� 2. �������� ���������������� ����������±«¥¤³¾¹ ¿ ®¶¥ª  ®±² ²®·®£® ·«¥ : ®¡®§ ·¨¬ m-³¾ · ±²¨·³¾ ±³¬¬³°¿¤  (2:12) ·¥°¥§Sm(t) = Id+m�1Xn=1 Z � � � Z�n(t) V�n � � � � � V�1 d�n : : : d�1;²®£¤  ¤«¿ «¾¡»µ a 2 C1(M), s > 0, K bM� �!exp Z t0 V� d� � Sm(t)� as;K6 CeC R t0 kV�ks;K0 d� 1m! �Z t0 kV�ks+m�1;K0 d��m kaks+m;K0 (2.13)= O(tm); t! 0;£¤¥ K 0 b M | ¥ª®²®°»© ª®¬¯ ª², ±®¤¥°¦ ¹¨© K. �» ¤®ª ¦¥¬ ®¶¥-ª³ (2:13) ¢ ¯°¨«®¦¥¨¨. �§ ®¶¥ª¨ (2:13) ±«¥¤³¥², ·²®� �!exp Z t0 "V� d� � S"m(t)� as;K = O("m); "! 0;£¤¥ S"m(t) ®¡®§ · ¥² m-³¾ · ±²¨·³¾ ±³¬¬³ °¿¤  (2:12) ¤«¿ ¯®«¿ "Vt.�®½²®¬³ ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ° §«®¦¥¨¥ ¢  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨© °¿¤:�!exp Z t0 V� d� � Id+ 1Xn=1Z � � � Z�n(t) V�n � � � � � V�1 d�n : : : d�1: (2.14)�» ¡³¤¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ·«¥» ½²®£® °¿¤  ¯®°¿¤ª®¢ ®«¼, ®¤¨ ¨ ¤¢ :�!exp Z t0 V� d� � Id+ Z t0 V� d� + ZZ06�26�16tV�2 � V�1 d�2 d�1 + � � � :�®ª ¦¥¬, ·²®  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨© °¿¤ ±µ®¤¨²±¿ ª µ°®®«®£¨·¥±ª®© ½ª±¯®-¥²¥   «¾¡®¬ ®°¬¨°®¢ ®¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢¥ L � C1(M),   ª®²®°®¬Vt ®¯°¥¤¥«¥® ¨ ®£° ¨·¥®:VtL � L; kVtk = sup fkVtak j a 2 L; kak 6 1g <1: (2.15)�°¨¬¥¨¬ ®¯¥° ²®°»© °¿¤ (2:14) ª «¾¡®© ´³ª¶¨¨ a 2 L ¨ ®¶¥¨¬ ·«¥»¯®«³·¥®£® °¿¤ :a+ 1Xn=1 Z � � � Z�n(t) V�n � � � � � V�1 a d�n : : : d�1: (2.16)



2.4. ��������������� ���������� 33�¬¥¥¬ Z � � � Z�n(t) V�n � � � � � V�1 a d�n : : : d�16 Z � � � Z06�n6���6�16t kV�nk � � � � � kV�1k d�n : : : d�1 � kak¨±¯®«¼§³¿ ±¨¬¬¥²°¨¾ ®²®±¨²¥«¼® ¯¥°¥±² ®¢®ª ¨¤¥ª±®¢ � : f1; : : : ; ng !f1; : : : ; ng = Z � � �Z06��(n)6���6��(1)6t kV�nk � � � � � kV�1k d�n : : : d�1 � kak¨ ¯¥°¥µ®¤¿ ª ¨²¥£° «³ ¯® ª³¡³= 1n! Z t0 : : :Z t0 kV�nk � � � � � kV�1k d�n : : : d�1 � kak= 1n! �Z t0 kV�k d��n � kak:�² ª, °¿¤ (2:16) ¬ ¦®°¨°³¥²±¿ ½ª±¯®¥¶¨ «¼»¬ °¿¤®¬, ¯®½²®¬³ ®¯¥° -²®°»© °¿¤ (2:14) ±µ®¤¨²±¿   L.�¿¤ (2:16) ¬®¦® ¯®·«¥® ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ²¼, ¯®½²®¬³ ® ³¤®¢«¥²¢®°¿-¥² ²®¬³ ¦¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¬³ ³° ¢¥¨¾, ·²® ¨ ´³ª¶¨¿ P ta:_at = Vtat; a0 = a:�«¥¤®¢ ²¥«¼®,P ta = a+ 1Xn=1 Z � � � Z�n(t) V�n � � � � � V�1 a d�n : : : d�1:�² ª, ¢ ±«³· ¥ (2:15)  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨© °¿¤ ±µ®¤¨²±¿, ¡®«¥¥ ²®£®, ±¯° ¢¥¤-«¨¢  ®¶¥ª  kP tak 6 eR t0 kV�k d�kak; a 2 L:�®¦® ¯®ª § ²¼, ·²® ®¶¥ª  ¨ ±µ®¤¨¬®±²¼ ¨¬¥¾² ¬¥±²® ¥ ²®«¼ª® ¤«¿«®ª «¼® ®£° ¨·¥»µ, ® ¨ ¤«¿ ¨²¥£°¨°³¥¬»µ   [0; t] ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©:Z t0 kV�k d� <1:� ¬¥²¨¬, ·²® ³±«®¢¨¿ (2:15) ¢»¯®«¿¾²±¿   «¾¡®¬ ª®¥·®¬¥°®¬ Vt-¨¢ °¨ ²®¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢¥ L � C1(Rn ). � · ±²®±²¨, ½²® ¨¬¥¥² ¬¥±²®ª®£¤  M = Rn , L ¥±²¼ ¯°®±²° ±²¢® «¨¥©»µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©,   Vt |«¨¥©®¥ ¯®«¥   Rn .�±«¨ M , Vt ¨ a ¢¥¹¥±²¢¥®   «¨²¨·¥±ª¨¥, ²® °¿¤ (2:16) ±µ®¤¨²±¿ ¯°¨¤®±² ²®·® ¬ «»µ t, ±¬. ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¢ [19].



34 ����� 2. �������� ���������������� ����������2.4.5 �¥¢ ¿ µ°®®«®£¨·¥±ª ¿ ½ª±¯®¥² � ±±¬®²°¨¬ ®¡° ²»© ®¯¥° ²®° Qt = (P t)�1 ª ¯° ¢®© µ°®®«®£¨·¥±ª®© ½ª±-¯®¥²¥ P t = �!exp R t0 V� d� . � ©¤¥¬ ��� ¤«¿ Qt ¤¨´´¥°¥¶¨°³¿ ²®¦¤¥±²¢®P t �Qt = Id :�® ¯° ¢¨«³ �¥©¡¨¶  ¯®«³· ¥¬_P t �Qt + P t � _Qt = 0;¯®½²®¬³, ³·¨²»¢ ¿ ³° ¢¥¨¥ (2:9) ¤«¿ ¯®²®ª  P t, ¨¬¥¥¬P t � Vt �Qt + P t � _Qt = 0:�¬®¦ ¿ ½²® ° ¢¥±²¢® ±«¥¢    Qt, ¯®«³· ¥¬Vt �Qt + _Qt = 0:�® ¥±²¼ ¯®²®ª Qt ¥±²¼ °¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨ �®¸¨dd tQt = �Vt �Qt; Q0 = Id; (2.17)¤¢®©±²¢¥®© ª § ¤ ·¥ �®¸¨ (2:9) ¤«¿ ¯° ¢®© µ°®®«®£¨·¥±ª®© ½ª±¯®¥-²» P t. �®²®ª Qt  §»¢ ¥²±¿ «¥¢®© µ°®®«®£¨·¥±ª®© ½ª±¯®¥²®© ¨ ®¡®§ -· ¥²±¿ ·¥°¥§ Qt =  �exp Z t0 (�V� ) d�:� ©¤¥¬  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨© °¿¤ ¤«¿ «¥¢®© µ°®®«®£¨·¥±ª®© ½ª±¯®¥²»² ª ¦¥, ª ª ¤«¿ ¯° ¢®©, ¬®£®ª° ²®© ¯®¤±² ®¢ª®© ¢ ¯° ¢³¾ · ±²¼:Qt = Id+ Z t0 (�V� ) �Q� d�= Id+ Z t0 (�V� ) d� + ZZ�2(t)(�V�1) � (�V�2) �Q�2 d�2 d�1 = � � �= Id+m�1Xn=1 Z � � �Z�n(t) (�V�1) � � � � � (�V�n) d�n : : : d�1+ Z � � �Z�m(t) (�V�1) � � � � � (�V�m) �Q�m d�m : : : d�1:�«¿ «¥¢®© µ°®®«®£¨·¥±ª®© ½ª±¯®¥²» ±¯° ¢¥¤«¨¢  ®¶¥ª  ®±² ²®·®£®·«¥ ,   «®£¨· ¿ ®¶¥ª¥ (2:13) ¤«¿ ¯° ¢®© ½ª±¯®¥²», ¨ ¯®«³·¥»© °¿¤¿¢«¿¥²±¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¬: �exp Z t0 (�V� ) d� � Id+ 1Xn=1 Z � � � Z�n(t) (�V�1) � � � � � (�V�n) d�n : : : d�1:



2.4. ��������������� ���������� 35� ¬¥· ¨¿. (1) �¡° ² ¿ ±²°¥«ª  ¢ «¥¢®© µ°®®«®£¨·¥±ª®© ½ª±¯®¥²¥  �exp±®®²¢¥²±²¢³¥² ®¡° ²®¬³ ¯®°¿¤ª³ ®¯¥° ²®°®¢ (�V�1)�� � ��(�V�n), �n 6 : : : 6�1. (2) �° ¢ ¿ ¨ «¥¢ ¿ µ°®®«®£¨·¥±ª¨¥ ½ª±¯®¥²» ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ±®®²¢¥²-±²¢³¾¹¨¬ ³° ¢¥¨¿¬:dd t �!exp Z t0 V� d� = �!exp Z t0 V� d� � Vt;dd t  �exp Z t0 (�V� ) d� = �Vt �  �exp Z t0 (�V� ) d�:� ¯° ¢«¥¨¥ ±²°¥«®ª ±®£« ±³¥²±¿ ±  ¯° ¢«¥¨¥¬ ¯®¿¢«¥¨¿ ®¯¥° ²®°®¢ Vt,�Vt ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ ½²¨µ ³° ¢¥¨©.(3) �±«¨  · «¼®¥ § ·¥¨¥ § ¤ ¥²±¿ ¢ ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ t0 6= 0, ²®¨¦¨© ¯°¥¤¥« ¨²¥£° «®¢ ¢ µ°®®«®£¨·¥±ª¨µ ½ª±¯®¥² µ ¯®« £ ¥²±¿ ° ¢-»¬ t0.(4) �¯° ¢¥¤«¨¢® ®·¥¢¨¤®¥ ¯° ¢¨«® ª®¬¯®§¨¶¨¨ ¯®²®ª®¢:�!exp Z t1t0 V� d� � �!exp Z t2t1 V� d� = �!exp Z t2t0 V� d�:�¯° ¦¥¨¥ 2.2. �®ª ¦¨²¥, ·²®�!exp Z t1t0 V� d� = � �!exp Z t0t1 V� d���1 =  �exp Z t0t1 (�V� ) d�: (2.18)2.4.6 �¤¨±²¢¥®±²¼ ¤«¿ ´³ª¶¨® «¼»µ ¨®¯¥° ²®°»µ ³° ¢¥¨©�» ¢¨¤¥«¨, ·²® ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ³° ¢¥¨¥ (2:7) ¤«¿ «¨¯¸¨¶¥¢»µ ±¥-¬¥©±²¢ ´³ª¶¨® «®¢ ¨¬¥¥² °¥¸¥¨¥ q(t) = q0� �!exp R t0 V� d� . �¥¯¥°¼ ¬»¬®¦¥¬ ¤®ª § ²¼, ·²® ½²® ³° ¢¥¨¥ ¤°³£¨µ °¥¸¥¨© ¥ ¨¬¥¥².�°¥¤«®¦¥¨¥ 2.5. �³±²¼ Vt | ¯®«®¥ ¥ ¢²®®¬®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥  M . �®£¤  § ¤ ·  �®¸¨ (2:7) ¨¬¥¥² ¥¤¨±²¢¥®¥ °¥¸¥¨¥ ¢ ª« ±±¥ «¨¯-¸¨¶¥¢»µ ±¥¬¥©±²¢ ´³ª¶¨® «®¢   C1(M).�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ «¨¯¸¨¶¥¢® ±¥¬¥©±²¢® ´³ª¶¨® «®¢ qt ¥±²¼ °¥¸¥-¨¥ § ¤ ·¨ (2:7). �®£¤ dd t �qt � (P t)�1� = dd t �qt �Qt� = qt � Vt �Qt � qt � Vt �Qt = 0;¯®½²®¬³ qt �Qt � const. �® Q0 = Id, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, qt �Qt � q0, § ·¨²qt = q0 � P t = q0 � �!exp Z t0 V� d�¥±²¼ ¥¤¨±²¢¥®¥ °¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨ �®¸¨ (2:7).� «®£¨·® ®¡  ®¯¥° ²®°»µ ³° ¢¥¨¿ _P t = P t � Vt ¨ _Qt = �Vt �Qt ¥¨¬¥¾² ¤°³£¨µ °¥¸¥¨© ª°®¬¥ µ°®®«®£¨·¥±ª¨µ ½ª±¯®¥².



36 ����� 2. �������� ���������������� ����������2.4.7 �¢²®®¬»¥ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿� ±«³· ¥  ¢²®®¬®£® ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿Vt � V 2 VecM;¯®²®ª ¯®«®£® ¯®«¿  §»¢ ¥²±¿ ½ª±¯®¥²®© ¨ ®¡®§ · ¥²±¿ ·¥°¥§ etV .�±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨© °¿¤ ¤«¿ ½ª±¯®¥²» ¯°¨¨¬ ¥² ´®°¬³etV � 1Xn=0 tnn! V n = Id+t V + t22 V � V + � � � ;².¥. ½²® ®¡»·»© ½ª±¯®¥¶¨ «¼»© °¿¤.�ª±¯®¥²   ¢²®®¬®£® ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼-»¬ ³° ¢¥¨¿¬dd tetV = etV � V = V � etV ; etV ��t=0 = Id :�±¯®«¼§³¥¬  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨© °¿¤ ¤«¿ ½ª±¯®¥²» ¤«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ±ª®¡-ª¨ �¨  ¢²®®¬»µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© V;W 2 VecM . �»·¨±«¨¬ ¯¥°¢»© ¥¯®-±²®¿»© ·«¥ ¢  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¬ ° §«®¦¥¨¨ ±«¥¤³¾¹¥© ª°¨¢®© ¢ ²®·ª¥t = 0:q(t) = q � etV � etW � e�tV � e�tW= q ��Id+t V + t22 V 2 + � � �� ��Id+tW + t22 W 2 + � � ����Id�t V + t22 V 2 + � � �� ��Id�tW + t22 W 2 + � � ��= q ��Id+t (V +W ) + t22 (V 2 + 2V �W +W 2) + � � ����Id�t (V +W ) + t22 (V 2 + 2V �W +W 2) + � � ��= q � (Id+t2 (V �W �W � V ) + � � � ) :�² ª, ±ª®¡ª  �¨ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© ª ª ®¯¥° ²®°®¢ (¯°®¨§¢®¤»µ ¯®  ¯° ¢-«¥¨¾) ¢ C1(M) ¨¬¥¥² ¢¨¤[V;W ] = V �W �W � V:�²±¾¤  ±«¥¤³¥² ´®°¬³«  ¢ «®ª «¼»µ ª®®°¤¨ ² µ: ¥±«¨V = nXi=1 ai @@ xi ; W = nXi=1 bi @@ xi ; ai; bi 2 C1(M);²® [V;W ] = nXi;j=1�aj @ bi@ xj � bj @ ai@ xj � @@ xi = dWdx V � d Vd x W:



2.5. �������� ��������������� �� ��������� ���� 37� «®£¨·®q � etV � esW � e�tV = q � (Id+tV + � � � ) � (Id+sW + � � � ) � (Id�tV + � � � )= q � (Id+sW + ts[V;W ] + � � � );¨ q � [V;W ] = @2@s@t ����s=t=0 q � etV � esW � e�tV :2.5 �¥©±²¢¨¥ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬®¢  ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿�» ³¦¥  ¸«¨   «®£¨ ²®·¥ª, ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬®¢ ¨ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© ±°¥¤¨´³ª¶¨® «®¢ ¨ ®¯¥° ²®°®¢   C1(M). �¥¯¥°¼ ° ±±¬®²°¨¬ ¤¥©±²¢¨¥ ¤¨´-´¥®¬®°´¨§¬®¢   ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿.�®§¼¬¥¬ ª ± ²¥«¼»© ¢¥ª²®° v 2 TqM ¨ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬ P 2 Di�M .� ± ²¥«¼»© ¢¥ª²®° P�v 2 TP (q)M ¥±²¼ ¢¥ª²®° ±ª®°®±²¨ ®¡° §  ª°¨¢®©,¢»µ®¤¿¹¥© ¨§ q ±® ±ª®°®±²¼¾ v. �» ³²¢¥°¦¤ ¥¬, ·²®P�v = v � P; v 2 TqM; P 2 Di�M; (2.19)ª ª ´³ª¶¨® «»   C1(M). �®§¼¬¥¬ ª°¨¢³¾q(t) 2M; q(0) = q; dd t ����t=0 q(t) = v;²®£¤  P�v a = dd t ����t=0 a(P (q(t))) = � dd t ����t=0 q(t)� � Pa= v � Pa; a 2 C1(M):�¥¯¥°¼  ©¤¥¬ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ P�V , V 2 VecM , ª ª ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¿ «£¥¡°» C1(M). �¬¥¥¬q � P � P�V = P (q) � P�V = (P�V ) (P (q)) = P�(V (q)) = V (q) � P= q � V � P; q 2M;¯®½²®¬³ P � P�V = V � P;²® ¥±²¼ P�V = P�1 � V � P; P 2 Di�M; V 2 VecM:�² ª, ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬» ¤¥©±²¢³¾²   ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ ª ª ¯®¤®¡¨¿. � · ±²-®±²¨, ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬» ±®µ° ¿¾² ª®¬¯®§¨¶¨¨:P�(V �W ) = P�1 � (V �W ) �P = (P�1 � V �P ) � (P�1 �W �P ) = P�V �P�W;



38 ����� 2. �������� ���������������� ����������  ¯®²®¬³ ¨ ±ª®¡ª¨ �¨ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©:P�[V;W ] = P�(V �W �W � V ) = P�V � P�W � P�W � P�V = [P�V; P�W ]:�±«¨ B : C1(M) ! C1(M) |  ¢²®¬®°´¨§¬, ²® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¯®-¤®¡¨¥ ®¡»·® ®¡®§ · ¥²±¿ ·¥°¥§ AdB:(AdB)V def= B � V �B�1:� ½²¨µ ²¥°¬¨ µ P� = AdP�1; P 2 Di�M:�¥¯¥°¼ ¢»·¨±«¨¬ ¨´¨¨²¥§¨¬ «¼³¾ ¢¥°±¨¾ ®¯¥° ²®°  Ad. �³±²¼ P t¥±²¼ ¯®²®ª ¯®«¿ V : P 0 = Id; dd t ����t=0 P t = V 2 VecM:�®£¤  dd t ����t=0 �P t��1 = �V;¯®½²®¬³dd t ����t=0 (AdP t)W = dd t ����t=0 (P t �W � (P t)�1) = V �W �W � V= [V;W ]; W 2 VecM:�¡®§ ·¨¬ adV = ad� dd t ����t=0 P t� def= dd t ����t=0AdP t;²®£¤  (adV )W = [V;W ]; W 2 VecM:�¨´´¥°¥¶¨°³¿ ²®¦¤¥±²¢®AdP t [X;Y ] = [AdP tX;AdP t Y ] X;Y 2 VecM;¢ ¬®¬¥² t = 0, ¯®«³· ¥¬ ²®¦¤¥±²¢® �ª®¡¨ ¤«¿ ±ª®¡ª¨ �¨ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©:(adV )[X;Y ] = [(adV )X;Y ] + [X; (adV )Y ];ª®²®°®¥ ¬®¦® ² ª¦¥ § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥[V; [X;Y ]] = [[V;X ]; Y ] + [X; [V; Y ]]; V;X; Y 2 VecM;¨«¨ ¢ ±¨¬¬¥²°¨·®© ´®°¬¥[X; [Y; Z]] + [Y; [Z;X ]] + [Z; [X;Y ]] = 0; X; Y; Z 2 VecM: (2.20)�®¦¥±²¢® VecM ¿¢«¿¥²±¿ «¨¥©»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ ± ¤®¯®«¨²¥«¼®©®¯¥° ¶¨¥© | ±ª®¡ª®© �¨, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© ±«¥¤³¾¹¨¬ ±¢®©±²¢ ¬:



2.5. �������� ��������������� �� ��������� ���� 39(1) ¡¨«¨¥©®±²¼:[�X + �Y; Z] = �[X;Z] + �[Y; Z];[X;�Y + �Z] = �[X;Y ] + �[X;Z]; X; Y; Z 2 VecM; �; � 2 R;(2) ª®±®±¨¬¬¥²°¨·®±²¼:[X;Y ] = �[Y;X ]; X; Y 2 VecM;(3) ²®¦¤¥±²¢® �ª®¡¨ (2:20).�»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¬®¦¥±²¢® VecM ¢±¥µ £« ¤ª¨µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©   £« ¤-ª®¬ ¬®£®®¡° §¨¨ M ®¡° §³¥²  «£¥¡°³ �¨.� ±±¬®²°¨¬ ¯®²®ª P t = �!exp Z t0 V� d� ¥ ¢²®®¬®£® ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ Vt.� ©¤¥¬ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ³° ¢¥¨¥ ¤«¿ ±¥¬¥©±²¢  ®¯¥° ²®°®¢ AdP t =(P t)�1� ¢  «£¥¡°¥ �¨ VecM .dd t (AdP t)X = dd t �P t �X � (P t)�1�= P t � Vt �X � (P t)�1 � P t �X � Vt � (P t)�1= (AdP t)[Vt; X ] = (AdP t) adVtX; X 2 VecM:�² ª, ±¥¬¥©±²¢® ®¯¥° ²®°®¢ AdP t ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³° ¢¥¨¾dd t AdP t = (AdP t) � adVt (2.21)±  · «¼»¬ ³±«®¢¨¥¬ AdP 0 = Id : (2.22)�¥¬¥©±²¢® AdP t | ®¡° ²¨¬®¥ °¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨ �®¸¨_At = At � adVt; A0 = Id¤«¿ ®¯¥° ²®°®¢ At : VecM ! VecM . �®¦® ¯®¢²®°¨²¼ ° ±±³¦¤¥¨¥, ¯°®-¢¥¤¥®¥  ¬¨ ¢»¸¥ ¤«¿   «®£¨·®© § ¤ ·¨ (2:9) ¤«¿ ¯®²®ª®¢ ¨ ¯®«³·¨²¼ ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥ ° §«®¦¥¨¥AdP t � Id+ Z t0 adV� d� + � � �+ Z � � � Z�n(t) adV�n � � � � � adV�1 d�n : : : d�1 + � � � (2.23)§ ²¥¬ ¤®ª § ²¼ ¥¤¨±²¢¥®±²¼ °¥¸¥¨¿ ¨ ®¯° ¢¤ ²¼ ±«¥¤³¾¹¥¥ ®¡®§ ·¥-¨¥: �!exp Z t0 adV� d� def= AdP t = Ad� �!exp Z t0 V� d�� :



40 ����� 2. �������� ���������������� ����������� «®£¨·»¥ ²®¦¤¥±²¢  ¤«¿ «¥¢®© µ°®®«®£¨·¥±ª®© ½ª±¯®¥²» ¨¬¥¾² ¢¨¤ �exp Z t0 ad(�V� ) d� def= Ad�  �exp Z t0 (�V� ) d��� Id+ 1Xn=1Z � � �Z�n(t) (� adV�1) � � � � � (� adV�n) d�n : : : d�1:�«¿  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£® °¿¤  (2:23) ±¯° ¢¥¤«¨¢  ®¶¥ª  ®±² ²®·®£® ·«¥- ,   «®£¨· ¿ ®¶¥ª¥ (2:13) ¤«¿ ¯®²®ª  P t. �¡®§ ·¨¬ · ±²¨·³¾ ±³¬¬³Tm = Id+m�1Xn=1 Z � � �Z�n(t) adV�n � � � � � adV�1 d�n : : : d�1;²®£¤  ¤«¿ «¾¡»µ X 2 VecM , s > 0, K bM�Ad �!exp Z t0 V� d� � Tm�Xs;K6 C1eC1 R t0 kV�ks+1;K0 d� 1m! �Z t0 kV�ks+m;K0 d��m kXks+m;K0 (2.24)= O(tm); t! 0;£¤¥ K 0 bM | ¥ª®²®°»© ª®¬¯ ª², ±®¤¥°¦ ¹¨© K.�«¿  ¢²®®¬»µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© ¢¢®¤¨²±¿ ®¡®§ ·¥¨¥et ad V def= Ad etV ;¨»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ±¥¬¥©±²¢® ®¯¥° ²®°®¢ et adV : VecM ! VecM ¥±²¼ ¥¤¨-±²¢¥®¥ °¥¸¥¨¥ § ¤ · _̈At = At � adV; A0 = Id :�¯° ¢¥¤«¨¢®  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥ ° §«®¦¥¨¥et adV � Id+t adV + t22 ad2 V + � � � :�¯° ¦¥¨¥ 2.3. �³±²¼ P 2 Di�M , ¨ ¯³±²¼ Vt | ¥ ¢²®®¬®¥ ¢¥ª²®°®¥¯®«¥   M . �®ª ¦¨²¥, ·²®P� �!exp Z t0 V� d� � P�1 = �!exp Z t0 (AdP V� ) d�: (2.25)



2.6. �������������� ����� 412.6 �®¬¬³²¨°®¢ ¨¥ ¯®«¥©�³±²¼ Vt 2 VecM | ¥ ¢²®®¬®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ ¨ ¯³±²¼ P t = �!exp R t0 V� d�| ¥£® ¯®²®ª. � ¤ ¤¨¬±¿ ¢®¯°®±®¬: ¯°¨ ª ª¨µ ³±«®¢¨¿µ ¯®²®ª P t ±®µ° ¿¥²¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ W 2 VecM : P t�W =W 8t;¨«¨, ·²® ²® ¦¥ ± ¬®¥, (P t)�1� W =W 8t:�°¥¤«®¦¥¨¥ 2.6.P t�W =W 8t , [Vt;W ] = 0 8t:�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¬¥¥¬dd t (Pt)�1� W = dd t AdP tW = � dd t �!exp Z t0 adV� d��W= � �!exp Z t0 adV� d� � adV��W = � �!exp Z t0 adV� d�� [Vt;W ]= (P t)�1� [Vt;W ];¯®½²®¬³ (P t)�1� W �W ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  [Vt;W ] � 0.�®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¯®²®ª¨ ¥ ª®¬¬³²¨°³¾², ¨ ¤«¿ ¥ ¢²®®¬»µ ¢¥ª²®°-»µ ¯®«¥© Vt, Wt:�!exp Z t10 V� d� � �!exp Z t20 W� d� 6= �!exp Z t20 W� d� � �!exp Z t10 V� d�;¨ ¤«¿  ¢²®®¬»µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© V , W :et1V � et2W 6= et2W � et1V :�  ¢²®®¬®¬ ±«³· ¥ ª®¬¬³²¨°®¢ ¨¥ ¯®²®ª®¢ ° ¢®±¨«¼® ª®¬¬³²¨°®¢ -¨¾ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©:et1V � et2W = et2W � et1V ; t1; t2 2 R; , [V;W ] = 0:�» ³¦¥ ¯®ª § «¨ ¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ª®¬¬³²¨°®¢ ¨¿ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© ¤«¿ª®¬¬³²¨°®¢ ¨¿ ¨µ ¯®²®ª®¢, ±¥©· ± ¤®ª ¦¥¬ ¤®±² ²®·®±²¼. �¬¥¥¬�Ad et1V �W = et1 ad VW =W:�·¨²»¢ ¿ ° ¢¥±²¢® (2:25), ¯®«³· ¥¬et1V � et2W � e�t1V = et2(Ad et1V )W = et2W :



42 ����� 2. �������� ���������������� ����������2.7 �®°¬³«  ¢ °¨ ¶¨©� ±±¬®²°¨¬ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ³° ¢¥¨¥ ¢¨¤ _q = Vt(q) +Wt(q): (2.26)�³¤¥¬ ±·¨² ²¼ Vt ¨±µ®¤»¬ ¢¥ª²®°»¬ ¯®«¥¬,   Wt | ¥£® ¢®§¬³¹¥¨¥¬.� ©¤¥¬ ´®°¬³«³ ¤«¿ ¯®²®ª  Qt ®¢®£® ¯®«¿ Vt+Wt ª ª ¢®§¬³¹¥¨¥ ¯®²®ª P t = �!exp R t0 V� d� ¨±µ®¤®£® ¯®«¿ Vt. �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¬» µ®²¨¬ ¯®«³·¨²¼° §«®¦¥¨¥ ¢¨¤  Qt = �!exp Z t0 (V� +W� ) d� = Ct � P t:�¥©±²¢³¥¬ ª ª ¢ ¬¥²®¤¥ ¢ °¨ ¶¨¨ ¯®±²®¿»µ: ¯®¤±² ¢«¿¥¬ ½²® ° §«®¦¥¨¥¢ ³° ¢¥¨¥ (2:26): dd tQt = Qt � (Vt +Wt)= _Ct � P t + Ct � P t � Vt= _Ct � P t +Qt � Vt;±®ª° ¹ ¥¬ ®¡¹¨© ·«¥ Qt � Vt:Qt �Wt = _Ct � P t;¨ § ¯¨±»¢ ¥¬ ³° ¢¥¨¥ ¤«¿ ¥¨§¢¥±²®£® ¯®²®ª  Ct:_Ct = Qt �Wt � �P t��1= Ct � P t �Wt � �P t��1= Ct � �AdP t�Wt= Ct �� �!exp Z t0 adV� d��Wt;C0 = Id :�²  ®¯¥° ²®° ¿ § ¤ ·  �®¸¨ ¨¬¥¥² ´®°¬³ (2:9), ¯®²®¬³ ¨¬¥¥² ¥¤¨±²¢¥-®¥ °¥¸¥¨¥: Ct = �!exp Z t0 � �!exp Z �0 adV� d��W� d�:�² ª, ¬» ¯®«³·¨«¨ ¨±ª®¬®¥ ° §«®¦¥¨¥ ¢®§¬³¹¥®£® ¯®²®ª :�!exp Z t0 (V� +W� ) d� = �!exp Z t0 � �!exp Z �0 adV� d��W� d� � �!exp Z t0 V� d�:(2.27)



2.8. ����������� ������ 43�²® ° ¢¥±²¢®  §»¢ ¥²±¿ ´®°¬³«®© ¢ °¨ ¶¨©. �¥ ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¢ ±«¥¤³-¾¹¥¬ ¢¨¤¥: �!exp Z t0 (V� +W� ) d� = �!exp Z t0 (AdP � )W� d� � P t:�® ¥±²¼ ¢®§¬³¹¥»© ¯®²®ª ° ¢¥ ª®¬¯®§¨¶¨¨ ¨±µ®¤®£® ¯®²®ª  P t ± ¯®²®-ª®¬ ¢®§¬³¹¥¨¿ Wt, ¯®¤ª°³·¥®£® ¯®²®ª®¬ P t.�®«³·¨¬ ¤°³£³¾ ¢¥°±¨¾ ´®°¬³«» ¢ °¨ ¶¨© ± ¯®²®ª®¬ P t ±«¥¢  ®² ¯®¤-ª°³·¥®£® ¯®²®ª . �¬¥¥¬�!exp Z t0 (V� +W� ) d� = �!exp Z t0 (AdP � )W� d� � P t= P t � �P t��1 � �!exp Z t0 (AdP � )W� d� � P t= P t� �!exp Z t0 �Ad �P t��1 �AdP ��W� d�= P t� �!exp Z t0 �Ad ��P t��1 � P ���W� d�:� ª ª ª �P t��1 � P � = �!exp Z �t V� d�;¯®«³· ¥¬�!exp Z t0 (V� +W� ) d� = P t� �!exp Z t0 � �!exp Z �t adV� d��W� d�= �!exp Z t0 V� d�� �!exp Z t0 � �!exp Z �t adV� d��W� d�:(2.28)�«¿  ¢²®®¬»µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© V;W 2 VecM , ´®°¬³«» ¢ °¨ -¶¨© (2:27), (2:28) ¯°¨¨¬ ¾² ±«¥¤³¾¹³¾ ´®°¬³:et(V+W ) = �!exp Z t0 e� adVW d� � etV = etV � �!exp Z t0 e(��t) adVW d�: (2.29)� · ±²®±²¨, ¯°¨ t = 1 ¯®«³· ¥¬eV+W = �!exp Z 10 e� adVW d� � eV :2.8 �°®¨§¢®¤ ¿ ¯®²®ª  ¯® ¯ ° ¬¥²°³�³±²¼ Vt(s) | ¥ ¢²®®¬®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥, £« ¤ª® § ¢¨±¿¹¥¥ ®² ¢¥¹¥±²-¢¥®£® ¯ ° ¬¥²°  s. �±±«¥¤³¥¬ § ¢¨±¨¬®±²¼ ¯®²®ª  ¯®«¿ Vt(s) ®² ¯ ° ¬¥²-°  s.



44 ����� 2. �������� ���������������� ����������� ¯¨¸¥¬ �!exp Z t0 V� (s+ ") d� = �!exp Z t0 (V� (s) + �V� (s; ")) d� (2.30)± ¢®§¬³¹¥¨¥¬ �V� (s; ") = V� (s + ") � V� (s). �® ´®°¬³«¥ ¢ °¨ ¶¨© (2:27),¢»¸¥¯°¨¢¥¤¥»© ¯®²®ª ° ¢¥�!exp Z t0 � �!exp Z �0 adV�(s) d�� �V� (s; ") d� � �!exp Z t0 V� (s) d�:� §«®¦¨¬ ¯® ":�V� (s; ") = " @@ sV� (s) +O("2); "! 0;W� (s; ") def= � �!exp Z �0 adV�(s) d�� �V� (s; ")= "� �!exp Z �0 adV�(s) d�� @@ sV� (s) +O("2); "! 0;¯®½²®¬³�!exp Z t0 W� (s; ") d� = Id+ Z t0 W� (s; ") d� +O("2)= Id+" Z t0 � �!exp Z �0 adV�(s) d�� @@ sV� (s) d� +O("2):� ª®¥¶, ¯®«³· ¥¬�!exp Z t0 V� (s+ ") d� = �!exp Z t0 Ws;� (") d� � �!exp Z t0 V� (s) d�= �!exp Z t0 V� (s) d�+ " Z t0 � �!exp Z �0 adV�(s) d�� @@ sV� (s) d� � �!exp Z t0 V� (s) d� +O("2);²® ¥±²¼@@ s �!exp Z t0 V� (s) d�= Z t0 � �!exp Z �0 adV�(s) d�� @@ sV� (s) d� � �!exp Z t0 V� (s) d�: (2.31)� «®£¨·® ¯® ´®°¬³«¥ ¢ °¨ ¶¨© (2:28) ¯®«³· ¥¬ ° ¢¥±²¢®@@ s �!exp Z t0 V� (s) d�= �!exp Z t0 V� (s) d� � Z t0 � �!exp Z �t adV�(s) d�� @@ sV� (s) d�: (2.32)



2.8. ����������� ������ 45�«¿  ¢²®®¬®£® ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ V (s), § ¢¨±¿¹¥£® ®² ¯ ° ¬¥²° , ´®°-¬³«  (2:31) ¯°¨¨¬ ¥² ´®°¬³@@ setV (s) = Z t0 e� adV (s) @ V@ s d� � etV (s);  ¯°¨ t = 1: @@ seV (s) = Z 10 e� adV (s) @ V@ s d� � eV (s): (2.33)�°¥¤«®¦¥¨¥ 2.7. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²®�Z t0 V� d�; Vt� = 0 8t: (2.34)�®£¤  �!exp Z t0 V� d� = eR t0 V� d� 8t:�»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¢ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¨ ³±«®¢¨¿ ª®¬¬³² ²¨¢®±²¨ (2:34) µ°®-®«®£¨·¥±ª ¿ ½ª±¯®¥²  �!exp R t0 V� d� ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¯®²®ª®¬ Qt = eR t0 V� d� ,§ ¤ ¾¹¨¬±¿ ³±«®¢¨¿¬¨:Qt = Qt1;@ Qts@ s = Z t0 V� d� �Qts; Qt0 = Id :�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®ª ¦¥¬, ·²® ½ª±¯®¥²  ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥²²®¬³ ¦¥ ³° ¢¥¨¾, ·²® ¨ µ°®®«®£¨·¥±ª ¿ ½ª±¯®¥²  ¢ «¥¢®© · ±²¨. �±¨«³ (2:33), ¨¬¥¥¬dd teR t0 V� d� = Z 10 e� ad R t0 V� d� Vt d� � eR t0 V� d� :�¢¨¤³ ° ¢¥±²¢  (2:34), e� ad R t0 V� d� Vt = Vt;¯®½²®¬³ dd teR t0 V� d� = Vt � eR t0 V� d� :�« £®¤ °¿ ° ¢¥±²¢³ (2:34), ¬®¦® ² ª¦¥ ¯®¬¥¿²¼ ¬¥±² ¬¨ ®¯¥° ²®°» ¢¯° ¢®© · ±²¨: dd teR t0 V� d� = eR t0 V� d� � Vt:� ¬¥²¨¬, ·²® ¢»¯®«¿¥²±¿  · «¼®¥ ³±«®¢¨¥eR t0 V� d� ���t=0 = Id :



46 ����� 2. �������� ���������������� �����������¥¯¥°¼ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ±«¥¤³¥² ¨§ ²®£®, ·²® § ¤ ·  �®¸¨ ¤«¿ ¯®²®ª®¢_At = At � Vt; A0 = Id¨¬¥¥² ¥¤¨±²¢¥®¥ °¥¸¥¨¥:At = eR t0 V� d� = �!exp Z t0 V� d�:



�« ¢  3�¨¥©»¥ ±¨±²¥¬»� ½²®© £« ¢¥ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ¯°®±²¥©¸¨© ª« ±± ³¯° ¢«¿¥¬»µ ±¨±²¥¬ | «¨-¥©»¥ ±¨±²¥¬»_x = Ax+ c+ mXi=1 uibi; x 2 Rn ; u = (u1; : : : ; um) 2 Rm ; (3.1)£¤¥ A | ¯®±²®¿ ¿ ¢¥¹¥±²¢¥ ¿ ¬ ²°¨¶  ¯®°¿¤ª  n,   c, b1, : : : , bm |¯®±²®¿»¥ ¢¥ª²®°» ¢ Rn .3.1 �®°¬³«  �®¸¨ ¤«¿ «¨¥©»µ ±¨±²¥¬�³±²¼ u(t) = (u1(t); : : : ; um(t)) | «®ª «¼® ¨²¥£°¨°³¥¬»¥ ´³ª¶¨¨. �®£¤ °¥¸¥¨¥ ±¨±²¥¬» (3:1), ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ½²®¬³ ³¯° ¢«¥¨¾ ¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿-¾¹¥¥  · «¼®¬³ ³±«®¢¨¾ x(0; x0) = x0¤ ¥²±¿ ´®°¬³«®© �®¸¨:x(t; x0) = etA x0 + Z t0 e��A mXi=1 ui(�)bi + c d�!! ; t 2 R:�» ¨±¯®«¼§³¥¬ §¤¥±¼ ®¡®§ ·¥¨¥ ¤«¿ ¬ ²°¨·®© ½ª±¯®¥²»:etA = Id+tA+ t22!A2 + � � �+ tnn!An + � � � :�®°¬³«  �®¸¨ ¯°®¢¥°¿¥²±¿ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¥¬. � ±¨«³ ¥¤¨±²¢¥®±²¨,®  ¤ ¥² °¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨ �®¸¨.�¨¥© ¿ ±¨±²¥¬  (3:1) | · ±²»© ±«³· ©  ´´¨®© ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ±¨±-²¥¬»: _x = x � f0 + mXi=1 uifi! : (3.2)47



48 ����� 3. �������� ��������²®¡» ¯®«³·¨²¼ ±¨±²¥¬³ (3:1) ¨§ (3:2), ¤®±² ²®·® ¯®«®¦¨²¼f0(x) = Ax+ c; fi(x) = bi; i = 1; : : : ;m: (3.3)�°¥¤«®¦¥¨¥ 3.1. �®°¬³«  �®¸¨ ¤«¿ «¨¥©»µ ±¨±²¥¬ ±«¥¤³¥² ¨§ ´®°-¬³«» ¢ °¨ ¶¨©.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¨¢¥¤¥¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²®«¼ª® ¢ ±«³· ¥ c = 0.�®°¬³«  ¢ °¨ ¶¨© ¤«¿ ±¨±²¥¬» (3:2) ¨¬¥¥² ¢¨¤�!exp Z t0  f0 + mXi=1 ui(�)fi! d�= �!exp Z t0  � �!exp Z �0 ad f0 d�� � mXi=1 ui(�)fi! d�� �!exp Z t0 f0 d�= �!exp Z t0  mXi=1 ui(�)e� ad f0fi! d� � etf0 : (3.4)�» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²® c = 0, ².¥. f0(x) = Ax. �®£¤ x � etf0 = etAx: (3.5)� «¥¥, ² ª ª ª (ad f0)fi = [f0; fi] = [Ax; b] = �Ab, ²®e� ad f0fi = fi + �(ad f0)fi + �22! (ad f0)2fi + � � �+ �nn! (ad f0)nfi + � � �= bi � �Abi + �22! (�A)2bi + � � �+ �nn! (�A)nbi + � � �= e��Abi:�²®¡» ¢»·¨±«¨²¼ «¥¢»© ¯®²®ª ¢ (3:4),  ¯®¬¨¬, ·²® ª°¨¢ ¿x0� �!exp Z t0  mXi=1 ui(�)e� ad f0fi! d� = x0� �!exp Z t0  mXi=1 ui(�)e��Abi! d�(3.6)¥±²¼ °¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨ �®¸¨_x(t) = mXi=1 ui(t)e�tAbi; x(0) = x0;¯®½²®¬³ (3:6) ° ¢®x(t) = x0 + Z t0  e��A mXi=1 ui(�)bi! d�:



3.2. ������������� �������� ������ 49�·¨²»¢ ¿ (3:5), ¯®«³· ¥¬ ´®°¬³«³ �®¸¨:x(t) = x0� �!exp Z t0  f0 + mXi=1 ui(�)fi! d�=  x0 + Z t0  e��A mXi=1 ui(�)bi! d�! � etf0= etA x0 + Z t0  e��A mXi=1 ui(�)bi! d�! :� ¬¥²¨¬, ·²® ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ (c 6= 0) ´®°¬³«³ �®¸¨ ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¢¢¨¤¥: x(t; x0) = etAx0 + etA Z t0 e��A mXi=1 ui(�)bi d� + etA Z t0 e��Ac d�= etAx0 + etA Z t0 e��A mXi=1 ui(�)bi d� + etA � IdA c; (3.7)£¤¥ etA � IdA c = tc+ t22!Ac+ t33!A2c+ � � �+ tnn!An�1c+ � � � :3.2 �¯° ¢«¿¥¬®±²¼ «¨¥©»µ ±¨±²¥¬�§ ´®°¬³«» �®¸¨ (3:7) ±«¥¤³¥², ·²® ®²®¡° ¦¥¨¥u 7! x(t; u; x0);¯¥°¥¢®¤¿¹¥¥ «®ª «¼® ¨²¥£°¨°³¥¬®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ u = u(�) ¢ ª®¥·³¾ ²®·-ª³ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ²° ¥ª²®°¨¨, ¿¢«¿¥²±¿  ´´¨»¬. �®½²®¬³ ¬®¦¥±²¢®¤®±²¨¦¨¬®±²¨ Ax0(t) «¨¥©®© ±¨±²¥¬» (3:1) §  ´¨ª±¨°®¢ ®¥ ¢°¥¬¿ t > 0¥±²¼  ´´¨®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ¢ Rn .�¯°¥¤¥«¥¨¥ 3.1. �¯° ¢«¿¥¬ ¿ ±¨±²¥¬  ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ±®±²®¿¨© M  -§»¢ ¥²±¿ ¢¯®«¥ ³¯° ¢«¿¥¬®© §  ¢°¥¬¿ t > 0, ¥±«¨Ax0(t) =M 8x0 2M:�®« ¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¼ ®§ · ¥², ·²® ¤«¿ «¾¡®© ¯ °» ²®·¥ª x0; x1 2 M±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ u, ·²® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ °¥¸¥¨¥ x(�; u; x0)³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬» ¯¥°¥¢®¤¨² x0 ¢ x1 §  ¢°¥¬¿ t:x(0; u; x0) = x0; x(t; u; x0) = x1:



50 ����� 3. �������� ��������±±«¥¤®¢ ¨¥ ¯®«®© ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ «¨¥©»µ ±¨±²¥¬ ®¡«¥£· ¥²±¿ ¡« -£®¤ °¿ ±«¥¤³¾¹¥¬³  ¡«¾¤¥¨¾. �´´¨®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥u 7! etAx0 + etA � IdA c+ etA Z t0 e��A mXi=1 ui(�)bi d�±¾°º¥ª²¨¢® ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ±¾°º¥ª²¨¢  ¥£® «¨¥© ¿ · ±²¼u 7! etA Z t0 e��A mXi=1 ui(�)bi d�: (3.8)� ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼, ±¾°º¥ª²¨¢®±²¼ ®²®¡° ¦¥¨¿ (3:8) ° ¢®±¨«¼  ±¾°º¥ª-²¨¢®±²¨ ±«¥¤³¾¹¥£® ®²®¡° ¦¥¨¿:u 7! Z t0 e��A mXi=1 ui(�)bi d�: (3.9)�¥®°¥¬  3.1. �¨¥© ¿ ±¨±²¥¬  (3:1) ¢¯®«¥ ³¯° ¢«¿¥¬  §  ¢°¥¬¿ t > 0²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ spanfAjbi j j = 0; : : : ; n� 1; i = 1; : : : ;mg = Rn : (3.10)�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥®¡µ®¤¨¬®±²¼. �² ¯°®²¨¢®£®, ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ³±«®-¢¨¥ (3:10) ¥ ¢»¯®«¿¥²±¿. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ª®¢¥ª²®° p 2 Rn� , p 6= 0, ² ª®©,·²® pAjbi = 0; j = 0; : : : ; n� 1; i = 1; : : : ;m: (3.11)�® ²¥®°¥¬¥ �½«¨, An = n�1Xj=0 �jAj¤«¿ ¥ª®²®°»µ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ·¨±¥« �0, : : : , �n�1, ¯®½²®¬³Ak = n�1Xj=0 �kjAj¤«¿ «¾¡®£® k 2 N ¨ ¥ª®²®°»µ �kj 2 R. �®£¤  ¨§ (3:11) ¯®«³· ¥¬:pAkbi = n�1Xj=0 �kj pAjbi = 0; k = 0; 1; : : : ; i = 1; : : : ;m:�®½²®¬³ pe��Abi = 0; i = 1; : : : ;m;§ ·¨², p Z t0 e��A mXi=1 ui(�)bi d� = Z t0 mXi=1 ui(�)pe��Abi d� = 0;



3.2. ������������� �������� ������ 51².¥. ®²®¡° ¦¥¨¥ (3:9) ¥ ±¾°º¥ª²¨¢®. �®«³·¥®¥ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥ ¤®ª §»-¢ ¥² ¥®¡µ®¤¨¬®±²¼.�®±² ²®·®±²¼. �² ¯°®²¨¢®£®, ¯³±²¼ ®²®¡° ¦¥¨¥ (3:9) ¥ ±¾°º¥ª²¨¢®.�®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ª®¢¥ª²®° p 2 Rn� , p 6= 0, ² ª®©, ·²®p Z t0 mXi=1 ui(�)e��Abi d� = 0 8u(�) = (u1(�); : : : ; um(�)): (3.12)�®§¼¬¥¬ ³¯° ¢«¥¨¥ u(�) = (0; : : : ; 0; vs(�); 0; : : : ; 0);£¤¥ ¥¤¨±²¢¥ ¿ ®²«¨· ¿ ®² ³«¿ i- ¿ ª®¬¯®¥²  ¨¬¥¥² ¢¨¤vs(�) = � 1; 0 6 � 6 s;0; � > s:�®£¤  ¨§ ° ¢¥±²¢  (3:12) ±«¥¤³¥², ·²®p Z s0 e��Abi d� = 0; s 2 R; i = 1; : : : ;m;¯®½²®¬³ pe�sAbi = 0; s 2 R; i = 1; : : : ;m:�®±«¥¤®¢ ²¥«¼® ¤¨´´¥°¥¶¨°³¿ ½²® ²®¦¤¥±²¢® ¯°¨ s = 0, ¯®«³· ¥¬pAkbi = 0; k = 0; 1; : : : ; i = 1; : : : ;m;·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² (3:10). �®±² ²®·®±²¼ ¤®ª §  .� ª¨¬ ®¡° §®¬, ¥±«¨ «¨¥© ¿ ±¨±²¥¬  ¢¯®«¥ ³¯° ¢«¿¥¬  §  ª ª®¥-²®¢°¥¬¿ t > 0, ²® ®  ¢¯®«¥ ³¯° ¢«¿¥¬  ¨ §  «¾¡®¥ ¤°³£®¥ ¯®«®¦¨²¥«¼®¥¢°¥¬¿. � ½²®¬ ±«³· ¥ «¨¥© ¿ ±¨±²¥¬   §»¢ ¥²±¿ ³¯° ¢«¿¥¬®©.



52 ����� 3. �������� �������



�« ¢  4�¨¥ °¨§ ¶¨¿ ¥«¨¥©»µ±¨±²¥¬ ¯® ±®±²®¿¨¾�¥«¼ ¤ ®© £« ¢» | ¢ ²®¬, ·²®¡» ®µ ° ª²¥°¨§®¢ ²¼ ¥«¨¥©»¥ ±¨±²¥¬»_q = f0(q) + mXi=1 uifi(q); u = (u1; : : : ; um) 2 Rm ; q 2M; (4.1)¿¢«¿¾¹¨¥±¿ «®ª «¼® ¨«¨ £«®¡ «¼® ½ª¢¨¢ «¥²»¬¨ ³¯° ¢«¿¥¬»¬ «¨¥©-»¬ ±¨±²¥¬ ¬. �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¬» µ®²¨¬  ©²¨ ³±«®¢¨¿   ¢¥ª²®°»¥¯®«¿ f0, f1, : : : , fm, ®¡¥±¯¥·¨¢ ¾¹¨¥ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬  (£«®-¡ «¼®£® � : M ! Rn ¨«¨ «®ª «¼®£® � : Oq0 � M ! O0 � Rn ), ¯¥°¥-¢®¤¿¹¥£® ¥«¨¥©³¾ ±¨±²¥¬³ (4:1) ¢ ¥ª®²®°³¾ ³¯° ¢«¿¥¬³¾ «¨¥©³¾±¨±²¥¬³ (3:1).4.1 �®ª «¼ ¿ «¨¥ °¨§³¥¬®±²¼� ·¥¬ ± «®ª «¼®© § ¤ ·¨. �±«®¢¨¿ «®ª «¼®© «¨¥ °¨§³¥¬®±²¨ ¥±²¥±²¢¥-® ´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ¢ ²¥°¬¨ µ ±ª®¡®ª �¨, ².ª. ®¨ ±®µ° ¿¾²±¿ ¯°¨ ¤¨´´¥®-¬®°´¨§¬ µ: ��[V;W ] = [��V;��W ]; V;W 2 VecM:�±«®¢¨¥ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ (3:10) «¥£ª® § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ²¥°¬¨ µ ±ª®¡®ª �¨:¤«¿ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© (3:3) ¨¬¥¥¬(�A)jbi = (ad f0)jfi = [f0; [: : : [f0| {z }j times ; fi] : : : ]];¯®½²®¬³ ª°¨²¥°¨© ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¤«¿ «¨¥©»µ ±¨±²¥¬ (3:10) ¨¬¥¥² ¢¨¤spanfx0 � (ad f0)jfi j j = 0; : : : ; n� 1; i = 1; : : : ;mg = Tx0Rn :53



54 ����� 4. ������������ �� ���������� «¥¥, ®·¥¢¨¤®, ·²® ±«¥¤³¾¹¥¥ ³±«®¢¨¥ ¢»¯®«¿¥²±¿ ¤«¿ «¨¥©»µ ¢¥ª²®°-»µ ¯®«¥© (3:3):[(ad f0)j1fi1 ; (ad f0)j2fi2 ] = [(�A)j1bi1 ; (�A)j2bi2 ] = 0;0 6 j1; j2; 1 6 i1; i2 6 m:�ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ³ª § »¥ ¢»¸¥ ¤¢  ³±«®¢¨¿ «®ª «¼® µ ° ª²¥°¨§³¾²³¯° ¢«¿¥¬»¥ «¨¥©»¥ ±¨±²¥¬».�¥®°¥¬  4.1. �³±²¼M | £« ¤ª®¥ n-¬¥°®¥ ¬®£®®¡° §¨¥, f0, f1, : : : , fm 2VecM , ¨ q0 2M . �¨´´¥®¬®°´¨§¬� : Oq0 ! O0¥ª®²®°®© ®ª°¥±²®±²¨ Oq0 �M ²®·ª¨ q0 ¢ ¥ª®²®°³¾ ®ª°¥±²®±²¼ O0 �Rn  · «  ª®®°¤¨ ² 0 2 Rn ² ª®©, ·²®(��f0)(x) = Ax + c; x 2 O0;(��fi)(x) = bi; x 2 O0; i = 1; : : : ;m;¤«¿ ¥ª®²®°»µ n � n ¬ ²°¨¶» A ¨ ¢¥ª²®°®¢ c; b1; : : : ; bm 2 Rn , ³¤®¢«¥²¢®-°¿¾¹¨µ ³±«®¢¨¾ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ (3:10), ±³¹¥±²¢³¥² ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ ,ª®£¤  ¢»¯®«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿:spanfq0 � (ad f0)jfi j j = 0; : : : ; n� 1; i = 1; : : : ;mg = Tq0M; (4.2)q � [(ad f0)j1fi1 ; (ad f0)j2fi2 ] = 0;q 2 Oq0 ; 0 6 j1; j2 6 n; 1 6 i1; i2 6 m: (4.3)� ¬¥· ¨¥. �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬ � ¢ ´®°¬³«¨°®¢ª¥ ²¥®°¥¬»¯¥°¥¢®¤¨² ¥«¨¥©³¾ ±¨±²¥¬³ (4:1) ¢ «¨¥©³¾ (3:1).�°¥¦¤¥ ·¥¬ ¤®ª §»¢ ²¼ ²¥®°¥¬³, ° ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¥,ª®²®°®¥ ¯® ¤®¡¨²±¿  ¬ ¨¦¥.�¥¬¬  4.1. �³±²¼ M | £« ¤ª®¥ n-¬¥°®¥ ¬®£®®¡° §¨¥, ¨ ¯³±²¼ Y1, : : : ,Yk 2 VecM . �¨´´¥®¬®°´¨§¬ � : O0 ! Oq0®ª°¥±²®±²¨ O0 � Rn ¢ ®ª°¥±²®±²¼ Oq0 �M , q0 2M ² ª®©, ·²®��� @@ xi� = Yi; i = 1; : : : ; k;±³¹¥±²¢³¥² ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ Y1; : : : ; Yk ª®¬¬³-²¨°³¾²: [Yi; Yj ] � 0; i; j = 1; : : : ; k;¨ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»:dim span(q0 � Y1; : : : ; q0 � Yk) = k:



4.1. ��������� ��������������� 55�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ®·¥¢¨¤ , ².ª. ±ª®¡ª  �¨ ¨ «¨¥© ¿ ¥§ -¢¨±¨¬®±²¼ ±®µ° ¿¾²±¿ ¯°¨ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬ µ.�®±² ²®·®±²¼. �»¡¥°¥¬ ¯®«¿ Yk+1; : : : ; Yn 2 VecM , ¤®¯®«¿¾¹¨¥Y1; : : : ; Yk ¤® ¡ §¨± :span(q � Y1; : : : ; q � Yn) = TqM; q 2 Oq0 :�²®¡° ¦¥¨¥ �(s1; : : : ; sn) = q0 � esnYn � � � � � es1Y1®¯°¥¤¥«¥® ¢ ¤®±² ²®·® ¬ «®© ®ª°¥±²®±²¨  · «  ª®®°¤¨ ² ¢ Rn . �¬¥¥¬��� @@ si ����s=0� def= @@ si ����s=0�(s) = @@ " ����"=0 q0 � e"Yi = q0 � Yi:�®½²®¬³ ¤¨´´¥°¥¶¨ « ��js=0 ±¾°¼¥ª²¨¢¥, ¨ ¯® ²¥®°¥¬¥ ® ¥¿¢®© ´³ª-¶¨¨ � | ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬ ¨§ ¥ª®²®°®© ®ª°¥±²®±²¨ ²®·ª¨ 0 ¢ Rn   ¥ª®-²®°³¾ ®ª°¥±²®±²¼ ²®·ª¨ q0 ¢ M .�¥¯¥°¼ ¤®ª ¦¥¬, ·²® � ¢»¯°¿¬«¿¥² ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ Y1; : : : ; Yk. �®-¯¥°¢»µ, § ¬¥²¨¬, ·²® ² ª ª ª ½²¨ ¯®«¿ ª®¬¬³²¨°³¾², ²® ª®¬¬³²¨°³¾²¨ ¨µ ¯®²®ª¨, ¯®½²®¬³ eskYk � � � � � es1Y1 = ePki=1 siYi¨ �(s1; : : : ; sn) = q0 � esnYn � � � � � esk+1Yk+1 � ePki=1 siYi :�®£¤  ¤«¿ i = 1; : : : ; k��� @@ si������(s) = @@ " ����"=0�(s1; : : : ; si + "; : : : ; sn)= @@ " ����"=0 q0 � esnYn � � � � � esk+1Yk+1 � ePkj=1 sjYj � e"Yi= q0 � esnYn � � � � � esk+1Yk+1 � ePkj=1 sjYj � @@ " ����"=0 e"Yi= �(s) � Yi:�¥¯¥°¼ ¬» ¬®¦¥¬ ¤®ª § ²¼ ²¥®°¥¬³ 4.1 ® «®ª «¼®© ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨¥«¨¥©»µ ±¨±²¥¬ «¨¥©»¬.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ®·¥¢¨¤ , ².ª. ±ª®¡ª¨ �¨ ¨¢ °¨ ²» ®²-®±¨²¥«¼® ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬®¢,   ¤«¿ ³¯° ¢«¿¥¬»µ «¨¥©»µ ±¨±²¥¬ ³±«®-¢¨¿ (4:2), (4:3) ¢»¯®«¿¾²±¿.



56 ����� 4. ������������ �� ����������®±² ²®·®±²¼. �»¡¥°¥¬ ¡ §¨± ¯°®±²° ±²¢  Tq0M ¨§ ¢¥ª²®°®¢ ¢¨¤  q0 �(ad f0)jfi:Y� = (ad f0)j�fi� ; � = 1; : : : ; n; 0 6 j� 6 n� 1; 1 6 i� 6 m;span(q0 � Y1; : : : ; q0 � Yn) = Tq0M:�® «¥¬¬¥ 4.1, ±³¹¥±²¢³¥² ¢»¯°¿¬«¿¾¹¨© ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬:� : Oq0 ! O0; ��Y� = @@ x� ; � = 1; : : : ; n:�®ª ¦¥¬, ·²® ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬ � | ¨±ª®¬»©.(1) �°®¢¥°¨¬ ± · « , ·²® ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ ��fi, i = 1; : : : ;m, ¯®±²®¿».�® ¥±²¼, ¯®ª ¦¥¬, ·²® ¢ ° §«®¦¥¨¨��fi = nX�=1�i�(x) @@ x� ; i = 1; : : : ;m;´³ª¶¨¨ �i�(x) ¯®±²®¿». �¬¥¥¬[ @@ x� ;��fi] = nX�=1 @ �i�@ xj @@ x� ; (4.4)± ¤°³£®© ±²®°®»,[ @@ x� ;��fi] = [��Y�;��fi] = ��[Y�; fi] = ��[(ad f0)j�fi� ; fi] = 0 (4.5)¯® ³±«®¢¨¾ (4:3). �° ¢¨¢ ¿ (4:4) ¨ (4:5), ¯®«³· ¥¬@ �i�@ xj @@ x� � 0 ) �i� = const; i = 1; : : :m; � = 1; : : : ; n;².¥. ��fi, i = 1; : : : ;m, ±³²¼ ¯®±²®¿»¥ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿, ª®²®°»¥ ¬» ¨®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ bi, i = 1; : : : ;m.(2) �¥¯¥°¼ ¯®ª ¦¥¬, ·²® ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ ��f0 «¨¥©®. �®ª ¦¥¬, ·²® ¢ ° §-«®¦¥¨¨ ��f0 = nXi=1 �i(x) @@ xi¢±¥ ´³ª¶¨¨ �i(x), i = 1; : : : ; n, «¨¥©». �¥©±²¢¨²¥«¼®,nX�=1 @2�i@x�@x� @@ xi = [ @@ x� ; [ @@ x� ;��f0]]= [��Y�; [��Y� ;��f0]] = ��[Y�; [Y� ; f0]]= ��[(ad f0)j�fi� ; [(ad f0)j�fi� ; f0]]= ���[(ad f0)j�fi� ; [f0; (ad f0)j�fi� ]]= ���[(ad f0)j�fi� ; (ad f0)j�+1fi� ]= 0; �; � = 1; : : : ; n;



4.2. ���������� ��������������� 57¯® ³±«®¢¨¾ (4:3). �®½²®¬³@2�i@x�@x� @@ xi � 0; i; �; � = 1; : : : ; n;².¥. ��f0 | «¨¥©®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥, ª®²®°®¥ ¬» ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ Ax+ c.�«¿ «¨¥©®© ±¨±²¥¬» _x = Ax + c +Pmi=1 uibi ¨§ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿ (4:2)±«¥¤³¥² ³±«®¢¨¥ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ (3:10). �¥®°¥¬  ¤®ª §  .4.2 �«®¡ «¼ ¿ «¨¥ °¨§³¥¬®±²¼�¥¯¥°¼ ¤®ª ¦¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¥ ® £«®¡ «¼®© ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨.�¥®°¥¬  4.2. �³±²¼ M | ±¢¿§®¥ £« ¤ª®¥ n-¬¥°®¥ ¬®£®®¡° §¨¥, ¨ ¯³±²¼f0; f1; : : : ; fm 2 VecM . �¨´´¥®¬®°´¨§¬� : M ! Tk � Rn�k¬®£®®¡° §¨¿ M   ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ k-¬¥°®£® ²®°  Tk ¨ ¯°®±²° ±²¢  Rn�k¤«¿ ¥ª®²®°®£® k 6 n ² ª®©, ·²®(��f0)(x) = Ax+ c; x 2 Tk � Rn�k ;(��fi)(x) = bi; x 2 Tk � Rn�k ; i = 1; : : : ;m;¤«¿ ¥ª®²®°®© n� n ¬ ²°¨¶» A ± ³«¥¢»¬¨ ¯¥°¢»¬¨ k ±²®«¡¶ ¬¨:Aei = 0; i = 1; : : : ; k; (4.6)¨ ¢¥ª²®° ¬¨ c; b1; : : : ; bm 2 Rn , ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¬¨ ³±«®¢¨¾ ³¯° ¢«¿¥¬®±-²¨ (3:10), ±³¹¥±²¢³¥² ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¢»¯®«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾-¹¨¥ ³±«®¢¨¿:(ad f0)jfi; j = 0; 1; : : : ; n� 1; i = 1; : : : ;m;±³²¼ ¯®«»¥ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿, (4.7)spanfq � (ad f0)jfi j j = 0; : : : ; n� 1; i = 1; : : : ;mg = TqM; (4.8)q � [(ad f0)j1fi1 ; (ad f0)j2fi2 ] = 0;q 2M; 0 6 j1; j2 6 n; 1 6 i1; i2 6 m: (4.9)� ¬¥· ¨¿. (1) �±«¨ ¢¤®¡ ¢®ª ¬®£®®¡° §¨¥ M ®¤®±¢¿§®, ²® ®® ¤¨´´¥®-¬®°´® Rn , ².¥. k = 0.(2) �±«¨ ¦¥ ¬®£®®¡° §¨¥M ª®¬¯ ª²®, ².¥. ¤¨´´¥®¬®°´® Tn, ¨m < n,²®   M ¥ ±³¹¥±²¢³¥² £«®¡ «¼® «¨¥ °¨§³¥¬»µ ±¨±²¥¬. �¥©±²¢¨²¥«¼®,²®£¤  A = 0, ¨ ³±«®¢¨¥ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ (3:10)  °³¸ ¥²±¿.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®±² ²®·®±²¼. � ´¨ª±¨°³¥¬ ¯°®¨§¢®«¼³¾ ²®·ª³ q0 2M ¨ ¢»¡¥°¥¬ ¢ Tq0M ¡ §¨± ¨§ ¢¥ª²®°®¢ ¢¨¤ Y� = (ad f0)j�fi� ; � = 1; : : : ; n;span(q0 � Y1; : : : ; q0 � Yn) = Tq0M:



58 ����� 4. ������������ �� ���������(1) � · «  ¯®ª ¦¥¬, ·²® ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ Y1; : : : ; Yn «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»¢±¾¤³   M . �·¥¢¨¤®, ·²® ¬®¦¥±²¢®O = fq 2M j span(q � Y1; : : : ; q � Yn) = TqMg®²ª°»²®. �®ª ¦¥¬, ·²® ®® § ¬ª³²®. �  ½²®¬ ¬®¦¥±²¢¥ ±¯° ¢¥¤«¨¢® ° §-«®¦¥¨¥q � (ad f0)jfi = q � nX�=1 aij� Y�; q 2 O; j = 0; : : : ; n� 1; i = 1; : : : ;m;(4.10)¤«¿ ¥ª®²®°»µ ´³ª¶¨© aij� 2 C1(O). �®ª ¦¥¬, ·²®   ± ¬®¬ ¤¥«¥ ¢±¥ aij�¯®±²®¿». �¬¥¥¬0 = [Y� ; nX�=1 aij� Y�]¯® ¯° ¢¨«³ �¥©¡¨¶  [X; aY ] = (Xa)Y + a[X;Y ]= nX�=1 aij� [Y� ; Y�] + nX�=1(Y�aij� )Y�= nX�=1(Y�aij� )Y�; � = 1; : : : ; n; j = 0; : : : ; n� 1; i = 1; : : : ;m;¯®½²®¬³Y�aij� = 0 ) aij� ��O = const;� = 1; : : : ; n; j = 0; : : : ; n� 1; i = 1; : : : ;m:�®½²®¬³ ° ¢¥±²¢® (4:10) ±¯° ¢¥¤«¨¢® ¢ § ¬»ª ¨¨ O. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢¥ª-²®°»¥ ¯®«¿ Y1; : : : ; Yn «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬» ¢ O (¥±«¨ ½²® ¥ ² ª, ²® ¢±¥±¥¬¥©±²¢® (ad f0)jfi, j = 0; : : : ; n� 1, i = 1; : : : ;m, «¨¥©® § ¢¨±¨¬® ¢ O).�² ª, ¬®¦¥±²¢® O § ¬ª³²®. � ª ª ª ®® ®¤®¢°¥¬¥® ®²ª°»²®,   M±¢¿§®, ²® O =M;².¥. ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ Y1; : : : ; Yn «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬» ¢ M .(2) �¯°¥¤¥«¨¬ æ®¡° ¹¥¨¥ç 	 ¨±ª®¬®£® ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬  ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° -§®¬: 	(x1; : : : ; xn) = q0 � ex1Y1 � � � � � exnYn



4.2. ���������� ��������������� 59².ª. ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ Y� ª®¬¬³²¨°³¾²= q0 � ePn�=1 x�Y� ; x = (x1; : : : ; xn) 2 Rn :(3) �®ª ¦¥¬, ·²® £« ¤ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ 	 : Rn ! M °¥£³«¿°®, ².¥. ¥£®¤¨´´¥°¥¶¨ « ±¾°º¥ª²¨¢¥. �¥©±²¢¨²¥«¼®,@	@ x� (x) = dd " ����"=0	(x1; : : : ; x� + "; : : : ; xn)= dd " ����"=0 q0 � ePn�=1 x�Y�+"Y�= q0 � ePn�=1 x�Y� � Y�= 	(x) � Y�; � = 1; : : : ; n;¯®½²®¬³ 	�x(Rn ) = T	(x)M:�² ª, ®²®¡° ¦¥¨¥ 	 °¥£³«¿°®, ¯®²®¬³ «®ª «¼® ¤¨´´¥®¬®°´®. � · ±²-®±²¨, ¥£® ®¡° § 	(Rn ) ®²ª°»².(4) �®ª ¦¥¬, ·²® ¬®¦¥±²¢® 	(Rn ) § ¬ª³²®. �®§¼¬¥¬ «¾¡³¾ ²®·ª³ q 2	(Rn ). � ª ª ª ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ Y1; : : : ; Yn «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬», ®¡° § ®²®-¡° ¦¥¨¿ (y1; : : : ; yn) 7! q � ePn�=1 y�Y� ; y = (y1; : : : ; yn) 2 Rn ;±®¤¥°¦¨² ®ª°¥±²®±²¼ ²®·ª¨ q. �®½²®¬³ ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ y 2 Rn , ·²®q � ePn�=1 y�Y� 2 	(Rn );².¥. q � ePn�=1 y�Y� = q0 � ePn�=1 x�Y�¤«¿ ¥ª®²®°®£® x = (x1; : : : ; xn) 2 Rn . �®£¤ q = q0 � ePn�=1 x�Y� � e�Pn�=1 y�Y� = q0 � ePn�=1(x��y�)Y�= 	(x� y):�»¬¨ ±«®¢ ¬¨, q 2 	(Rn ).�®½²®¬³ ¬®¦¥±²¢® 	(Rn ) § ¬ª³²®. � ª ª ª ®® ®²ª°»²® ¨ M ±¢¿§®,²® 	(Rn ) =M:(5) �¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¯°®®¡° §	�1(q0) = fx 2 Rn j 	(x) = q0g



60 ����� 4. ������������ �� ���������¥±²¼ ¯®¤£°³¯¯   ¡¥«¥¢®© £°³¯¯» Rn . �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼	(x) = q0 � ePn�=1 x�Y� = 	(y) = q0 � ePn�=1 y�Y� = q0;²®£¤ 	(x+ y) = q0 � ePn�=1(x�+y�)Y� = q0 � ePn�=1 x�Y� � ePn�=1 y�Y� = q0:� «®£¨·®, ¥±«¨ 	(x) = q0 � ePn�=1 x�Y� = q0;²® 	(�x) = q0 � e�Pn�=1 x�Y� = q0:� ª®¥¶, 	(0) = q0:(6) �®«¥¥ ²®£®, G0 = 	�1(q0) | ¤¨±ª°¥² ¿ ¯®¤£°³¯¯  ¢ Rn , ².¥. ¬ « ¿®ª°¥±²®±²¼  · «  ª®®°¤¨ ² ¢ Rn ¥ ±®¤¥°¦¨² ¥³«¥¢»µ ½«¥¬¥²®¢ ¯°®-®¡° §  	�1(q0), ².ª. 	 | «®ª «¼»© ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬.(7) �²®¡° ¦¥¨¥ 	 ª®°°¥ª²® ®¯°¥¤¥«¥®   ´ ª²®°¥ Rn=G0. �¥©±²¢¨²¥«¼®,¯³±²¼ y 2 G0. �®£¤ 	(x+ y) = q0 � ePn�=1(x�+y�)Y� = q0 � ePn�=1 y�Y� � ePn�=1 x�Y�= q0 � ePn�=1 x�Y� = 	(x):�®½²®¬³ ®¯°¥¤¥«¥® ®²®¡° ¦¥¨¥	 : Rn=G0 !M: (4.11)(8) �²®¡° ¦¥¨¥ (4:11) ¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®: ¥±«¨	(x) = 	(y); x; y 2 Rn ;²® q0 � ePn�=1 x�Y� = q0 � ePn�=1 y�Y� ;¯®½²®¬³ q0 � ePn�=1(x��y�)Y� = q0;².¥. x� y 2 G0.(9) �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ®²®¡° ¦¥¨¥ (4:11) | ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬. �® «¥¬¬¥ 4.2,¯°¨¢¥¤¥®© ¨¦¥, ¤¨±ª°¥² ¿ ¯®¤£°³¯¯ G0 £°³¯¯» Rn ¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥²ª®©:G0 = ( kXi=1 niei j ni 2 Z) ;



4.2. ���������� ��������������� 61¯®½²®¬³ ´ ª²®° ¯® ¥© | ¶¨«¨¤°:Rn=G0 = Tk � Rn�k :�² ª, ¬» ¯®±²°®¨«¨ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬� = 	�1 : M ! Tk � Rn�k :� ¢¥±²¢  (4:8) ¨ (4:9) ¤®ª §»¢ ¾²±¿ ¢ ²®·®±²¨ ª ª ¢ ²¥®°¥¬¥ 4.1.�¥ª²®°®¥ ¯®«¥ ��f0 = Ax + c ª®°°¥ª²® ®¯°¥¤¥«¥®   ´ ª²®°¥ Tk �Rn�k , ¯®½²®¬³ ±¯° ¢¥¤«¨¢» ° ¢¥±²¢  (4:6). �®±² ²®·®±²¼ ¤®ª §  .�¥®¡µ®¤¨¬®±²¼. �·¥¢¨¤®, ·²® ³±«®¢¨¿ (4:7) ¨ (4:9) ¢»¯®«¿¾²±¿ ¤«¿«¾¡®© «¨¥©®© ±¨±²¥¬»   ¶¨«¨¤°¥ Tk � Rn�k . �±«¨ «¨¥© ¿ ±¨±²¥-¬  ³¯° ¢«¿¥¬    ¶¨«¨¤°¥, ²® ®  ³¯° ¢«¿¥¬  ¨   Rn , ¯®½²®¬³ ³±«®¢¨¥³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ (4:8) ² ª¦¥ ¢»¯®«¿¥²±¿.�®ª ¦¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ®¡¹¥¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¥, ª®²®°»¬ ¬» ¢®±¯®«¼§®¢ «¨±¼¢»¸¥.�¥¬¬  4.2. �³±²¼ � | ¤¨±ª°¥² ¿ ¯®¤£°³¯¯  ¢ Rn . �®£¤  ®  ¿¢«¿¥²±¿°¥¸¥²ª®©, ².¥. ±³¹¥±²¢³¾² «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»¥ ¢¥ª²®°» e1; : : : ; ek 2 Rn² ª¨¥, ·²® � = ( kXi=1 niei j ni 2 Z) :e20 e1
�¨±. 4.1: �¥¸¥²ª , ¯®°®¦¤¥ ¿ ¢¥ª²®° ¬¨ e1, e2�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³¤¥¬ ¤®ª §»¢ ²¼ ¨¤³ª¶¨¥© ¯® ° §¬¥°®±²¨ n ®¡º¥¬«¾-¹¥© £°³¯¯» Rn .(1) �³±²¼ n = 1. � ª ª ª ¯®¤£°³¯¯  � � R ¤¨±ª°¥² , ¢ ¥© ±³¹¥±²¢³¥² ¡«¨-¦ ©¸¨© ª  · «³ ª®®°¤¨ ² 0 2 R ½«¥¬¥² e1 6= 0. �® £°³¯¯®¢®¬³ ±¢®©±²¢³,



62 ����� 4. ������������ �� ���������¢±¥ ª° ²»¥ �e1 � e1 � � � � � e1 = �ne1, n = 0; 1; 2; : : : , ² ª¦¥ ±®¤¥°¦ ²±¿¢ �. �®ª ¦¥¬, ·²® � ¥ ±®¤¥°¦¨² ¤°³£¨µ ½«¥¬¥²®¢.�² ¯°®²¨¢®£®, ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ½«¥¬¥² x 2 � ² ª®©, ·²®ne1 < x < (n + 1)e1, n 2 Z. �®£¤  ½«¥¬¥² y = x � ne1 2 � ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢¨²¥°¢ «¥ (0; e1) � R. �® ²®£¤  y 6= 0 ¡«¨¦¥ ª  · «³ ª®®°¤¨ ², ·¥¬ e1, ·²®¯°®²¨¢®°¥·¨² ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, � = Ze1 = fne1 j n 2 Zg, ·²®¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¤®ª § ²¼.(2) �®ª ¦¥¬ ¸ £ ¨¤³ª¶¨¨: ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ³²¢¥°¦¤¥¨¥ «¥¬¬» ¤®ª § ®¤«¿ ¥ª®²®°®£® n� 1 2 N ¨ ¤®ª ¦¥¬ ¥£® ¤«¿ ±«¥¤³¾¹¥£® ®¬¥°  n.�»¡¥°¥¬ ¡«¨¦ ©¸¨© ª  · «³ ª®®°¤¨ ² 0 2 Rn ½«¥¬¥² e1 2 �, e1 6= 0.�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ l ¯°¿¬³¾ Re1 ,   ·¥°¥§ �1 °¥¸¥²ª³ Ze1 � �. �°¥¤¯®«®¦¨¬,·²® � 6= �1 (¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥ ¢±¥ ¤®ª § ®).�®ª ¦¥¬, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ¡«¨¦ ©¸¨© ª l ½«¥¬¥² e2 2 � n �1:dist(e2; l) = minfdist(x; l) j x 2 � n lg: (4.12)�®§¼¬¥¬ «¾¡®© ®²°¥§®ª I = [ne1; (n+1)e1] � l, ¨ ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ � : Rn ! l®°²®£® «¼³¾ ¯°®¥ª¶¨¾ ¨§ Rn   l. � ±¨«³ ª®¬¯ ª²®±²¨ ®²°¥§ª  I ¨¤¨±ª°¥²®±²¨ ¯®¤£°³¯¯» �, n-¬¥° ¿ ¯®«®±  ��1(I) ±®¤¥°¦¨² ¡«¨¦ ©¸¨©ª I ½«¥¬¥² e2 2 � n l:dist(e2; I) = minfdist(x; I) j x 2 (� n l) \ ��1(I)g:�®£¤  ½«¥¬¥² e2 | ¨±ª®¬»©: ® ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ° ¢¥±²¢³ (4:12), ².ª. «¾¡®©½«¥¬¥² ±® ±¢®©±²¢®¬ (4:12) ¬®¦® ¯¥°¥¥±²¨ ¢ ¯®«®±³ ��1(I) ½«¥¬¥² ¬¨°¥¸¥²ª¨ �1.�®½²®¬³ ¤®±² ²®·® ¬ « ¿ ®ª°¥±²®±²¼ ¯°¿¬®© l ¥ ±®¤¥°¦¨² ½«¥¬¥²®¢¨§ ¤®¯®«¥¨¿ � n �1. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ´ ª²®°£°³¯¯  �=�1 ¥±²¼ ¤¨±ª°¥² ¿¯®¤£°³¯¯  ¢ Rn=l = Rn�1 . �® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾ ¨¤³ª¶¨¨, �=�1 | °¥¸¥²ª ,§ ·¨², � ² ª¦¥ °¥¸¥²ª .



�« ¢  5�¥®°¥¬  ®¡ ®°¡¨²¥ ¨ ¥¥¯°¨«®¦¥¨¿5.1 �®°¬³«¨°®¢ª  ²¥®°¥¬» ®¡ ®°¡¨²¥�³±²¼ F � VecM | «¾¡®¥ ¬®¦¥±²¢® £« ¤ª¨µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©. �«¿ ³¯°®-¹¥¨¿ ´®°¬³«¨°®¢®ª ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ¢±¥ ¯®«¿ ¢ F ¯®«». �¯°®-·¥¬, ¢±¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¨ °¥§³«¼² ²», ¯°¨¢®¤¨¬»¥ ¨¦¥, «¥£ª® ®¡®¡¹ ¾²±¿  ±«³· © ¥¯®«»µ ¯®«¥©; ®±² ¢«¿¥¬ ½²¨ ®¡®¡¹¥¨¿ ·¨² ²¥«¾ ¢ ¢¨¤¥ ³¯° ¦-¥¨¿.�» ¢®§¢° ¹ ¥¬±¿ ª ¨§³·¥¨¾ ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨: ¨±±«¥¤³¥¬±²°³ª²³°³ ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ±¨±²¥¬» F ± ¯®¬®¹¼¾ ª³±®·®-¯®±²®¿»µ ³¯° ¢«¥¨©Aq0 = fq0 � et1f1 � � � � � etkfk j ti > 0; fi 2 F ; k 2 Ng; q0 2M:�® ± · «  ° ±±¬®²°¨¬ ¡®«¼¸¥¥ ¬®¦¥±²¢® | ®°¡¨²³ ±¥¬¥©±²¢  F ¨§¥ª®²®°®© ²®·ª¨ q0:Oq0 = fq0 � et1f1 � � � � � etkfk j ti 2 R; fi 2 F ; k 2 Ng; q0 2M:� ®°¡¨²¥ Oq0 ¬®¦® ¤¢¨£ ²¼±¿ ¢¤®«¼ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© fi ª ª ¢¯¥°¥¤, ² ª¨  § ¤, ¢ ²® ¢°¥¬¿ ª ª ¢® ¬®¦¥±²¢¥ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ Aq0 ¢®§¬®¦® ²®«¼ª®¤¢¨¦¥¨¥ ¢¯¥°¥¤, ±¬. °¨±. 5.1, 5.2.�¯°®·¥¬, ¥±«¨ ±¥¬¥©±²¢® F ±¨¬¬¥²°¨·®: F = �F (².¥. f 2 F ) �f 2F), ²® ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ±®¢¯ ¤ ¾² ± ®°¡¨² ¬¨: Oq0 = Aq0 , q0 2M .�®®¡¹¥ £®¢®°¿, ®°¡¨²» ¨¬¥¾² ¡®«¥¥ ¯°®±²³¾ ±²°³ª²³°³, ·¥¬ ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨. �  ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¢ ¦¥©¸¥¬ ¯°¥¤«®¦¥¨¨.�¥®°¥¬  5.1 (�¥®°¥¬  ®¡ ®°¡¨²¥, � £ ®{�³±±¬ ). �³±²¼ F | ±¥-¬¥©±²¢® ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© ¨ q0 | ²®·ª  ¢ M . �®£¤ :(1) ®°¡¨²  Oq0 ¥±²¼ ±¢¿§®¥ ¯®£°³¦¥®¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥ ¬®£®®¡° -§¨¿ M . 63



64 ����� 5. ������� �� ������q0 f1f2 Aq0 q0 f1f2Oq0�¨±. 5.1: �®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨-¬®±²¨ Aq0 �¨±. 5.2: �°¡¨²  Oq0(2) TqOq0 = spanfq � (AdP )f j P 2 P ; f 2 Fg, q 2 Oq0 .�¤¥±¼ ¬» ®¡®§ · ¥¬ ·¥°¥§ P £°³¯¯³ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬®¢ ¬®£®®¡° -§¨¿ M , ¯®°®¦¤¥³¾ ¯®²®ª ¬¨ ¯®«¥© ¨§ F :P = fet1f1 � � � � � etkfk j ti 2 R; fi 2 F ; k 2 Ng � Di�M:�» ®¯°¥¤¥«¨¬ ¨ ®¡±³¤¨¬ ¯®¿²¨¥ ¯®£°³¦¥®£® ¬®£®®¡° §¨¿ ¢ ±«¥¤³-¾¹¥¬ ° §¤¥«¥.5.2 �®£°³¦¥»¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¿�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5.1. �®¤¬®¦¥±²¢® W £« ¤ª®£® n-¬¥°®£® ¬®£®®¡° §¨¿  -§»¢ ¥²±¿ ¯®£°³¦¥»¬ k-¬¥°»¬ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥¬ ¬®£®®¡° §¨¿M , k 6 n,¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®¥ ¯®£°³¦¥¨¥� : N !M; Ker��q = 0 8 q 2 N£« ¤ª®£® k-¬¥°®£® ¬®£®®¡° §¨¿ N , ² ª®¥ ·²®W = �(N):� ¬¥· ¨¥. �®£°³¦¥®¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥ W ¬®£®®¡° §¨¿ M ¬®¦® ² ª-¦¥ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ª ª ¬®£®®¡° §¨¥, ±®¤¥°¦ ¹¥¥±¿ ¢M , ² ª®¥ ·²® ®²®¡° ¦¥¨¥¢ª«¾·¥¨¿ i : W !M; i : q 7! q;¥±²¼ ¯®£°³¦¥¨¥.�®±² ²®·® ¬ «»¥ ®ª°¥±²®±²¨ Oq ¢ ¯®£°³¦¥®¬ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¨ W¬®£®®¡° §¨¿ M ¿¢«¿¾²±¿ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¿¬¨ ¢ M , ® ¢±á W ¬®¦¥² ¨¥ ¡»²¼ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥¬ ¢ M ¢ ±¬»±«¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ 1.1. �®®¡¹¥ £®¢®°¿,²®¯®«®£¨¿ W ¬®¦¥² ¡»²¼ ±¨«¼¥¥, ·¥¬ ²®¯®«®£¨¿, ¨¤³¶¨°®¢  ¿   W²®¯®«®£¨¥© M .



5.2. ����������� ��������������� 65�°¨¬¥° 5.1. �³±²¼ � : R ! R2 | ¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®¥ ¯®£°³¦¥¨¥ ¯°¿-¬®© ¢ ¯«®±ª®±²¼, ² ª®¥ ·²® limt!+1�(t) = �(0). �®£¤  W = �(R) | ¯®-£°³¦¥®¥ ®¤®¬¥°®¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥ R2 , ±¬. °¨±. 5.3. �®¯®«®£¨¿ W , ³ -±«¥¤®¢  ¿ ®² R, ±¨«¼¥¥, ·¥¬ ²®¯®«®£¨¿, ¨¤³¶¨°®¢  ¿ R2 . �²¥°¢ «»�(�"; ") ¯°¨ ¤®±² ²®·® ¬ «»µ " > 0 ¢ ¯¥°¢®© ²®¯®«®£¨¨ ®²ª°»²»,   ¢®¢²®°®© ¥². �(0) W
�¨±. 5.3: �®£°³¦¥®¥ ¬®£®®¡° §¨¥�®¿²¨¥ ¯®£°³¦¥®£® ¯®¤¬®£®®¡° §¨¿ ¥¨§¡¥¦® ¢®§¨ª ¥² ¯°¨ ®¯¨-± ¨¨ ®°¡¨² ±¥¬¥©±²¢ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©. �¦¥ ®°¡¨²  ®¤®£® ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿(².¥. ¥£® ²° ¥ª²®°¨¿) ¥±²¼ ¯®£°³¦¥®¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥ ¨ ¬®¦¥² ¥ ¡»²¼¯®¤¬®£®®¡° §¨¥¬ ¢ ±¬»±«¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ 1.1.�°¨¬¥° 5.2. �±¶¨««¿²®° ± ¤¢³¬¿ ±²¥¯¥¿¬¨ ±¢®¡®¤» ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ³° ¢¥-¨¿¬¨: �x+ �2x = 0; x 2 R;�y + �2y = 0; y 2 R:� ª®¬¯«¥ª±»µ ¯¥°¥¬¥»µz = x� i _x=�; w = y � i _y=�½²¨ ³° ¢¥¨¿ ¨¬¥¾² ¢¨¤ _z = i�z; z 2 C ;_w = i�w; w 2 C ; (5.1)¯®½²®¬³ ®¨ ¨¬¥¾² °¥¸¥¨¿ z(t) = ei�tz(0);w(t) = ei�tw(0):�¾¡®¥ °¥¸¥¨¥ (z(t); w(t)) ³° ¢¥¨© (5:1) ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¥ª®²®°®¬³ ¨¢ -°¨ ²®¬³ ²®°³T2 = f(z; w) 2 C 2 j jzj = const; jwj = constg:



66 ����� 5. ������� �� �������¾¡®© ² ª®© ²®° ¯ ° ¬¥²°¨§³¥²±¿  °£³¬¥² ¬¨ ·¨±¥« z, w ¯® ¬®¤³«¾ 2�,¯®½²®¬³ ® ¿¢«¿¥²±¿ £°³¯¯®©: T2 ' R2=(2�Z)2.�¢¥¤¥¬ ®¢»© ¯ ° ¬¥²° � = �t, ²®£¤  ²° ¥ª²®°¨¨ (z; w) ±² ®¢¿²±¿ ®¡-° § ¬¨ ¯°¿¬®© f(�; (�=�)�) j � 2 Rg ¯°¨ ¯®£°³¦¥¨¨(�; (�=�)�) 7! (� + 2�Z; (�=�)� + 2�Z) 2 R2=(2�Z)2;¯®½²®¬³ ¯®£°³¦¥»¬¨ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¿¬¨ ²®° .�±«¨ ®²®¸¥¨¥ �=� ¨°° ¶¨® «¼®, ²® ²° ¥ª²®°¨¨ ¢±¾¤³ ¯«®²» ¢ ²®°¥:®¨ ®¡° §³¾² ¨°° ¶¨® «¼³¾ ®¡¬®²ª³ ²®° . � ½²®¬ ±«³· ¥ ²° ¥ª²®°¨¨, ².¥.®°¡¨²» ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿, | ¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¿,   ¢±¥£®«¨¸¼ ¯®£°³¦¥»¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¿.� ¬¥· ¨¥. �®£°³¦¥»¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¿  ±«¥¤³¾² ¬®£¨¥ «®ª «¼»¥±¢®©±²¢  ¯®¤¬®£®®¡° §¨©. � · ±²®±²¨, ª ± ²¥«¼®¥ ¯°®±²° ±²¢® ¯®£°³-¦¥®£® ¯®¤¬®£®®¡° §¨¿ W = Im� � M , £¤¥ � | ¯®£°³¦¥¨¥, § ¤ ¥²±¿ª ª T�(q)W = Im��q :� «¥¥, «¥£ª® ¤®ª § ²¼ ±«¥¤³¾¹¥¥ ±¢®©±²¢® ¯°®¨§¢®«¼®£® ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿V 2 VecM : V (q) 2 TqW 8 q 2W ) q � etV 2 W 8 q 2W;¤«¿ ¢±¥µ t, ¤®±² ²®·® ¡«¨§ª¨µ ª 0.5.3 �«¥¤±²¢¨¿ ²¥®°¥¬» ®¡ ®°¡¨²¥�¥°¥¤ ²¥¬, ª ª ¤®ª § ²¼ ²¥®°¥¬³ ®¡ ®°¡¨²¥, ¬» ¯®«³·¨¬ ¥±ª®«¼ª® ±«¥¤±²-¢¨© ¨§ ¥¥.�³±²¼ Oq0 | ®°¡¨²  ±¥¬¥©±²¢  F � VecM .�®-¯¥°¢»µ, ¥±«¨ f 2 F , ²® f(q) 2 TqOq0 ¤«¿ ¢±¥µ q 2 Oq0 . �¥©±²¢¨²¥«¼®,²° ¥ª²®°¨¿ q � etf ¯°¨ ¤«¥¦¨² ®°¡¨²¥ Oq0 , ¯®½²®¬³ ¥¥ ª ± ²¥«¼»© ¢¥ª²®°f(q) ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ª ± ²¥«¼®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ TqOq0 .� «¥¥, ¥±«¨ f1; f2 2 F , ²® [f1; f2](q) 2 TqOq0 ¤«¿ ¢±¥µ q 2 Oq0 . �²® ±«¥¤³¥²¨§ ²®£®, ·²® ¢¥ª²®° [f1; f2](q) ª ± ¥²±¿ ²° ¥ª²®°¨¨t 7! q � etf1 � etf2 � e�tf1 � e�tf2 2 Oq0 :� «®£¨·®, ¤«¿ ²°áµ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© f1; f2; f3 2 F ¨¬¥¥¬ [f1; [f2; f3]](q) 2TqOq0 , q 2 Oq0 . �¥©±²¢¨²¥«¼®, ² ª ª ª [f2; f3](q) 2 TqOq0 , q 2 Oq0 , ²®¢±¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ¯®«¿ [f2; f3],  ·¨ ¾¹¨¥±¿ ¢ ¯®£°³¦¥®¬ ¯®¤¬®£®®¡° -§¨¨ Oq0 , ¥ ¯®ª¨¤ ¾² ¥£®. � ²¥¬ ¯®¢²®°¿¥¬ ° ±±³¦¤¥¨¥, ¯°¨¢¥¤¥®¥ ¢¯°¥¤»¤³¹¥¬  ¡§ ¶¥.�®¦® ¯°®¤®«¦ ²¼ ² ª¨¬ ®¡° §®¬ ¨ ¤ «¥¥ ¨ ¯®«³·¨²¼ ±ª®¡ª¨ �¨ ±ª®«¼³£®¤® ¢»±®ª®£® ¯®°¿¤ª  [f1; [: : : [fk�1; fk] : : : ]](q)



5.3. ��������� ������� �� ������ 67ª ª ª ± ²¥«¼»¥ ¢¥ª²®°» ª Oq0 ¯°¨ fi 2 F . �²¨ ° ±±³¦¤¥¨¿ ¥±²¥±²¢¥-® ±³¬¬¨°³¾²±¿ ¢ ²¥°¬¨ µ  «£¥¡°» �¨ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©, ¯®°®¦¤¥®©±¥¬¥©±²¢®¬ F :LieF = spanf[f1; [: : : [fk�1; fk] : : : ]] j fi 2 F ; k 2 Ng � VecM;¨ ¯°®±²° ±²¢ , ®¡° §®¢ ®£® § ·¥¨¿¬¨ ½²¨µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© ¢ ²®·ª¥q 2M : Lieq F = fq � V j V 2 LieFg � TqM:�®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¥.�«¥¤±²¢¨¥ 5.1. �«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ q 2 Oq0Lieq F � TqOq0 : (5.2)� ¬¥· ¨¥. �» ¯®ª ¦¥¬ ¢±ª®°¥, ·²® ¢® ¬®£¨µ ¢ ¦»µ ±«³· ¿µ ¢ª«¾·¥-¨¥ (5:2) ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ° ¢¥±²¢®. � ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹³¾®¶¥ª³ ±¢¥°µ³: dimLieq F 6 dimOq0 ; q 2 Oq0 :�§ ²¥®°¥¬» ®¡ ®°¡¨²¥ ² ª¦¥ ¢»²¥ª ¥² ±«¥¤³¾¹¥¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¥, · ±²®¨±¯®«¼§³¾¹¥¥±¿ ¢ ²¥®°¨¨ ³¯° ¢«¥¨¿.�¥®°¥¬  5.2 (� ¸¥¢±ª¨©{�¦®³). �³±²¼ M | ±¢¿§®¥ £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡-° §¨¥, ¨ ¯³±²¼ F � VecM . �±«¨ ±¥¬¥©±²¢® F ¢¯®«¥ ¥£®«®®¬®:Lieq F = TqM 8 q 2M; (5.3)²® Oq0 =M 8 q0 2M: (5.4)�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5.2. �¥¬¥©±²¢® F � VecM , ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥ ±¢®©±²¢³ (5:3), §»¢ ¥²±¿ ¢¯®«¥ ¥£®«®®¬»¬ ¨«¨ ±¥¬¥©±²¢®¬ ¯®«®£® ° £ .�®ª ¦¥¬ ²¥®°¥¬³ 5.2.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �® ±«¥¤±²¢¨¾ 5.1, ° ¢¥±²¢® (5:3) ®§ · ¥², ·²® «¾¡ ¿ ®°-¡¨²  Oq0 | ®²ª°»²®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® M .� «¥¥, ° ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ®²®¸¥¨¥ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¢ M :q1 � q2 , q2 2 Oq1 ; q1; q2 2M: (5.5)�®£®®¡° §¨¥ M ¥±²¼ ®¡º¥¤¨¥¨¥ ¢§ ¨¬® ¥¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ª« ±±®¢ ½ª-¢¨¢ «¥²®±²¨. �¾¡®© ª« ±± ¿¢«¿¥²±¿ ®²ª°»²»¬ ¯®¤¬®¦¥±²¢®¬ ¬®£®®¡-° §¨¿ M . �® M ±¢¿§®, ¯®½²®¬³ ±³¹¥±²¢³¥² «¨¸¼ ®¤¨ ¥¯³±²®© ª« ±± ½ª-¢¨¢ «¥²®±²¨, ²® ¥±²¼ M ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¥¤¨±²¢¥®© ®°¡¨²®© Oq0 .�«¿ ±¨¬¬¥²°¨·»µ ±¥¬¥©±²¢ ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ±®¢¯ ¤ ¾² ± ®°-¡¨² ¬¨, ¯®½²®¬³ ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¥.�«¥¤±²¢¨¥ 5.2. �¨¬¬¥²°¨·®¥ ¢¯®«¥ ¥£®«®®¬®¥ ±¥¬¥©±²¢® ¢¥ª²®°»µ¯®«¥©   ±¢¿§®¬ ¬®£®®¡° §¨¨ ¢¯®«¥ ³¯° ¢«¿¥¬®.



68 ����� 5. ������� �� ������5.4 �®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» ®¡ ®°¡¨²¥�¢¥¤¥¬ ®¡®§ ·¥¨¥:(AdP)F def= f(AdP )f j P 2 P ; f 2 Fg � VecM¨ ° ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ¢ TqM :�q def= spanfq � (AdP)Fg:�²® ¯°®±²° ±²¢® | ª ¤¨¤ ² ¢ ª ± ²¥«¼»¥ ¯°®±²° ±²¢  TqOq0 .�¥¬¬  5.1. dim�q = dim�q0 ¤«¿ ¢±¥µ q 2 Oq0 , q0 2M .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �²¬¥²¨¬, ·²® ¥±«¨ q 2 Oq0 , ²® q = q0 �Q ¤«¿ ¥ª®²®°®£®¤¨´´¥®¬®°´¨§¬  Q 2 P .�®§¼¬¥¬ ¯°®¨§¢®«¼»© ½«¥¬¥² q0 � (AdP )f 2 �q0 , £¤¥ P 2 P , f 2 F .�®£¤  Q�(q0 � (AdP )f) = q0 � (AdP )f �Q = q0 � P � f � P�1 �Q= (q0 �Q) � (Q�1 � P � f � P�1 �Q)= q �Ad(Q�1 � P )f 2 �q¢ ±¨«³ ²®£®, ·²® Q�1 � P 2 P .�¬¥¥¬ Q��q0 � �q , ¯®½²®¬³ dim�q0 6 dim�q . �® q0 ¨ q ¬®¦® ¯®¬¥¿²¼¬¥±² ¬¨, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, dim�q 6 dim�q0 . �² ª, dim�q = dim�q0 .�¥¯¥°¼ ¤®ª ¦¥¬ ²¥®°¥¬³ ®¡ ®°¡¨²¥.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®£®®¡° §¨¥ M ° ±¯ ¤ ¥²±¿ ¢ ®¡º¥¤¨¥¨¥ ¢§ ¨¬® ¥-¯¥°¥±¥ª ¾¹¨µ±¿ ª« ±±®¢ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ®²®¸¥¨¿ (5:5) | ®°¡¨² Oq . �¢¥-¤¥¬   M ®¢³¾ æ±¨«¼³¾ç ²®¯®«®£¨¾, ¢ ª®²®°®© ¢±¥ ®°¡¨²» ±³²¼ ±¢¿§»¥ª®¬¯®¥²».�«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ q 2 M , ®¡®§ ·¨¬ m = dim�q ¨ ¢»¡¥°¥¬ ½«¥¬¥²»V1; : : : ; Vm 2 (AdP)F ² ª, ·²®¡»span(V1(q); : : : ; Vm(q)) = �q : (5.6)�¯°¥¤¥«¨¬ ®²®¡° ¦¥¨¥:Gq : (t1; : : : ; tm) 7! q � et1V1 � � � � � etmVm ; ti 2 R:�¬¥¥¬ @ Gq@ ti ����0 = Vi(q);¯®½²®¬³ ¢ ¤®±² ²®·® ¬ «®© ®ª°¥±²®±²¨ O0  · «  ª®®°¤¨ ² 0 2 Rm ¢¥ª-²®°» @ Gq@ t1 , : : : , @ Gq@ tm «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬», ².¥. Gq jO0 | ¯®£°³¦¥¨¥.



5.4. �������������� ������� �� ������ 69�®¦¥±²¢  ¢¨¤  Gq(O0), q 2M , ¿¢«¿¾²±¿ ª ¤¨¤ ² ¬¨   °®«¼ ½«¥¬¥-²®¢ ¡ §» ²®¯®«®£¨¨   M . �®ª ¦¥¬ ¥±ª®«¼ª® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ±¢®©±²¢½²¨µ ¬®¦¥±²¢.(1) � ª ª ª ®²®¡° ¦¥¨¿ Gq °¥£³«¿°», ¬®¦¥±²¢  Gq(O0) | m-¬¥°»¥¯®¤¬®£®®¡° §¨¿ ¬®£®®¡° §¨¿ M , ¡»²¼ ¬®¦¥², ¤«¿ ¬¥¼¸¨µ ®ª°¥±²®±-²¥© O0.(2) �®ª ¦¥¬, ·²® Gq(O0) � Oq . �¾¡®© ½«¥¬¥² ¡ §¨±  (5:6) ¨¬¥¥² ¢¨¤ Vi =(AdPi)fi, Pi 2 P , fi 2 F . �®£¤ etVi = et(AdPi)fi = etPi�fi�P�1i = Pi � etfi � P�1i 2 P ;¯®½²®¬³ Gq(t) = q � etVi 2 Oq; t 2 O0:(3) �®ª ¦¥¬, ·²® G�t(TtRm ) = �G(t), t 2 O0. � ª ª ª rank G�tjO0 = m ¨dim �G(t)��O0 = m, ®±² ¥²±¿ ¤®ª § ²¼, ·²® @ Gq@ ti ���t 2 �Gq(t) ¤«¿ t 2 O0. �¬¥¥¬@@ tiGq(t) = @@ ti q � et1V1 � � � � � etmVm= q � et1V1 � � � � � etiVi � Vi � eti+1Vi+1 � � � � � etmVm= q � et1V1 � � � � � etiVi � eti+1Vi+1 � � � � � etmVm� e�tmVm � � � � � e�ti+1Vi+1 � Vi � eti+1Vi+1 � � � � � etmVm(¢¢¥¤¥¬ ®¡®§ ·¥¨¥ Q = eti+1Vi+1 � � � � � etmVm 2 P)= Gq(t) �Q�1 � Vi �Q = Gq(t) �AdQ�1Vi 2 �Gq(t):(4) �®ª ¦¥¬, ·²® ¬®¦¥±²¢  ¢¨¤  Gq(O0), q 2 M , ®¡° §³¾² ¡ §³ ²®¯®«®-£¨¨   M . �®±² ²®·® ¯®ª § ²¼, ·²® «¾¡®¥ ¥¯³±²®¥ ¯¥°¥±¥·¥¨¥ Gq(O0) \G~q( eO0) ±®¤¥°¦¨² ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¢¨¤  Gq̂( bO0), ².¥. ½²® ¯¥°¥±¥·¥¨¥ ³±²°®¥®ª ª   °¨±³ª¥ ±«¥¢ ,   ¥ ±¯° ¢ :Gq(O0) G~q( eO0)



70 ����� 5. ������� �� �������³±²¼ ²®·ª  q̂ ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¬®¦¥±²¢³Gq(O0). �®£¤  dim�q̂ = dim�q =m. � ±±¬®²°¨¬ ®²®¡° ¦¥¨¥Gq̂ : (t1; : : : ; tm) 7! q̂ � et1 bV1 � � � � � etm bVm ;span(q̂ � bV1; : : : ; q̂ � bVm) = �q̂ :�®±² ²®·® ¯®ª § ²¼, ·²® ¯°¨ ¬ «»µ (t1; : : : ; tm)Gq̂(t1; : : : ; tm) 2 Gq(O0);²®£¤  ¬®¦® § ¬¥¨²¼ Gq(O0)   G~q( eO0). �°®¢¥¤¥¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¸ £ § ¸ £®¬. � ±±¬®²°¨¬ ª°¨¢³¾ t1 7! bq�et1 bV1 . �® ±¢®©±²¢³ (3) ¢»¸¥, bV1(q0) 2 �q0¤«¿ q0 2 Gq(O0) ¨ ¤®±² ²®·® ¡«¨§ª¨µ ª bq. � ª ª ª Gq(O0) | ¯®¤¬®£®®¡-° §¨¥ ¢ M ¨ �q = TqGq(O0), ²® ª°¨¢ ¿ bq � et1 bV1 ¯°¨ ¤«¥¦¨² Gq(O0) ¤«¿¤®±² ²®·® ¬ «»µ jt1j. �®¢²®°¨¢ ½²® ° ±±³¦¤¥¨¥, ¯®«³· ¥¬ ·²®(bq � et1 bV1) � et2 bV2 2 Gq(O0)¯°¨ ¬ «»µ jt1j, jt2j. �°®¤®«¦ ¿ ½²®² ¯°®¶¥±±, ¯®«³· ¥¬ ¢ª«¾·¥¨¥(bq � et1 bV1 � � � � � etm�1 bVm�1) � etm bVm 2 Gq(O0)¤«¿ (t1; : : : ; tm), ¤®±² ²®·® ¡«¨§ª¨µ ª 0 2 Rm .�¢®©±²¢® (4) ¤®ª § ®, ¨ ¬®¦¥±²¢  Gq(O0), q 2M , ®¡° §³¾² ¡ §³ ²®¯®-«®£¨¨  M . �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§MF ¯®«³·¥®¥ ²®¯®«®£¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ±²¢®,².¥. ¬®¦¥±²¢® M ± ²®«¼ª® ·²® ¢¢¥¤¥®©   ¥¬ æ±¨«¼®©ç ²®¯®«®£¨¥©.(5) �®ª ¦¥¬, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® q0 2M ®°¡¨²  Oq0 ±¢¿§ , ®²ª°»²  ¨ § ¬ª³² ¢ æ±¨«¼®©ç ²®¯®«®£¨¨.�¢¿§®±²¼: ¢±¥ ®²®¡° ¦¥¨¿ t 7! q � etf , f 2 F , ¥¯°¥°»¢» ¢ æ±¨«¼®©ç²®¯®«®£¨¨, ¯®½²®¬³ «¾¡³¾ ²®·ª³ q 2 Oq0 ¬®¦® ±®¥¤¨¨²¼ ± q0 ¥¯°¥°»¢-®© ª°¨¢®© ¢ MF .�²ª°»²®±²¼: ¤«¿ «¾¡®£® q 2 Oq0 ¬®¦¥±²¢® ¢¨¤  Gq(O0) � Oq0 |®ª°¥±²®±²¼ ²®·ª¨ q ¢ MF .� ¬ª³²®±²¼: «¾¡ ¿ ®°¡¨²  ¿¢«¿¥²±¿ ¤®¯®«¥¨¥¬ ª ®¡º¥¤¨¥¨¾ ®²-ª°»²»µ ¬®¦¥±²¢ (®°¡¨²), ¯®½²®¬³ ®  § ¬ª³² .�² ª, «¾¡ ¿ ®°¡¨²  Oq0 ¥±²¼ ª®¬¯®¥²  ±¢¿§®±²¨ ²®¯®«®£¨·¥±ª®£® ¯°®-±²° ±²¢  MF .(6) �¯°¥¤¥«¨¬ £« ¤ª³¾ ±²°³ª²³°³   ª ¦¤®© ®°¡¨²¥ Oq0 , ¢»¡° ¢ Gq(O0)¢ ª ·¥±²¢¥ ª®®°¤¨ ²»µ ®ª°¥±²®±²¥© ¨ G�1q ¢ ª ·¥±²¢¥ ª®®°¤¨ ²»µ®²®¡° ¦¥¨©. � ª ª ª ¢±¥ Gq jO0 ±³²¼ ¯®£°³¦¥¨¿, «¾¡ ¿ ®°¡¨²  Oq0 | ¯®-£°³¦¥®¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥ ¢M . � ¬¥²¨¬, ·²® ½²¨ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¿ ¬®£³²¨¬¥²¼ ° §»¥ ° §¬¥°®±²¨ ¤«¿ ° §»µ q0.(7) �® ±¢®©±²¢³ (3), ¨¬¥¥¬ TqOq0 = �q , q 2 Oq0 .�¥®°¥¬  ®¡ ®°¡¨²¥ ¯®«®±²¼¾ ¤®ª §  .



5.5. ������������� ������ 71�¯¨± ¨¥ ª ± ²¥«¼®£® ¯°®±²° ±²¢  ª ®°¡¨²¥, ª®²®°®¥ ¤ ¥² ½²  ²¥®°¥¬ :TqOq0 = span(q � (AdP)F);¥ ®·¥¼ ª®±²°³ª²¨¢®, ² ª ª ª £°³¯¯  P ¨¬¥¥² ¤®¢®«¼® ±«®¦³¾ ±²°³ª-²³°³. �¯°®·¥¬, ¬» ³¦¥ ¯®«³·¨«¨ ¨§ ²¥®°¥¬» ®¡ ®°¡¨²¥ ®¶¥ª³ ±¨§³:Lieq F � span(q � (AdP)F): (5.7)�²¬¥²¨¬, ·²® ½²® ¢ª«¾·¥¨¥ ¥±«®¦® ¤®ª § ²¼ ¥¯®±°¥¤±²¢¥®. �±¯®«¼-§³¥¬  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®¥ ° §«®¦¥¨¥ ¯®«¿ Ad etf bf = et ad f bf . �®§¼¬¥¬ «¾¡®©½«¥¬¥² ad f1 � � � � � ad fk bf 2 LieF , fi; bf 2 F . �¬¥¥¬ Ad(et1f1 � � � � � etkfk ) bf 2(AdP)F , ¯®½²®¬³q � @k@t1 � � � @tk ����0Ad(et1f1 � � � � � etkfk ) bf= q � @k@t1 � � � @tk ����0 (et1 ad f1 � � � � � etk ad fk ) bf= q � ad f1 � � � � � ad fk bf 2 span(q � (AdP)F):�¥¯¥°¼ ° ±±¬®²°¨¬ ±¨²³ ¶¨¾, ª®£¤  ¢ª«¾·¥¨¥ (5:7) ±² ®¢¨²±¿ ±²°®-£¨¬.�°¨¬¥° 5.3. �³±²¼ M = R2 , F = � @@ x1 ; a(x1) @@ x2	, £¤¥ ´³ª¶¨¿ a 2C1(R), a 6� 0, ¨¬¥¥² ª®¬¯ ª²»© ®±¨²¥«¼.�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ x 2 R2 ®°¡¨²  Ox ±®¢¯ ¤ ¥² ±® ¢±¥©¯«®±ª®±²¼¾ R2 . �¥©±²¢¨²¥«¼®, ±¥¬¥©±²¢® F [ (�F) ¢¯®«¥ ³¯° ¢«¿¥¬®  ¯«®±ª®±²¨. � ª®¢» ¡» ¨ ¡»«¨  · «¼ ¿ ²®·ª  x0 = (x10; x20) ¨ ª®¥· ¿²®·ª  x1 = (x11; x21), ¬®¦® ¯¥°¥¢¥±²¨ x0 ¢ x1: ± · «  ¨¤¥¬ ¨§ x0 ¢¤®«¼ ¯®«¿� @@ x1 ¢ ²®·ª³ (~x1; x20) ± a(~x1) 6= 0, § ²¥¬ ¤¢¨¦¥¬±¿ ¢¤®«¼ ¯®«¿ �a(~x1) @@ x2 ¤®²®·ª¨ (~x1; x21), ¨  ª®¥¶ ¯®¯ ¤ ¥¬ ¢ (x11; x21) ¢¤®«¼ � @@ x1 , ±¬. °¨±. 5.4.� ¤°³£®© ±²®°®»,dimLie(x1;x2)(F) = � 1; x1 =2 supp a;2; a(x1) 6= 0:�® ¥±²¼ x � (AdP)F = TxR2 6= LiexF ¯°¨ x1 =2 supp a.�¤ ª® ½²®² ¯°¨¬¥° ±³¹¥±²¢¥® ¥  «¨²¨·¥±ª¨©. �   «¨²¨·¥±ª®¬±«³· ¥ ¢ª«¾·¥¨¥ (5:7) ¯°¥¢° ¹ ¥²±¿ ¢ ° ¢¥±²¢®. �» ¤®ª ¦¥¬ ½²® ¢ ±«¥-¤³¾¹¥¬ ° §¤¥«¥.5.5 � «¨²¨·¥±ª¨© ±«³· ©�®¦¥±²¢® VecM | ¥ ¯°®±²®  «£¥¡°  �¨ (².¥. «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢®, § -¬ª³²®¥ ®²®±¨²¥«¼® ±ª®¡ª¨ �¨), ® ² ª¦¥ ¨ ¬®¤³«¼  ¤ C1(M): «¾¡®¥¯®«¥ V 2 VecM ¬®¦® ³¬®¦¨²¼   ´³ª¶¨¾ a 2 C1(M) ¨ ¯®«³·¨²¼



72 ����� 5. ������� �� ������
x1x2 x0x1~x1 � @@x1� @@x1�a(~x1) @@x2

�¨±. 5.4: �®« ¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¼ ±¥¬¥©±²¢  F¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ aV 2 VecM . �±«¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ ª ª ¤¨´-´¥°¥¶¨°®¢ ¨¿  «£¥¡°» C1(M), ²® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ´³ª¶¨¨ a ¨ ¯®«¿ V ¥±²¼¯®«¥ (aV )b = a � (V b); b 2 C1(M):� «®ª «¼»µ ª®®°¤¨ ² µ «¾¡ ¿ ª®¬¯®¥²  V ¢ ²®·ª¥ q 2M ³¬®¦ ¥²±¿  a(q).�¯° ¦¥¨¥ 5.1. �³±²¼ X;Y 2 VecM , a 2 C1(M), P 2 Di�M . �®ª ¦¨²¥° ¢¥±²¢ : (adX)(aY ) = (Xa)Y + a(adX)Y;(AdP )(aX) = (Pa) AdP X:�®¤¬®¤³«¼ V � VecM  §»¢ ¥²±¿ ª®¥·®¯®°®¦¤¥»¬  ¤ C1(M), ¥±-«¨ ¢ ¥¬ ±³¹¥±²¢³¥² ª®¥·»© £«®¡ «¼»© ¡ §¨± ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©:9 V1; : : : ; Vk 2 VecM ² ª¨¥, ·²® V = ( kXi=1 aiVi j ai 2 C1(M)) :�¥¬¬  5.2. �³±²¼ V � VecM | ª®¥·®¯®°®¦¤¥»© ¯®¤¬®¤³«¼  ¤C1(M). �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¤«¿ ¥ª®²®°®£® ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ X 2 VecM(adX)V = f(adX)V j V 2 Vg � V :�®£¤  �Ad etX�V = V :�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ ¯®«¿ V1; : : : ; Vk ®¡° §³¾² ¡ §¨± V . �® ³±«®¢¨¾ «¥¬-¬», [X;Vi] = kXj=1 aijVj (5.8)



5.5. ������������� ������ 73¤«¿ ¥ª®²®°»µ ´³ª¶¨© aij 2 C1(M). �³¦® ¤®ª § ²¼, ·²® ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿Vi(t) = (Ad etX)Vi = et adXVi; t 2 R;¿¢«¿¾²±¿ «¨¥©»¬¨ ª®¬¡¨ ¶¨¿¬¨ ¯®«¥© Vi ± ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨ ¨§ C1(M).� ©¤¥¬ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ³° ¢¥¨¥ ¤«¿ Vi(t):_Vi(t) = et adX [X;Vi] = et adX kXj=1 aijVj= kXj=1 �etXaij�Vj(t):�«¿ ´¨ª±¨°®¢ ®£® q 2M ®¯°¥¤¥«¨¬ ±«¥¤³¾¹³¾ ¬ ²°¨¶³ ¯®°¿¤ª  k:A(t) = (aij(t)); aij(t) = etXaij ; i; j = 1; : : : ; k:�®«³· ¥¬ «¨¥©³¾ ±¨±²¥¬³ ���:_Vi(t) = kXj=1 aij(t)Vj(t): (5.9)�¢¥¤¥¬ ´³¤ ¬¥² «¼³¾ ¬ ²°¨¶³ � ½²®© ±¨±²¥¬»:_� = A(t)�; �(0) = Id :� ª ª ª A(t) £« ¤ª® § ¢¨±¨² ®² q, ¬ ²°¨¶  � ² ª¦¥ £« ¤ª® § ¢¨±¨² ®² q:�(t) = (ij(t)); ij(t) 2 C1(M); i; j = 1; : : : ; k; t 2 R:�¥¯¥°¼ °¥¸¥¨¿ «¨¥©®© ±¨±²¥¬» (5:9) ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥:Vi(t) = kXj=1 ij(t)Vj(0):�® ¯®«¿ Vi(0) = Vi | ¯®°®¦¤ ¾¹¨¥ ¬®¤³«¿, ².¥. ¬» ¯®«³·¨«¨ ¨±ª®¬®¥° §«®¦¥¨¥ ¯®«¥© Vi(t) ¯® ¯®°®¦¤ ¾¹¨¬.�®¤¬®¤³«¼ V � VecM  §»¢ ¥²±¿ «®ª «¼® ª®¥·®¯®°®¦¤¥»¬  ¤C1(M), ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ q 2 M ±³¹¥±²¢³¥² ®ª°¥±²®±²¼ O � M ,±³¦¥¨¥   ª®²®°³¾ FjO ª®¥·®¯®°®¦¤¥®  ¤ C1(O), ².¥. ¨¬¥¥² ¡ §¨±¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©.�¥®°¥¬  5.3. �³±²¼ F � VecM . �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¬®¤³«¼ LieF «®ª «¼®ª®¥·®¯®°®¦¤¥  ¤ C1(M). �®£¤ TqOq0 = Lieq F ; q 2 Oq0 (5.10)¤«¿ «¾¡®© ®°¡¨²» Oq0 , q0 2M , ±¥¬¥©±²¢  F .



74 ����� 5. ������� �� �������» ¤®ª ¦¥¬ ½²³ ²¥®°¥¬³ ¨¦¥,   ±¥©· ± ¢»¢¥¤¥¬ ¨§ ¥¥ ¢ ¦®¥ ¯°¥¤-«®¦¥¨¥.�«¥¤±²¢¨¥ 5.3. �±«¨M ¨ F ¢¥¹¥±²¢¥®   «¨²¨·», ²® ±¯° ¢¥¤«¨¢® ° -¢¥±²¢® (5:10).�®ª § ²¥«¼±²¢®. �   «¨²¨·¥±ª®¬ ±«³· ¥ ¬®¤³«¼ LieF «®ª «¼® ª®¥·-®¯®°®¦¤¥. �¥©±²¢¨²¥«¼®, «¾¡®© ¬®¤³«¼, ¯®°®¦¤¥»©   «¨²¨·¥±ª¨¬¨¢¥ª²®°»¬¨ ¯®«¿¬¨, «®ª «¼® ª®¥·®¯®°®¦¤¥. �²® | á²¥°®¢® ±¢®©±²¢®ª®«¼¶  °®±²ª®¢   «¨²¨·¥±ª¨µ ´³ª¶¨©, ±¬. [141].�¥¯¥°¼ ¤®ª ¦¥¬ ²¥®°¥¬³ 5.3.�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±¨«³ ²¥®°¥¬» ®¡ ®°¡¨²¥,TqOq0 = spannq �Ad �et1f1 � � � � � etkfk� bf j fi; bf 2 F ; tk 2 R; k 2 No :(5.11)�® ®¯°¥¤¥«¥¨¾  «£¥¡°» �¨ LieF ,(ad f) LieF � LieF 8 f 2 F :�°¨¬¥¿¿ «¥¬¬³ 5.2 ª «®ª «¼® ª®¥·®¯®°®¦¤¥®¬³ C1(M)-¬®¤³«¾ V =LieF , ¯®«³· ¥¬ �Ad etf�LieF � LieF 8 f 2 F :�«¥¤®¢ ²¥«¼®,Ad �et1f1 � � � � � etkfk� bf = Ad et1f1 � � � � �Ad etkfk bf 2 LieF¤«¿ «¾¡»µ fi; bf 2 F , tk 2 R. �¢¨¤³ ° ¢¥±²¢  (5:11),TqOq0 � Lieq F :� ®¡° ²®¥ ¢ª«¾·¥¨¥ (5:7) ³¦¥ ¡»«® ¯®«³·¥®. �² ª, TqOq0 = Lieq F .�°³£®¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ½²®© ²¥®°¥¬» ¬®¦® ¯®«³·¨²¼, ¨±¯®«¼§³¿ «®ª «¼-³¾ ±µ®¤¨¬®±²¼ ½ª±¯®¥¶¨ «¼®£® °¿¤  ¢   «¨²¨·¥±ª®¬ ±«³· ¥.5.6 �¥®°¥¬  �°®¡¥¨³± �»¢¥¤¥¬ ¨§ ²¥®°¥¬» ®¡ ®°¡¨²¥ ª« ±±¨·¥±ª³¾ ²¥®°¥¬³ �°®¡¥¨³± .�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5.3. � ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬ � � TM   £« ¤ª®¬ ¬®£®®¡° §¨¨ M §»¢ ¥²±¿ «¾¡®¥ ±¥¬¥©±²¢® «¨¥©»µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ �q � TqM , £« ¤-ª® § ¢¨±¿¹¥¥ ®² ²®·ª¨ q 2 M . � §¬¥°®±²¼ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ �q , q 2 M ,¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿ ¯®±²®¿®©.�¥®¬¥²°¨·¥±ª¨, ¢ ª ¦¤®© ²®·ª¥ q 2 M ¯°¨«®¦¥® ¯°®±²° ±²¢® �q �TqM , ².¥. ¨¬¥¥¬ ¯®«¥ ª ± ²¥«¼»µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢   M .



5.6. ������� ���������� 75�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5.4. � ±¯°¥¤¥«¥¨¥ �   ¬®£®®¡° §¨¨ M  §»¢ ¥²±¿ ¨-²¥£°¨°³¥¬»¬, ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ q 2 M ±³¹¥±²¢³¥² ¯®£°³¦¥®¥ ¯®¤-¬®£®®¡° §¨¥ Nq �M , q 2 Nq , ² ª®¥, ·²®Tq0Nq = �q0 8 q0 2 Nq:�®¤¬®£®®¡° §¨¥ Nq  §»¢ ¥²±¿ ¨²¥£° «¼»¬ ¬®£®®¡° §¨¥¬ ° ±¯°¥¤¥«¥-¨¿ �, ¯°®µ®¤¿¹¨¬ ·¥°¥§ ²®·ª³ q, ±¬. °¨±. 5.5.q q0�q0�q Nq�¨±. 5.5: �²¥£° «¼®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ Nq ° ±¯°¥¤¥«¥-¨¿ ��»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¨²¥£°¨°³¥¬®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ � � TM ®§ · ¥², ·²®·¥°¥§ «¾¡³¾ ²®·ª³ q 2 M ¬®¦® ¯°®¢¥±²¨ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥ Nq, ª ± ²¥«¼-»¥ ¯°®±²° ±²¢  ª®²®°®£® | ½«¥¬¥²» ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �.� ¬¥· ¨¥. �±«¨ dim�q = 1, ²® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ � ¨²¥£°¨°³¥¬® ¯® ²¥®°¥-¬¥ 1.2 ® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¨ ¨ ¥¤¨±²¢¥®±²¨ °¥¸¥¨© ���. �¥©±²¢¨²¥«¼®,¢ ®ª°¥±²®±²¨ «¾¡®© ²®·ª¨ M ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ¡ §¨± ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �, ².¥.¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ V 2 VecM ² ª®¥, ·²® �q = span(V (q)), q 2M . �® ²®£¤  ²° -¥ª²®°¨¨ ��� _q = V (q) ±³²¼ ®¤®¬¥°»¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¿ ± ª ± ²¥«¼»¬¨¯°®±²° ±²¢ ¬¨ �q .�¤ ª® ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ (dim�q > 1) ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ � ¬®¦¥² ¡»²¼ ¥-¨²¥£°¨°³¥¬»¬. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ° ±±¬®²°¨¬ ±¥¬¥©±²¢® ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©,ª ± ¾¹¨µ±¿ �: � = fV 2 VecM j V (q) 2 �q 8 q 2Mg:�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ � ¨²¥£°¨°³¥¬®. �¾¡®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥¨§ ±¥¬¥©±²¢  � ª ± ¥²±¿ ¨²¥£° «¼»µ ¬®£®®¡° §¨© Nq, ¯®½²®¬³ ®°¡¨² Oq ±¥¬¥©±²¢  �, ®£° ¨·¥®£®   ¤®±² ²®·® ¬ «³¾ ®ª°¥±²®±²¼ ²®·ª¨ q,±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ¨²¥£° «¼®¬ ¬®£®®¡° §¨¨ Nq. �®«¥¥ ²®£®, ² ª ª ª dimOq >dim�q = dimNq, ²® «®ª «¼® Oq = Nq: ¬®¦® ¤¢¨£ ²¼±¿ ¢ Nq ¢ «¾¡®¬ ¯° ¢«¥¨¨ ¢¤®«¼ ¯®«¥© ±¥¬¥©±²¢  �. �® ²¥®°¥¬¥ ®¡ ®°¡¨²¥, TqOq � Lieq �,¯®½²®¬³ Lieq� = �q :



76 ����� 5. ������� �� �������²® ®§ · ¥², ·²® [V1; V2] 2 � 8 V1; V2 2 �: (5.12)�³±²¼ dim�q = k. �»¡¥°¥¬ ¡ §¨± ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ � ¢ ®ª°¥±²®±²¨ Oq0 ²®·ª¨q0 2M : �q = span(f1(q); : : : ; fk(q)) 8 q 2 Oq0 :�®£¤  ¢ª«¾·¥¨¥ (5:12) § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ª ³±«®¢¨¥ �°®¡¥¨³± :[fi; fj ] = kXl=1 clijfl; clij 2 C1(Oq0): (5.13)�» ¯®ª § «¨, ·²® ¨§ ¨²¥£°¨°³¥¬®±²¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ±«¥¤³¥² ³±«®¢¨¥ �°®-¡¥¨³±  ¤«¿ ¥£® ¡ §¨± .�¡° ²®, ¥±«¨ ³±«®¢¨¥ (5:13) ¢»¯®«¿¥²±¿ ¢ ®ª°¥±²®±²¨ «¾¡®© ²®·ª¨q0 2 M , ²® Lie(�) = �. �®½²®¬³ Lie(�) | «®ª «¼® ª®¥·®¯®°®¦¤¥»©¬®¤³«¼  ¤ C1(M). �® ²¥®°¥¬¥ 5.3,TqOq0 = Lieq �; q 2 Oq0 :�®½²®¬³ TqOq0 = �q ; q 2 Oq0 ;².¥. ®°¡¨²  Oq0 ¥±²¼ ¨²¥£° «¼®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �, ¯°®µ®¤¿-¹¥¥ ·¥°¥§ ²®·ª³ q0. �» ¤®ª § «¨ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¥.�¥®°¥¬  5.4 (�°®¡¥¨³±). � ±¯°¥¤¥«¥¨¥ � � TM ¨²¥£°¨°³¥¬® ²®£¤ ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ³±«®¢¨¥ �°®¡¥¨³±  (5:13) ¢»¯®«¿¥²±¿ ¤«¿ «¾¡®£®¡ §¨±  � ¢ ®ª°¥±²®±²¨ «¾¡®© ²®·ª¨ q0 2M .� ¬¥· ¨¿. (1) �® ¯° ¢¨«³ �¥©¡¨¶ [f; ag] = (fa)g + a[f; g]; f; g 2 VecM; a 2 C1(M);³±«®¢¨¥ �°®¡¥¨³±  ¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  ¡ §¨±  f1; : : : ; fk: ¥±«¨ ®® ¢»-¯®«¿¥²±¿ ¢ ª ª®¬-¨¡³¤¼ ®¤®¬ ¡ §¨±¥, ²® ¢»¯®«¿¥²±¿ ¨ ¢ «¾¡®¬ ¤°³£®¬.(2) �®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ² ª¦¥ £« ¤ª¨¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ � ± ¯¥°¥¬¥»¬° £®¬ dim�q . � ª®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª «®ª «¼® ª®¥·®¯®-°®¦¤¥»©  ¤ C1(M) ¯®¤¬®¤³«¼ � � VecM . �«¿ ² ª¨µ ° ±¯°¥¤¥«¥¨© ¨§³±«®¢¨¿ �°®¡¥¨³±  ±«¥¤³¥² ¨²¥£°¨°³¥¬®±²¼; ® ° §¬¥°®±²¼ ¨²¥£° «¼-»µ ¬®£®®¡° §¨© ±² ®¢¨²±¿ ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¯¥°¥¬¥®©, µ®²¿ ¨ ®±² ¥²±¿¯®±²®¿®© ¢¤®«¼ ®°¡¨² �. �²® | ®¡®¡¹¥¨¥ ´ §®¢®£® ¯®°²°¥²  ¢¥ª²®°-®£® ¯®«¿. � ¬¥²¨¬ ¥¹¥ ° §, ®¤ ª®, ·²® ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ±dim�q > 1 ¥¨²¥£°¨°³¥¬».



5.7. ��������������� �� ��������� 775.7 �ª¢¨¢ «¥²®±²¼ ³¯° ¢«¿¥¬»µ ±¨±²¥¬ ¯®±®±²®¿¨¾� ½²®¬ ° §¤¥«¥ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ¥¹¥ ®¤® ¯°¨«®¦¥¨¥ ²¥®°¥¬» ®¡ ®°¡¨²¥ |ª § ¤ ·¥ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ³¯° ¢«¿¥¬»µ ±¨±²¥¬ (¨«¨ ±¥¬¥©±²¢ ¢¥ª²®°»µ¯®«¥©).�³±²¼ U | ¯°®¨§¢®«¼®¥ ¨¤¥ª±®¥ ¬®¦¥±²¢®. � ±±¬®²°¨¬ ¤¢  ±¥¬¥©-±²¢  ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©   £« ¤ª¨µ ¬®£®®¡° §¨¿µ M ¨ N , ¯ ° ¬¥²°¨§®¢ -»µ ®¤¨¬ ¨ ²¥¬ ¦¥ ¬®¦¥±²¢®¬ U :fU = ffu j u 2 Ug � VecM;gU = fgu j u 2 Ug � VecN:�®§¼¬¥¬ «¾¡³¾ ¯ °³ ²®·¥ª x0 2M , y0 2 N , ¨ ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ±¥¬¥©±²¢ fU , gU ¨¬¥¾² ¯®«»© ° £:Liex0 fU = Tx0M; Liey0 gU = Ty0N:�¯°¥¤¥«¥¨¥ 5.5. �¥¬¥©±²¢  fU ¨ gU  §»¢ ¾²±¿ «®ª «¼® ½ª¢¨¢ «¥²-»¬¨ ¯® ±®±²®¿¨¾ , ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬ ®ª°¥±²®±²¥©� : Ox0 �M ! Oy0 � N;� : x0 7! y0;¯¥°¥¢®¤¿¹¨© ®¤® ±¥¬¥©±²¢® ¢ ¤°³£®¥:��fu = gu 8 u 2 U:�¡®§ ·¥¨¥: (fU ; x0) ' (gU ; y0).� ¬¥· ¨¥. �» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ §¤¥±¼ ²®«¼ª® £« ¤ª¨¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ±®±²®-¿¨¿ x 7! y, ¢ ²® ¢°¥¬¿ ª ª ³¯° ¢«¥¨¿ u ¥ ¬¥¿¾²±¿. �®½²®¬³ ² ª ¿ ½ª-¢¨¢ «¥²®±²¼  §»¢ ¥²±¿ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¼¾ ¯® ±®±²®¿¨¾. � ¥¥ ¬» ³¦¥° ±±¬ ²°¨¢ «¨ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¼ ¯® ±®±²®¿¨¾ ¥«¨¥©»µ ¨ «¨¥©»µ ±¨±-²¥¬, ª ª «®ª «¼³¾, ² ª ¨ £«®¡ «¼³¾, ±¬. £« ¢³ 4.� · «  ¯®¯»² ¥¬±¿  ©²¨ ¥®¡µ®¤¨¬»¥ ³±«®¢¨¿ «®ª «¼®© ½ª¢¨¢ «¥²-®±²¨ ±¨±²¥¬ fU ¨ gU . �³±²¼(fU ; x0) ' (gU ; y0):� ±¨«³ ¨¢ °¨ ²®±²¨ ±ª®¡ª¨ �¨,��[fu1 ; fu2 ] = [��fu1 ;��fu2 ] = [gu1 ; gu2 ]; u1; u2 2 U;².¥. ±®®²®¸¥¨¿ ¬¥¦¤³ ±ª®¡ª ¬¨ �¨ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© ½ª¢¨¢ «¥²»µ ±¥-¬¥©±²¢ fU ¨ gU ¤®«¦» ±®µ° ¿²¼±¿. � ±±¬®²°¨¬ ¢±¥ ±®®²®¸¥¨¿ ¬¥¦¤³



78 ����� 5. ������� �� ������½²¨¬¨ ±ª®¡ª ¬¨ �¨ ¢ ®¤®© ²®·ª¥: ®¯°¥¤¥«¨¬ ±¨±²¥¬» ª ± ²¥«¼»µ ¢¥ª²®-°®¢ �u1:::uk = [fu1 ; [: : : ; fuk ] : : : ](x0) 2 Tx0M;�u1:::uk = [gu1 ; [: : : ; guk ] : : : ](y0) 2 Ty0N:�«¿ ½²¨µ ±¨±²¥¬ ¨¬¥¥¬ ° ¢¥±²¢®��jx0 �u1:::uk = �u1:::uk ; u1; : : : ; uk 2 U; k 2 N:�¥¯¥°¼ ¬®¦® ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ¥®¡µ®¤¨¬®¥ ³±«®¢¨¥ «®ª «¼®© ½ª¢¨¢ -«¥²®±²¨ ±¥¬¥©±²¢ fU ¨ gU ¢ ²¥°¬¨ µ «¨¥©®£® ¨§®¬®°´¨§¬ ��jx0 = A : Tx0M $ Ty0N:�±«¨ (fU ; x0) ' (gU ; y0), ²® ±³¹¥±²¢³¥² «¨¥©»© ¨§®¬®°´¨§¬A : Tx0M $ Ty0N;®²®¡° ¦ ¾¹¨© ±¨±²¥¬³ ¢¥ª²®°®¢ f�u1:::ukg ¢ ±¨±²¥¬³ f�u1:::ukg. �ª §»¢ -¥²±¿, ·²® ¢   «¨²¨·¥±ª®¬ ±«³· ¥ ½²® ³±«®¢¨¥ ¤®±² ²®·® ¤«¿ «®ª «¼®©½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¯® ±®±²®¿¨¾. �® ¥±²¼ ¢   «¨²¨·¥±ª®¬ ±«³· ¥ ª®¬¡¨ -¶¨¨ · ±²»µ ¯°®¨§¢®¤»µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© fu, u 2 U , ¢µ®¤¿¹¨¥ ¢ f�u1:::ukg,®¡° §³¾² ¯®«³¾ ±¨±²¥¬³ ¨¢ °¨ ²®¢ ±¥¬¥©±²¢  fU ¤«¿ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨¯® ±®±²®¿¨¾.�¥®°¥¬  5.5. �³±²¼ fU ¨ gU | ¢¥¹¥±²¢¥®   «¨²¨·¥±ª¨¥ ±¥¬¥©±²¢ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© ¯®«®£® ° £    ¢¥¹¥±²¢¥®   «¨²¨·¥±ª¨µ ¬®£®®¡° §¨-¿µ M ¨ N ±®®²¢¥²±²¢¥®. �³±²¼ x0 2M , y0 2 N . �®£¤  (fU ; x0) ' (gU ; y0)¢ ²®¬ ¨ ²®«¼ª® ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² «¨¥©»© ¨§®¬®°´¨§¬A : Tx0M $ Ty0N² ª®©, ·²®Af�u1:::ukg = f�u1:::ukg 8 u1; : : : ; uk 2 U; k 2 N: (5.14)� ¬¥· ¨¥. �±«¨ ¢¤®¡ ¢®ª M , N ®¤®±¢¿§» ¨ ¢±¥ ¯®«¿ fu, gu ¯®«», ²®¨¬¥¥² ¬¥±²® £«®¡ «¼ ¿ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¼.�¥°¥¤ ²¥¬, ª ª ¤®ª §»¢ ²¼ ²¥®°¥¬³ 5.5, ±´®°¬³«¨°³¥¬ ³±«®¢¨¥ (5:14)¯®-¤°³£®¬³ ¨ ³ª ¦¥¬ ¬¥²®¤ ¥£® ¯°®¢¥°ª¨.�³±²¼ ±¥¬¥©±²¢® fU ¨¬¥¥² ¯®«»© ° £:spanf�u1:::uk j u1; : : : ; uk 2 U; k 2 Ng = Tx0M:�»¡¥°¥¬ ¡ §¨±:span(���1 ; : : : ; ���n) = Tx0M; ��i = (u1i; : : : ; uki); i = 1; : : : ; n; (5.15)



5.7. ��������������� �� ��������� 79¨ ¢»° §¨¬ ¢±¥ ¢¥ª²®°» ±¥¬¥©±²¢  � ·¥°¥§ ¡ §¨±»¥ ¢¥ª²®°»:�u1:::uk = nXi=1 ciu1:::uk���i : (5.16)�±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² «¨¥©»© ¨§®¬®°´¨§¬ A : Tx0M $ Ty0N ±® ±¢®©±²-¢®¬ (5:14), ²® ¢¥ª²®°» ���i ; i = 1; : : : ; n;¤®«¦» ®¡° §®¢»¢ ²¼ ¡ §¨± ¯°®±²° ±²¢  Ty0N :span(���1 ; : : : ; ���n) = Ty0N; (5.17)  ¢±¥ ¢¥ª²®°» ±¥¬¥©±²¢  � ¤®«¦» ¢»° ¦ ²¼±¿ ·¥°¥§ ¡ §¨±»¥ ¢¥ª²®°» ±²¥¬¨ ¦¥ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨, ·²® ¨ ±¥¬¥©±²¢® �, ±¬. (5:16):�u1:::uk = nXi=1 ciu1:::uk���i : (5.18)�¥£ª® ¯®«³·¨²¼ ®¡° ²³¾ ¨¬¯«¨ª ¶¨¾: ¥±«¨ ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ¡ §¨±» ¢ Tx0M¨ Ty0N ¨§ ±¥¬¥©±²¢ � ¨ � ª ª ¢ (5:15) ¨ (5:17) ² ª, ·²®¡» ¨¬¥«¨ ¬¥±²®° §«®¦¥¨¿ (5:16) ¨ (5:18) ± ®¤¨¬¨ ¨ ²¥¬¨ ¦¥ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨ ciu1:::uk , ²®±³¹¥±²¢³¥² «¨¥©»© ¨§®¬®°´¨§¬ A ±® ±¢®©±²¢®¬ (5:14). �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢½²®¬ ±«³· ¥ ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¨§®¬®°´¨§¬   ¡ §¨±»µ ¢¥ª²®° µ:A : ���i 7! ���1 ; i = 1; : : : ; n:�®¦® ¯®«³·¨²¼ ¥¹¥ ®¤³ ¯¥°¥´®°¬³«¨°®¢ª³, ¢¢¥¤¿ ±«¥¤³¾¹³¾ ²¥°¬¨-®«®£¨¾. �®´¨£³° ¶¨¨ f�u1:::ukg ¨ f�u1:::ukg  §»¢ ¾²±¿ ½ª¢¨¢ «¥²»¬¨,¥±«¨ ¬®¦¥±²¢  ±®®²®¸¥¨© K(fU ) ¨ K(gU ) ¬¥¦¤³ ½«¥¬¥² ¬¨ ½²¨µ ª®-´¨£³° ¶¨© ±®¢¯ ¤ ¾²: K(fU ) = K(gU ). �¤¥±¼ ¬» ®¡®§ · ¥¬ ·¥°¥§ K(fU )¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ  ¡®°®¢ ª®½´´¨¶¨¥²®¢, ¤«¿ ª®²®°»µ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ «¨-¥©»¥ ª®¬¡¨ ¶¨¨ ° ¢» ³«¾:K(fU ) = ((bu1:::uk ) j Xu1:::uk bu1:::uk�u1:::uk = 0) :�®£¤  ²¥®°¥¬³ 5.5 ¬®¦® ¢»° §¨²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬.�°¨¶¨¯ � £ ®. �±¿ «®ª «¼ ¿ ¨´®°¬ ¶¨¿ ® ±¥¬¥©±²¢ µ   «¨²¨·¥±-ª¨µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© ¯®«®£® ° £  ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ±ª®¡ª µ �¨.�¯°®·¥¬, § ¬¥²¨¬, ·²® ª®´¨£³° ¶¨¿ �u1:::uk ¨ ±¨±²¥¬  ±®®²®¸¥¨©K(fU ), ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¥®¡®§°¨¬» ¨ ¥ ¬®£³² ¡»²¼ ®¯¨± » ¯°®±²®. �®-½²®¬³ ®¡»·® ¯°¨¶¨¯ � £ ® ¥¯°¨¬¥¨¬ ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ª ®¯¨± ¨¾±¢®©±²¢ ³¯° ¢«¿¥¬»µ ±¨±²¥¬, ® ½²® ¢ ¦»©  ¯° ¢«¿¾¹¨© ¯°¨¶¨¯.�¥¯¥°¼ ¤®ª ¦¥¬ ²¥®°¥¬³ 5.5.



80 ����� 5. ������� �� �������®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ³¦¥ ¤®ª §  . �®ª ¦¥¬ ¤®±² ²®·®±²¼ ±¯®¬®¹¼¾ ²¥®°¥¬» ®¡ ®°¡¨²¥. �«¿ ½²®£® ¯®±²°®¨¬ ¢±¯®¬®£ ²¥«¼³¾ ±¨±²¥¬³  ¤¥ª °²®¢®¬ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¨M �N = f(x; y) j x 2M; y 2 Ng:�«¿ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© f 2 VecM ¨ g 2 VecN ®¯°¥¤¥«¨¬ ¨µ ¯°¿¬®¥ ¯°®-¨§¢¥¤¥¨¥ f � g 2 Vec(M �N) ª ª ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¥(f � g)aj(x;y) = (fa1y)��x + (ga2x)��y ; a 2 C1(M �N); (5.19)£¤¥ ±¥¬¥©±²¢  ´³ª¶¨© a1y 2 C1(M), a2x 2 C1(N) ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬®¡° §®¬: a1y : x 7! a(x; y); a2x : y 7! a(x; y); x 2M; y 2 N:�®½²®¬³ ¯°®¥ª¶¨¿ ¯®«¿ f�g  M ¥±²¼ f ,   ¯°®¥ª¶¨¿   N ° ¢  g. � ª®¥¶,®¯°¥¤¥«¨¬ ¯°¿¬®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ±¨±²¥¬ fU ¨ gU ª ªfU � gU = ffu � gu j u 2 Ug � Vec(M �N):�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² «¨¥©»© ¨§®¬®°´¨§¬ A : Tx0M $Ty0N , ®²®¡° ¦ ¾¹¨© ª®´¨£³° ¶¨¾ � ¢ � ª ª ¢ (5:14), ¨ ¯®±²°®¨¬ «®ª «¼-³¾ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¼ (fU ; x0) ' (gU ; y0).� ±¨«³ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ (5:19), ±ª®¡ª  �¨ ¢ ±¥¬¥©±²¢¥ fU � gU ¢»·¨±«¿¥²±¿±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:[fu1 � gu1 ; fu2 � gu2 ] = [fu1 ; fu2 ]� [gu1 ; gu2 ]; u1; u2 2 U;¯®½²®¬³[fu1 � gu1 ; [: : : ; fuk � guk ] : : : ](x0; y0)= [fu1 ; [: : : ; fuk ] : : : ](x0)� [gu1 ; [: : : ; guk ] : : : ](y0)= �u1:::uk � �u1:::uk = �u1:::uk �A�u1:::uk ; u1; : : : ; uk 2 U; k 2 N:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, dimLie(x0;y0)(fU � gU ) = n;£¤¥ n = dimM . �®   «¨²¨·¥±ª®© ¢¥°±¨¨ ²¥®°¥¬» ®¡ ®°¡¨²¥ (±«¥¤±²¢¨¥ 5.3)¤«¿ ±¥¬¥©±²¢  fU�gU � Vec(M�N), ®°¡¨²  O ±¨±²¥¬» fU�gU , ¯°®µ®¤¿¹ ¿·¥°¥§ ²®·ª³ (x0; y0), ¥±²¼ n-¬¥°®¥ ¯®£°³¦¥®¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥ (¯®½²®¬³«®ª «¼® ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥) ¢ M � N . � ± ²¥«¼®¥ ¯°®±²° ±²¢® ª ®°¡¨²¥¨¬¥¥² ¢¨¤T(x0;y0)O = span(�u1:::uk �A�u1:::uk )= spanfv �Av j v 2 Tx0g � T(x0;y0)M �N = Tx0M � Ty0N;



5.7. ��������������� �� ��������� 81².¥. ½²® £° ´¨ª «¨¥©®£® ¨§®¬®°´¨§¬  A. � ±±¬®²°¨¬ ª ®¨·¥±ª¨¥ ¯°®-¥ª¶¨¨   ±®¬®¦¨²¥«¨:�1 : M �N !M; �1(x; y) = x;�2 : M �N ! N; �2(x; y) = y:�£° ¨·¥¨¿ �1jO, �2jO ±³²¼ «®ª «¼»¥ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬» ².ª. ¤¨´´¥°¥-¶¨ «» �1�j(x0;y0) : (v;Av) 7! v; v 2 Tx0M;�2�j(x0;y0) : (v;Av) 7! Av; v 2 Tx0M;¢§ ¨¬® ®¤®§ ·».�®£¤  � = �2 � (�1jO)�1 | «®ª «¼»© ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬ ¨§ M ¢ N ±£° ´¨ª®¬ O ¨ �� = �2� � (�1jO)�1� : fu 7! gu; u 2 U:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, (fU ; x0) ' (gU ; y0).



82 ����� 5. ������� �� ������



�« ¢  6�° ¹¥¨¥ ²¢¥°¤®£® ²¥« � ½²®© £« ¢¥ ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ¢° ¹¥¨¿ ²¢¥°¤®£® ²¥«  ¢®ª°³£ ¥¯®¤¢¨¦-®© ²®·ª¨. �® ¥±²¼ ¨§³· ¾²±¿ ² ª¨¥ ¤¢¨¦¥¨¿ ²¥«  ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±²° -±²¢¥, ·²®:� ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ «¾¡»¬¨ ²®·ª ¬¨ ²¥«  ®±² ¥²±¿ ¥¨§¬¥»¬ ¨� ¢ ²¥«¥ ±³¹¥±²¢³¥² ²®·ª , ®±² ¾¹ ¿±¿ ¥¯®¤¢¨¦®© ¯°¨ ¤¢¨¦¥¨¨ ²¥-« .�» ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ±¢®¡®¤»¥ ¤¢¨¦¥¨¿ (¢ ®²±³²±²¢¨¨ ¢¥¸¨µ±¨«), ² ª ¨ ³¯° ¢«¿¥¬»¥ ¤¢¨¦¥¨¿ (ª®£¤  ª ²¥«³ ¯°¨« £ ¾²±¿ ¢¥¸¨¥ ±¨-«», ·²®¡» ¯¥°¥¢¥±²¨ ¥£® ¢ ¦¥« ¥¬®¥ ¯®«®¦¥¨¥).�²  ±¨±²¥¬  | ®·¥¼ ³¯°®¹¥ ¿ ¬®¤¥«¼ ª®±¬¨·¥±ª®£® ±¯³²¨ª , ¢° -¹ ¾¹¥£®±¿ ¢®ª°³£ ±¢®¥£® ¶¥²°  ¬ ±±.�®¯®«¨²¥«¼»¥ ±¢¥¤¥¨¿ ® ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨¿µ, ®¯¨±»¢ ¾-¹¨µ ¢° ¹¥¨¿ ²¢¥°¤®£® ²¥« , ¬®¦®  ©²¨ ¢ ª¨£¥ [136].6.1 �°®±²° ±²¢® ±®±²®¿¨©�®±²®¿¨¥ ²¢¥°¤®£® ²¥«  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¥£® ¯®«®¦¥¨¥¬ ¨ ±ª®°®±²¼¾. �»¡¥-°¥¬ ®°²®®°¬¨°®¢ »© °¥¯¥°, § ª°¥¯«¥»© ¢ ²¥«¥ ¢ ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¥(¯®¤¢¨¦»© °¥¯¥°) ¨ ®°²®®°¬¨°®¢ »© °¥¯¥°, § ª°¥¯«¥»© ¢ ®ª°³¦ ¾-¹¥¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¢ ¥¯®¤¢¨¦®© ²®·ª¥ (¥¯®¤¢¨¦»© °¥¯¥°), ±¬. °¨±. 6.1.�®¦¥±²¢® ¯®«®¦¥¨© ²¢¥°¤®£® ²¥«  ¥±²¼ ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ®°²®®°¬¨°®¢ -»µ ¯®«®¦¨²¥«¼® ®°¨¥²¨°®¢ »µ °¥¯¥°®¢ ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥.�²® ¬®¦¥±²¢® ¥±²¥±²¢¥® ®²®¦¤¥±²¢«¿¥²±¿ ± SO(3) | £°³¯¯®© «¨¥©»µ®°²®£® «¼»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© R3 , ±®µ° ¿¾¹¨µ ®°¨¥² ¶¨¾, ¨«¨, ·²® ° ¢-®±¨«¼®, ± £°³¯¯®© ®°²®£® «¼»µ ³¨¬®¤³«¿°»µ ¬ ²°¨¶ ¯®°¿¤ª  3:SO(3) = fQ : R3 ! R3 j (Qx;Qy) = (x; y); detQ = 1g= fQ : R3 ! R3 j QQ� = Id; detQ = 1g:83



84 ����� 6. �������� �������� ����

�¨±. 6.1: �¥¯®¤¢¨¦»© ¨ ¯®¤¢¨¦»© °¥¯¥°»�²®¡° ¦¥¨¥ Q : R3 ! R3 ¯¥°¥¢®¤¨² ª®®°¤¨ ²®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ²®·ª¨ ¢¯®¤¢¨¦®¬ °¥¯¥°¥ ¢ ¥¥ ª®®°¤¨ ²®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ¢ ¥¯®¤¢¨¦®¬ °¥¯¥°¥.� ¬¥· ¨¥. �» ®¡®§ · ¥¬ ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®-±²° ±²¢¥ R3 ·¥°¥§ ( � ; � ). �«¿ ¢¥ª²®°®¢ x; y 2 R3 ± ª®®°¤¨ ² ¬¨ x =(x1; x2; x3), y = (y1; y2; y3) ¢ ¥ª®²®°®¬ ®°²®®°¬¨°®¢ ®¬ ¡ §¨±¥ ¨¬¥¥¬(x; y) = x1y1 + x2y2 + x3y3.�²¬¥²¨¬, ·²® ¬®¦¥±²¢® ¯®«®¦¥¨© ²¢¥°¤®£® ²¥«  SO(3) | ¥ «¨¥©®¥¯°®±²° ±²¢®,   ¥²°¨¢¨ «¼®¥ £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥.�¥¯¥°¼ ®¯¨¸¥¬ ±ª®°®±²¨ ²¢¥°¤®£® ²¥« . �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ Qt 2 SO(3)¯®«®¦¥¨¥ ²¥«  ¢ ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ t. �¯¥° ²®°» Qt : R3 ! R3 ®°²®£® «¼»,².¥. (Qtx;Qty) = (x; y); x; y 2 R3 ; t 2 R:�¨´´¥°¥¶¨°³¿ ½²® ²®¦¤¥±²¢® ¯® t, ¯®«³· ¥¬( _Qtx;Qty) + (Qtx; _Qty) = 0: (6.1)� ²°¨¶  
t = Q�1t _Qt §»¢ ¥²±¿ ³£«®¢®© ±ª®°®±²¼¾ ¢ ²¥«¥ . � ª ª ª_Qt = Qt
t;²® ° ¢¥±²¢® (6:1) ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥(Qt
tx;Qty) + (Qtx;Qt
ty) = 0;®²ª³¤  ¢ ±¨«³ ®°²®£® «¼®±²¨ ¯®«³· ¥¬(
tx; y) + (x;
ty) = 0;².¥. 
�t = �
t;



6.1. ������������ ��������� 85¬ ²°¨¶  
t ª®±®±¨¬¬¥²°¨· . �®½²®¬³ ±ª®°®±²¨ ²¢¥°¤®£® ²¥«  ¨¬¥¾² ¢¨¤_Qt = Qt
t; 
�t = �
t:�»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¬»  ¸«¨ ª ± ²¥«¼®¥ ¯°®±²° ±²¢®TQ SO(3) = fQ
 j 
� = �
g; Q 2 SO(3):�°®±²° ±²¢® ª®±®±¨¬¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¬ ²°¨¶ ¯®°¿¤ª  3 ®¡®§ · ¥²±¿ ·¥°¥§so(3), ®® ¿¢«¿¥²±¿ ª ± ²¥«¼»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ ª £°³¯¯¥ SO(3) ¢ ¥¤¨¨¶¥:so(3) = f
 : R3 ! R3 j 
� = �
g = TId SO(3):�°®±²° ±²¢® so(3) ¥±²¼  «£¥¡°  �¨ £°³¯¯» �¨ SO(3).� ¦¤®© ª®±®±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®© ¬ ²°¨¶¥ 
 2 so(3) ¬®¦® ±®¯®±² ¢¨²¼ ¢¥ª-²®° ! 2 R3 :
 � !; 
 = 0@ 0 �!3 !2!3 0 �!1�!2 !1 0 1A ; ! = 0@ !1!2!3 1A : (6.2)�®£¤  ¤¥©±²¢¨¥ ®¯¥° ²®°  
   ¢¥ª²®° x 2 R3 § ¤ ¥²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ¢¥ª²®°-®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¢ R3 : 
x = ! � x; x 2 R3 :�³±²¼ x| ¥ª®²®° ¿ ²®·ª  ²¢¥°¤®£® ²¥« . �á ¯®«®¦¥¨¥ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ R3¥±²¼ Qtx. � «¥¥, ±ª®°®±²¼ ½²®© ²®·ª¨ ° ¢ _Qtx = Qt
tx = Qt(!t � x):!t ¥±²¼ ¢¥ª²®° ³£«®¢®© ±ª®°®±²¨ ²®·ª¨ x ¢ ¯®¤¢¨¦®¬ °¥¯¥°¥: ¥±«¨ § ´¨ª-±¨°®¢ ²¼ ¯®¤¢¨¦»© °¥¯¥° Qt ¢ ®¤¨ ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ t, ²® ¬£®¢¥ ¿ ±ª®-°®±²¼ ²®·ª¨ x ¢ ¬®¬¥² t ¢ ¯®¤¢¨¦®¬ °¥¯¥°¥ ° ¢  Q�1t _Qtx = 
tx = !t�x,².¥. ²®·ª  x ¢° ¹ ¥²±¿ ¢®ª°³£ ®±¨,  ¯° ¢«¥®© ¢¤®«¼ ¢¥ª²®°  !t, ± ³£«®¢®©±ª®°®±²¼¾ k!tk.�¢¥¤¥¬ ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¬ ²°¨¶ 
 = (
ij) 2 so(3) ±«¥¤³¾¹¨¬®¡° §®¬: h
1;
2i = �12 tr(
1
2) = 12 3Xi;j=1
1ij
2ij =Xi<j 
1ij
2ij :�²® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ±®£« ±³¥²±¿ ± ®²®¦¤¥±²¢«¥¨¥¬ (6:2) ª®±®±¨¬¬¥²°¨·¥±ª¨µ¬ ²°¨¶ ¯®°¿¤ª  3 ¨ 3-¬¥°»µ ¢¥ª²®°®¢:h
1;
2i = (!1; !2);
i � !i; 
i 2 so(3); !i 2 R3 ; i = 1; 2:



86 ����� 6. �������� �������� �����®«¥¥ ²®£®, ½²® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¨¢ °¨ ²® ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ±¬»±«¥:h(AdQ)
1; (AdQ)
2i = h
1;
2i; Q 2 SO(3); 
1; 
2 2 so(3); (6.3)².¥. AdQ : so(3) ! so(3) | ®°²®£® «¼®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ®²®±¨²¥«¼®±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ h � ; � i. �¥©±²¢¨²¥«¼®,tr((AdQ)
1(AdQ)
2) = tr(Q
1Q�1Q
2Q�1) = tr(Q
1
2Q�1) = tr(
1
2)¢ ±¨«³ ¨¢ °¨ ²®±²¨ ±«¥¤  ¬ ²°¨¶».�»¢¥¤¥¬ ¨´¨¨²¥§¨¬ «¼³¾ ¢¥°±¨¾ ±¢®©±²¢  ¨¢ °¨ ²®±²¨ (6:3).�®§¼¬¥¬ ¯°®¨§¢®«¼³¾ ¬ ²°¨¶³ 
 2 so(3) ¨ ° ±±¬®²°¨¬ £« ¤ª³¾ ª°¨¢³¾Qt 2 SO(3), ¢»µ®¤¿¹³¾ ¨§ ¥¤¨¨¶» ±® ±ª®°®±²¼¾ 
:_Q0 = 
; Q0 = Id :�®£¤  dd t ����0AdQt = ad
;¨, ¤¨´´¥°¥¶¨°³¿ (6:3) ¯® t ¯°¨ t = 0, ¯®«³· ¥¬ ²®¦¤¥±²¢®:h(ad
)
1;
2i+ h
1; (ad
)
2i = 0; 
; 
1; 
2 2 so(3); (6.4)².¥. ®²®¡° ¦¥¨¥ ad
 : so(3) ! so(3) ª®±®±¨¬¬¥²°¨·® ®²®±¨²¥«¼® ±ª -«¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ h � ; � i.�¥ª²®° !1 � !2 2 R3 ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¬ ²°¨¶¥ [
1;
2] 2 so(3) ¢ ±¨«³ ¨§®-¬®°´¨§¬  (6:2), ¯®½²®¬³ ²®¦¤¥±²¢® (6:4) ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ± ¯®¬®¹¼¾ ¢¥ª-²®°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿:(! � !1; !2) + (!1; ! � !2) = 0; !; !1; !2 2 R3 :6.2 �° ¢¥¨¿ �©«¥° �»¢¥¤¥¬ ³° ¢¥¨¿ ¤¢¨¦¥¨¿ ²¢¥°¤®£® ²¥«  ¨§ ¯°¨¶¨¯   ¨¬¥¼¸¥£® ¤¥©-±²¢¨¿.�³±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¬ ±±» ²¢¥°¤®£® ²¥«  ¨¬¥¥² ¯«®²®±²¼ �(x), £¤¥� : R3 ! R+ | ¥®²°¨¶ ²¥«¼ ¿ ¨²¥£°¨°³¥¬ ¿ ´³ª¶¨¿ ± ª®¬¯ ª²»¬®±¨²¥«¥¬. �³±²¼ Qt 2 SO(3) ¥±²¼ ¯®«®¦¥¨¥,   
t 2 so(3) | ³£«®¢ ¿ ±ª®-°®±²¼ ²¥« , ² ª ·²® _Qt = Qt
t: (6.5)�»¡¥°¥¬ ¯°®¨§¢®«¼³¾ ²®·ª³ ²¥«  x. �®«®¦¥¨¥ ½²®© ²®·ª¨ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥¥±²¼ Qtx,   ¥¥ ±ª®°®±²¼ ° ¢  _Qtx. � ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ª¨¥²¨·¥±ª®© ½¥°£¨¨ ¢²¥«¥ ¨¬¥¥² ¯«®²®±²¼ 12�(x)( _Qtx; _Qtx), ¯®½²®¬³ ¯®« ¿ ª¨¥²¨·¥±ª ¿ ½¥°-£¨¿ ²¥«  ¢ ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ t ° ¢ j(
t) = 12 ZR3 �(x)(Qt
tx;Qt
tx) dx = 12 ZR3 �(x)(
tx;
tx) dx;



6.2. ��������� ������ 87½²® ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  j = j(
t)   ¯°®±²° ±²¢¥ so(3). �®®²¢¥²±²¢³¾¹³¾¡¨«¨¥©³¾ ´®°¬³ ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥ZR3 �(x)(
1x;
2x) dx = hA
1;
2i; 
1; 
2 2 so(3);¤«¿ ¥ª®²®°®£® «¨¥©®£® ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®£® ®¯¥° ²®° A : so(3)! so(3); A = A� > 0;ª®²®°»©  §»¢ ¥²±¿ ²¥§®°®¬ ¨¥°¶¨¨ ²¢¥°¤®£® ²¥« . � ª®¥¶, ´³ª¶¨® «¤¥©±²¢¨¿ ¨¬¥¥² ¢¨¤J(
:) = Z t10 j(
t) dt = 12 Z t10 hA
t;
ti dt;£¤¥ 0 ¨ t1 |  · «¼»© ¨ ª®¥·»© ¬®¬¥²» ¤¢¨¦¥¨¿.�³±²¼ Q0 ¨ Qt1 |  · «¼®¥ ¨ ª®¥·®¥ ¯®«®¦¥¨¿ ¤¢¨¦³¹¥£®±¿ ²¥« .�®£« ±® ¯°¨¶¨¯³  ¨¬¥¼¸¥£® ¤¥©±²¢¨¿, ¤¢¨¦¥¨¥ ²¥«  Qt, t 2 [0; t1],¤®«¦® ¡»²¼ ½ª±²°¥¬ «¼¾ ±«¥¤³¾¹¥© § ¤ ·¨:J(
:)! min;_Qt = Qt
t; Q0; Qt1 ´¨ª±¨°®¢ »: (6.6)� ©¤¥¬ ½²¨ ½ª±²°¥¬ «¨.�³±²¼ 
t ¥±²¼ ³£«®¢ ¿ ±ª®°®±²¼ ¢¤®«¼ ¢»¡° ®© ²° ¥ª²®°¨¨ Qt, ²®£¤ Q�10 �Qt1 = �!exp Z t10 
t dt:� ±±¬®²°¨¬ ¯°®¨§¢®«¼®¥ ¬ «®¥ ¢®§¬³¹¥¨¥ ³£«®¢®© ±ª®°®±²¨:
t + "Ut +O("2); "! 0:�«¿ ²®£®, ·²®¡» ² ª®¥ ¢®§¬³¹¥¨¥ ¡»«® ¤®¯³±²¨¬»¬,  · «® ¨ ª®¥¶ ±®®²-¢¥²±²¢³¾¹¥© ²° ¥ª²®°¨¨ ¥ ¤®«¦» § ¢¨±¥²¼ ®² ":Q�10 �Qt1 = �!exp Z t10 �
t + "Ut +O("2)� dt;¯®½²®¬³0 = @@ " ����"=0Q�10 �Qt1 = @@ " ����"=0 �!exp Z t10 �
t + "Ut +O("2)� dt: (6.7)�® ´®°¬³«¥ (2:31) ¯°®¨§¢®¤®© ¯®²®ª  ¯® ¯ ° ¬¥²°³, ¢»° ¦¥¨¥ ¢ ¯° ¢®©· ±²¨ (6:7) ° ¢®Z t10 Ad� �!exp Z t0 
� d��Ut dt� �!exp Z t10 
t dt= Z t10 Ad �Q�10 �Qt�Ut dt �Q�10 �Qt1= Q�10 Z t10 AdQtUt dt �Qt1 :



88 ����� 6. �������� �������� �����®½²®¬³ ° ¢¥±²¢® (6:7) ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥Z t10 AdQtUt dt = 0:�¡®§ ·¨¬ Vt = Z t0 AdQ�U� d�; (6.8)²®£¤  ³±«®¢¨¥ ¤®¯³±²¨¬®±²¨ ¢ °¨ ¶¨¨ Ut ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤V0 = Vt1 = 0: (6.9)� ©¤¥¬ ½ª±²°¥¬ «¨ § ¤ ·¨ (6:6).0 = @@ " ����"=0 J(
:") = Z t10 hA
t; Uti dt¢ ±¨«³ (6:3) = Z t10 h(AdQt)A
t; (AdQt)Uti dt¨±¯®«¼§³¿ (6:8) = Z t10 h(AdQt)A
t; _Vti dt¨²¥£°¨°³¿ ¯® · ±²¿¬ ± ³±«®¢¨¥¬ ¤®¯³±²¨¬®±²¨ (6:9)= � Z t10 � dd t (AdQt)A
t; Vt� dt:�®½²®¬³ ¢»¸¥¯°¨¢¥¤¥»© ¨²¥£° « ° ¢¥ ³«¾   «¾¡®¬ ¤®¯³±²¨¬®¬ ®¯¥-° ²®°¥ Vt, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®dd t (AdQt)A
t = 0; t 2 [0; t1]:�²±¾¤  AdQt([
t; A
t] +A _
t) = 0; t 2 [0; t1];¯®½²®¬³ A _
t = [A
t;
t]; t 2 [0; t1]: (6.10)�¢¥¤¥¬ ®¯¥° ²®° Mt = A
t;



6.2. ��������� ������ 89ª®²®°»©  §»¢ ¥²±¿ ª¨¥²¨·¥±ª¨¬ ¬®¬¥²®¬ ²¥« , ¨ ®¡®§ ·¨¬B = A�1:�®¬¡¨¨°³¿ ° ¢¥±²¢  (6:10) ¨ (6:5), ¯®«³· ¥¬ ³° ¢¥¨¿ �©«¥°  ¢° ¹¥¨¿±¢®¡®¤®£® ²¢¥°¤®£® ²¥« :� _Mt = [Mt; BMt]; Mt 2 so(3);_Qt = QtBMt; Qt 2 SO(3):� ¬¥· ¨¥. �¯¨± »© ±¯®±®¡ ¢»¢®¤  ³° ¢¥¨© �©«¥°  ¬®¦® ¯°¨¬¥¨²¼ª ª°¨¢»¬   £°³¯¯¥ SO(n) ®°²®£® «¼»µ ³¨¬®¤³«¿°»µ ¬ ²°¨¶ ¯®°¿¤-ª  n ¤«¿ «¾¡®£® n > 0. � ª¨¬ ®¡° §®¬ ¯®«³· ¾²±¿ ³° ¢¥¨¿ ¢° ¹¥¨¿®¡®¡¹¥®£® n-¬¥°®£® ²¢¥°¤®£® ²¥« .�¥¯¥°¼ ¯¥°¥¯¨¸¥¬ ³° ¢¥¨¿ �©«¥° , ¨±¯®«¼§³¿ ¨§®¬®°´¨§¬ (6:2) ¯°®-±²° ±²¢ so(3) ¨ R3 , ±³¹¥±²¢¥® ²°¥µ¬¥°»© ¨ ¥ ®¡®¡¹ ¾¹¨©±¿   ¢»±-¸¨¥ ° §¬¥°®±²¨. � ¯®¬¨¬, ·²® ª®±®±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®© ¬ ²°¨¶¥M = 0@ 0 ��3 �2�3 0 ��1��2 �1 0 1A 2 so(3);±®®²¢¥²±²¢³¥² ¢¥ª²®° � 2 R3 ¢¨¤ � = 0@ �1�2�3 1A ; M � �:� ½²¨µ ²¥°¬¨ µ ³° ¢¥¨¿ �©«¥°  ¯°¨¨¬ ¾² ¢¨¤:� _�t = �t � ��t; �t 2 R3 ;_Qt = Qtb��t; Qt 2 SO(3);£¤¥ � : R3 ! R3 ¨ b� : R3 ! so(3) | ®¯¥° ²®°», ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ®²®¡° -¦¥¨¾ B : so(3)! so(3) ¢ ±¨«³ ¨§®¬®°´¨§¬  so(3)$ R3 (6:2).�®¡±²¢¥»¥ ¢¥ª²®°» ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®£® ¯®«®¦¨²¥«¼® ®¯°¥¤¥«¥®£®®¯¥° ²®°  � : R3 ! R3  §»¢ ¾²±¿ £« ¢»¬¨ ®±¿¬¨ ¨¥°¶¨¨ ²¢¥°¤®£®²¥« . �» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬, ·²® ²¢¥°¤®¥ ²¥«®  ±¨¬¬¥²°¨·®, ².¥.®¯¥° ²®° � ¨¬¥¥² 3 ° §»¥ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ �1; �2; �3. �¯®°¿¤®·¨¬±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ �: �1 > �2 > �3;¨ ¢»¡¥°¥¬ ®°²®®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨± e1; e2; e3 ¨§ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ±®¡±²-¢¥»µ ¢¥ª²®°®¢, ².¥. £« ¢»µ ®±¥© ¨¥°¶¨¨. � ¡ §¨±¥ e1; e2; e3 ®¯¥° ²®° �±² ®¢¨²±¿ ¤¨ £® «¼»¬:�0@ �1�2�3 1A = 0@ �1�1�2�2�3�3 1A ;



90 ����� 6. �������� �������� ����  ³° ¢¥¨¥ _�t = �t � ��t ¨¬¥¥² ¢¨¤:8><>: _�1 = (�3 � �2)�2�3;_�2 = (�1 � �3)�1�3;_�3 = (�2 � �1)�1�2: (6.11)6.3 � §®¢»© ¯®°²°¥²�¯¨¸¥¬ ´ §®¢»© ¯®°²°¥² ¯¥°¢®£® ¨§ ³° ¢¥¨© �©«¥° :_�t = �t � ��t; �t 2 R3 : (6.12)�²® ³° ¢¥¨¥ ¨¬¥¥² ¤¢  ¨²¥£° « : ½¥°£¨¾(�t; �t) = const¨ ª¨¥²¨·¥±ª¨© ¬®¬¥² (�t; ��t) = const :�¥©±²¢¨²¥«¼®:dd t (�t; �t) = 2(�t � ��t; �t) = �2(��t; �t � �t) = 0;dd t (�t; ��t) = (�t � ��t; ��t) + (�t; �(�t � ��t)) = 2(�t � ��t; ��t)= �2(�t; ��t � ��t) = 0¢ ±¨«³ ¨¢ °¨ ²®±²¨ ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ (6:4) ¨ ±¨¬¬¥²°¨·®±²¨ �.�®²®¬³ ¢±¥ ²° ¥ª²®°¨¨ �t ³° ¢¥¨¿ (6:12) ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ®£° ¨·¥¨-¿¬ (�21 + �22 + �23 = const;�1�21 + �2�22 + �3�23 = const; (6.13)².¥. ¯°¨ ¤«¥¦ ² ¯¥°¥±¥·¥¨¿¬ ±´¥° ± ½««¨¯±®¨¤ ¬¨. �·¨²»¢ ¿ ®¤®°®¤-®±²¼ ±¨±²¥¬» (6:12), ¨§®¡° §¨¬ ¥¥ ²° ¥ª²®°¨¨   ®¤®© ±´¥°¥ | ¥¤¨¨·-®©: �21 + �22 + �23 = 1; (6.14)¢±¥ ®±² «¼»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ¯®«³· ¾²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ £®¬®²¥²¨©.�®-¯¥°¢»µ, ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¥¤¨¨·®© ±´¥°» ± £« ¢»¬¨ ®±¿¬¨ ¨¥°¶¨¨,².¥. ²®·ª¨ �e1; �e2; �e3¿¢«¿¾²±¿ ¯®«®¦¥¨¿¬¨ ° ¢®¢¥±¨¿, ¨ ¤°³£¨µ ° ¢®¢¥±¨© ¥², ±¬. ³° ¢¥-¨¿ (6:11).� «¥¥, ¯®«®¦¥¨¿ ° ¢®¢¥±¨¿ �e1; �e3, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥  ¨¡®«¼¸¥¬³¨  ¨¬¥¼¸¥¬³ ±®¡±²¢¥»¬ § ·¥¨¿¬ �1; �3, ³±²®©·¨¢»,   ¨¬¥®, ½²®



6.3. ������� ������� 91¶¥²°»,   ° ¢®¢¥±¨¿ �e2, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ �2, ¥³±²®©·¨¢» | ±á¤« . �²®«¥£ª® ¢¨¤¥²¼ ¯® £¥®¬¥²°¨¨ ¯¥°¥±¥·¥¨© ¥¤¨¨·®© ±´¥°» ± ½««¨¯±®¨¤ ¬¨�1�21 + �2�22 + �3�23 = C:�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯°¨ C < �3 ½««¨¯±®¨¤» ±®¤¥°¦ ²±¿ ¢³²°¨ ±´¥°» ¨ ¥ ¯¥°¥-±¥ª ¾²±¿ ± ¥©. �°¨ C = �3 ½««¨¯±®¨¤ ª ± ¥²±¿ ¥¤¨¨·®© ±´¥°» ¨§³²°¨ ¢²®·ª µ �e3. � «¥¥, ¯°¨ C > �3 ¨ ¡«¨§ª¨µ ª �3 ½««¨¯±®¨¤» ¯¥°¥±¥ª ¾² ¥¤¨-¨·³¾ ±´¥°³ ¯® ¤¢³¬ § ¬ª³²»¬ ª°¨¢»¬, ®ª°³¦ ¾¹¨¬ ±®®²¢¥²±²¢¥®e3 ¨ �e3. � «®£¨·® ³±²°®¥» ¯¥°¥±¥·¥¨¿ ¢¡«¨§¨ C = �1. �°¨ C > �1 ½«-«¨¯±®¨¤» ±«¨¸ª®¬ ¢¥«¨ª¨ ¨ ¥ ¯¥°¥±¥ª ¾² ¥¤¨¨·³¾ ±´¥°³; ¯°¨ C = �1¬ « ¿ ¯®«³®±¼ ½««¨¯±®¨¤  ±² ®¢¨²±¿ ° ¢®© ° ¤¨³±³ ±´¥°», ¨ ® ª ± ¥²±¿±´¥°» ± °³¦¨ ¢ �e1;   ¯°¨ C < �1 ¨ ¡«¨§ª¨µ ª �1 ¯¥°¥±¥·¥¨¥ ±®±²®¨²¨§ ¤¢³µ ª°¨¢»µ, ®ª°³¦ ¾¹¨µ �e1. �°¨ C = �2 ½««¨¯±®¨¤ ª ± ¥²±¿ ±´¥°»¢ ª®¶ µ ±°¥¤¨µ ¯®«³®±¥© �e2, ¨ ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ª ¦¤®© ¨§ ²®·¥ª e2, �e2¯¥°¥±¥·¥¨¥ ±®±²®¨² ¨§ ·¥²»°¥µ ¢¥²¢¥© ±¥¯ ° ²°¨±, ±²°¥¬¿¹¨µ±¿ ª ½²®©²®·ª¥. �° ¢¥¨¿ ±¥¯ ° ²°¨± ¢»¢®¤¿²±¿ ¨§ ±¨±²¥¬»(�21 + �22 + �23 = 1;�1�21 + �2�22 + �3�23 = �2:�¬®¦¨¬ ¯¥°¢®¥ ³° ¢¥¨¥   �2 ¨ ¢»·²¥¬ ¨§ ¢²®°®£®:(�1 � �2)�21 � (�2 � �3)�23 = 0:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ±¥¯ ° ²°¨±» ¯°¨ ¤«¥¦ ² ¯¥°¥±¥·¥¨¾ ¥¤¨¨·®© ±´¥°» ±¤¢³¬¿ ¯«®±ª®±²¿¬¨�� def= f(�1; �2; �3) 2 R3 jp�1 � �2 �1 = �p�2 � �3 �3g;².¥. ½²® ¤³£¨ ¡®«¼¸¨µ ®ª°³¦®±²¥©.�ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ¨§ ²° ¥ª²®°¨© ±¨±²¥¬» ²®«¼ª® ±¥¯ ° ²°¨±» ¨ ¯®«®-¦¥¨¿ ° ¢®¢¥±¨¿ ¯°¨ ¤«¥¦ ² ¤¢³¬¥°»¬ ¯«®±ª®±²¿¬. �®«¥¥ ²®£®, ¢±¥®±² «¼»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ±«¥¤³¾¹¥¬³ ³±«®¢¨¾:� =2 ��; � =2 Rei ) � ^ _� ^ �� 6= 0; (6.15)²® ¥±²¼ ¢¥ª²®°» �, _� ¨ �� «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬». �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢®§¼¬¥¬«¾¡³¾ ²° ¥ª²®°¨¾ �t   ¥¤¨¨·®© ±´¥°¥. �±¥ ²° ¥ª²®°¨¨, £®¬®²¥²¨·»¥¤ ®©, ®¡° §³¾² ª®³± ¢¨¤ C(�21 + �22 + �23) = �1�21 + �2�22 + �3�23; �3 6 C 6 �1: (6.16)�® ª¢ ¤° ²¨·»© ª®³± ¢ R3 ¿¢«¿¥²±¿ «¨¡® ¢»°®¦¤¥»¬, «¨¡® ½««¨¯²¨-·¥±ª¨¬. �±«®¢¨¿ � =2 ��, � =2 Rei ®§ · ¾², ·²® C 6= �i, i = 1; 2; 3, ².¥.ª®³± (6:16) ½««¨¯²¨·¥±ª¨©. �¥¯¥°¼ ¥° ¢¥±²¢® (6:15) ¢»²¥ª ¥² ¨§ ±«¥¤³-¾¹¨µ ¤¢³µ ´ ª²®¢. �®-¯¥°¢»µ, � ^ _� 6= 0, ².¥. ²° ¥ª²®°¨¿ �t ¥ ª ± ¥²-±¿ ¯®°®¦¤ ¾¹¥© ª®³± . �®-¢²®°»µ, ¯¥°¥±¥·¥¨¥ ½««¨¯²¨·¥±ª®£® ª®³±  ±
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e1 e2
e3

�¨±. 6.2: � §®¢»© ¯®°²°¥² ±¨±²¥¬» (6:12)¯«®±ª®±²¼¾, ¥ ±®¤¥°¦ ¹¥© ¯®°®¦¤ ¾¹¥© ª®³± , ¥±²¼ ½««¨¯± | ±¨«¼®¢»¯³ª« ¿ ª°¨¢ ¿.�¢¨¤³ ³° ¢¥¨¿ (6:12), ³±«®¢¨¥ ¢»¯³ª«®±²¨ (6:15) ¤«¿ ª®³± , ¯®°®¦-¤¥®£® ²° ¥ª²®°¨¥©, ¯¥°¥¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:� =2 ��; � =2 Rei ) � ^ (�� ��) ^ ((�� ��)� ��+ �� �(�� ��)) 6= 0:(6.17)�«®±ª¨¥ ±¥¯ ° ²°¨±»   ´ §®¢®¬ ¯®°²°¥²¥ ¿¢«¿¾²±¿ °¥£³«¿°»¬¨ ª°¨-¢»¬¨   ±´¥°¥, ¯®½²®¬³� 2 ��; � =2 Re2 ) � ^ _� 6= 0;¨«¨, ¢ ±¨«³ ³° ¢¥¨¿ (6:12),� 2 ��; � =2 Re2 ) � ^ (�� ��) 6= 0: (6.18)6.4 �¯° ¢«¿¥¬®¥ ²¢¥°¤®¥ ²¥«®: ®°¡¨²»�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¬» ¬®¦¥¬ ³¯° ¢«¿²¼ ¢° ¹¥¨¿¬¨ ²¢¥°¤®£® ²¥« , ¯°¨-ª« ¤»¢ ¿ ¬®¬¥² ±¨«» ¢¤®«¼ ´¨ª±¨°®¢ ®© ¯°¿¬®© ¢ ²¥«¥. �®¦® ¬¥¿²¼ ¯° ¢«¥¨¥ ¬®¬¥²  ±¨«»   ¯°®²¨¢®¯®«®¦®¥ ¢ «¾¡®© ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨.� ¯¨¸¥¬ ³¯° ¢«¿¥¬³¾ ±¨±²¥¬³ ¤«¿ ³£«®¢®© ±ª®°®±²¨:_�t = �t � ��t � l; �t 2 R3 ; (6.19)²®£¤  ¯®« ¿ ±¨±²¥¬  ¤«¿ ³¯° ¢«¿¥¬®£® ²¢¥°¤®£® ²¥«  ¨¬¥¥² ¢¨¤:� _�t = �t � ��t � l; �t 2 R3 ;_Qt = Qtb��t; Qt 2 SO(3); (6.20)



6.4. ����������� ������� ����: ������ 93£¤¥ l 6= 0 | ´¨ª±¨°®¢ »© ¢¥ª²®° ¢¤®«¼ ¢»¡° ®© ¯°¿¬®©.�» ®¯¨¸¥¬ ®°¡¨²» ¨ ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ 6-¬¥°®© ±¨±²¥-¬» (6:20). �® ± · «  ¨§³·¨¬ ®°¡¨²» 3-¬¥°®© ±¨±²¥¬» (6:19).6.4.1 �°¡¨²» 3-¬¥°®© ±¨±²¥¬»�¨±²¥¬  (6:19)   «¨²¨· , ¯®½²®¬³ ° §¬¥°®±²¼ ®°¡¨²» ·¥°¥§ ²®·ª³ � 2 R3° ¢  ° §¬¥°®±²¨ ¯°®±²° ±²¢ Lie�(�� ��� l) = Lie�(�� ��; l):�¢¥¤¥¬ ®¡®§ ·¥¨¿ ¤«¿ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©:f(�) = �� ��; g(�) � l;¨ ¢»·¨±«¨¬ ¥±ª®«¼ª® ±ª®¡®ª �¨:[g; f ](�) = d fd �g(�)� d gd �f(�) = l � ��+ �� �l;[g; [g; f ]](�) = l � �l + l � �l = 2l� �l;12 [[g; [g; f ]]; [g; f ]](�) = l � �(l � �l) + (l � �l)� �l:�±¯®«¼§³¿ ±¢®©±²¢® (6:17) ± l = �, ¯®«³· ¥¬ ²°¨ ¯®±²®¿»µ ¢¥ª²®°»µ¯®«¿ g, [g; f ], [[g; [g; f ]]; [g; f ]], ª®²®°»¥ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»:g(�) ^ 12 [g; f ](�) ^ 12[[g; [g; f ]]; [g; f ]](�)= l ^ l � �l ^ ((l � �l)� �l + l � �(l � �l)) 6= 0¯°¨ l =2 ��, l =2 Rei :� ±«³· ¥ ®¡¹¥£® ¯®«®¦¥¨¿ ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.�«³· © 1. l =2 ��, l =2 Rei .�°¥¤«®¦¥¨¥ 6.1. �³±²¼ l =2 ��, l =2 Rei . �®£¤  Lie�(f; g) = R3 ¤«¿ «¾¡®£®� 2 R3 . �¨±²¥¬  (6:19) ¨¬¥¥² ®¤³ 3-¬¥°³¾ ®°¡¨²³ | R3 .� ±±¬®²°¨¬ ±¯¥¶¨ «¼»¥ ±«³· ¨ ° ±¯®«®¦¥¨¿ ¢¥ª²®°  l.�«³· © 2. �³±²¼ l 2 �+, l =2 Re2 . � ª ª ª ¯«®±ª®±²¼ �+ ¨¢ °¨ ² ¤«¿ ±¢®¡®¤®£® ²¥«  (6:12) ¨ l 2 �+, ¯«®±ª®±²¼ �+ ¨¢ °¨ ²  ² ª¦¥ ¨¤«¿ ³¯° ¢«¿¥¬®£® ²¥«  (6:19), ².¥. ®°¡¨²  ·¥°¥§ «¾¡³¾ ²®·ª³ ¯«®±ª®±²¨ �+±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ �+. � ¤°³£®© ±²®°®», ¨§ ±¢®©±²¢  (6:18) ¯®«³· ¥¬l ^ (l � �l) 6= 0:�® ¢¥ª²®°» l = g(�) ¨ l � �l = 12 [g; [g; f ]](�) ®¡° §³¾² ¡ §¨± ¯«®±ª®±²¨ �+,¯®½²®¬³ �+ ¿¢«¿¥²±¿ ®°¡¨²®© ·¥°¥§ «¾¡³¾ ²®·ª³ � 2 �+. �² ª, ¯«®±ª®±²¼



94 ����� 6. �������� �������� �����+ ¥±²¼ ®°¡¨²  ±¨±²¥¬» (6:19). �±«¨  · «¼ ¿ ²®·ª  �0 =2 �+, ²® ²° ¥ª²®-°¨¿ �t ±¨±²¥¬» (6:19) ·¥°¥§ �0 ¥ ¯«®±ª ¿, ¯®½²®¬³(�t � ��t) ^ l ^ (l � �l) 6� 0:�² ª, ®°¡¨²  ·¥°¥§ �0 ²°¥µ¬¥° . �» ¤®ª § «¨ ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.�°¥¤«®¦¥¨¥ 6.2. �³±²¼ l 2 �+ n Re2 . �®£¤  ±¨±²¥¬  (6:19) ¨¬¥¥² ®¤-³ 2-¬¥°³¾ ®°¡¨²³ | ¯«®±ª®±²¼ �+, ¨ ¤¢¥ 3-¬¥°»¥ ®°¡¨²» | ±¢¿§»¥ª®¬¯®¥²» R3 n�+.�«³· © l 2 �� n Re2 ¯®«®±²¼¾   «®£¨·¥ ° ±±¬®²°¥®¬³, ¨ ±¯° ¢¥¤-«¨¢®   «®£¨·®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ± �� ¢¬¥±²® �+.�«³· © 3. �³±²¼ ²¥¯¥°¼ l 2 Re1 nf0g, ².¥. l = ce1, c 6= 0. �®-¯¥°¢»µ, ¯°¿¬ ¿Re1 | ®°¡¨² . �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ � 2 Re1 , ²® f(�) = 0, ¨ g(�) = l ² ª¦¥ª ± ¥²±¿ ¯°¿¬®© Re1 .�²®¡»  ©²¨ ®±² «¼»¥ ®°¡¨²», ¯®±²°®¨¬ ¨²¥£° « ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥-¬» (6:19) ¨§ ¤¢³µ ¨²¥£° «®¢ (6:13) ±¢®¡®¤®£® ²¥« . � ª ª ª g(�) = l = ce1,¬» ¨¹¥¬ «¨¥©³¾ ª®¬¡¨ ¶¨¾ ¨²¥£° «®¢ (6:13), ¥ § ¢¨±¿¹³¾ ®² �1. �¬-®¦¨¬ ¯¥°¢»© ¨²¥£° «   �1, ¢»·²¥¬ ¨§ ¥£® ¢²®°®© ¨²¥£° «, ¨ ¯®«³·¨¬¨²¥£° « ³¯° ¢«¿¥¬®£® ²¢¥°¤®£® ²¥« :(�1 � �2)�22 + (�1 � �3)�23 = C: (6.21)� ª ª ª �1 > �2 > �3, ½²® | ½««¨¯²¨·¥±ª¨© ¶¨«¨¤° ¢ R3 .�®½²®¬³ «¾¡ ¿ ®°¡¨²  ±¨±²¥¬» (6:19) ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ¥ª®²®°®¬ ¶¨«¨¤-°¥ (6:21). � ¤°³£®© ±²®°®», ®°¡¨²  ·¥°¥§ «¾¡³¾ ²®·ª³ �0 2 R3 nRe1 ¤®«¦ ¡»²¼ ¯® ¬¥¼¸¥© ¬¥°¥ ¤¢³¬¥°®©. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ �0 =2 Re2 [ Re3 , ²®±¢®¡®¤®¥ ²¥«® ¨¬¥¥² ²° ¥ª²®°¨¨, ¥ ª ± ¾¹¨¥±¿ ¯®«¿ g;   ¥±«¨ �0 2 Re2¨«¨ Re3 , ²® ½²®£® ¬®¦® ¤®±²¨·¼ ¬ «»¬ ±¬¥¹¥¨¥¬ ²®·ª¨ �0 ¢¤®«¼ ¯®«¿ g.�®½²®¬³ ¢±¥ ®°¡¨²» ¢¥ ¯°¿¬®© Re1 | ½««¨¯²¨·¥±ª¨¥ ¶¨«¨¤°» (6:21).�°¥¤«®¦¥¨¥ 6.3. �³±²¼ l 2 Re1 n f0g. �®£¤  ¢±¥ ®°¡¨²» ±¨±²¥¬» (6:19)¨¬¥¾² ¢¨¤ (6:21): ¨¬¥¥²±¿ ®¤  1-¬¥° ¿ ®°¡¨²  | ¯°¿¬ ¿ Re1 (C = 0), ¨¡¥±ª®¥·®¥ ª®«¨·¥±²¢® 2-¬¥°»µ ®°¡¨² | ½««¨¯²¨·¥±ª¨¥ ¶¨«¨¤°» (6:21)¯°¨ C > 0.�«³· © l 2 Re3 n f0g ¯®«®±²¼¾   «®£¨·¥ ° ±±¬®²°¥®¬³.�°¥¤«®¦¥¨¥ 6.4. �³±²¼ l 2 Re3 n f0g. �®£¤  ±¨±²¥¬  (6:19) ¨¬¥¥² ®¤³1-¬¥°³¾ ®°¡¨²³ | ¯°¿¬³¾ Re3 , ¨ ¡¥±ª®¥·®¥ ª®«¨·¥±²¢® 2-¬¥°»µ ®°¡¨²| ½««¨¯²¨·¥±ª¨¥ ¶¨«¨¤°»(�1 � �3)�21 + (�2 � �3)�22 = C; C > 0:�«³· © 4. � ±±¬®²°¨¬ ¯®±«¥¤¨© ±«³· ©: ¯³±²¼ l 2 Re2 n f0g. � ª ¨ ¢»¸¥, ©¤¥¬ ¨²¥£° « ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬» (6:19):(�1 � �2)�21 � (�2 � �3)�23 = C: (6.22)



6.4. ����������� ������� ����: ������ 95
e1 e2e3

�¨±. 6.3: �°¡¨²» ¢ ±«³· ¥ l 2 Re1 n f0g�°¨ C 6= 0 ½²® ³° ¢¥¨¥ § ¤ ¥² £¨¯¥°¡®«¨·¥±ª¨© ¶¨«¨¤°. � ¯®¬®¹¼¾ ° ±-±³¦¤¥¨¿,   «®£¨·®£® ¨±¯®«¼§®¢ ®¬³ ¢ ±«³· ¥ 3, ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥®¯¨± ¨¥ ®°¡¨².�°¥¤«®¦¥¨¥ 6.5. �³±²¼ l 2 Re2 n f0g. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ®¤  1-¬¥° ¿®°¡¨²  | ¯°¿¬ ¿ Re2 , ¨ ¡¥±ª®¥·®¥ ª®«¨·¥±²¢® 2-¬¥°»µ ®°¡¨² ±«¥¤³¾-¹¥£® ¢¨¤ :(1) ±¢¿§»¥ ª®¬¯®¥²» £¨¯¥°¡®«¨·¥±ª¨µ ¶¨«¨¤°®¢ (6:22) ¯°¨ C 6= 0;(2) ¯®«³¯«®±ª®±²¨ | ±¢¿§»¥ ª®¬¯®¥²» ¬®¦¥±²¢  (�+ [ ��) n Re2 .e1 e2e3
�¨±. 6.4: �°¡¨²» ¢ ±«³· ¥ l 2 Re2 n f0g�² ª, ¬» ° ±±¬®²°¥«¨ ¢±¥ ¢®§¬®¦»¥ ¯®«®¦¥¨¿ ¢¥ª²®°  l 2 R3 n f0g,¨ ¢® ¢±¥µ ±«³· ¿µ ®¯¨± «¨ ®°¡¨²» 3-¬¥°®© ±¨±²¥¬» (6:19). �¥¯¥°¼ ¨§³·¨¬®°¡¨²» ¯®«®© 6-¬¥°®© ±¨±²¥¬» (6:20).



96 ����� 6. �������� �������� ����6.4.2 �°¡¨²» 6-¬¥°®© ±¨±²¥¬»�¥ª²®°»¥ ¯®«¿ ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ 6-¬¥°®© ±¨±²¥¬» (6:20) ±³²¼f(Q;�) = � Qb���� �� � ; g(Q;�) = � 0l � ; (Q;�) 2 SO(3)� R3 :�²¬¥²¨¬ ¯° ¢¨«® ª®¬¬³²¨°®¢ ¨¿ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© ±¯¥¶¨ «¼®£® ¢¨¤ ,¢®§¨ª ¾¹¨µ ¢  ¸¥© § ¤ ·¥:fi(Q;�) = � Qb�wi(�)vi(�) � 2 Vec(SO(3)� R3 );[f1; f2](Q;�) = 0BBB@ Q[b�w1; b�w2]so(3) +Qb��@ w2@ � v1 � @ w1@ � v2�@ v2@ � v1 � @ v1@ � v2 1CCCA :�»·¨±«¨¬ ± · «  ²¥ ¦¥ ±ª®¡ª¨ �¨, ·²® ¨ ¢ 3-¬¥°®¬ ±«³· ¥:[g; f ] = � Qb�ll � ��+ �� �l � ;12 [g; [g; f ]] = � 0l � �l � ;12 [[g; [g; f ]]; [g; f ]] = � 0l � �(l � �l) + (l � �l)� �l � :� «¥¥, ¤«¿ «¾¡®£® ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ X 2 Vec(SO(3)� R3 ) ¢¨¤ X = � 0x � ; x | ¯®±²®¿®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ ¢ R3 ; (6.23)¨¬¥¥¬ [X; f ] = � Qb�x� � : (6.24)�²®¡» ¨§³·¨²¼ ®°¡¨²» 6-¬¥°®© ±¨±²¥¬» (6:20) ·¥°¥§ ²®·ª³ (Q;�) 2SO(3) � R3 , ° ±±¬®²°¨¬ ° §«¨·»¥ ±«³· ¨ ¨§ ¯³ª²  6.4.1 ¤«¿ 3-¬¥°®©±¨±²¥¬» (6:19).�«³· © 1. l =2 ��, l =2 Rei . �®¦® ¢»¡° ²¼ 3 «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»¥¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ ¢ Lie(f; g) ¢¨¤  (6:23):X1 = g; X2 = 12[g; [g; f ]]; X3 = 12[[g; [g; f ]; [g; f ]]:�±¯®«¼§³¿ ¯° ¢¨«® ª®¬¬³²¨°®¢ ¨¿ (6:24), ¯®«³· ¥¬ 6 «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨-¬»µ ¢¥ª²®°®¢ ¢ Lie(Q;�)(f; g):X1 ^X2 ^X3 ^ [X1; f ] ^ [X2; f ] ^ [X3; f ] 6= 0:



6.4. ����������� ������� ����: ������ 97�®½²®¬³ ®°¡¨²  ·¥°¥§ ²®·ª³ (Q;�) 6-¬¥° .�«³· © 2. l 2 �� n Re2 .�«³· © 2.1. � =2 ��. �®-¯¥°¢»µ, Lie(f; g) ±®¤¥°¦¨² 2 «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨-¬»¥ ¯®«¿ ¢¨¤  (6:23): X1 = g; X2 = 12[g; [g; f ]]:� ª ª ª ²° ¥ª²®°¨¿ ±¢®¡®¤®£® ²¥«  ¢ R3 ·¥°¥§ � ¥ ¯«®±ª ¿, ¬®¦® ±·¨² ²¼,·²® ¢¥ª²®° v = �� �� «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬ ®² l ¨ l � �l. �» ¯®ª ¦¥¬ ¨¦¥,·²® Lie(f; g) ±®¤¥°¦¨² 2 ¢¥ª²®°»µ ¯®«¿ ¢¨¤ Y1 = � QM1v1 � ; Y2 = � QM2v2 � ; M1 ^M2 6= 0; (6.25)£¤¥ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ v1 ¨ v2 ° ¢» ³«¾ ¢ ²®·ª¥ �. �§ ½²®£® ¡³¤¥² ±«¥¤®¢ ²¼,·²® Lie(Q;�)(f; g) ±®¤¥°¦¨² 6 «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢:X1(Q;�); X2(Q;�); f(Q;�);Y1(Q;�) = � QM10 � ; Y2(Q;�) = � QM20 � ;[Y1; Y2](Q;�) = � Q[M1;M2]0 � ;¨ ¯®²®¬³ ®°¡¨²  ·¥°¥§ ²®·ª³ (Q;�) 6-¬¥° .� ©¤¥¬ 2 ¢¥ª²®°»µ ¯®«¿ ¢¨¤  (6:25) ¢  «£¥¡°¥ �¨ Lie(f; g). �»¡¨° ¿¯®¤µ®¤¿¹¨¥ «¨¥©»¥ ª®¬¡¨ ¶¨¨ ± ¯®«¿¬¨ X1, X2, ±¯°®¥¶¨°³¥¬ ¢²®°³¾ª®¬¯®¥²³ ¯®«¥© [g; f ] ¨ 12 [f; [g; [g; f ]]   ¯°¿¬³¾ Rv. � °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³·¨¬¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ � Qb�lk1v � ; � Qb�(l � �l)k2v � 2 Lie(f; g): (6.26)�±«¨ k1 ¨ k2 ° ¢» ³«¾ ¢ ²®·ª¥ �, ²® ½²¨ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ ¬®¦® ¢§¿²¼¢ ª ·¥±²¢¥ Y1, Y2 ¢ (6:25). �±«¨ ¦¥ k1 ¨«¨ k2 ¥ ° ¢® ³«¾ ¢ �, ²® ² ª¨¥¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ Y1, Y2 ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼, ¯®¤¡¨° ¿ «¨¥©»¥ ª®¬¡¨ ¶¨¨¯®«¥© (6:26) ¨ f ± ¯®«¿¬¨ g, [g; [g; f ]].�®½²®¬³ ¢ ±«³· ¥ 2.1 ®°¡¨²  6-¬¥° .�«³· © 2.2. � 2 ��. �¬¥¥²±¿ 5 «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢ ¢Lie(Q;�)(f; g):X1 = g; X2 = 12[g; [g; f ]]; [X1; f ]; [X2; f ]; [[X1; f ]; [X2; f ]]:�°¡¨²  ¢ R3 2-¬¥° , ¯®½²®¬³ ®°¡¨²  ¢ SO(3)� R3 5-¬¥° .�«³· © 3. l 2 Re1 n f0g.



98 ����� 6. �������� �������� �����«³· © 3.1. � =2 Re1 . � ±±³¦¤ ¥¬ ² ª ¦¥, ª ª ¢ ±«³· ¥ 2.1. �®¦¥¬±·¨² ²¼, ·²® ¢¥ª²®°» l ¨ v = � � �� «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬». �°¡¨²  ¢ R3 2-¬¥° ,   ¥¥ ª ± ²¥«¼®¥ ¯°®±²° ±²¢® ¯®°®¦¤ ¥²±¿ ¢¥ª²®° ¬¨ l ¨ v, ¯®½²®¬³¢  «£¥¡°¥ �¨ Lie(f; g) ¬®¦®  ©²¨ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ ¢¨¤ Y1 = [g; f ]� C1g � C2f = � Qb�l+ C3Qb��0 � ;Y2 = [Y1; f ] = � Q[b�l; b��] + C4Qb��0 �¤«¿ ¥ª®²®°»µ ´³ª¶¨© Ci, i = 1; : : : ; 4. �² ª, ¬»  ¸«¨ 5 «¨¥©® ¥§ ¢¨-±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ Lie(Q;�)(f; g):g; f; Y1; Y2; [Y1; Y2]:�®½²®¬³ ®°¡¨²  6-¬¥°®© ±¨±²¥¬» (6:20) 5-¬¥°  (®  ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ 6-¬¥°®©, ² ª ª ª 3-¬¥° ¿ ±¨±²¥¬  (6:19) ¨¬¥¥² 2-¬¥°³¾ ®°¡¨²³).�«³· © 3.2. � 2 Re1 . �¥ª²®°»f(Q;�) = � Qb��0 � ; [g; f ](Q;�) = � Qb�l0 � ;«¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬», ¯®½²®¬³ dimLie(Q;�)(f; g) = dim span(f; g)j(Q;�) = 2.�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ®°¡¨²  2-¬¥° .�«³· ¨ l 2 Rei n f0g, i = 1; 2,   «®£¨·» ±«³· ¾ 3.�®¤¢¥¤¥¬ ¨²®£¨  ¸¥£® ¨±±«¥¤®¢ ¨¿ ®°¡¨² ³¯° ¢«¿¥¬®£® ²¢¥°¤®£® ²¥-«  (6:20).�°¥¤«®¦¥¨¥ 6.6. �³±²¼ (Q;�) | ²®·ª  ¢ SO(3) � R3 . �±«¨ ®°¡¨²  O3-¬¥°®© ±¨±²¥¬» (6:19) ·¥°¥§ ²®·ª³ � 3- ¨«¨ 2-¬¥° , ²® ®°¡¨²  6-¬¥°®©±¨±²¥¬» (6:20) ·¥°¥§ ²®·ª³ (Q;�) ¥±²¼ SO(3)�O, ².¥. ±®®²¢¥²±²¢¥® 6-¨«¨ 5-¬¥° . �±«¨ dimO = 1, ²® 6-¬¥° ¿ ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² 2-¬¥°³¾ ®°¡¨²³.�» ®¯¨¸¥¬ ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ½²®© ±¨±²¥¬» ¢ ° §¤¥«¥ 8.4 ¯®±«¥§ ª®¬±²¢  ± ¥ª®²®°»¬¨ ®¡¹¨¬¨ ´ ª² ¬¨ ® ¬®¦¥±²¢ µ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨.



�« ¢  7�¯° ¢«¥¨¥ª®´¨£³° ¶¨¿¬¨� ½²®© £« ¢¥ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ¯°¨«®¦¥¨¿ ²¥®°¥¬» ®¡ ®°¡¨²¥ ª ±¨±²¥¬ ¬,³¯° ¢«¿¥¬»¬ ± ¯®¬®¹¼¾ ¨§¬¥¥¨¿ ¨µ ª®´¨£³° ¶¨¨, ².¥. ¢§ ¨¬®£® ° ±-¯®«®¦¥¨¿ · ±²¥© ±¨±²¥¬». �®°®¸® ¨§¢¥±²»© ¯°¨¬¥° ² ª®© ±¨±²¥¬» |¯ ¤ ¾¹ ¿ ª®¸ª . �±«¨ ª®¸ª  ®ª §»¢ ¥²±¿ ¡¥§ ®¯®°»  ¤ §¥¬«¥© ( ¯°¨¬¥°,¯ ¤ ¥² ± ¤¥°¥¢  ¨«¨ ¥¥ ¡°®± ¥² °¥¡¥®ª), ²® ®   ·¨ ¥² ¢° ¹ ²¼ µ¢®±²®¬ ¨¨§£¨¡ ²¼ ±¢®¥ ²¥«® ² ª, ·²®¡» ¯°¨§¥¬«¨²¼±¿ ²®·®   « ¯», ¥§ ¢¨±¨¬® ®²¯¥°¢® · «¼®© ®°¨¥² ¶¨¨  ¤ §¥¬«¥©. �¥µ ¨·¥±ª¨¥ ±¨±²¥¬», ¬¥¥¥ ¨±-ª³±»¥ ¢ ¯®¢®° ·¨¢ ¨¨ ¨ ¨§£¨¡ ¨¨ ±¢®¨µ · ±²¥© ( ¯°¨¬¥°, ±®¡ ª  ¨«¨¯°®±²® ²¢¥°¤®¥ ²¥«®), ² ª ¢¥±²¨ ±¥¡¿ ¥ ¬®£³². �¥°®¿²®, ¨¬¥® ³¯° ¢«¥¨¥± ¯®¬®¹¼¾ ¨§¬¥¥¨¿ ª®´¨£³° ¶¨¨ ¨£° ¾² ª«¾·¥¢³¾ °®«¼ ¢ ´¥®¬¥¥ ¯ -¤ ¾¹¥© ª®¸ª¨. �» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ¯°®±²³¾ ¬®¤¥«¼ ±¨±²¥¬, ³¯° ¢«¿¥¬»µ² ª¨¬ ®¡° §®¬, ¨ ¨±±«¥¤³¥¬ ®°¡¨²» ¢ ¥ª®²®°»µ ¯°®±²¥©¸¨µ ¯°¨¬¥° µ.7.1 �®¤¥«¼�¨±²¥¬  ¬ ²¥°¨ «¼»µ ²®·¥ª, ².¥. ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¬ ±±» ¢ Rn , ®¯¨±»¢ ¥²±¿¥®²°¨¶ ²¥«¼®© ¬¥°®© �   Rn . �» ®£° ¨·¨¬±¿ ¬¥° ¬¨ ± ª®¬¯ ª²»¬®±¨²¥«¥¬. � ¯°¨¬¥°, ±¨±²¥¬  ²®·¥ª x1; : : : ; xk 2 Rn ¬ ±±» �1; : : : ; �k > 0¬®¤¥«¨°³¥²±¿  ²®¬ °®© ¬¥°®© � =Pki=1 �i�xi , £¤¥ �xi | ´³ª¶¨¿ �¨° ª ,±®±°¥¤®²®·¥ ¿ ¢ ²®·ª¥ xi. �®¦® ±·¨² ²¼ ²®·ª¨ xi ±¢®¡®¤»¬¨ ¨«¨ ±¢¿-§ »¬¨ ¥ª®²®°»¬¨ ®£° ¨·¥¨¿¬¨ ¢ Rn . �®«¥¥ ®¡¹®, ¬ ±±  ¬®¦¥² ¡»²¼° ±¯°¥¤¥«¥  ¢¤®«¼ ®²°¥§ª®¢ ¨«¨ ¯®¢¥°µ®±²¥© ° §«¨·»µ ° §¬¥°®±²¥©.�®½²®¬³ ¯°®±²° ±²¢®¬ ±®±²®¿¨© M ±¨±²¥¬, ª®²®°»¥ ¬» ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²-°¨¢ ²¼, ¡³¤¥² ¥ª®²®°»© ° §³¬»© ª« ±± ¬¥°   Rn .�°¥¤¯®« £ ¥²±¿, ·²® ³¯° ¢«¿¾¹¨© ±³¡º¥ª²  µ®¤¨²±¿ ¢³²°¨ ª®±²°³ª-¶¨¨ ¨ ¨§¬¥¿¥² ¥¥ ª®´¨£³° ¶¨¾. �¨±²¥¬  ª®±¥°¢ ²¨¢ , ².¥. ¨¬¯³«¼± ¨ª¨¥²¨·¥±ª¨© ¬®¬¥² ±®µ° ¿¾²±¿. �±±«¥¤³¥¬ ®°¡¨²» ±¨±²¥¬, ¯®¤·¨¥-»µ ² ª¨¬ ±¢¿§¿¬. 99



100 ����� 7. ���������� ��������������� ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥¨¿, ¬¥µ ¨·¥±ª ¿ ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² § ª®»±®µ° ¥¨¿ ¨§-§  ²®£®, ·²® ³ ¥¥ ¥±²¼ ±¨¬¬¥²°¨¨. �¨¥²¨·¥±ª ¿ ±¨±²¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ±¨±²¥¬» ° ¢ L = 12 Z j _xj2 d�; (7.1)¢ · ±²®±²¨, ¤«¿  ²®¬ °®© ¬¥°» � =Pki=1 �i�xi ,L = 12 kXi=1 �ij _xij2:�®£« ±® ²¥®°¥¬¥ �á²¥° (±¬.,  ¯°¨¬¥° [136]), ¥±«¨ ¯®²®ª ¢¥ª²®°®£® ¯®-«¿ V 2 VecRn ±®µ° ¿¥² ´³ª¶¨¾ � £° ¦  L, ²® ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² ¯¥°¢»©¨²¥£° « ¢¨¤  @ L@ _xV (x) = const :�  ¸¥¬ ±«³· ¥ « £° ¦¨  (7:1) ¨¢ °¨ ²¥ ®²®±¨²¥«¼® ¨§®¬¥²°¨© ¥¢-ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²¢ , ².¥. ²° ±«¿¶¨© ¨ ¢° ¹¥¨© ¢ Rn .�° ±«¿¶¨¨ ¢ Rn ¯®°®¦¤ ¾²±¿ ¯®±²®¿»¬¨ ¢¥ª²®°»¬¨ ¯®«¿¬¨:V (x) = a 2 Rn ;¯®½²®¬³  ¸  ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² § ª®» ±®µ° ¥¨¿Z h _x; ai d� = const 8 a 2 Rn :�»¬¨ ±«®¢ ¬¨, Z _x d� = const;².¥. ¶¥²° ¬ ±± ±¨±²¥¬» ¤¢¨¦¥²±¿ ± ¯®±²®¿®© ±ª®°®±²¼¾ (¯®«»© ¨¬¯³«¼±±®µ° ¿¥²±¿). �»¡¥°¥¬ ¨¥°¶¨ «¼³¾ ±¨±²¥¬³ ®²±·¥² , ¢ ª®²®°®© ¶¥²°¬ ±± ¥¯®¤¢¨¦¥: Z _x d� = 0:�«¿  ²®¬ °®© ¬¥°» � =Pki=1 �i�xi ½²® ° ¢¥±²¢® ¨¬¥¥² ¢¨¤kXi=1 �ixi = const;·²® ±¢®¤¨²±¿ § ¬¥®© ª®®°¤¨ ² ¢ Rn ª § ª®³ ±®µ° ¥¨¿kXi=1 �ixi = 0:



7.1. ������ 101�¥¯¥°¼ ° ±±¬®²°¨¬ ¢° ¹¥¨¿ ¢ Rn . �³±²¼ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥V (x) = Ax; x 2 Rn ;±®µ° ¿¥² ¥¢ª«¨¤®¢³ ±²°³ª²³°³ ¢ Rn , ².¥. ¥£® ¯®²®ªetV (x) = etAx±®µ° ¿¥² ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥:hetAx; etAyi = hx; yi; x; y 2 Rn :�¨´´¥°¥¶¨°³¿ ½²® ° ¢¥±²¢® ¯°¨ t = 0, ¯®«³· ¥¬hAx; yi+ hx;Ayi = 0; x; y 2 Rn ;².¥. ¬ ²°¨¶  A ª®±®±¨¬¬¥²°¨· :A� = �A:�¡° ²®, ¨§ ¥±«¨ ¢»¯®«¥® ¯°¥¤»¤³¹¥¥ ° ¢¥±²¢®, ²®�etA�� = etA� = e�tA = �etA��1 ;².¥. ¬ ²°¨¶  etA ®°²®£® «¼ . �» ¤®ª § «¨, ·²® ¯®²®ª etA ±®µ° ¿¥² ¥¢-ª«¨¤®¢³ ±²°³ª²³°³ ¢ Rn ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  A� = �A. � «®£¨·®3-¬¥°®¬³ ±«³· ¾, ° ±±¬®²°¥®¬³ ¢ ° §¤¥«¥ 6.1, £°³¯¯  ±®µ° ¿¾¹¨µ ®°¨-¥² ¶¨¾ «¨¥©»µ ®°²®£® «¼»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ¥¢ª«¨¤®¢  ¯°®±²° ±²¢ Rn ®¡®§ · ¥²±¿ ·¥°¥§ SO(n),   ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿  «£¥¡°  �¨ ª®±®±¨¬¬¥²°¨-·¥±ª¨µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© Rn ®¡®§ · ¥²±¿ ·¥°¥§ so(n). � ½²¨µ ®¡®§ ·¥¨¿µ,¬» ¤®ª § «¨, ·²® etA 2 SO(n), A 2 so(n):�¥°¥¬±¿ ª ¢»¢®¤³ § ª®®¢ ±®µ° ¥¨¿  ¸¥© ±¨±²¥¬» ¬ ²¥°¨ «¼»µ²®·¥ª. � £° ¦¨  L = 12 R j _xj2 d� ¨¢ °¨¥²¥ ®²®±¨²¥«¼® ¢° ¹¥¨© ¢Rn , ¯®½²®¬³ ¨§ ²¥®°¥¬» �á²¥° ¯®«³· ¥¬ ¨²¥£° «» ¢¨¤ @ L@ _x V (x) = Z h _x;Axi d� = const; A 2 so(n):�«¿  ²®¬ °®© ¬¥°» � =Pki=1 �i�xi ¨¬¥¥¬kXi=1 �ih _xi; Axii = const; A 2 so(n); (7.2)¨ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬ ¬» ®£° ¨·¨¬±¿ ¯°®±²¥©¸¨¬ ±«³· ¥¬, ª®£¤  ª®±² ²  ¢¯° ¢®© · ±²¨ ° ¢  ³«¾.



102 ����� 7. ���������� ���������������² ª, ¨¬¥¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ § ª®» ±®µ° ¥¨¿ ¤«¿ ±¨±²¥¬» ¬ ²¥°¨ «¼»µ²®·¥ª x1; : : : ; xk 2 Rn ¬ ±±» �1; : : : ; �k:kXi=1 �ixi = 0; (7.3)kXi=1 �ih _xi; Axii = 0; A 2 so(n): (7.4)�°®±²° ±²¢®¬ ±®±²®¿¨© ±¨±²¥¬» ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¤¬®¦¥±²¢®M � Rn � � � � � Rn| {z }k ;  ¤®¯³±²¨¬»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ | £« ¤ª¨¥ ª°¨¢»¥ ¢ M , ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ±¢¿-§¿¬ (7:3), (7:4). �¥°¢®¥ ° ¢¥±²¢® (7:3) § ¤ ¥² ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥ ¢ M ; ª®¥·-®, ½²® ° ¢¥±²¢® ° §°¥¸ ¥²±¿ ®²®±¨²¥«¼® «¾¡®© ¯¥°¥¬¥®© xi, ¨ ®² ¥£®¬®¦® «¥£ª® ¨§¡ ¢¨²¼±¿, ³¬¥¼¸ ¿ ° §¬¥°®±²¼ M . �²®°®¥ ° ¢¥±²¢® (7:4)| «¨¥©®¥ ®£° ¨·¥¨¥   ±ª®°®±²¨ _xi, ®® § ¤ ¥² ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥   M .�®½²®¬³ ³±«®¢¨¿ ¤®¯³±²¨¬®±²¨ (7:3), (7:4) § ¤ ¾² «¨¥©³¾ ¯® ³¯° ¢«¥-¨¿¬, ¯®²®¬³ ±¨¬¬¥²°¨·³¾, ³¯° ¢«¿¥¬³¾ ±¨±²¥¬³   M . �²¬¥²¨¬, ·²®¡®«¥¥ ®¡¹¥¥ ³±«®¢¨¥ (7:2) § ¤ ¥² æ ´´¨®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ç,   ³¯° ¢«¿¥¬ ¿±¨±²¥¬  (7:3), (7:2)  ´´¨  ¯® ³¯° ¢«¥¨¿¬, ¯®²®¬³, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¥±¨¬¬¥²°¨· .�» ° ±±¬®²°¨¬ ²®«¼ª® ±¨¬¬¥²°¨·»© ±«³· © (7:3), (7:4). �®£¤  ®°¡¨²»±®¢¯ ¤ ¾² ±® ¬®¦¥±²¢ ¬¨ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨. �»  ©¤¥¬ ®°¡¨²» ¤«¿ ±«¥¤³¾-¹¨µ ¯°®±²»µ ±¨±²¥¬:(1) �¢¥ ±¢®¡®¤»¥ ²®·ª¨: k = 2,(2) �°¨ ±¢®¡®¤»¥ ²®·ª¨: k = 3,(3) �®¬  ¿ ± ²°¥¬¿ §¢¥¼¿¬¨ ¢ R2 .7.2 �¢¥ ±¢®¡®¤»¥ ²®·ª¨�¬¥¥¬ k = 2, ¨ ¯¥°¢®¥ ³±«®¢¨¥ ¤®¯³±²¨¬®±²¨ (7:3) ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤�1x1 + �2x2 = 0; x1; x2 2 Rn :�±ª«¾·¨¬ ¢²®°³¾ ²®·ª³: x1 = x; x2 = ��1�2 x;¨ § ¯°¥²¨¬ ±²®«ª®¢¥¨¥ ²®·¥ª: x 6= 0:



7.3. ��� ��������� ����� 103�®£¤  ¯°®±²° ±²¢® ±®±²®¿¨© ±¨±²¥¬» ¥±²¼M = Rn n f0g:�²®°®¥ ³±«®¢¨¥ ¤®¯³±²¨¬®±²¨ (7:4)�1h _x1; Ax1i+ �2h _x2; Ax2i = 0; A 2 so(n);¯¥°¥¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ª��1 + �21=�2� h _x;Axi = 0; A 2 so(n);²® ¥±²¼ h _x;Axi = 0; A 2 so(n): (7.5)�²® ³° ¢¥¨¥ «¥£ª® ° §°¥¸ ¥²±¿ ¡« £®¤ °¿ ±«¥¤³¾¹¥¬³ ¯°¥¤«®¦¥¨¾.�¯° ¦¥¨¥ 7.1. �±«¨ A 2 so(n), ²® hAx; xi = 0 ¤«¿ ¢±¥µ x 2 Rn . �®«¥¥ ²®-£®, ¤«¿ «¾¡®£® ¢¥ª²®°  x 2 Rn nf0g ¯°®±²° ±²¢® fAx j A 2 so(n)g ±®¢¯ ¤ ¥²±® ¢±¥¬ ®°²®£® «¼»¬ ¤®¯®«¥¨¥¬ x? = fy 2 Rn j hy; xi = 0g.�®½²®¬³ ®£° ¨·¥¨¥ (7:5) ®§ · ¥², ·²®_x ^ x = 0;².¥. ±ª®°®±²¼ ¤®¯³±²¨¬®© ª°¨¢®© ¯°®¯®°¶¨® «¼  ¢¥ª²®°³ ±®±²®¿¨¿. �²®³±«®¢¨¥ § ¤ ¥² ®¤®¬¥°®¥, ¯®²®¬³ ¨²¥£°¨°³¥¬®¥, ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥. �®½²®¬³¤®¯³±²¨¬»¥ ª°¨¢»¥ ¨¬¥¾² ¢¨¤x(t) = �(t)x(0); �(t) > 0:�°¡¨²  ¨ ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ·¥°¥§ «¾¡³¾ ²®·ª³ x 2 Rn n f0g ¥±²¼«³· Ox = R+x = f�x j � > 0g:�®·ª¨ x1, x2 ¬®£³² ¤¢¨£ ²¼±¿ ¢¤®«¼ ¥¯®¤¢¨¦®© ¯°¿¬®© ¢ Rn , ¨ ®°¨¥-² ¶¨¿ ±¨±²¥¬» ¥ ¬®¦¥² ¨§¬¥¿²¼±¿. �²®¡» ¯®«³·¨²¼ ¬¥¥¥ ²°¨¢¨ «¼®¥¯®¢¥¤¥¨¥, ¥®¡µ®¤¨¬® ° ±±¬®²°¥²¼ ¡®«¥¥ ±«®¦»¥ ±¨±²¥¬».7.3 �°¨ ±¢®¡®¤»¥ ²®·ª¨�¥¯¥°¼ k = 3, ¨ ¬» ¨±ª«¾· ¥¬ ²°¥²¼¾ ²®·ª³ ± ¯®¬®¹¼¾ ¯¥°¢®£® ³±«®¢¨¿¤®¯³±²¨¬®±²¨ (7:3): x = �1x1; y = �2x2;x3 = � 1�3 (x+ y):



104 ����� 7. ���������� ���������������²®¡» § ¯°¥²¨²¼ ¢»°®¦¤¥»¥ ª®´¨£³° ¶¨¨, ¢ ª®²®°»µ ²®·ª¨ x1, x2, x3ª®««¨¥ °», ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¢¥ª²®°» x, y «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬». �®½²®-¬³ ¯°®±²° ±²¢® ±®±²®¿¨© ¥±²¼M = f(x; y) 2 Rn � Rn j x ^ y 6= 0g:�¢¥¤¥¬ ®¡®§ ·¥¨¥ �i = 1�i ; i = 1; 2; 3:�®£¤  ¢²®°®¥ ³±«®¢¨¥ ¤®¯³±²¨¬®±²¨ (7:4) ¯°¨¨¬ ¥² ´®°¬³:h _x;A((�1 + �3)x+ �3y)i+ h _y;A((�2 + �3)y + �3x)i = 0; A 2 so(n):�ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ¯°¨ ½²®¬ ³±«®¢¨¨ ¤®¯³±²¨¬»¥ ±ª®°®±²¨ _x, _y ¤®«¦» ¯°¨- ¤«¥¦ ²¼ ¯«®±ª®±²¨ span(x; y). �²® ¢»²¥ª ¥² ®² ¯°®²¨¢®£® ¨§ ±«¥¤³¾¹¥£®¯°¥¤«®¦¥¨¿.�¥¬¬  7.1. �³±²¼ ¢¥ª²®°» v; w; �; � 2 Rn ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³±«®¢¨¾v ^ w 6= 0; span(v; w; �; �) 6= span(v; w):�®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² A 2 so(n) ² ª®¥, ·²®hAv; �i + hAw; �i 6= 0:�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®-¯¥°¢»µ, ¬®¦® ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²®hv; wi = 0: (7.6)�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢»¡¥°¥¬ ² ª®© ¢¥ª²®° bw 2 span(v; w), ·²® hv; bwi = 0. �®£¤ w = bw + �v ¨ hAv; �i + hAw; �i = hAv; � + ��i+ hA bw; �i;¯®½²®¬³ ¬®¦® § ¬¥¨²¼ w   bw.�®-¢²®°»µ, ¬®¦® ®°¬¨°®¢ ²¼ ¢¥ª²®°» v, w ¨ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²®jvj = jwj = 1: (7.7)� ª®¥¶, ¯³±²¼ � 62 span(v; w), ² ª ¬®¦® ±·¨² ²¼ ¢ ±¨«³ ±¨¬¬¥²°¨·®±-²¨ ³±«®¢¨© «¥¬¬» ¯® �, �. �®£¤ � = �v + �w + l¤«¿ ¥ª®²®°®£® ¢¥ª²®°  l ? span(v; w):�»¡¥°¥¬ ®¯¥° ²®° A 2 so(n) ² ª®©, ·²®Aw = 0;A : span(v; l)! span(v; l) ®¡° ²¨¬.�®£¤  hAv; �i + hAw; �i = hAv; li 6= 0;².¥. ®¯¥° ²®° A ¨±ª®¬»©.



7.3. ��� ��������� ����� 105�²  «¥¬¬  ®§ · ¥², ·²® ¤«¿ «¾¡®© ¯ °»  · «¼»µ ²®·¥ª (x; y) 2 M¢±¥ ¤®¯³±²¨¬»¥ ª°¨¢»¥ xt ¨ yt ¯°¨ ¤«¥¦ ² ¯«®±ª®±²¨ span(x; y) � Rn . �®-½²®¬³ ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ®£° ¨·¥¨¥  ¸¥© ±¨±²¥¬»   ² ª³¾ ¯«®±ª®±²¼¨ ±·¨² ¥¬, ·²® x; y 2 R2 .�² ª, ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹³¾ ±¨±²¥¬³:h _x;A((�1 + �3)x + �3y)i+ h _y;A((�2 + �3)y + �3x)i = 0; A 2 so(2); (7.8)(x; y) 2M = f(v; w) 2 R2 � R2 j v ^ w 6= 0g:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, A = const �� 0 1�1 0 � ;².¥. ° ¢¥±²¢® (7:8) ®¯°¥¤¥«¿¥² ®¤® «¨¥©®¥ ³° ¢¥¨¥   ±ª®°®±²¨, ².¥.° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ° £  3   4-¬¥°®¬ ¬®£®®¡° §¨¨ M . �±¯®«¼§³¿ ³¯° ¦¥-¨¥ 7.1, «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ½²® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ¯®°®¦¤¥® ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ²°¥¬¿«¨¥©»¬¨ ¢¥ª²®°»¬¨ ¯®«¿¬¨:V1 = ((�1 + �3)x+ �3y) @@ x = � (�1 + �3)x + �3y0 � = B1� xy � ;V2 = ((�2 + �3)y + �3x) @@ y = � 0�3x+ (�2 + �3)y � = B2� xy � ;V3 = x @@ x + y @@ y = � xy � = Id� xy � ;£¤¥ B1 = � �1 + �3 �30 0 � ; B2 = � 0 0�3 �2 + �3 � ; Id = � 1 00 1 � :�«¿ ³¯°®¹¥¨¿ ´®°¬³«, ¡³¤¥¬ § ¯¨±»¢ ²¼ 4-¬¥°»¥ ¢¥ª²®°» ª ª 2-¬¥°»¥±²®«¡¶»:  ¯°¨¬¥°,V1 = � (�1 + �3)x+ �3y0 � = 0BB@ (�1 + �3)x1 + �3y1(�1 + �3)x2 + �3y200 1CCA ;£¤¥ x = � x1x2 � ; y = � y1y2 � :� ¸¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ° £  3 ¬®¦¥² ¨¬¥²¼ ®°¡¨²» ° §¬¥°®±²¨ 3 ¨«¨4. �²®¡» ¢»¿±¨²¼, ª ª ¿ ¨§ ½²¨µ ¢®§¬®¦®±²¥© °¥ «¨§³¥²±¿, ¢»·¨±«¨¬±ª®¡ª³ �¨: [V1; V2] = [B1; B2]� xy � ;[B1; B2] = �3� �3 �2 + �3�(�1 + �3) ��3 � :



106 ����� 7. ���������� ���������������¥£ª® ¯°®¢¥°¿¥²±¿, ·²®V1 ^ V2 ^ V3 ^ [V1; V2] 6= 0 , B1 ^B2 ^ Id^[B1; B2] 6= 0:�» § ¯¨±»¢ ¥¬ ¬ ²°¨¶» ¯®°¿¤ª  2 ª ª ¢¥ª²®°» ¢ ±² ¤ °²®¬ ¡ §¨±¥ ¯°®-±²° ±²¢  gl(2):� 1 00 0 � ; � 0 10 0 � ; � 0 01 0 � ; � 0 00 1 � ;²®£¤  det(Id; B1; B2; [B1; B2]) = �������� 1 �1 + �3 0 �30 �3 0 �2 + �30 0 �3 �(�1 + �3)1 0 �2 + �3 ��3 ��������= 2�3(�1�2 + �1�3 + �2�3) > 0:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯®«¿ V1; V2; V3; [V1; V2] «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬» ¢±¾¤³   M , ².¥. ¸  ³¯° ¢«¿¥¬ ¿ ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² «¨¸¼ 4-¬¥°»¥ ®°¡¨²». �®½²®¬³ ®°¡¨²»±®¢¯ ¤ ¾² ± ª®¬¯®¥² ¬¨ ±¢¿§®±²¨ ¯°®±²° ±²¢  ±®±²®¿¨©. �®£®®¡° -§¨¥M ° ±¯ ¤ ¥²±¿   2 ±¢¿§»¥ ª®¬¯®¥²», ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¯®«®¦¨²¥«¼-®© ¨ ®²°¨¶ ²¥«¼®© ®°¨¥² ¶¨¨ °¥¯¥°  (x; y):M =M+ [M�;M� = f(x; y) 2 R2 � R2 j det(x; y) ? 0g:�² ª, ±¨±²¥¬    M ¨¬¥¥² 2 ®°¡¨²», ¯®½²®¬³ 2 ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨:M+ ¨ M�. �§ «¾¡®© ¯ °» «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»µ ¢¥ª²®°®¢ (x; y) 2 R2 �R2 ¤®±²¨¦¨¬  «¾¡ ¿ ¥¢»°®¦¤¥ ¿ ª®´¨£³° ¶¨¿ (~x; ~y) 2 R2 � R2 , ¤«¿ª®²®°®© ~x; ~y 2 span(x; y) ¨ °¥¯¥° (~x; ~y) ®°¨¥²¨°®¢  ² ª ¦¥, ª ª (x; y).�®§¢° ¹ ¿±¼ ª ¨±µ®¤®© § ¤ ·¥ ¤«¿ 3 ²®·¥ª x1; x2; x3 2 Rn : 2-¬¥° ¿«¨¥© ¿ ¯«®±ª®±²¼ ²°¥³£®«¼¨ª  (x1; x2; x3) ¤®«¦  ±®µ° ¿²¼±¿, ² ª ¦¥ª ª ¶¥²° ¬ ±± ¨ ®°¨¥² ¶¨¿ ²°¥³£®«¼¨ª . �®¬¨¬® ½²®£®, ²°¥³£®«¼¨ª(x1; x2; x3) ¬®¦¥² ¢° ¹ ²¼±¿, ¤¥´®°¬¨°®¢ ²¼±¿ ¨ ° ±²¿£¨¢ ²¼±¿ ª ª ³£®¤®.�®´¨£³° ¶¨¨ ¨§ 3-µ ²®·¥ª, «¥¦ ¹¨¥ ¢ ° §»µ 2-¬¥°»µ ¯«®±ª®±²¿µ(¨«¨ § ¤ ¾¹¨¥ ¯°®²¨¢®¯®«®¦»¥ ®°¨¥² ¶¨¨ ¢ ®¤®© ¨ ²®© ¦¥ 2-¬¥°®©¯«®±ª®±²¨), ¥¤®±²¨¦¨¬» ¤°³£ ¤«¿ ¤°³£ : ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ¨§½²¨µ ª®´¨£³° ¶¨© ¢§ ¨¬® ¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿. �¯°®·¥¬, ¥±«¨ ¤¢¥ ª®´¨£³° -¶¨¨ «¥¦ ² ¢ 2-¬¥°»µ ¯«®±ª®±²¿µ, ¨¬¥¾¹¨µ ®¡¹³¾ ¯°¿¬³¾, ²® ¯¥°¥±¥·¥¨¥§ ¬»ª ¨© ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ¥¯³±²®: ®® ±®±²®¨² ¨§ ª®««¨¥ °»µ²°®¥ª, «¥¦ ¹¨µ   ®¤®© ¯°¿¬®©. �¥®°¥²¨·¥±ª¨ ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¤¢¨¦¥-¨¥, ¯¥°¥¢®¤¿¹¥¥ ®¤³ ª®´¨£³° ¶¨¾ ¢ ¤°³£³¾: ± · «  3 ²®·ª¨ ¤¥« ¾²±¿ª®««¨¥ °»¬¨ ¢ ¨±µ®¤®© 2-¬¥°®© ¯«®±ª®±²¨,   § ²¥¬ ½²  ª®««¨¥ ° ¿ª®´¨£³° ¶¨¿ ¯¥°¥¢®¤¨²±¿ ¢ ª®¥·³¾ ª®´¨£³° ¶¨¾ ¢ ²¥°¬¨ «¼®© 2-¬¥°®© ¯«®±ª®±²¨.



7.4. ������� 1077.4 �®¬  ¿� ±±¬®²°¨¬ ±¨±²¥¬³ ¨§ ·¥²»°¥µ ¬ ²¥°¨ «¼»µ ²®·¥ª, ° ±¯®«®¦¥»µ ¢¢¥°¸¨ µ ²°¥µ§¢¥®© «®¬ ®©   ¤¢³¬¥°®© ¯«®±ª®±²¨. �» ¨§³·¨¬  ¨¡®-«¥¥ ±¨¬¬¥²°¨·»© ±«³· ©, ª®£¤  ¢±¥ ¬ ±±» ¥¤¨¨·» ¨ ¢±¥ §¢¥¼¿ «®¬ ®©¨¬¥¾² ¥¤¨¨·³¾ ¤«¨³, ±¬. °¨±. 7.1.
x0 x1 x2x3
�¨±. 7.1: �®¬  ¿�®«®®¬»¥ ®£° ¨·¥¨¿ ¤«¿ ²®·¥ªx0; x1; x2; x3 2 R2 = C¨¬¥¾² ¢¨¤ 3Xj=0 xj = 0; jxj � xj�1j = 1; j = 1; 2; 3: (7.9)�®½²®¬³ xj � xj�1 = ei�j ; �j 2 S1; j = 1; 2; 3:�®«®¦¥¨¥ ±¨±²¥¬» ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ²°¥¬¿ ³£« ¬¨ (�1; �2; �3), ¨ ¯°®±²° ±²¢®±®±²®¿¨© ¥±²¼ 3-¬¥°»© ²®°:M = S1 � S1 � S1 = T3 = f(�1; �2; �3) j �j 2 S1; j = 1; 2; 3g:�¥£®«®®¬»¥ ®£° ¨·¥¨¿   ±ª®°®±²¨ ±¢®¤¿²±¿ ª ° ¢¥±²¢³3Xj=0hixj ; _xji = 0:�²®¡» ¢»° §¨²¼ ½²® ° ¢¥±²¢® ·¥°¥§ ª®®°¤¨ ²» �j , ± · «  ®¡®§ ·¨¬yj = xj � xj�1; j = 1; 2; 3:



108 ����� 7. ���������� ���������������·¨²»¢ ¿ ³±«®¢¨¥ P3j=0 xj = 0, ¯®«³· ¥¬:x0 = �3y14 � y22 � y34 ;x1 = y14 � y22 � y34 ;x2 = y14 + y22 � y34 ;x3 = y14 + y22 + 3y34 :�¥¯¥°¼ ¢»·¨±«¨¬ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼³¾ ´®°¬³:! = 3Xj=0hixj ; dxji = hi ((3=4)y1 + (1=2)y2 + (1=4)y3) ; dy1i+ hi ((1=2)y1 + y2 + (1=2)y3) ; dy2i+ hi ((1=4)y1 + (1=2)y2 + (3=4)y3) ; dy3i :� ª ª ª hiyj ; dyki = hei�j ; ei�kd�ki = cos(�j � �k)d�k, ¨¬¥¥¬! = ((3=4) + (1=2) cos(�2 � �1) + (1=4) cos(�3 � �1)) d�1+ ((1=2) cos(�1 � �2) + 1 + (1=2) cos(�3 � �2)) d�2+ ((1=4) cos(�1 � �3) + (1=2) cos(�2 � �3) + 3=4)d�3:�«¥¤®¢ ²¥«¼®,  ¸  ±¨±²¥¬  § ¤ ¥² ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ � = Ker! ° £  2  3-¬¥°®¬ ¬®£®®¡° §¨¨ M = T3. �°¡¨²» ¬®£³² ¡»²¼ ¤¢³¬¥°»¬¨ ¨«¨²°¥µ¬¥°»¬¨. �²®¡» ° §«¨·¨²¼ ½²¨ ¤¢  ±«³· ¿, ¬®¦® ¯®±²³¯¨²¼, ª ª ¢¯°¥¤»¤³¹¥¬ ° §¤¥«¥:  ©²¨ ¡ §¨± ¨§ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© ¨ ¢»·¨±«¨²¼ ±ª®¡ª¨�¨. �® ±¥©· ± «¥£·¥ ¨±±«¥¤®¢ ²¼ ¨²¥£°¨°³¥¬®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ � ¤¢®©±²-¢¥»¬ ®¡° §®¬, ± ¯®¬®¹¼¾ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ´®°¬.�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ � ¨¬¥¥² 2-¬¥°®¥ ¨²¥£° «¼®¥ ¬®-£®®¡° §¨¥ N �M . �®£¤  !jN = 0;±«¥¤®¢ ²¥«¼®, 0 = d (!jN ) = (d!)jN ;¯®½²®¬³ 0 = d!qj�q = d!qjKer!q ; q 2 N:� ²¥°¬¨ µ ¢¥¸¥£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ´®°¬,(! ^ d!)q = 0; q 2 N:�»·¨±«¨¬ ¤¨´´¥°¥¶¨ « ¨ ¢¥¸¥¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥:d! = sin(�2 � �1)d�1 ^ d�2 + sin(�3 � �2)d�2 ^ d�3 + 12 sin(�3 � �1)d�1 ^ �3;! ^ d! = 12(sin(�2 � �1) + sin(�3 � �2))d�1 ^ d�2 ^ d�3:



7.4. ������� 109�®½²®¬³ ! ^ d! = 0 ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ sin(�2 � �1) + sin(�3 � �2) = 0;²® ¥±²¼ �3 = �1 (7.10)¨«¨ (�1 � �2) + (�3 � �2) = �; (7.11)±¬. °¨±. 7.2, 7.3.
�¨±. 7.2: �°³¤ ¿ ¤«¿ ³¯° ¢«¥-¨¿ ª®´¨£³° ¶¨¿: �1 = �2 �¨±. 7.3: �°³¤ ¿ ¤«¿ ³¯° ¢«¥-¨¿ ª®´¨£³° ¶¨¿: (�1 � �2) +(�3 � �2) = ��®´¨£³° ¶¨¨ (7:10) ¨ (7:11) ²°³¤» ¤«¿ ³¯° ¢«¥¨¿: ¥±«¨ ¨ ®¤® ¨§½²¨µ ° ¢¥±²¢ ¥ ¢»¯®«¿¥²±¿, ²® ! ^ d! 6= 0, ².¥. ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² 3-¬¥°»¥®°¡¨²». �±«¨ ¢»¡° ²¼ ¡ §¨± ¨§ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© X1, X2 ¢ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¨ �,²® ³¦¥ ¯¥°¢ ¿ ±ª®¡ª  [X1; X2] «¨¥©® ¥ § ¢¨±¨² ®² X1, X2 ¢ ²®·ª µ, £¤¥ °³¸ ¾²±¿ ®¡  ° ¢¥±²¢  (7:10), (7:11).�±² ¥²±¿ ¨±±«¥¤®¢ ²¼ ¨²¥£°¨°³¥¬®±²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ � ¢ ²®·ª µ ¯®-¢¥°µ®±²¥© (7:10), (7:11). �¤¥±¼ [X1; X2](q) 2 �q , ® ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ¥¨-²¥£°¨°³¥¬®±²¼ � ¡« £®¤ °¿ ±ª®¡ª ¬ ¡®«¥¥ ¢»±®ª®£® ¯®°¿¤ª .� · «  ° ±±¬®²°¨¬ ¤¢³¬¥°³¾ ¯®¢¥°µ®±²¼P = f�3 = �1g:�±«¨ ®°¡¨²  ·¥°¥§ ²®·ª³ q 2 P ¤¢³¬¥° , ²® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ � ¤®«¦® ª -± ²¼±¿ P ¢ ®ª°¥±²®±²¨ q. �® «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²®,  ¯°¨¬¥°,TqP 3 @@ �2 ����q =2 �q ; q 2 P:�®½²®¬³ ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² ²°¥µ¬¥°»¥ ®°¡¨²» ·¥°¥§ «¾¡³¾ ²®·ª³ ¯®¢¥°µ®±-²¨ P .



110 ����� 7. ���������� ��������������� «®£¨·® «¥£ª® ¯®ª § ²¼, ·²® ®°¡¨²» ·¥°¥§ ²®·ª¨ ¢²®°®© ¯®¢¥°µ®±-²¨ (7:11) ² ª¦¥ ²°¥µ¬¥°».�°®±²° ±²¢® ±®±²®¿¨© M ±¢¿§®, ¯®½²®¬³ ¨¬¥¥²±¿ ¥¤¨±²¢¥ ¿ ®°-¡¨²  (¨ ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨) | ¢±¥ ¬®£®®¡° §¨¥ M . �¨±²¥¬  ¢¯®«¥³¯° ¢«¿¥¬ .



�« ¢  8�®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨� ½²®© £« ¢¥ ¬» ¨§³·¨¬ ¥ª®²®°»¥ ®¡¹¨¥ ±¢®©±²¢  ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨-¬®±²¨. �» ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ±¥¬¥©±²¢  ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© F   £« ¤ª®¬¬®£®®¡° §¨¨ M , ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ±¢®©±²¢³:Lieq F = TqM 8 q 2M: (8.1)� ½²®¬ ±«³· ¥ £®¢®°¿², ·²® ±¨±²¥¬  F ¨¬¥¥² ¯®«»© ° £   M1. �®£« ±®  «¨²¨·¥±ª®© ¢¥°±¨¨ ²¥®°¥¬» ®¡ ®°¡¨²¥ (±«¥¤±²¢¨¥ 5.3), ®°¡¨²» ±¨±²¥¬¯®«®£® ° £  ¿¢«¿¾²±¿ ®²ª°»²»¬¨ ¯®¤¬®¦¥±²¢ ¬¨ ¯°®±²° ±²¢  ±®±²®-¿¨© M .�±«¨ ±¥¬¥©±²¢® F � VecM ¥ ¨¬¥¥² ¯®«®£® ° £ ,  M ¨ F ¢¥¹¥±²¢¥®  «¨²¨·¥±ª¨¥, ²® ¬®¦® ¯¥°¥©²¨ ®² F ª ±¥¬¥©±²¢³ ¯®«®£® ° £  FjO, £¤¥O| ®°¡¨²  F . �®½²®¬³ ¢   «¨²¨·¥±ª®¬ ±«³· ¥ ³±«®¢¨¥ ¯®«®£® ° £  (8:1)¥ ±«¨¸ª®¬ ®£° ¨·¨²¥«¼®.8.1 �®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ±¨±²¥¬ ¯®«®£®° £ � ±¨±²¥¬ ¯®«®£® ° £  ¥ ²®«¼ª® ®°¡¨²», ® ¨ ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±-²¨ ¨¬¥¾² ¯®«³¾ ° §¬¥°®±²¼. �®«¥¥ ²®£®, ±¯° ¢¥¤«¨¢® ±«¥¤³¾¹¥¥ ¢ ¦®¥³²¢¥°¦¤¥¨¥.�¥®°¥¬  8.1 (�°¥¥°). �³±²¼ F � VecM | ±¨±²¥¬  ¯®«®£® ° £ . �®£-¤  Aq0 � intAq0 ¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ q0 2M .� ¬¥· ¨¥. � · ±²®±²¨, ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ §  ¯°®¨§¢®«¼®¥ ¢°¥¬¿¨¬¥¾² ¥¯³±²³¾ ¢³²°¥®±²¼:intAq0 6= ;:�®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ¬®£³² ¡»²¼:1�  £«®¿§»·®© «¨²¥° ²³°¥ ¨±¯®«¼§³¥²±¿ ² ª¦¥ ²¥°¬¨ bracket-generating system.111



112 ����� 8. ��������� ������������� ®²ª°»²»¬¨ ¬®¦¥±²¢ ¬¨, °¨±. 8.1,� ¬®£®®¡° §¨¿¬¨ ± £« ¤ª®© £° ¨¶¥©, °¨±. 8.2,� ¬®£®®¡° §¨¿¬¨ ± £° ¨¶¥©, ¨¬¥¾¹¥© ®±®¡¥®±²¨ (³£«®¢»¥ ²®·ª¨¨«¨ ²®·ª¨ ¢®§¢° ² ), °¨±. 8.3, 8.4.�¥£ª® ¯®±²°®¨²¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¯°¨¬¥°» ³¯° ¢«¿¥¬»µ ±¨±²¥¬ ( ¯°¨-¬¥°,   ¯«®±ª®±²¨). MAq0 q0 MAq0 q0
�¨±. 8.1: �°¡¨²  | ®²ª°»²®¥¬®¦¥±²¢® �¨±. 8.2: �°¡¨²  | ¬®£®®¡° -§¨¥ ± £« ¤ª®© £° ¨¶¥©

MAq0q0 MAq0q0�¨±. 8.3: �°¡¨²  | ¬®£®®¡° -§¨¥ ± ¥£« ¤ª®© £° ¨¶¥© �¨±. 8.4: �°¡¨²  | ¬®£®®¡° -§¨¥ ± ¥£« ¤ª®© £° ¨¶¥©� ¤°³£®© ±²®°®», ²¥®°¥¬  �°¥¥°  § ¯°¥¹ ¥² ±«¥¤³¾¹¨¥ ¢®§¬®¦®±²¨¤«¿ ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ Aq0 ±¨±²¥¬ ¯®«®£® ° £ :� ¯®¤¬®¦¥±²¢® M ¥¯®«®© ° §¬¥°®±²¨, °¨±. 8.5,� ¬®¦¥±²¢®, ¨¬¥¾¹¥¥ £° ¨·»¥ ²®·ª¨, ¨§®«¨°®¢ »¥ ®² ¢³²°¥¨µ²®·¥ª, °¨±. 8.6.�®ª ¦¥¬ ²¥®°¥¬³ �°¥¥° .



8.1. ������� ������� ����� 113M M�¨±. 8.5: � ¯°¥¹¥ ¿ ®°¡¨-² : ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¥¯®«®© ° §-¬¥°®±²¨ �¨±. 8.6: � ¯°¥¹¥ ¿ ®°¡¨² :¬®¦¥±²¢® ± ¨§®«¨°®¢ »¬¨£° ¨·»¬¨ ²®·ª ¬¨�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ´¨ª±¨°³¥¬ ¯°®¨§¢®«¼³¾ ²®·ª³ q0 2 M , ¢»¡¥°¥¬ «¾-¡³¾ ²®·ª³ q0 2 Aq0 , ¨ ¯®ª ¦¥¬, ·²®q0 2 intAq0 : (8.2)(1) �³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ f1 2 F , ·²® f1(q0) 6= 0, ¢ ¯°®²¨¢®¬±«³· ¥ Lieq0(F) = 0 ¨ dimM = 0. �°¨¢ ¿s1 7! q0 � es1f1 ; s1 2 (0; "); (8.3)®¡° §³¥² ®¤®¬¥°®¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥ M ¯°¨ ¤®±² ²®·® ¬ «»µ " > 0.�±«¨ dimM = 1, ²® q0�es1f1 2 intAq0 ¤«¿ ¬ «»µ s1 > 0, ¨ ¢ª«¾·¥¨¥ (8:2)¤®ª § ®.(2) �³±²¼ dimM > 1. �®£¤  ±ª®«¼ ³£®¤® ¡«¨§ª® ª q0 ¬®¦®  ©²¨ ²®·-ª³ q1   ª°¨¢®© (8:3) ¨ ¯®«¥ f2 2 F ² ª¨¥, ·²® ¢¥ª²®° f2(q1) ¥ ª ± ¥²±¿ª°¨¢®© (8:3): q1 = q0 � et11f1 ; t11 ¤®±² ²®·® ¬ «®;(q1 � f1) ^ (q1 � f2) 6= 0;¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥ dimLieq F = 1 ¢ ²®·ª µ q, «¥¦ ¹¨µ   ª°¨¢®© (8:3) ¯°¨¤®±² ²®·® ¬ «»µ s1. �®£¤  ®²®¡° ¦¥¨¥(s1; s2) 7! q1 � es1f1 � es2f2 ; s1 > 0; s2 > 0; (8.4)¥±²¼ ¯®£°³¦¥¨¥ ¢¡«¨§¨  · «  ª®®°¤¨ ² ¢ R2s1 ;s2 , ¯®½²®¬³ ¥£® ®¡° § |¤¢³¬¥°®¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥ M .�±«¨ dimM = 2, ²® ¢ª«¾·¥¨¥ (8:2) ¤®ª § ®.(3) �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® dimM > 2. �®£¤  ¬®¦®  ©²¨ ¢¥ª²®° f3(q), f3 2F , ¥ ª ± ¾¹¨©±¿ ¯®¢¥°µ®±²¨ (8:4) ¤®±² ²®·® ¡«¨§ª® ª q0: ±³¹¥±²¢³¾²t12; t22 > 0 ¨ f3 2 F ² ª¨¥, ·²® ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ f3 ¥ ª ± ¥²±¿ ¯®¢¥°µ®±²¨ (8:4)



114 ����� 8. ��������� ������������¢ ¥ª®²®°®© ²®·ª¥ q2 = q0 � et12f1 � et22f2 . � ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥ ±¥¬¥©±²¢® F ¥¨¬¥¥² ¯®«®£® ° £ .�²®¡° ¦¥¨¥ (s1; s2; s3) 7! q2 � es1f1 � es2f2 � es3f3 ; si > 0;¥±²¼ ¯®£°³¦¥¨¥ ¢ ¬ «®© ®ª°¥±²®±²¨  · «  ª®®°¤¨ ² ¢ R3s1 ;s2;s3 , ¯®½²®¬³¥£® ®¡° § | £« ¤ª®¥ ²°¥µ¬¥°®¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥ M .�±«¨ dimM = 3, ²® ¢ª«¾·¥¨¥ (8:2) ¤®ª § ®. � ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥ ¯°®-¤®«¦ ¥¬ ° ±±³¦¤¥¨¥.(4) �® ¨¤³ª¶¨¨, ¤«¿ dimM = n  µ®¤¨¬ ²®·ª³(t1n�1; t2n�1; : : : ; tn�1n�1) 2 Rn�1 ; tin�1 > 0¨ ¯®«¿ f1; : : : ; fn 2 F ² ª¨¥, ·²® ®²®¡° ¦¥¨¥(s1; : : : ; sn) 7! qn�1 � es1f1 � � � � � esnfn ; si > 0;qn�1 = q0 � et1n�1f1 � et2n�1f2 � � � � � etn�1n�1fn�1 ;¥±²¼ ¯®£°³¦¥¨¥. �¡° § ½²®£® ¯®£°³¦¥¨¿ | n-¬¥°®¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥ M ,²® ¥±²¼ ®²ª°»²®¥ ¬®¦¥±²¢®. �²® ®²ª°»²®¥ ¬®¦¥±²¢® ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ Aq0 ,¨ ¥£® ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ±ª®«¼ ³£®¤® ¡«¨§ª¨¬ ª ²®·ª¥ q0. �ª«¾·¥¨¥ (8:2) ¨²¥®°¥¬  ¤®ª § ».�§ ²¥®°¥¬» �°¥¥°  ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¥.�«¥¤±²¢¨¥ 8.1. �³±²¼ F � VecM | ±¨±²¥¬  ¯®«®£® ° £ . �±«¨Aq0(F) =M ¤«¿ ¥ª®²®°®© ²®·ª¨ q0 2M , ²® Aq0 (F) =M .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®§¼¬¥¬ ¯°®¨§¢®«¼³¾ ²®·ª³ q 2 M ¨ ¯®ª ¦¥¬, ·²® ® ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¬®¦¥±²¢³ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ Aq0 (F).� ±±¬®²°¨¬ ±¨±²¥¬³�F = f�V j V 2 Fg � VecM:�²  ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² ¯®«»© ° £, ¯®½²®¬³ ¯® ²¥®°¥¬¥ 8.1Aq(�F) � intAq(�F) 8q 2M:�®§¼¬¥¬ «¾¡³¾ ²®·ª³ bq 2 intAq(�F) ¨ ®ª°¥±²®±²¼ ½²®© ²®·ª¨ Obq �Aq(�F): � ª ª ª Aq0 (F) ¯«®²® ¢ M , ¨¬¥¥¬Aq0 (F) \Obq 6= ;:�®½²®¬³ Aq0 (F) \ Aq(�F) 6= ;, ².¥. ±³¹¥±²¢³¥² ²®·ª q0 2 Aq0(F) \ Aq(�F):



8.2. ����������� ��������� ���� � ���������� 115�»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ²®·ª³ q0 ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¤¢³¬¿ ±¯®±®¡ ¬¨:q0 = q0 � et1f1 � � � � � etkfk ; fi 2 F ; ti > 0;q0 = q � e�s1g1 � � � � � e�slgl ; gi 2 F ; si > 0:�¬®¦ ¿ ®¡  ° §«®¦¥¨¿ ±¯° ¢    eslgl � � � � � es1g1 , ¯®«³· ¥¬q = q0 � et1f1 � � � � � etkfk � eslgl � � � � � es1g1 2 Aq0(F);·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¤®ª § ²¼.�²® ¯°¥¤«®¦¥¨¥ ®§ · ¥², ·²® ¯°¨ ¨±±«¥¤®¢ ¨¨ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¬®¦®§ ¬¥¿²¼ ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ±¨±²¥¬» ¯®«®£® ° £  ¥£® § ¬»ª ¨-¥¬. � ±«¥¤³¾¹¥¬ ° §¤¥«¥ ¬» ¯®ª ¦¥¬, ª ª ¬®¦® ¤®¡ ¢«¿²¼ ª ³¯° ¢«¿¥¬®©±¨±²¥¬¥ ®¢»¥ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿, ¥ ³¢¥«¨·¨¢ ¿ ¯°¨ ½²®¬ § ¬»ª ¨¿ ¬®¦¥±-²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨.8.2 �®¢¬¥±²¨¬»¥ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿¨ °¥« ª± ¶¨¨�¯°¥¤¥«¥¨¥ 8.1. �¥ª²®°®¥ ¯®«¥ f 2 VecM  §»¢ ¥²±¿ ±®¢¬¥±²¨¬»¬ ±±¨±²¥¬®© F � VecM ¥±«¨Aq(F [ f) � Aq(F) 8q 2M:�°®±²®¥ ³±«®¢¨¥ ±®¢¬¥±²¨¬®±²¨ ¤ ¥²±¿ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ³²¢¥°¦¤¥¨¨.�°¥¤«®¦¥¨¥ 8.1. �³±²¼ F � VecM . �«¿ «¾¡»µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© f1; f2 2F ¨ «¾¡»µ ´³ª¶¨© a1; a2 2 C1(M), a1; a2 > 0, ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ a1f1 + a2f2±®¢¬¥±²¨¬® ± ±¨±²¥¬®© F .�²±¾¤ , ³·¨²»¢ ¿ ±«¥¤±²¢¨¥ 5.2, ¯®«³· ¥¬ ¯®«¥§®¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¥.�«¥¤±²¢¨¥ 8.2. �±«¨ F � VecM | ±¨±²¥¬  ¯®«®£® ° £  ² ª ¿, ·²®¯®°®¦¤¥»© ¥¾ ¯®«®¦¨²¥«¼»© ª®³±cone(F) = ( kXi=1 aifi j fi 2 F ; ai 2 C1(M); ai > 0; k 2 N) � VecM±¨¬¬¥²°¨·¥, ²® ±¨±²¥¬  F ¢¯®«¥ ³¯° ¢«¿¥¬ .�°¥¤«®¦¥¨¥ 8.1 ¢»²¥ª ¥² ¨§ ±«¥¤³¾¹¥£® ±¨«¼®£® ®¡¹¥£® ³²¢¥°¦¤¥¨¿.�¥®°¥¬  8.2. �³±²¼ ¥ ¢²®®¬»¥ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ X� ; Y� , � 2 [0; t1],¨¬¥¾² ª®¬¯ ª²»© ®±¨²¥«¼. �³±²¼ ´³ª¶¨¿ � : [0; t1] ! [0; 1] ¨§¬¥°¨-¬ . �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¥ ¢²®®¬»µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©Zn� 2 fX� ; Y�g, ².¥. Zn� = X� ¨«¨ Y� ¤«¿ «¾¡»µ � ¨ n, ² ª ¿ ·²® ¯®²®ª�!exp Z t0 Zn� d� ! �!exp Z t0 (�(�)X� + (1� �(�))Y� ) d�; n!1;



116 ����� 8. ��������� ������������° ¢®¬¥°® ¯® (t; q) 2 [0; t1] � M ¨ ° ¢®¬¥°® ±® ¢±¥¬¨ ¯°®¨§¢®¤»¬¨ ¯®q 2M .�²±¾¤  ±«¥¤³¥² ¯°¥¤«®¦¥¨¥ 8.1. � ±«³· ¥ a1(q) + a2(q) = 1 ®® ¯®«³-· ¥²±¿ ¨§ ²¥®°¥¬» 8.2. �¥©±²¢¨²¥«¼®, «¥£ª® ¯®ª § ²¼, ·²® ª°¨¢»¥ q(t) =q0 � et(a1f1+a2f2) ¨ q0� �!exp R t0 (�1(�)f1 + �2(�)f2) d� , �i(t) = ai(q(t)), ±®¢¯ -¤ ¾² ¤°³£ ± ¤°³£®¬ (³ª § ¨¥: ¤®ª ¦¨²¥, ·²® ª°¨¢ ¿ q0 � et(a1f1+a2f2)�  �expR t0 (��1(�)f1 � �2(�)f2) d� ¯®±²®¿ ). � ±«³· ¥ a1(q); a2(q) > 0 ¬» ³¬®-¦ ¥¬ ³¯° ¢«¿¾¹¨¥ ¯ ° ¬¥²°»   ¯°®¨§¢®«¼³¾ ¯®«®¦¨²¥«¼³¾ ´³ª¶¨¾(½²® ¥ ¢«¨¿¥²   ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ §  ¯°®¨§¢®«¼®¥ ¥®²°¨¶ ²¥«¼-®¥ ¢°¥¬¿),   ±«³· © a1(q); a2(q) > 0 ¯®«³· ¥²±¿ ¯°¥¤¥«¼»¬ ¯¥°¥µ®¤®¬.X�Y� Zn�
�¨±. 8.7: �¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¿ ¯®²®ª , ²¥®°¥¬  8.2� ¬¥· ¨¥. �±«¨ ¯®«¿ X� , Y� ª³±®·®-¥¯°¥°»¢» ¯® � , ²®  ¯¯°®ª±¨¬¨°³-¾¹¨¥ ¯®«¿ Zn� ¢ ²¥®°¥¬¥ 8.2 ¬®£³² ¡»²¼ ¢»¡° » ª³±®·®-¯®±²®¿»¬¨.�¥®°¥¬  8.2 ±«¥¤³¥² ¨§ ¤¢³µ «¥¬¬, ¯°¨¢¥¤¥»µ ¨¦¥.�¥¬¬  8.1. �±«¨ ¢»¯®«¥» ³±«®¢¨¿ ²¥®°¥¬» 8:2, ²® ±³¹¥±²¢³¥² ¯®±«¥-¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¥ ¢²®®¬»µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© Zn� 2 fX� ; Y�g ² ª ¿, ·²®Z t0 Zn� d� ! Z t0 (�(�)X� + (1� �(�))Y� ) d�° ¢®¬¥°® ¯® (t; q) 2 [0; t1] � M ¨ ° ¢®¬¥°® ±® ¢±¥¬¨ ¯°®¨§¢®¤»¬¨ ¯®q 2M .�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ´¨ª±¨°³¥¬ ¯°®¨§¢®«¼®¥  ²³° «¼®¥ ·¨±«® n. �®¦®¢»¡° ²¼ ² ª®¥ ¯®ª°»²¨¥ ®²°¥§ª  [0; t1] ¯®¤¬®¦¥±²¢ ¬¨N[i=1Ei = [0; t1];



8.2. ����������� ��������� ���� � ���������� 117·²® ¤«¿ «¾¡»µ i = 1; : : : ; N ±³¹¥±²¢³¾² Xi; Yi 2 VecM ² ª¨¥, ·²®kX� �Xikn;K 6 1n; kY� � Yikn;K 6 1n;£¤¥ K | ª®¬¯ ª²»© ®±¨²¥«¼ ¯®«¥© X� , Y� . �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯®«¿ X� , Y�®£° ¨·¥» ¢ ®°¬¥ k � kn+1;K , ¯®½²®¬³ ®¨ ®¡° §³¾² ¯°¥¤ª®¬¯ ª²®¥ ¬®-¦¥±²¢® ¢ ²®¯®«®£¨¨, ¨¤³¶¨°®¢ ®© k � kn;K .� §¤¥«¨¬ ¬®¦¥±²¢  Ei   n ¯®¤¬®¦¥±²¢ ° ¢®© ¬¥°»:Ei = n[j=1Eij ; jEij j = 1n jEij; i; j = 1; : : : ; n:� ª ¦¤®¬ Eij ¢»¡¥°¥¬ ¯®¤¬®¦¥±²¢® Fij ² ª®¥, ·²®Fij � Eij ; jFij j = ZEij �(�) d�:� ª®¥¶, ®¯°¥¤¥«¨¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿:Zn� = � X� ; � 2 Fij ;Y� ; � 2 Eij n Fij :�®£¤  «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¯®«¥© Zn� | ¨±ª®¬ ¿.�¥¯¥°¼ ¤®ª ¦¥¬ ¢²®°³¾ · ±²¼ ²¥®°¥¬» 8.2.�¥¬¬  8.2. �³±²¼ ¥ ¢²®®¬»¥ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ Zn� , n = 1; 2; : : : , ¨ Z� ,� 2 [0; t1], ®£° ¨·¥» ¯® � ¨ ¨¬¥¾² ª®¬¯ ª²»© ®±¨²¥«¼. �±«¨Z t0 Zn� d� ! Z t0 Z� d�; n!1;²® �!exp Z t0 Zn� d� ! �!exp Z t0 Z� d�; n!1;£¤¥ ®¡  ¯°¥¤¥«¼»µ ¯¥°¥µ®¤  ° ¢®¬¥°» ¯® (t; q) 2 [0; t1]�M ¨ ° ¢®¬¥°»±® ¢±¥¬¨ ¯°®¨§¢®¤»¬¨ ¯® q 2M .�®ª § ²¥«¼±²¢®. (1) � · «  ¤®ª ¦¥¬ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¢ ±«³· ¥ Z� = 0. �¡®-§ ·¨¬ ¯®²®ª Pnt = �!exp Z t0 Zn� d�:�®£¤  Pnt = Id+ Z t0 Pn� � Zn� d�



118 ����� 8. ��������� ������������¨²¥£°¨°³¿ ¯® · ±²¿¬= Id+Pnt � Z t0 Zn� d� � Z t0 �Pn� � Zn� � Z �0 Z�� d�� d�:� ª ª ª Z t0 Zn� d� ! 0, ¯®±«¥¤¨¥ ¤¢  ·«¥  ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ° §«®¦¥¨¨ ±²°¥-¬¿²±¿ ª ³«¾, ¯®½²®¬³ Pnt ! Id;·²® ¤®ª §»¢ ¥² ³²¢¥°¦¤¥¨¥ «¥¬¬» ¢ ±«³· ¥ Z� = 0.(2) � ±±¬®²°¨¬ ®¡¹¨© ±«³· ©. � §«®¦¨¬ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±-²¨: Zn� = Z� + V n� ; Z t0 V n� d� ! 0; n!1:�¡®§ ·¨¬ Pnt = �!exp Z t0 V n� d� . �§ ´®°¬³«» ¢ °¨ ¶¨© ¯®«³· ¥¬�!exp Z t0 Zn� d� = �!exp Z t0 (V n� + Z� ) d� = �!exp Z t0 AdPn� Z� d� � Pnt :�® · ±²¨ (1) ½²®£® ¤®ª § ²¥«¼±²¢ , Pnt ! Id, ±«¥¤®¢ ²¥«¼® Ad Pnt ! Id,®²ª³¤  �!exp Z t0 Zn� d� ! �!exp Z t0 Z� d�;·²® ¨ ²°¥¡®¢ «®±¼ ¤®ª § ²¼.�² ª, ¬» ¤®ª § «¨ ²¥®°¥¬³ 8.2,   ¯®²®¬³ ¨ ¯°¥¤«®¦¥¨¥ 8.1.8.3 �±²®©·¨¢®±²¼ ¯® �³ ±±®³�¯°¥¤¥«¥¨¥ 8.2. �³±²¼ f 2 VecM |¯®«®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥. �®·ª  q 2M §»¢ ¥²±¿ ³±²®©·¨¢®© ¯® �³ ±±®³ ¤«¿ ¯®«¿ f , ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® t > 0 ¨«¾¡®© ®ª°¥±²®±²¨ Oq ²®·ª¨ q ±³¹¥±²¢³¾² ²®·ª  q0 2 Oq ¨ ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨t0 > t ² ª¨¥, ·²® q0 � et0f 2 Oq .�® ¥±²¼ ¢±¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ¥ ¬®£³²  ¢±¥£¤  ¯®ª¨³²¼ ®ª°¥±²®±²¼ ³±²®©-·¨¢®© ¯® �³ ±±®³ ²®·ª¨, ¥ª®²®°»¥ ¨§ ¨µ ®¡¿§ » ¢®§¢° ¹ ²¼±¿ ¢ ½²³®ª°¥±²®±²¼ ¢ ±ª®«¼ ³£®¤® ¤ «¥ª®¬ ¡³¤³¹¥¬.� ¬¥· ¨¥. �±«¨ ²° ¥ª²®°¨¿ q �etf ¯¥°¨®¤¨·¥±ª ¿, ²® ²®·ª  q ³±²®©·¨¢  ¯®�³ ±±®³ ¤«¿ ¯®«¿ f .�¯°¥¤¥«¥¨¥ 8.3. �®«®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ f 2 VecM  §»¢ ¥²±¿ ³±²®©·¨-¢»¬ ¯® �³ ±±®³ , ¥±«¨ ¢±¥ ²®·ª¨ ¬®£®®¡° §¨¿ M ³±²®©·¨¢» ¯® �³ ±±®³¤«¿ f .



8.3. ������������ �� �������� 119�±«®¢¨¥ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¯® �³ ±±®³ ª ¦¥²±¿ ¤®¢®«¼® ®£° ¨·¨²¥«¼»¬,® ²¥¬ ¥ ¬¥¥¥ ¢ ¯°¨«®¦¥¨¿µ ®® · ±²® ¢»¯®«¿¥²±¿, ±¬. ¨¦¥ ²¥®°¥¬³�³ ª °¥.�® ± · «  ¢»¿±¨¬, ·²® ®§ · ¥² ³±²®©·¨¢®±²¼ ¯® �³ ±±®³ ¤«¿ § ¤ ·¨³¯° ¢«¿¥¬®±²¨.�°¥¤«®¦¥¨¥ 8.2. �³±²¼ F � VecM | ±¨±²¥¬  ¯®«®£® ° £ . �±«¨ ¢¥ª-²®°®¥ ¯®«¥ f 2 F ³±²®©·¨¢® ¯® �³ ±±®³, ²® ¯®«¥ �f ±®¢¬¥±²¨¬® ± ±¨±-²¥¬®© F .�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ´¨ª±¨°³¥¬ ¯°®¨§¢®«¼³¾ ²®·ª³ q0 2M ¨ ¬®¬¥² ¢°¥-¬¥¨ t > 0. �²®¡» ¤®ª § ²¼ ¯°¥¤«®¦¥¨¥,  ¯¯°®ª±¨¬¨°³¥¬ ²®·ª³ q0 � e�tf¤®±²¨¦¨¬»¬¨ ²®·ª ¬¨.� ª ª ª ±¨±²¥¬  F ¨¬¥¥² ¯®«»© ° £, ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ®²ª°»²®¥ ¬®-¦¥±²¢®W � intAq0(F) ±ª®«¼ ³£®¤® ¡«¨§ª® ª q0. �®£¤  ¬®¦¥±²¢® W � e�tf¡³¤¥² ¡«¨§ª¨¬ ª ²®·ª¥ q0 � e�tf .� ±¨«³ ³±²®©·¨¢®±²¨ ¯® �³ ±±®³, ±³¹¥±²¢³¥² t0 > t ² ª®¥, ·²®; 6= �W � e�tf� � et0f \W � e�tf =W � e(t0�t)f \W � e�tf :�® W � e(t0�t)f � Aq0(F), ¯®½²®¬³Aq0(F) \W � e�tf 6= ;:�² ª, ¢ «¾¡®© ®ª°¥±²®±²¨ ²®·ª¨ q0 � e�tf ¨¬¥¾²±¿ ²®·ª¨ ¬®¦¥±²¢  ¤®-±²¨¦¨¬®±²¨ Aq0(F), ²® ¥±²¼ q0 � e�tf 2 Aq0 (F).�¥®°¥¬  8.3 (�³ ª °¥). �³±²¼ M | £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ ± ´®°¬®©®¡º¥¬  Vol. �³±²¼ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ f 2 VecM ¯®«®,   ¥£® ¯®²®ª etf ±®-µ° ¿¥² ®¡º¥¬. �³±²¼ W � M , W � intW , ¥±²¼ ¯®¤¬®¦¥±²¢® ª®¥·®©¬¥°», ¨¢ °¨ ²®¥ ®²®±¨²¥«¼® f :Vol(W ) <1; W � etf �W 8t > 0:�®£¤  ¢±¥ ²®·ª¨ ¬®¦¥±²¢  W ³±²®©·¨¢» ¯® �³ ±±®³ ¤«¿ ¯®«¿ f .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®§¼¬¥¬ «¾¡³¾ ²®·ª³ q 2 W ¨ «¾¡³¾ ¥¥ ®ª°¥±²®±²¼O �M ª®¥·®£® ®¡º¥¬ . �®¦¥±²¢® V =W \O ±®¤¥°¦¨² ¥¯³±²®¥ ®²ª°»-²®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® intW \O, ¯®½²®¬³ Vol(V ) > 0. �²®¡» ¤®ª § ²¼ ²¥®°¥¬³,¬» ¯®ª ¦¥¬,·²®V � et0f \ V 6= ; ¤«¿ ¥ª®²®°»µ ¡®«¼¸¨µ t0:� ´¨ª±¨°³¥¬ «¾¡®¥ t > 0. �±¥ ¬®¦¥±²¢ V � entf ; n = 0; 1; 2; : : : ;¨¬¥¾² ®¤¨ ¨ ²®² ¦¥ ¯®«®¦¨²¥«¼»© ®¡º¥¬, ¯®½²®¬³ ¥ª®²®°»¥ ¨§ ¨µ®¡¿§ » ¯¥°¥±¥ª ²¼±¿. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ ¡»V � entf \ V � emtf = ; 8n; m = 0; 1; 2; : : : ;



120 ����� 8. ��������� ������������²® Vol(W ) =1 ² ª ª ª ¢±¥ ½²¨ ¬®¦¥±²¢  ±®¤¥°¦ ²±¿ ¢ W . �«¥¤®¢ ²¥«¼®,±³¹¥±²¢³¾² ¥®²°¨¶ ²¥«¼»¥ ¶¥«»¥ ·¨±«  n > m ² ª¨¥, ·²®V � entf \ V � emtf 6= ;:�¬®¦ ¿ ½²® ¥° ¢¥±²¢® ±¯° ¢    e�mtf , ¯®«³· ¥¬V � e(n�m)tf \ V 6= ;:�®½²®¬³ ²®·ª  q ³±²®©·¨¢  ¯® �³ ±±®³ ¤«¿ f , ¨ ²¥®°¥¬  ¤®ª §  .�¥ª²®°®¥ ¯®«¥  §»¢ ¥²±¿ ª®±¥°¢ ²¨¢»¬, ¥±«¨ ¥£® ¯®²®ª ±®µ° ¿¥²®¡º¥¬.� ¯®¬¨¬, ·²® ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥   Rn = f(x1; : : : ; xn)g ª®±¥°¢ ²¨¢®,².¥. ±®µ° ¿¥² ±² ¤ °²»© ®¡º¥¬ Vol(V ) = RV dx1 : : : dxn ²®£¤  ¨ ²®«¼ª®²®£¤ , ª®£¤  ½²® ®® ¡¥§¤¨¢¥°£¥²®:divx f = nXi=1 @ fi@ xi = 0; f = nXi=1 fi @@ xi :8.4 �¯° ¢«¿¥¬®¥ ²¢¥°¤®¥ ²¥«®:¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨�°¨¬¥¨¬ ¯®«³·¥»¥ ®¡¹¨¥ °¥§³«¼² ²» ª ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬¥ (6:20),®¯¨±»¢ ¾¹¥© ¢° ¹¥¨¿ ²¢¥°¤®£® ²¥« :� _Q_� � = f(Q;�)� g(Q;�); (Q;�) 2 SO(3)� R3 ; (8.5)f = � Qb���� �� � ; g = � 0l � :�® ¯°¥¤«®¦¥¨¾ 8.1, ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ f = 12 (f + g) + 12 (f � g) ±®¢¬¥±²¨¬® ±±¨±²¥¬®© (8:5). �®ª ¦¥¬, ·²® ½²® ¯®«¥ ³±²®©·¨¢® ¯® �³ ±±®³   SO(3)�R3 .� · «  ° ±±¬®²°¨¬ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ f(Q;�)   ¡®«¼¸¥¬ ¯°®±²° ±²¢¥R9Q�R3� , £¤¥ R9Q | ¯°®±²° ±²¢® ¢±¥µ ¬ ²°¨¶ ¯®°¿¤ª  3. �¬¥¥¬ div(Q;�) f =0, ¯®½²®¬³ ¯®«¥ f ª®±¥°¢ ²¨¢®   R9Q � R3� .� «¥¥, ² ª ª ª ¯¥°¢ ¿ ª®¬¯®¥²  ¯®«¿ f «¨¥©  ¯® Q, ®  ³¤®¢«¥²¢®-°¿¥² ±«¥¤³¾¹¥¬³ ±¢®©±²¢³ «¥¢®¨¢ °¨ ²®±²¨ ¯® Q:etf � Q� � = � Qt�t � ) etf � PQ� � = � PQt�t � ; (8.6)Q; Qt; P 2 R9Q ; �; �t 2 R3� :� ±¨«³ ½²®£® ±¢®©±²¢ , ¯®«¥ f ¨¬¥¥² ª®¬¯ ª²»¥ ¨¢ °¨ ²»¥ ¬®¦¥±²¢ ¢ R9Q � R3� ¢¨¤ W = (SO(3)K)� f (�; �) 6 C g; K b R9Q ; K � intK; C > 0;



8.4. ������� ����: ��������� ������������ 121² ª ·²® W � intW . �® ²¥®°¥¬¥ �³ ª °¥, ¯®«¥ f ³±²®©·¨¢® ¯® �³ ±±®-³   ¢±¥µ ½²¨µ ¬®¦¥±²¢ µ W ,   ¯®²®¬³ ¨   R9Q � R3� . �¢¨¤³ ±¢®©±²¢ ¨¢ °¨ ²®±²¨ (8:6), ¯®«¥ f ³±²®©·¨¢® ¯® �³ ±±®³ ¨   SO(3)� R3 .� ª ª ª ¯®«¥ f ±®¢¬¥±²¨¬® ± ±¨±²¥¬®© (8:5), ¯°®²¨¢®¯®«®¦®¥ ¯®«¥ �f² ª¦¥ ± ¥© ±®¢¬¥±²¨¬®. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¨ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿�g = (f � g)� f±®¢¬¥±²¨¬» ± ½²®© ±¨±²¥¬®©. �² ª, ¢±¥ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ ±¨¬¬¥²°¨·®© ±¨±-²¥¬» span(f; g) = faf + bg j a; b 2 C1g±®¢¬¥±²¨¬» ± ¨±µ®¤®© ±¨±²¥¬®©. �®½²®¬³ § ¬»ª ¨¿ ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨-¬®±²¨ ¨±µ®¤®© ±¨±²¥¬» (8:5) ¨ ° ±¸¨°¥®© ±¨±²¥¬» span(f; g) ±®¢¯ ¤ ¾².�³±²¼ ¨±µ®¤ ¿ ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² ¯®«»© ° £. �®£¤  ¨ ±¨¬¬¥²°¨· ¿ ±¨±-²¥¬  span(f; g) ¨¬¥¥² ¯®«»© ° £, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¿¢«¿¥²±¿ ¢¯®«¥ ³¯° ¢«¿-¥¬®©. �®½²®¬³ ¢ ±«³· ¥ ¯®«®£® ° £  ¨±µ®¤ ¿ ±¨±²¥¬  (8:5) ¢¯®«¥ ³¯° ¢-«¿¥¬ .� ±«³· ¥ ¥¯®«®£® ° £  ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ¨¬¥¾² ¡®«¥¥ ±«®¦-³¾ ±²°³ª²³°³. �±«¨ l ±®¢¯ ¤ ¥² ± £« ¢®© ®±¼¾ ¨¥°¶¨¨, ²® ®°¡¨²» ±¨±²¥-¬» (8:5) ±®¢¯ ¤ ¾² ±® ¬®¦¥±²¢ ¬¨ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨. � ±«³· ¥ l 2 �� n Re2½²® ³¦¥ ¥ ² ª. �²® «¥£ª® ¢¨¤¥²¼ ¯® ´ §®¢®¬³ ¯®°²°¥²³ ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿f(�) = � � �� ¢ ¯«®±ª®±²¨ ��: ¯°¿¬ ¿ Re2 ±®±²®¨² ¨§ ¯®«®¦¥¨© ° ¢®-¢¥±¨¿ f ,   ¢ ¯®«³¯«®±ª®±²¿µ �� n Re2 ²° ¥ª²®°¨¨ f | ¯®«³®ª°³¦®±²¨ ±¶¥²°®¬ ¢  · «¥ ª®®°¤¨ ², ±¬. °¨±. 8.8.
�� Re2f

�¨±. 8.8: � §®¢»© ¯®°²°¥² ¯®«¿ f j�� ¯°¨ l 2 �� n Re2�®«¥ f ¥³±²®©·¨¢® ¯® �³ ±±®³ ¢ ¯«®±ª®±²¿µ ��. �«³· © l 2 �� n Re2®²«¨· ¥²±¿ ®² ±«³· ¿ ¯®«®£® ° £  ¨§-§  ²®£®, ·²® ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ¯®«¿ f²°¥µ¬¥°»© ®¡º¥¬ ¢ R3 ±®µ° ¿¥²±¿,   ¤¢³¬¥°»© ®¡º¥¬ ¢ ¨¢ °¨ ²»µ¯«®±ª®±²¿µ �� | ¥².



122 ����� 8. ��������� �������������®¤°®¡»©   «¨§ § ¤ ·¨ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¢ ±«³· ¥ ¥¯®«®£® ° £  ¯°®-¢¥¤¥ ¢ ° ¡®²¥ [64].



�« ¢  9�ª¢¨¢ «¥²®±²¼³¯° ¢«¿¥¬»µ ±¨±²¥¬ ¯®±®±²®¿¨¾ ¨ ®¡° ²®©±¢¿§¨9.1 �ª¢¨¢ «¥²®±²¼ ¯® ®¡° ²®© ±¢¿§¨� ±±¬®²°¨¬ ³¯° ¢«¿¥¬³¾ ±¨±²¥¬³_q = f(q; u); q 2M; u 2 U: (9.1)�³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ¥ ²®«¼ª®M , ® ¨ U ¥±²¼ £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥. �²¯° ¢®© · ±²¨ ±¨±²¥¬» ¡³¤¥¬ ²°¥¡®¢ ²¼, ·²®¡» ¤«¿ ¢±¥µ ´¨ª±¨°®¢ »µ u 2U , ¯° ¢ ¿ · ±²¼ f(q; u) ¡»«  £« ¤ª¨¬ ¢¥ª²®°»¬ ¯®«¥¬  M ,   ®²®¡° ¦¥¨¥(u; q) 7! f(q; u)¡»«® £« ¤ª¨¬. � ª ·¥±²¢¥ ¤®¯³±²¨¬»µ ³¯° ¢«¥¨© ¡³¤¥¬ ¡° ²¼ ¨§¬¥°¨¬»¥«®ª «¼® ®£° ¨·¥»¥ ®²®¡° ¦¥¨¿t 7! u(t) 2 U;¤«¿ ¯°®±²®²» ¬®¦® ² ª¦¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª³±®·®-¥¯°¥°»¢»¥ ³¯° ¢«¥-¨¿. �°¨ ¯®¤±² ®¢ª¥ ² ª®£® ³¯° ¢«¥¨¿ u(t) ¢ ³¯° ¢«¿¥¬³¾ ±¨±²¥¬³ (9:1)¯®«³· ¥²±¿ ¥ ¢²®®¬®¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ³° ¢¥¨¥_q = f(q; u(t)); (9.2)± ¯° ¢®© · ±²¼¾ £« ¤ª®© ¯® q ¨ ¨§¬¥°¨¬®©, «®ª «¼® ®£° ¨·¥®© ¯® t.�«¿ ² ª¨µ ��� ±¯° ¢¥¤«¨¢  ±² ¤ °² ¿ ²¥®°¥¬  ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¨ ¥¤¨±²-¢¥®±²¨ °¥¸¥¨©, ¯® ª° ©¥© ¬¥°¥ «®ª «¼ ¿. �¥¸¥¨¿ q(�) ¤¨´´¥°¥¶¨- «¼®£® ³° ¢¥¨¿ (9:2) | «¨¯¸¨¶¥¢» ª°¨¢»¥ ¢ M (±¬. ° §¤¥« 2.4.1).123



124����� 9. ��������������� �� ������������������ ������ ° §¤¥«¥ 5.7 ¬» ³¦¥ ° ±±¬ ²°¨¢ «¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ±®±²®¿¨¿ ³¯° ¢«¿-¥¬»µ ±¨±²¥¬, ².¥. ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬» M . �°¥®¡° §®¢ ¨¿ ±®±²®¿¨¿ ®²®¡° -¦ ¾² ²° ¥ª²®°¨¨ ³¯° ¢«¿¥¬»µ ±¨±²¥¬ ¢ ²° ¥ª²®°¨¨, ± ²¥¬ ¦¥ ³¯° ¢«¥¨¥¬.�¥©· ± ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ®¢»© ª« ±± ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ®¡° ²®© ±¢¿§¨, ² ª¦¥¯¥°¥¢®¤¿¹¨© ²° ¥ª²®°¨¨ ¢ ²° ¥ª²®°¨¨, ® ¢®§¬®¦® ± ®¢»¬ ³¯° ¢«¥¨¥¬.�¡®§ ·¨¬ ¯°®±²° ±²¢® ®¢»µ ³¯° ¢«¿¾¹¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢ ·¥°¥§ bU , ¡³-¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ½²® £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥.�¯°¥¤¥«¥¨¥ 9.1. �³±²¼ ' : M � bU ! U ¥±²¼ £« ¤ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥. �°¥-®¡° §®¢ ¨¥ ¢¨¤ f(q; u) 7! f(q; '(q; bu)); q 2M; u 2 U; bu 2 bU; §»¢ ¥²±¿ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬ ®¡° ²®© ±¢¿§¨.� ¬¥· ¨¥. �°¥®¡° §®¢ ¨¥ ®¡° ²®© ±¢¿§¨ ¯¥°¥¯ ° ¬¥²°¨§³¥² ³¯° ¢«¥-¨¥ u ¥ª®²®°»¬ ±¯®±®¡®¬, § ¢¨±¿¹¨¬ ®² ±®±²®¿¨¿ q.�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® «¾¡ ¿ ¤®¯³±²¨¬ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ q(�) ®¢®© ±¨±²¥¬» _q =f(q; '(q; bu)), ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ³¯° ¢«¥¨¾ bu(�), ¿¢«¿¥²±¿ ² ª¦¥ ¤®¯³±²¨¬®©¨ ¤«¿ ¨±µ®¤®© ±¨±²¥¬» _q = f(q; u) ± ³¯° ¢«¥¨¥¬ u(�) = '(q(�); bu(�)), µ®²¿®¡° ²®¥, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¥¢¥°®.�²®¡» ¯®«³·¨²¼ ®¡° ²®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥, ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ®¡° ²¨-¬»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ®¡° ²®© ±¢¿§¨, ¤«¿ ª®²®°»µbU = U; 'jq�U 2 Di� U:� ª¨¥ ®²®¡° ¦¥¨¿ ' : M � U ! U ¯®°®¦¤ ¾² ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ®¡° ²®©±¢¿§¨ f(q; u) 7! f(q; '(q; u)):�®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ³¯° ¢«¿¥¬»¥ ±¨±²¥¬»_q = f(q; u) ¨ _q = f(q; '(q; u)) §»¢ ¾²±¿ ½ª¢¨¢ «¥²»¬¨ ¯® ®¡° ²®© ±¢¿§¨.�°¨ ° ¡®²¥ ± ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬®© ¥±²¥±²¢¥® ¯»² ²¼±¿ ¥¥ ³¯°®±²¨²¼¯°¥®¡° §®¢ ¨¿¬¨ ±®±²®¿¨¿ ¨ ®¡° ²®© ±¢¿§¨.� ¬¥· ¨¥. � ¬ ²¥¬ ²¨·¥±ª®© ´¨§¨ª¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ®¡° ²®© ±¢¿§¨  -§»¢ ¾²±¿ ª «¨¡°®¢®·»¬¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿¬¨.� «¥¥ ¢ ½²®© £« ¢¥ ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ²®«¼ª®  ´´¨»¥ ¯® ³¯° ¢«¥-¨¾ ±¨±²¥¬»_q = f(q) + kXi=1 uigi(q); u = (u1; : : : ; uk) 2 Rk ; q 2M: (9.3)� ² ª¨µ ±¨±²¥¬ ¬ ¥±²¥±²¢¥® ¯°¨¬¥¿²¼ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ®¡° ²®© ±¢¿§¨, ´´¨»¥ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾:' = ('1; : : : ; 'k) : M � Rk ! Rk ;'i(q; u) = ci(q) + kXj=1 dij(q)uj ; i = 1; : : : ; k: (9.4)



9.2. �������� ������� 125�®±² ¢¨¬ ±¥¡¥ § ¤ ·³ ®µ ° ª²¥°¨§®¢ ²¼  ´´¨»¥ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ±¨±²¥-¬» (9:3), «®ª «¼® ½ª¢¨¢ «¥²»¥ «¨¥©»¬ ³¯° ¢«¿¥¬»¬ ±¨±²¥¬ ¬ ®²®-±¨²¥«¼® ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ±®±²®¿¨¿ ¨ ®¡° ²®© ±¢¿§¨ (9:4), ¨ ª« ±±¨´¨¶¨-°®¢ ²¼ ¨µ ®²®±¨²¥«¼® ½²®£® ª« ±±  ¯°¥®¡° §®¢ ¨©.9.2 �¨¥©»¥ ±¨±²¥¬»� ±±¬®²°¨¬ ± · «  «¨¥©»¥ ³¯° ¢«¿¥¬»¥ ±¨±²¥¬»_x = Ax+ kXi=1 uibi; x 2 Rn ; u = (u1; : : : ; uk) 2 Rk ; (9.5)£¤¥ A | ¬ ²°¨¶  ¯®°¿¤ª  n,   bi, i = 1; : : : ; k, | ¢¥ª²®°» ¢ Rn . �³¤¥¬¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ¢¥ª²®°» b1; : : : ; bk «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»:dim span(b1; : : : ; bk) = k;½²®£® ¢±¥£¤  ¬®¦® ¤®¡¨²¼±¿ ¨±ª«¾·¥¨¥¬ ¥ª®²®°»µ ¢¥ª²®°®¢ bi. � ©¤¥¬®°¬ «¼»¥ ´®°¬» «¨¥©»µ ±¨±²¥¬ ®²®±¨²¥«¼® ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ±®±²®¿-¨¿ ¨ ®¡° ²®© ±¢¿§¨.� «¨¥©»¬ ±¨±²¥¬ ¬ (9:5) ¯°¨¬¥¿¥¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ®¡° ²®© ±¢¿§¨,ª®²®°»¥ ¨¬¥¾² ¢¨¤ (9:4) ¨, ¡®«¥¥ ²®£®, ±®µ° ¿¾² «¨¥©³¾ ±²°³ª²³°³:ci(x) = hci; xi; ci 2 Rn� ; i = 1; : : : ; k;dij(x) = dij 2 R; i; j = 1; : : : ; k: (9.6)�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ D : span(b1; : : : ; bk) ! span(b1; : : : ; bk) «¨¥©»© ®¯¥° -²®° ± ¬ ²°¨¶¥© (dij) ¢ ¡ §¨±¥ b1; : : : ; bk. �¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ®¡° ²®©±¢¿§¨ (9:4), (9:6) ¤¥©±²¢³¾²   ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ «¨¥©®©±¨±²¥¬» (9:5) ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:(Ax; b1; : : : ; bk) 7!  Ax + kXi=1hci; xibi; Db1; : : : ; Dbk! : (9.7)�²® ®²®¡° ¦¥¨¥ ¤®«¦® ¡»²¼ ®¡° ²¨¬»¬, ¯®½²®¬³ ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼ ®¯¥-° ²®° D ®¡° ²¨¬»¬.�¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ±®±²®¿¨¿ ¤¥©±²¢³¾²   «¨¥©»¥ ±¨±²¥¬»±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:(Ax; b1; : : : ; bk) 7! �CAC�1x;Cb1; : : : ; Cbk� ; (9.8)£¤¥ C : Rn ! Rn | ®¡° ²¨¬»© «¨¥©»© ®¯¥° ²®°. �ª¢¨¢ «¥²®±²¼ «¨-¥©»µ ±¨±²¥¬ ¯® ±®±²®¿¨¾ ®§ · ¥², ·²® ½²¨ ±¨±²¥¬» ¨¬¥¾² ®¤¨ ª®¢»¥ª®®°¤¨ ²»¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ¢ ¯®¤µ®¤¿¹¨µ ¡ §¨± µ ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ±®±²®¿-¨© Rn .



126����� 9. ��������������� �� ������������������ �����9.2.1 �¨¥©»¥ ±¨±²¥¬» ±® ±ª «¿°»¬³¯° ¢«¥¨¥¬� ±±¬®²°¨¬ ¯°®±²³¾ ¬®¤¥«¼³¾ «¨¥©³¾ ±¨±²¥¬³:x(n) + n�1Xi=0 �ix(i) = u; u 2 R; x 2 R; (9.9)£¤¥ �0; : : : ; �n�1 2 R. �¥°¥¯¨¸¥¬ ½²³ ±¨±²¥¬³ ¢ ±² ¤ °²®© ´®°¬¥ ¢ ¯¥°¥-¬¥»µ xi = x(i�1), i = 1; : : : ; n:8>>><>>>: _x1 = x2;� � �_xn�1 = xn;_xn = �Pn�1i=0 �ixi+1 + u; u 2 R; x = (x1; : : : ; xn) 2 Rn : (9.10)�±«¨ ¢§¿²¼ �Pn�1i=1 �ixi+1+u ¢ ª ·¥±²¢¥ ®¢®£® ³¯° ¢«¥¨¿, ².¥. ¯°¨¬¥¨²¼¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ®¡° ²®© ±¢¿§¨ (9:4), (9:6) ±k = 1; c = (��0; : : : ;��n�1); d = 1;²® ±¨±²¥¬  (9:10) ¯¥°¥©¤¥² ¢ ±¨±²¥¬³8>>><>>>: _x1 = x2;� � �_xn�1 = xn;_xn = u; u 2 R; x = (x1; : : : ; xn) 2 Rn ; (9.11)ª®²®° ¿ ¢ ±ª «¿°®¬ ¢¨¤¥ § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ªx(n) = u; u 2 R; x 2 R: (9.12)�² ª, ±¨±²¥¬  (9:10) ½ª¢¨¢ «¥²  ±¨±²¥¬¥ (9:11) ¯® ®¡° ²®© ±¢¿§¨.�ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ¯°®±²»¥ ±¨±²¥¬» (9:10) ¨ (9:11) ¿¢«¿¾²±¿ ±®®²¢¥²-±²¢¥® ®°¬ «¼»¬¨ ´®°¬ ¬¨ ³¯° ¢«¿¥¬»µ «¨¥©»µ ±¨±²¥¬ ®²®±¨²¥«¼-® ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ±®±²®¿¨¿, ¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ±®±²®¿¨¿ ¨ ®¡° ²®© ±¢¿-§¨.�°¥¤«®¦¥¨¥ 9.1. �¾¡ ¿ ³¯° ¢«¿¥¬ ¿ «¨¥© ¿ ±¨±²¥¬  ±® ±ª «¿°»¬³¯° ¢«¥¨¥¬ _x = Ax + ub; u 2 R; x 2 Rn ; (9.13)span(b; Ab; : : : ; An�1b) = Rn ; (9.14)½ª¢¨¢ «¥²  ¯® ±®±²®¿¨¾ ±¨±²¥¬¥ (9:10),   ¯®²®¬³ ½ª¢¨¢ «¥²  ¯® ±®-±²®¿¨¾ ¨ ®¡° ²®© ±¢¿§¨ ±¨±²¥¬¥ (9:11).



9.2. �������� ������� 127�®ª § ²¥«¼±²¢®. �²»¹¥¬ ¡ §¨± e1; : : : ; en ¢ Rn , ¢ ª®²®°®¬ ±¨±²¥¬  (9:13)§ ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ (9:10). �®®°¤¨ ²» y1; : : : ; yn ²®·ª¨ x 2 Rn ¢ ¡ §¨±¥e1; : : : ; en  µ®¤¿²±¿ ¨§ ° §«®¦¥¨¿x = nXi=1 yiei:�±µ®¤¿ ¨§ ²°¥¡³¥¬®£® ¢¨¤  ±¨±²¥¬» (9:10), ¢¥ª²®° b ¤®«¦¥ ¨¬¥²¼ ª®®°-¤¨ ²» b = (0; : : : ; 0; 1)�, ¯®½²®¬³ ¡ §¨±»© ¢¥ª²®° ± ®¬¥°®¬ n ®¯°¥¤¥«¥®¤®§ ·®: en = b:� ©¤¥¬ ®±² «¼»¥ ¡ §¨±»¥ ¢¥ª²®°» e1; : : : ; en�1. � ¸³ «¨¥©³¾ ±¨±-²¥¬³ (9:13) ¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥:_x = Ax mod R b;²®£¤  ¢ ª®®°¤¨ ² µ ¯®«³· ¥¬:_x = nXi=1 _yiei = nXi=1 yiAei mod R b;¯®½²®¬³ n�1Xi=1 _yiei = n�1Xi=0 yi+1Aei+1 mod R b:�°¥¡³¥¬»¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»¥ ³° ¢¥¨¿:_yi = yi+1; i = 1; : : : ; n� 1;¢»¯®«¿¾²±¿ ¢ ¥ª®²®°®¬ ¡ §¨±¥ e1; : : : ; en ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ±¯° -¢¥¤«¨¢» ° ¢¥±²¢ : Aei+1 = ei + �ib; i = 1; : : : ; n� 1; (9.15)Ae1 = �0b (9.16)¤«¿ ¥ª®²®°»µ ·¨±¥« �0; : : : ; �n�1 2 R.�±² ¥²±¿ ¯®ª § ²¼, ·²® ¬®¦® ¯®¤®¡° ²¼ ¡ §¨±»¥ ¢¥ª²®°» e1; : : : ; en�1,³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ° ¢¥±²¢ ¬ (9:15), (9:16). �¥°¥¯¨¸¥¬ ° ¢¥±²¢® (9:15) ¢¢¨¤¥ ei = Aei+1 � �ib; i = 1; : : : ; n� 1; (9.17)®²ª³¤  ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼® ¯®«³· ¥¬:en = b;en�1 = Ab� �n�1b;en�2 = A2b� �n�1Ab� �n�2b;� � �e1 = An�1b� �n�1An�2b� � � � � �1b: (9.18)



128����� 9. ��������������� �� ������������������ ������² ª, ¨§ ° ¢¥±²¢  (9:16) ±«¥¤³¥², ·²®Ae1 = Anb� �n�1An�1b� � � � � �1Ab = �0b:� ¢¥±²¢® Anb = n�1Xi=0 �iAib (9.19)³¤®¢«¥²¢®°¿¥²±¿   ¥¤¨±²¢¥®¬  ¡®°¥ (�0; : : : ; �n�1) ² ª ª ª ¢¥ª²®°»b; Ab; : : : ; An�1b ®¡° §³¾² ¡ §¨± Rn (  ± ¬®¬ ¤¥«¥ �i | ª®½´´¨¶¨¥²» µ -° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®£® ¬®£®·«¥  ®¯¥° ²®°  A).�¥ª²®°» e1; : : : ; en, ¯®±²°®¥»¥ ¯® ° ¢¥±²¢ ¬ (9:18) ± ½²¨¬¨ ª®½´´¨¶¨-¥² ¬¨ �i, ®¡° §³¾² ¨±ª®¬»© ¡ §¨±. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ° ¢¥±²¢  (9:15), (9:16)¢»¯®«¿¾²±¿ ¯® ¯®±²°®¥¨¾. �¥ª²®°» e1; : : : ; en «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬» ¯®³±«®¢¨¾ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ (9:14).� ¬¥· ¨¥. � §¨± e1; : : : ; en, ¯®±²°®¥»© ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥,¥¤¨±²¢¥, ¯®½²®¬³ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ±®±²®¿¨¿, ¯°¨¢®¤¿¹¥¥ ³¯° ¢«¿¥¬³¾«¨¥©³¾ ±¨±²¥¬³ ±® ±ª «¿°»¬ ³¯° ¢«¥¨¥¬ (9:13) ¢ ®°¬ «¼³¾ ´®°-¬³ (9:10), ² ª¦¥ ¥¤¨±²¢¥®.9.2.2 �¨¥©»¥ ±¨±²¥¬» ± ¢¥ª²®°»¬³¯° ¢«¥¨¥¬�¥¯¥°¼ ° ±±¬®²°¨¬ ³¯° ¢«¿¥¬»¥ «¨¥©»¥ ±¨±²¥¬» ± ¢¥ª²®°»¬ ³¯° ¢«¥-¨¥¬ _x = Ax+ kXi=1 uibi; x 2 Rn ; u = (u1; : : : ; uk) 2 Rk ; (9.20)spanfAjbi j j = 0; : : : ; n� 1; i = 1; : : : ; kg = Rn : (9.21)� ¯®¬¨¬, ·²® ¢¥ª²®°» b1; : : : ; bk ¯°¥¤¯®« £ ¾²±¿ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»¬¨.� ±«³· ¥ k = 1 ¢±¥ ³¯° ¢«¿¥¬»¥ «¨¥©»¥ ±¨±²¥¬» ¢ Rn ½ª¢¨¢ «¥²-» ¯® ±®±²®¿¨¾ ¨ ®¡° ²®© ±¢¿§¨ ®°¬ «¼®© ´®°¬¥ (9:11), ¯®½²®¬³ ¯°¨´¨ª±¨°®¢ ®© ° §¬¥°®±²¨ n ¨¢ °¨ ²®¢ ¯® ±®±²®¿¨¾ ¨ ®¡° ²®© ±¢¿§¨¥². � ±«³· ¥ k > 1 ½²® ¥ ² ª, ¨ ¬»  ·¥¬ ± ®¯¨± ¨¿ ¨¢ °¨ ²®¢ ¯®±®±²®¿¨¾ ¨ ®¡° ²®© ±¢¿§¨.�¤¥ª±» �°®¥ª¥° � ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢  ¢ Rn :Dm = spanfAjbi j j = 0; : : : ;m� 1; i = 1; : : : ; kg; m = 1; : : : ; n: (9.22)�¡° ²¨¬»¥ «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ±®±²®¿¨¿ (9:8) ±®µ° ¿¾² ° §¬¥°®±-²¨ ½²¨µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢, ¯®½²®¬³ ·¨±« dimDm; m = 1; : : : ; n;



9.2. �������� ������� 129¿¢«¿¾²±¿ ¨¢ °¨ ² ¬¨ ¯® ±®±²®¿¨¾.�¥¯¥°¼ ¯®ª ¦¥¬, ·²® ®¡° ²¨¬»¥ «¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ®¡° ²®© ±¢¿-§¨ (9:7) ±®µ° ¿¾² ¯°®±²° ±²¢  Dm. �¾¡®¥ ² ª®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¬®¦®° §«®¦¨²¼   ¤¢  ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ®¡° ²®© ±¢¿§¨ ¢¨¤ (Ax; b1; : : : ; bk) 7! (Ax + kXi=1hci; xibi; b1; : : : ; bk); (9.23)(Ax; b1; : : : ; bk) 7! (Ax;Db1; : : : ; Dbk): (9.24)�·¥¢¨¤®, ·²® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ (9:24), ².¥. § ¬¥» bi, ±®µ° ¿¾² ¯°®±²° -±²¢  Dm. � ±±¬®²°¨¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ (9:23). �¡®§ ·¨¬ ®¢³¾ ¬ ²°¨¶³:bAx = Ax+ kXi=1hci; xibi:�¬¥¥¬ bAjx = Ajx mod Dj ; j = 1; : : : ; n� 1:�® Dm�1 � Dm, m = 2; : : : ; n, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ®¡° ²®©±¢¿§¨ (9:23) ±®µ° ¿¾² ¯°®±²° ±²¢  Dm, m = 1; : : : ; n.�² ª, ¯°®±²° ±²¢  Dm,m = 1; : : : ; n, ¨¢ °¨ ²» ®²®±¨²¥«¼® ¯°¥®¡-° §®¢ ¨© ®¡° ²®© ±¢¿§¨,   ¨µ ° §¬¥°®±²¨ | ¨¢ °¨ ²» ¯°¥®¡° §®¢ ¨©±®±²®¿¨¿ ¨ ®¡° ²®© ±¢¿§¨.�»° §¨¬ ·¨±«  dimDm, m = 1; : : : ; n, ·¥°¥§ ¤°³£¨¥ | ² ª  §»¢ ¥¬»¥¨¤¥ª±» �°®¥ª¥° . �®±²°®¨¬ ±«¥¤³¾¹³¾ n�k ¬ ²°¨¶³, ½«¥¬¥²» ª®²®°®©±³²¼ n-¬¥°»¥ ¢¥ª²®°»:0BBB@ b1 � � � bkAb1 � � � Abk... ... ...An�1b1 � � � An�1bk 1CCCA : (9.25)� ¬¥¨¬ ª ¦¤»© ¢¥ª²®° Ajbi, j = 0; : : : ; n � 1, i = 1; : : : ; k, ¢ ½²®© ¬ ²°¨-¶¥ ±¨¬¢®«®¬: ª°¥±²¨ª®¬ � ¨«¨ ®«¨ª®¬ �, ¯® ±«¥¤³¾¹¥¬³ ¯° ¢¨«³. �³¤¥¬¤¢¨£ ²¼±¿ ¢ ¬ ²°¨¶¥ (9:25) ¯® ±²°®ª ¬, ².¥. ³¯®°¿¤®·¨¬ ¥¥ ½«¥¬¥²» ±«¥¤³-¾¹¨¬ ®¡° §®¬:b1; : : : ; bk; Ab1; : : : ; Abk; : : : ; An�1b1; : : : ; An�1bk: (9.26)�¥ª²®° Ajbi ¢ ¬ ²°¨¶¥ (9:25) § ¬¥¿¥¬ ª°¥±²¨ª®¬, ¥±«¨ ® «¨¥©® ¥§ ¢¨-±¨¬ ®² ¯°¥¤»¤³¹¨µ ¢¥ª²®°®¢ ¢ ¶¥¯®·ª¥ (9:26), ¢ ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥ § ¬¥¿¥¬½²®² ¢¥ª²®° ®«¨ª®¬. �®±«¥ ½²®© ¯°®¶¥¤³°» ¯®«³· ¥¬ ¬ ²°¨¶³ ¢¨¤ :� = 0BBBBB@ � � � � � � � �� � � � � � � �� � � � � � � �... ... ... ... ... ...� � � � � � � �
1CCCCCA :



130����� 9. ��������������� �� ������������������ ������²¬¥²¨¬, ·²® ¨¬¥¾²±¿ ¥ª®²®°»¥ ®£° ¨·¥¨¿   ¯®¿¢«¥¨¥ ª°¥±²¨ª®¢ ¨®«¨ª®¢ ¢ ¬ ²°¨¶¥ �. �¡¹¥¥ ª®«¨·¥±²¢® ª°¥±²¨ª®¢ ¢ ½²®© ¬ ²°¨¶¥ ° ¢® n(¯® ³±«®¢¨¾ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ (9:21)), ¨ ¢±¿ ¯¥°¢ ¿ ±²°®ª  § ¯®«¥  ²®«¼ª®ª°¥±²¨ª ¬¨ (² ª ª ª b1; : : : ; bk «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»). � «¥¥, ¥±«¨ ±²®«¡¥¶¬ ²°¨¶» � ±®¤¥°¦¨² ®«¨ª, ²® ¢±¥ ½«¥¬¥²» ¨¦¥ ¥£® ² ª¦¥ ®«¨ª¨. �¥©-±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ ¢¥ª²®° Ajbi ¢ (9:25) § ¬¥¿¥²±¿ ®«¨ª®¬ ¢ �, ²®Ajbi 2 spanfAjb� j � < ig+ spanfA�b� j � < j; � = 1; : : : ; kg:�® ²®£¤    «®£¨·»¥ ¢ª«¾·¥¨¿ ±¯° ¢¥¤«¨¢» ¤«¿ ¢±¥µ ¢¥ª²®°®¢ Aj+1bi,: : : , An�1bi, ².¥. ¨¦¥ ®«¨ª  ±²®¿² ²®«¼ª® ®«¨ª¨. �² ª, ª ¦¤»© ±²®«¡¥¶¬ ²°¨¶» � ±®±²®¨² ¨§ ±²®«¡¶  ª°¥±²¨ª®¢  ¤ ±²®«¡¶®¬ ®«¨ª®¢ (±²®«¡¥¶®«¨ª®¢ ¬®¦¥² ®²±³²±²¢®¢ ²¼).�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ n1 ¢»±®²³ ± ¬®£® ¢»±®ª®£® ±²®«¡¶  ª°¥±²¨ª®¢ ¢ ¬ ²°¨-¶¥ �, ·¥°¥§ n2 ¢»±®²³ ¢²®°®£® ¯® ¢»±®²¥ ±²®«¡¶  ª°¥±²¨ª®¢, : : : ,  ª®¥¶,·¥°¥§ nk ¢»±®²³ ± ¬®£® ¨§ª®£® ±²®«¡¶  ª°¥±²¨ª®¢ ¢ �. �®«³·¥»¥  ²³-° «¼»¥ ·¨±« : n1 > n2 > � � � > nk §»¢ ¾²±¿ ¨¤¥ª± ¬¨ �°®¥ª¥°  «¨¥©®© ±¨±²¥¬» (9:20). � ª ª ª ®¡¹¥¥ª®«¨·¥±²¢® ª°¥±²¨ª®¢ ¢ ¬ ²°¨¶¥ � ° ¢® ° §¬¥°®±²¨ ¯°®±²° ±²¢  ±®±²®-¿¨©, ¯®«³· ¥¬ ° ¢¥±²¢® kXi=1 ni = n:�®«¥¥ ²®£®, ¯® ¯®±²°®¥¨¾ ¨¬¥¥¬span(b1; Ab1; : : : ; An1�1b1; : : : ; bk; Abk; : : : ; Ank�1bk) = Rn : (9.27)�®ª ¦¥¬, ·²® ¨¤¥ª±» �°®¥ª¥°  ni ¢»° ¦ ¾²±¿ ·¥°¥§ ° §¬¥°®±²¨dimDi. �¬¥¥¬:dimD1 = k = ·¨±«³ ª°¥±²¨ª®¢ ¢ ¯¥°¢®© ±²°®ª¥ �;dimD2 = ·¨±«³ ª°¥±²¨ª®¢ ¢ ¯¥°¢»µ 2 ±²°®ª µ �;� � �dimDi = ·¨±«³ ª°¥±²¨ª®¢ ¢ ¯¥°¢»µ i ±²°®ª µ �;² ª ·²®�(i) def= dimDi � dimDi�1 = ·¨±«³ ª°¥±²¨ª®¢ ¢ i-®© ±²°®ª¥ �:�¥°¥±² ¢¨¬ ±²®«¡¶» ¬ ²°¨¶» �: ¯®±² ¢¨¬ ± ¬»© ¢»±®ª¨© ±²®«¡¥¶   ¯¥°-¢®¥ ¬¥±²®, ¢²®°®© ¯® ¢»±®²¥ ±²®«¡¥¶   ¢²®°®¥ ¬¥±²®, ¨ ².¤. �®«³· ¥¬ n�k-¬ ²°¨¶³ ¢ æ¡«®·®-²°¥³£®«¼®©ç ´®°¬¥. �²  ¬ ²°¨¶ , ¯®¢¥°³² ¿   ³£®«�=2, ¥±²¼ ¯®¤£° ´¨ª ´³ª¶¨¨ � : f1; : : : ; ng ! f1; : : : ; kg. �¥£ª® ¢¨¤¥²¼,·²® ¢¥«¨·¨» ¨¤¥ª±®¢ �°®¥ª¥°  ° ¢» ²®·ª ¬ ±ª ·ª®¢ ´³ª¶¨¨ �,  ª®«¨·¥±²¢® ½²¨µ ¨¤¥ª±®¢ ¤«¿ ª ¦¤®© ¢¥«¨·¨» ° ¢® ¢»±®²¥ ±®®²¢¥²±²¢³-¾¹¥£® ±ª ·ª  �.�² ª, ¨¤¥ª±» �°®¥ª¥°  ¢»° ¦ ¾²±¿ ·¥°¥§ dimDi, i = 1; : : : ; k, ¯®½²®-¬³ ®¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¨¢ °¨ ² ¬¨ ¯® ±®±²®¿¨¾ ¨ ®¡° ²®© ±¢¿§¨.



9.2. �������� ������� 131�®°¬ «¼ ¿ ´®°¬  �°³®¢±ª®£®� ©¤¥¬ ®°¬ «¼»¥ ´®°¬» «¨¥©»µ ±¨±²¥¬ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ ¯°¥®¡° §®¢ -¨© ±®±²®¿¨¿,   ² ª¦¥ ±®±²®¿¨¿ ¨ ®¡° ²®© ±¢¿§¨. � · ±²®±²¨, ¯®ª ¦¥¬,·²® ¨¤¥ª±» �°®¥ª¥°  ®¡° §³¾² ¯®«»©  ¡®° ¨¢ °¨ ²®¢ «¨¥©»µ ±¨±-²¥¬ ¯® ±®±²®¿¨¾ ¨ ®¡° ²®© ±¢¿§¨.�¥®°¥¬  9.1. �¾¡ ¿ ³¯° ¢«¿¥¬ ¿ «¨¥© ¿ ±¨±²¥¬  (9:20), (9:21) ± k ³¯° ¢-«¿¾¹¨¬¨ ¯ ° ¬¥²° ¬¨ ½ª¢¨¢ «¥²  ¯® ±®±²®¿¨¾ ±¨±²¥¬¥ ¢¨¤ 8>>>>>><>>>>>>: _y11 = y12 ;: : :_y1n1�1 = y1n1 ;_y1n1 = � X16j6k06i6nj�1�1ijyji+1 + u1; ; : : : ; 8>>>>>><>>>>>>: _yk1 = yk2 ;: : :_yknk�1 = yknk ;_yknk = � X16j6k06i6nj�1�kijyji+1 + uk;(9.28)£¤¥ x = X16i6k16j6ni yijeij ; (9.29)¨ ½ª¢¨¢ «¥²  ¯® ±®±²®¿¨¾ ¨ ®¡° ²®© ±¢¿§¨ ±¨±²¥¬¥ ¢¨¤ 8><>:y(n1)1 = u1;� � �y(nk)k = uk; (9.30)£¤¥ ni, i = 1; : : : ; k, ±³²¼ ¨¤¥ª±» �°®¥ª¥°  ±¨±²¥¬» (9:20).�¨±²¥¬  (9:30)  §»¢ ¥²±¿ ®°¬ «¼®© ´®°¬®© �°³®¢±ª®£® «¨¥©®© ±¨±-²¥¬» (9:20).�®ª ¦¥¬ ²¥®°¥¬³ 9.1.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®ª ¦¥¬ ± · « , ·²® «¾¡³¾ ³¯° ¢«¿¥¬³¾ «¨¥©³¾±¨±²¥¬³ (9:20) ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¢ ¯®¤µ®¤¿¹¥¬ ¡ §¨±¥ ¢ Rn :e11; : : : ; e1n1 ; : : : ; ; ek1 ; : : : ; eknk (9.31)¢ ª ®¨·¥±ª®© ´®°¬¥ (9:28).�¥©±²¢³¥¬ ¢ ²®·®±²¨ ª ª ¢ ±«³· ¥ ±ª «¿°®£® ³¯° ¢«¥¨¿ (° §¤¥« 9.2.1).�°¥¡³¥¬ ¿ ª ®¨·¥±ª ¿ ´®°¬  (9:28) ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¿¥² ¯®±«¥¤¨¥ ¡ -§¨±»¥ ¢¥ª²®°» ¢® ¢±¥µ k £°³¯¯ µ:e1n1 = b1; : : : ; eknk = bk: (9.32)�¡®§ ·¨¬ ¯°®±²° ±²¢® B = span(b1; : : : ; bk). �®£¤   ¸  ±¨±²¥¬ _x = Ax mod B



132����� 9. ��������������� �� ������������������ �����§ ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ª®®°¤¨ ² µ ª ª_x = X16i6k16j6ni _yijeij = X16i6k16j6ni yijAeij mod B:�·¨²»¢ ¿ ²°¥¡³¥¬»¥ ³° ¢¥¨¿_yij = yij+1; 1 6 i 6 k; 1 6 j < ni;¨¬¥¥¬ X16i6k16j<ni yij+1eij = X16i6k16j6ni yijAeij mod B;¨«¨, ·²® ° ¢®±¨«¼®,X16i6k26j6ni yijeij�1 = X16i6k16j6ni yijAeij mod B:�² ª, ¨±ª®¬»¥ ¡ §¨±»¥ ¢¥ª²®°» ®¡¿§ » ³¤®¢«¥²¢®°¿²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ±®®²-®¸¥¨¿¬: Aeij = eij�1 mod B; 1 6 i 6 k; 2 6 j 6 ni; (9.33)Aei1 = 0 mod B; 1 6 i 6 k: (9.34)�³¤¥¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼® ° §°¥¸ ²¼ ³° ¢¥¨¿ (9:33),  ·¨ ¿ ± (9:32), ¤«¿¢±¥µ i = 1; : : : ; k:eini = bi;eini�1 = Abi � kX=1�i;ni�1b ;eini�2 = A2bi � kX=1�i;ni�1Ab � kX=1�i;ni�2b ;: : :ei1 = Ani�1bi � kX=1�i;ni�1Ani�2b � � � � � kX=1�i;1b ;¢ ²® ¢°¥¬¿ ª ª ¨§ (9:34) ±«¥¤³¥², ·²®Aei1 = kX=1�i;0b¤«¿ ¥ª®²®°»µ ·¨±¥« �i;j , 1 6 i 6 k, 0 6 j 6 ni, 1 6  6 k. �®«³· ¥¬³° ¢¥¨¥ Anibi = kX=1�i;ni�1Ani�1b + � � �+ kX=1�i;0b ;



9.3. ��������������� �� ��������� � �������� ����� 133¨¬¥¾¹¥¥ ¥¤¨±²¢¥®¥ °¥¸¥¨¥ ®²®±¨²¥«¼® �i;j ¢ ±¨«³ ³±«®¢¨¿ (9:27).�² ª, ¬» ¤®ª § «¨, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨±²¢¥®¥ «¨¥©®¥ ¯°¥®¡° §®-¢ ¨¥ ±®±²®¿¨¿, ¯°¨¢®¤¿¹¥¥ ³¯° ¢«¿¥¬³¾ «¨¥©³¾ ±¨±²¥¬³ (9:20) ª ª -®¨·¥±ª®¬³ ¢¨¤³ (9:28).�»¡¨° ¿ ¢ ª ·¥±²¢¥ ®¢»µ ³¯° ¢«¥¨© ´³ª¶¨¨� X16j6k06i6nj�1�lijyji+1 + ul; l = 1; : : : ; k;¢¨¤¨¬, ·²® ª ¦¤ ¿ ¨§ k ¯®¤±¨±²¥¬ ¢ (9:28) ½ª¢¨¢ «¥²  ¯® ®¡° ²®© ±¢¿§¨±¨±²¥¬¥ ¢¨¤  (9:11), ¨«¨, ·²® ²® ¦¥ ± ¬®¥, (9:12). �®½²®¬³ ¢±¿ ±¨±²¥¬  (9:20)½ª¢¨¢ «¥²  ¯® ±®±²®¿¨¾ ¨ ®¡° ²®© ±¢¿§¨ ®°¬ «¼®© ´®°¬¥ �°³®¢±ª®-£® (9:30).9.3 �¨¥ °¨§³¥¬®±²¼ ¯® ±®±²®¿¨¾¨ ®¡° ²®© ±¢¿§¨� ±±¬®²°¨¬  ´´¨³¾ ¯® ³¯° ¢«¥¨¿¬ ¥«¨¥©³¾ ±¨±²¥¬³:_q = f(q) + kXj=1 ujgj(q); u = (u1; : : : ; uk) 2 Rk ; q 2M: (9.35)�«¿ ¥«¨¥©»µ ±¨±²¥¬ ¥±²¥±²¢¥ ¿ § ¤ ·  | «®ª «¼ ¿: ¯°¨ ª ª¨µ ³±«®-¢¨¿µ ±¨±²¥¬  (9:35) «®ª «¼® ½ª¢¨¢ «¥²  ¯® ±®±²®¿¨¾ ¨ ®¡° ²®© ±¢¿§¨³¯° ¢«¿¥¬®© «¨¥©®© ±¨±²¥¬¥?�¯°¥¤¥«¥¨¥ 9.2. �¨±²¥¬  (9:35)  §»¢ ¥²±¿ «®ª «¼® ½ª¢¨¢ «¥²®© ¯®±®±²®¿¨¾ ¨ ®¡° ²®© ±¢¿§¨ «¨¥©®© ±¨±²¥¬¥ (9:20) ¢ ®ª°¥±²®±²¨ ²®·ª¨q0 2M , ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¾² ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ±®±²®¿¨¿ | ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬� : Oq0 ! bO � Rn¨§ ®ª°¥±²®±²¨ Oq0 ²®·ª¨ q0 ¢ M   ®²ª°»²®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® bO � Rn , ¨¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ®¡° ²®© ±¢¿§¨' : Oq0 � Rk ! Rk ;'(q; u) = 0@ a1(q)� � �ak(q) 1A+D(q)u; (9.36)± ®¡° ²¨¬®© ¨ £« ¤ª® § ¢¨±¿¹¥© ®² q ¬ ²°¨¶¥©D(q) = (dij(q)); i; j = 1; : : : ; k;² ª¨¥, ·²® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ±®±²®¿¨¿ ¨ ®¡° ²®© ±¢¿§¨ (�; ') ¯¥°¥¢®¤¨² ±¨±-²¥¬³ (9:35), ®£° ¨·¥³¾   Oq0 , ¢ «¨¥©³¾ ±¨±²¥¬³ (9:20), ®£° ¨·¥-³¾   bO.



134����� 9. ��������������� �� ������������������ ������®±²°³ª¶¨¿ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ Dm (9:22) ¢»¤¥°¦¨¢ ¥² ®¡®¡¹¥¨¥   ±«³-· © ¥«¨¥©»µ ±¨±²¥¬ (9:35): ¤®±² ²®·® ° ±±¬®²°¥²¼ ±¥¬¥©±²¢  ¯®¤¯°®-±²° ±²¢Dmq = spanf(ad f)jgi(q) j j = 0; : : : ;m� 1; i = 1; : : : ; kg � TqM:� ¬¥²¨¬, ·²®, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, dimDmq 6= const, ¯®½²®¬³ ±¥¬¥©±²¢® Dm ¬®-¦¥² ¥ ¡»²¼ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥¬.�²¬¥²¨¬, ·²® ¢ ±«³· ¥ ³¯° ¢«¿¥¬®© «¨¥©®© ±¨±²¥¬» (9:20) ±¥¬¥©±²¢®Dmx � Dm, x 2 Rn , ®¡« ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ±¢®©±²¢ ¬¨:1. dimDmx = const,2. Dnx = TxRn ,3. ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ Dm, m = 1; : : : ; n, ¨²¥£°¨°³¥¬» (² ª ª ª ®¨ ¯®°®¦-¤ ¾²±¿ ¯®±²®¿»¬¨ ¢¥ª²®°»¬¨ ¯®«¿¬¨ Ajbi).�¥°¥¤ ²¥¬ ª ª ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ³±«®¢¨¿ «¨¥ °¨§³¥¬®±²¨ ¥«¨¥©»µ±¨±²¥¬ ¯® ±®±²®¿¨¾ ¨ ®¡° ²®© ±¢¿§¨ ¢ ²¥°¬¨ µ ±¥¬¥©±²¢ Dmq , ¤®ª ¦¥¬±«¥¤³¾¹¨¥ ±¢®©±²¢  ½²¨µ ±¥¬¥©±²¢.�¥¬¬  9.1. �±«¨ ±¥¬¥©±²¢  Dm, m = 1; : : : ; n, ¨¢®«¾²¨¢», ²® ®¨ ¨-¢ °¨ ²» ®²®±¨²¥«¼® ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ®¡° ²®© ±¢¿§¨.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �²¬¥²¨¬ ± · « , ·²® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ®¡° ²®© ±¢¿-§¨ (9:36) ¬®¦® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ª ª ª®¬¯®§¨¶¨¾ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ¤¢³µ ²¨¯®¢:(f; g1; : : : ; gk) 7! (f + ajgj ; g1; : : : ; gk); (9.37)(f; g1; : : : ; gk) 7! (f;Dg1; : : : ; Dgk); (9.38)£¤¥ D(q) = (dij(q)), i; j = 1; : : : ; k, ®¡° ²¨¬» ¨ £« ¤ª® § ¢¨±¿² ®² q. � ²¥¯¥°¼¤®ª ¦¥¬ «¥¬¬³ ¨¤³ª¶¨¥© ¯® m.�³±²¼ m = 1. �·¥¢¨¤®, ·²® ±¥¬¥©±²¢®D1 = spanfgi j i = 1; : : : ; kg±®µ° ¿¥²±¿ ®¡®¨¬¨ ²¨¯ ¬¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© (9:37) ¨ (9:38).� £ ¨¤³ª¶¨¨: ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¤®ª § ® ¤«¿ m � 1, ¨¤®ª ¦¥¬ ¥£® ¤«¿ m. �¥¬¥©±²¢®Dm = f[f;X ] j X 2 Dm�1g+Dm�1±®µ° ¿¥²±¿ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿¬¨ (9:38). � ±±¬®²°¨¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¢¨-¤  (9:37). �¬¥¥¬[f + ajgj ; X ] = [f;X ]� [X; ajgj ] = [f;X ]� (Xaj)gj � aj [X; gj ]:� «¥¥: X 2 Dm�1 ) [f;X ] 2 Dm;(Xaj)gj 2 D1 � Dm;X 2 Dm�1; gj 2 D1 � Dm�1 ) [X; gj ] 2 Dm�1 � Dm;



9.3. ��������������� �� ��������� � �������� ����� 135¯®½²®¬³ [f + ajgj ; X ] 2 Dm 8 X 2 Dm�1:�² ª, ±¥¬¥©±²¢® Dm ±®µ° ¿¥²±¿ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿¬¨ ®¡° ²®© ±¢¿§¨ ¢¨-¤  (9:37).�¥®°¥¬  9.2. �¨±²¥¬  (9:35) «®ª «¼® ½ª¢¨¢ «¥²  ¯® ±®±²®¿¨¾ ¨ ®¡-° ²®© ±¢¿§¨ ³¯° ¢«¿¥¬®© «¨¥©®© ±¨±²¥¬¥ (9:20) ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ ,ª®£¤ :(1) dimDmq , m = 1; : : : ; n, ¥ § ¢¨±¨² ®² q, ².¥. ±¥¬¥©±²¢  Dm | ° ±-¯°¥¤¥«¥¨¿,(2) Dnq = TqM ,(3) ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ Dm, m = 1; : : : ; n, ¨¢®«¾²¨¢».�±«®¢¨¿ (1){(3) ¥®¡µ®¤¨¬» ¤«¿ «®ª «¼®© ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¯® ±®±²®¿-¨¾ ¨ ®¡° ²®© ±¢¿§¨, ½²® ±«¥¤³¥² ¨§ ° ±±³¦¤¥¨¿ ¯¥°¥¤ «¥¬¬®© 9.1.�» ¤®ª ¦¥¬ ¤®±² ²®·®±²¼ ¢ ²¥®°¥¬¥ 9.3 ¨¦¥ ²®«¼ª® ¢ ±«³· ¥ ±ª «¿°-®£® ³¯° ¢«¥¨¿. �«¿ k = 1 ¯®«³· ¥¬ ±¨±²¥¬³_q = f(q) + ug(q); u 2 R; q 2M; (9.39)¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ±¥¬¥©±²¢  ¯®¤¯°®±²° ±²¢Dmq = spanf(ad f)ig(q) j i = 0; 1; : : : ;m� 1g; m = 1; : : : ; n; q 2M:�ª §»¢ ¥²±¿, ·²® ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¨§ ¨¢®«¾²¨¢®±²¨ Dn�1 ±«¥¤³¥² ¨¢®«¾-²¨¢®±²¼ Dm ¤«¿ ¬¥¼¸¨µ m.�¥®°¥¬  9.3. �¨±²¥¬  (9:39) «®ª «¼® ½ª¢¨¢ «¥²  ¯® ±®±²®¿¨¾ ¨ ®¡-° ²®© ±¢¿§¨ ³¯° ¢«¿¥¬®© «¨¥©®© ±¨±²¥¬¥ (9:13) ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ ,ª®£¤ :(1) Dnq = TqM ,(2) ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ Dn�1 ¨¢®«¾²¨¢®.� · «  ¤®ª ¦¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¥, ¨¬¥¾¹¥¥ ± ¬®±²®¿²¥«¼®¥®¡¹¥¥ § ·¥¨¥: ¨²¥£° «¼»¥ ¬®£®®¡° §¨¿ ¨²¥£°¨°³¥¬»µ ° ±¯°¥¤¥«¥¨©¤®¯³±ª ¾² £« ¤ª³¾ ¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¾.�¥¬¬  9.2. �³±²¼ � = spanfX1; : : : ; Xkg | ¨²¥£°¨°³¥¬®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥  £« ¤ª®¬ n-¬¥°®¬ ¬®£®®¡° §¨¨ M , dim�q = k. �®£¤  ¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨q0 2M ±³¹¥±²¢³¾² ®ª°¥±²®±²¼ q0 2 Oq0 �M ¨ £« ¤ª ¿ ¢¥ª²®°-´³ª¶¨¿' : Oq0 ! Rn�k² ª¨¥, ·²®:(1) rank'�q = n� k, q 2 Oq0 , ¨



136����� 9. ��������������� �� ������������������ �����(2) '�1(y) ¥±²¼ ¨²¥£° «¼®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ � ¤«¿ «¾¡®£® y 2 '(Oq0), ¨«¨,·²® ° ¢®±¨«¼®,(20) ker'�q = �q, q 2 Oq0 .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®¯®«¨¬ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ X1; : : : ; Xk ¤® ¡ §¨± :spanfY1; : : : ; Yn�k; X1; : : : ; Xkg = VecOq0 ;¢ ¤®±² ²®·® ¬ «®© ®ª°¥±²®±²¨ q0 2 Oq0 �M . � ±±¬®²°¨¬ ®²®¡° ¦¥¨¥ : (t; s) 7! q0 � et1Y1 � � � � � etn�kYn�k � es1X1 � � � � � eskXk ;t = (t1; : : : ; tn�k) 2 Rn�k ; s = (s1; : : : ; sk) 2 Rk :�¬¥¥¬ @  @ ti ����0 = Yi; i = 1; : : : ; n� k;@  @ si ����0 = Xi; i = 1; : : : ; k;¯®½²®¬³  | «®ª «¼»© ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬ ¢ ®ª°¥±²®±²¨ 0 2 Rn .� «¥¥, ¯°¨ ´¨ª±¨°®¢ ®¬ t = t0, ¬®¦¥±²¢®f (t0; s) j s 2 Rkg¥±²¼ ¨²¥£° «¼®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ �.� ª®¥¶, ¯® ²¥®°¥¬¥ ® ¥¿¢®© ´³ª¶¨¨ «®ª «¼® ®¯°¥¤¥«¥® £« ¤ª®¥®²®¡° ¦¥¨¥ ' :  (t; s) 7! t:�²® ¨ ¥±²¼ ¨±ª®¬ ¿ ¢¥ª²®°-´³ª¶¨¿.�®ª ¦¥¬ ²¥®°¥¬³ 9.3.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ³¦¥ ¯®ª §     ° ±±³¦¤¥¨¨ ¯¥°¥¤ «¥¬-¬®© 9.1: ¤«¿ ³¯° ¢«¿¥¬»µ «¨¥©»µ ±¨±²¥¬ ¢»¯®«¿¾²±¿ ®¡  ³±«®¢¨¿ (1),(2).�²®¡» ¤®ª § ²¼ ¤®±² ²®·®±²¼, ¯®±²°®¨¬ ª®®°¤¨ ²», ¢ ª®²®°»µ  ¸ ±¨±²¥¬  (9:39) ¯°¨¨¬ ¥² ¯°®±²³¾ ´®°¬³,   § ²¥¬ ¯°¨¬¥¨¬ ¯°¥®¡° §®¢ -¨¥ ®¡° ²®© ±¢¿§¨, ¯°¨¢®¤¿¹¥¥ ½²³ ±¨±²¥¬³ ª ®°¬ «¼®© ´®°¬¥ (9:11).� ±¨«³ ¨²¥£°¨°³¥¬®±²¨ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ Dn�1, ¨§ «¥¬¬» 9.2 ±«¥¤³¥² ±³-¹¥±²¢®¢ ¨¥ £« ¤ª®© ´³ª¶¨¨ '1 : Oq0 ! R² ª®©, ·²® dq'1 6= 0; hdq'1; Dn�1q i = 0; q 2 Oq0 : (9.40)



9.3. ��������������� �� ��������� � �������� ����� 137�¯°¥¤¥«¨¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ´³ª¶¨¨ ¢ ®ª°¥±²®±²¨ Oq0 :'2 = f'1 = hd'1; fi;'3 = f'2 = f2'1;� � �'n = f'n�1 = fn�1'1(¯®¢²®°»¥ ¯°®¨§¢®¤»¥ ¯®  ¯° ¢«¥¨¾ ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ f).�» ³²¢¥°¦¤ ¥¬, ·²® ´³ª¶¨¨ '1; : : : ; 'n (ª®²®°»¥ ¨ ¡³¤³² ª®®°¤¨ ² -¬¨, ¢ ª®²®°»µ ±¨±²¥¬  (9:39) ³¯°®¹ ¥²±¿) ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ° ¢¥±²¢ ¬:(ad f)jg'l = � 0; j + l < n;�(ad f)n�1g'1 6= 0; j + l = n: (9.41)�®-¯¥°¢»µ, § ¬¥²¨¬, ·²® b = (ad f)n�1g'1��Oq0 6= 0. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¨¬¥-¥¬ Dn�1q = spanfg(q); : : : ; (ad f)n�2g(q)g;TqM = spanfg(q); : : : ; (ad f)n�1g(q)g = spanfDn�1q ; (ad f)n�1g(q)g;¯®½²®¬³ ° ¢¥±²¢® (ad f)n�1g'1(q) = 0 ¥±®¢¬¥±²® ±® ±¢®©±²¢ ¬¨ (9:40).�¥¯¥°¼ ¤®ª ¦¥¬ (9:41) ¨¤³ª¶¨¥© ¯® l. � ±«³· ¥ l = 1 ¤®ª §»¢ ²¼ ¥·¥£®.�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ° ¢¥±²¢® (9:41) ¤®ª § ® ¤«¿ l � 1 ¨ ¤®ª ¦¥¬ ¥£®¤«¿ l. �¬¥¥¬(ad f)jg'l = �(ad f)jg � f�'l�1= �(ad f)jg � f � f � (ad f)jg + f � (ad f)jg�'l�1= ��[f; (ad f)jg] + f � (ad f)jg�'l�1= ��(ad f)j+1g + f � (ad f)jg�'l�1:�±«¨ j + l 6 n, ²® j + l � 1 < n, ¨ (ad f)jg'l�1 = 0 ¯® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾¨¤³ª¶¨¨. �®½²®¬³(ad f)jg'l = �(ad f)j+1g'l�1 ¯°¨ j + l 6 n;¨ ° ¢¥±²¢® (9:41) ¤«¿ l ±«¥¤³¥² ¨§ ½²®£® ¦¥ ° ¢¥±²¢  ¤«¿ l � 1.�² ª, ° ¢¥±²¢® (9:41) ¤®ª § ® ¤«¿ ¢±¥µ l. � ª ª ª ¢¥ª²®°» g(q), : : : ,(ad f)n�1g(q) ¯®°®¦¤ ¾² ª ± ²¥«¼®¥ ¯°®±²° ±²¢® TqM ¯°¨ q 2 Oq0 , ®²®-¡° ¦¥¨¥ � = 0@ '1� � �'n 1A : Oq0 ! Rn¥±²¼ «®ª «¼»© ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬: ¤¨´´¥°¥¶¨ «» dq'1; : : : ; dq'n ®¡° §³¾²¡ §¨± ¢ T �qM , ¤¢®©±²¢¥»© ª g(q); : : : ; (ad f)n�1g(q) 2 TqM .



138����� 9. ��������������� �� ������������������ ������®§¼¬¥¬ � ¢ ª ·¥±²¢¥ ª®®°¤¨ ²®£® ®²®¡° ¦¥¨¿, ²®£¤  ²®·ª  q 2 M¨¬¥¥² ª®®°¤¨ ²» xl = 'l(q); l = 1; : : : ; n:� ¯¨¸¥¬  ¸³ ±¨±²¥¬³ _q = f(q) + ug(q) ¢ ½²¨µ ª®®°¤¨ ² µ, ¤«¿ ½²®£®¯°®¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬ xl ¢ ±¨«³ ½²®© ±¨±²¥¬».dd txl = dd t'l(q(t)) = (f + ug)'l = f'l + ug'l:�±«¨ l < n, ²® g'l = 0 ¡« £®¤ °¿ ° ¢¥±²¢³ (9:41), ¯®½²®¬³dd txl = f'l = 'l+1 = xl+1; l = 1; : : : ; n� 1:�±«¨ ¦¥ l = n, ²®dd txn = f'n + ug'n = f'n � ub; b = g'n 6= 0:�² ª, ¢ ª®®°¤¨ ² µ x1; : : : ; xn  ¸  ±¨±²¥¬  (9:39) § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥:8>>><>>>: _x1 = x2;� � �_xn�1 = xn;_xn = f'n � ub:�¥¯¥°¼ ° ±±¬®²°¨¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ®¡° ²®© ±¢¿§¨u 7! �f'n � ub :�®±«¥ ½²®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ n- ¿ ª®¬¯®¥²   ¸¥© ±¨±²¥¬» ¯°¥¢° ¹ ¥²±¿¢ ³° ¢¥¨¥ _xn = f'n ���f'n � ub � b = f'n � f'n + u = u;²® ¥±²¼ ¢±¿ ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² ²°¥¡³¥¬³¾ ´®°¬³ (9:11).



�« ¢  10� ¤ ·  ®¯²¨¬ «¼®£®³¯° ¢«¥¨¿10.1 �®±² ®¢ª  § ¤ ·¨�» ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ³¯° ¢«¿¥¬³¾ ±¨±²¥¬³ ¢¨¤ _q = fu(q); q 2M; u 2 U � Rm : (10.1)� ª ®¡»·®,M | £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥,   U | ¯°®¨§¢®«¼®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢®Rm . �  ¯° ¢³¾ · ±²¼ ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬»  «®¦¨¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ²°¥¡®¢ -¨¿:q 7! fu(q) £« ¤ª®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥   M ¯°¨ «¾¡®¬ ´¨ª±¨°®¢ ®¬ u 2 U;(10.2)(q; u) 7! fu(q) ¥¯°¥°»¢®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¤«¿ q 2M , u 2 U , (10.3)¨ ª°®¬¥ ²®£®, ¢ «¾¡»µ «®ª «¼»µ ª®®°¤¨ ² µ   M(q; u) 7! @ fu@ q (q) ¥¯°¥°»¢®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¯°¨ q 2M , u 2 U . (10.4)�®¯³±²¨¬»¥ ³¯° ¢«¥¨¿ | ¨§¬¥°¨¬»¥ «®ª «¼® ®£° ¨·¥»¥ ®²®¡° -¦¥¨¿ u : t 7! u(t) 2 U:�®¤±² ¢«¿¿ ² ª®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ u = u(t) ¢¬¥±²® ³¯° ¢«¿¾¹¥£® ¯ ° ¬¥²-°  ¢ ±¨±²¥¬³ (10:1), ¯®«³· ¥¬ ¥ ¢²®®¬®¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ³° ¢¥¨¥_q = fu(q). �® ª« ±±¨·¥±ª®© ²¥®°¥¬¥ � ° ²¥®¤®°¨, ¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ q0 2 M§ ¤ ·  �®¸¨ _q = fu(q); q(0) = q0; (10.5)139



140 ����� 10. ������ ������������ ����������¨¬¥¥² ¥¤¨±²¢¥®¥ °¥¸¥¨¥ (±¬. ° §¤¥« 2.4.1). � ±²® ¬» ¡³¤¥¬ ´¨ª±¨-°®¢ ²¼  · «¼³¾ ²®·ª³ q0 ¨ ®¡®§ · ²¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ °¥¸¥¨¥ § ¤ -·¨ (10:5) ¯°®±²® ·¥°¥§ qu(t).�²®¡» ±° ¢¨¢ ²¼ ¤®¯³±²¨¬»¥ ³¯° ¢«¥¨¿   ®²°¥§ª¥ [0; t1] ¤°³£ ± ¤°³-£®¬, ¢¢¥¤¥¬ ´³ª¶¨® « ª ·¥±²¢ :J(u) = Z t10 '(qu(t); u(t)) dt; (10.6)¯®¤»²¥£° «¼ ¿ ´³ª¶¨¿ ª®²®°®£®' : M � U ! R³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ²¥¬ ¦¥ ³±«®¢¨¿¬ °¥£³«¿°®±²¨, ·²® ¨ ¯° ¢ ¿ · ±²¼ f ,±¬. (10:2){(10:4).�®§¼¬¥¬ «¾¡³¾ ¯ °³ ²®·¥ª q0; q1 2M . �» ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ±«¥¤³-¾¹³¾ § ¤ ·³ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿.� ¤ · . �¨¨¬¨§¨°®¢ ²¼ ´³ª¶¨® « J   ¬®¦¥±²¢¥ ¢±¥µ ¤®¯³±²¨¬»µ³¯° ¢«¥¨© u = u(t), t 2 [0; t1], ¤«¿ ª®²®°»µ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ °¥¸¥¨¥qu(t) § ¤ ·¨ �®¸¨ (10:5) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ª° ¥¢®¬³ ³±«®¢¨¾qu(t1) = q1: (10.7)�²³ § ¤ ·³ ¬®¦® ² ª¦¥ § ¯¨± ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:_q = fu(q); q 2M; u 2 U � Rm ; (10.8)q(0) = q0; q(t1) = q1; (10.9)J(u) = Z t10 '(q(t); u(t)) dt ! min : (10.10)�» ¡³¤¥¬ ¨§³· ²¼ ¤¢  ²¨¯  § ¤ · | ± § ª°¥¯«¥»¬ ª®¥·»¬ ¢°¥¬¥-¥¬ t1 ¨ ±¢®¡®¤»¬ t1. �¥¸¥¨¥ u ² ª®© § ¤ ·¨  §»¢ ¥²±¿ ®¯²¨¬ «¼»¬³¯° ¢«¥¨¥¬,   ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ª°¨¢ ¿ qu(t) | ®¯²¨¬ «¼®© ²° ¥ª²®°¨-¥©. � ª¨¬ ®¡° §®¬, § ¤ ·  ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿ | ½²® § ¤ ·  ¬¨¨¬¨-§ ¶¨¨ ´³ª¶¨® «  J(u) ± ®£° ¨·¥¨¿¬¨   ³¯° ¢«¥¨¥ u, ª®²®°»¥ § ¤ ¾²-±¿ ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬®© ¨ ª° ¥¢»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨ (10:5), (10:7). �¡»·® ½²¨±¢¿§¨ ¥¢®§¬®¦® ° §°¥¸¨²¼ ®²®±¨²¥«¼® u, ¯®½²®¬³ ¤«¿ °¥¸¥¨¿ § ¤ ·®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿ ²°¥¡³¾²±¿ ±¯¥¶¨ «¼»¥ ¬¥²®¤».10.2 �¥¤³ª¶¨¿ ª ¨±±«¥¤®¢ ¨¾ ¬®¦¥±²¢¤®±²¨¦¨¬®±²¨� ´¨ª±¨°³¥¬  · «¼³¾ ²®·ª³ q0 2 M . �®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ³¯° ¢-«¿¥¬®© ±¨±²¥¬» (10:1) §  ¢°¥¬¿ t > 0 ¨§ ²®·ª¨ q0 ± ¯®¬®¹¼¾ ¨§¬¥°¨¬»µ«®ª «¼® ®£° ¨·¥»µ ³¯° ¢«¥¨© ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:Aq0(t) = fqu(t) j u 2 L1([0; t]; U)g :



10.2. �������� � ������������ �������� ������������141� «®£¨·® ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ §  ¢°¥¬¿ ¥¡®«¼¸¥ t: Atq0 = [06�6tAq0 (�)¨ §  ¯°®¨§¢®«¼®¥ ¥®²°¨¶ ²¥«¼®¥ ¢°¥¬¿:Aq0 = [06�<1Aq0(�):�ª §»¢ ¥²±¿, § ¤ ·¨ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿   ¯°®±²° ±²¢¥ ±®±²®-¿¨© M , ¯® ±³¹¥±²¢³, ¬®¦® ±¢¥±²¨ ª ¨±±«¥¤®¢ ¨¾ ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨-¬®±²¨ ¥ª®²®°»µ ¢±¯®¬®£ ²¥«¼»µ ³¯° ¢«¿¥¬»µ ±¨±²¥¬   ° ±¸¨°¥®¬¯°®±²° ±²¢¥ ±®±²®¿¨©cM = R �M = fbq = (y; q) j y 2 R; q 2Mg:� ¨¬¥®, ° ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹³¾ ° ±¸¨°¥³¾ ³¯° ¢«¿¥¬³¾ ±¨±²¥¬³  cM : d bqd t = bfu(bq); bq 2 cM; u 2 U; (10.11)± ¯° ¢®© · ±²¼¾ bfu(bq) = � '(q; u)fu(q) � ; q 2M; u 2 U;£¤¥ '| ¯®¤»²¥£° «¼ ¿ ´³ª¶¨¿ ´³ª¶¨® «  ª ·¥±²¢  J , ±¬. (10:6). �¡®-§ ·¨¬ ·¥°¥§ bqu(t) °¥¸¥¨¥ ° ±¸¨°¥®© ±¨±²¥¬» (10:11) ±  · «¼»¬¨³±«®¢¨¿¬¨ bqu(0) = � y(0)q(0) � = � 0q0 � :�°¥¤«®¦¥¨¥ 10.1. �³±²¼ q~u(t), t 2 [0; t1], ¥±²¼ ®¯²¨¬ «¼ ¿ ²° ¥ª²®-°¨¿ ¢ § ¤ ·¥ (10:8){(10:10) ± § ª°¥¯«¥»¬ ª®¥·»¬ ¢°¥¬¥¥¬ t1. �®£¤  ±®-®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ bq~u(t) ° ±¸¨°¥®© ±¨±²¥¬» (10:11) ¯°¨µ®¤¨²  £° ¨¶³ ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ½²®© ±¨±²¥¬»:bq~u(t1) 2 @ bA(0;q0)(t1): (10.12)�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥¸¥¨¿ bqu(t) ° ±¸¨°¥®© ±¨±²¥¬» ¢»° ¦ ¾²±¿ ·¥°¥§°¥¸¥¨¿ qu(t) ¨±µ®¤®© ±¨±²¥¬» (10:1) ª ªbqu(t) = � Jt(u)qu(t) � ;£¤¥ Jt(u) = Z t0 '(qu(�); u(�)) d�:



142 ����� 10. ������ ������������ �����������®½²®¬³ ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ° ±¸¨°¥®© ±¨±²¥¬» (10:11) ¨§ ²®·ª¨(0; q0) ¨¬¥¾² ¢¨¤bA(0;q0)(t) = f(Jt(u); qu(t)) j u 2 L1([0; t]; U)g :�®¦¥±²¢® bA(0;q0)(t1) ¥ ¬®¦¥² ¯¥°¥±¥ª ²¼±¿ ± «³·®¬n(y; q1) 2 cM j y < Jt1(~u)o ;±¬. °¨±. 10.1.

q0 q1 qy1 y (y1; q1)0 bA(0;q0)(t1)bq~u(t)
�¨±. 10.1: �° ¥ª²®°¨¿ q~u(t) ®¯²¨¬ «¼ �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ²®·ª (y; q1) 2 bA(0;q0)(t1); y < Jt1(~u):�®£¤  ²° ¥ª²®°¨¿ bqu(t) ° ±¸¨°¥®© ±¨±²¥¬», ¯¥°¥¢®¤¿¹ ¿ (0; q0) ¢ (y; q1):bqu(0) = � 0q0 � ; bqu(t1) = � yq1 � ;¯°®¥¶¨°³¥²±¿ ¢ ²° ¥ª²®°¨¾ qu(t), qu(0) = q0, qu(t1) = q1, ± ¬¥¼¸¨¬ § ·¥-¨¥¬ ´³ª¶¨® «  ª ·¥±²¢ :Jt1(u) = y < Jt1(~u);·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ²° ¥ª²®°¨¨ q~u(t). �ª«¾·¥¨¥ (10:12) ¤®-ª § ®.�² ª, ®¯²¨¬ «¼»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ (²®·¥¥, ¨µ ¯®¤¿²¨¿   ° ±¸¨°¥®¥¯°®±²° ±²¢® ±®±²®¿¨© cM) ¤®«¦» ¯°¨µ®¤¨²¼   £° ¨¶³ ¬®¦¥±²¢  ¤®-±²¨¦¨¬®±²¨ bA(0;q0)(t1). �²®¡»  ©²¨ ®¯²¨¬ «¼»¥ ²° ¥ª²®°¨¨, ¬»  ©¤¥¬



10.3. ������������ �������� ������������ 143²° ¥ª²®°¨¨, ¯°¨µ®¤¿¹¨¥   £° ¨¶³ bA(0;q0)(t1),   § ²¥¬ ¢»¡¥°¥¬ ¨§ ¨µ®¯²¨¬ «¼»¥. �¥°¢»© ¸ £ £®° §¤® ¢ ¦¥¥ ¢²®°®£®, ¯®½²®¬³ °¥¸¥¨¥ § ¤ ·®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿, ¯® ±³¹¥±²¢³, ±¢®¤¨²±¿ ª ¨±±«¥¤®¢ ¨¾ ¤¨ ¬¨ª¨¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨.10.3 �®¬¯ ª²®±²¼ ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨�« £®¤ °¿ ±¢¥¤¥¨¾ § ¤ · ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿ ª ¨±±«¥¤®¢ ¨¾ ¬®-¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨, ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ®¯²¨¬ «¼»µ °¥¸¥¨© ±¢®¤¨²±¿ ªª®¬¯ ª²®±²¨ ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨.� ±«¥¤³¾¹¥¬ ¯°¥¤«®¦¥¨¨ ¤ ¾²±¿ ¤®±² ²®·»¥ ³±«®¢¨¿ ª®¬¯ ª²®±²¨¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ¤«¿ ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬» (10:1): Aq0(t) §  ¢°¥¬¿ t¨ Atq0 §  ¢°¥¬¿ ¥ ¡®«¼¸¥ t.�¥®°¥¬  10.1 (�¨«¨¯¯®¢). �³±²¼ ¯°®±²° ±²¢® ³¯° ¢«¿¾¹¨µ ¯ ° ¬¥²-°®¢ U b Rm ª®¬¯ ª²®. �³±²¼ ±³¹¥±²¢³¥² ª®¬¯ ª² K b M ² ª®©, ·²®fu(q) = 0 ¯°¨ q =2 K, u 2 U . �°¥¤¯®«®¦¨¬ ² ª¦¥, ·²® ¬®¦¥±²¢  ¤®¯³±²¨-¬»µ ±ª®°®±²¥© fU (q) = ffu(q) j u 2 Ug � TqM; q 2M;¢»¯³ª«». �®£¤  ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ Aq0(t) ¨ Atq0 ª®¬¯ ª²» ¤«¿ ¢±¥µq0 2M , t > 0.� ¬¥· ¨¥. �±«®¢¨¥ ¢»¯³ª«®±²¨ ¬®¦¥±²¢  ¤®¯³±²¨¬»µ ±ª®°®±²¥© fU (q)¥±²¥±²¢¥® ¢¢¨¤³ ²¥®°¥¬» 8.2: ¯®²®ª ³° ¢¥¨¿_q = �(t)fu1 (q) + (1� �(t))fu2 (q); 0 6 �(t) 6 1; ¯¯°®ª±¨¬¨°³¥²±¿ ¯®²®ª ¬¨ ±¨±²¥¬ ¢¨¤ _q = fv(q); £¤¥ v(t) 2 fu1(t); u2(t)g:�°¨¢¥¤¥¬ ½±ª¨§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» 10.1.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®-¯¥°¢»µ, § ¬¥²¨¬, ·²® ¢±¥ ¥ ¢²®®¬»¥ ¢¥ª²®°»¥ ¯®-«¿ fu(q) ± ¤®¯³±²¨¬»¬¨ ³¯° ¢«¥¨¿¬¨ u ¨¬¥¾² ª®¬¯ ª²»© ®¡¹¨© ®±¨-²¥«¼, ¯®½²®¬³ ¯®«». � «¥¥, ¢ ³±«®¢¨¿µ ²¥®°¥¬» ±ª®°®±²¨ fu(q), q 2 M ,u 2 U , ° ¢®¬¥°® ®£° ¨·¥», ¯®½²®¬³ ¢±¥ ²° ¥ª²®°¨¨ q(t) ³¯° ¢«¿¥¬®©±¨±²¥¬» (10:1), ¢»µ®¤¿¹¨¥ ¨§ q0, «¨¯¸¨¶¥¢» ± ®¤®© ¨ ²®© ¦¥ ª®±² -²®© �¨¯¸¨¶ . �®½²®¬³ ¬®¦¥±²¢® ¤®¯³±²¨¬»µ ²° ¥ª²®°¨© ¯°¥¤ª®¬¯ ª²®¢ ²®¯®«®£¨¨ ° ¢®¬¥°®© ±µ®¤¨¬®±²¨. (�®¦® ¢«®¦¨²¼ ¬®£®®¡° §¨¥ M ¢¥¢ª«¨¤®¢® ¯°®±²° ±²¢® RN , ²®£¤  ¯°®±²° ±²¢® ¥¯°¥°»¢»µ ª°¨¢»µ q(t) ±«¥¤³¥² ° ¢®¬¥°³¾ ²®¯®«®£¨¾ ¥¯°¥°»¢»µ ®²®¡° ¦¥¨© ¨§ [0; t1] ¢RN .) �¾¡ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ qn(t) ¤®¯³±²¨¬»µ ²° ¥ª²®°¨©:_qn(t) = fun(qn(t)); 0 6 t 6 t1; qn(0) = q0;



144 ����� 10. ������ ������������ ����������±®¤¥°¦¨² ° ¢®¬¥°® ±µ®¤¿¹³¾±¿ ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼, ±®µ° ¨¬ §  ¥©®¡®§ ·¥¨¥ qn(t): qn(�)! q(�) ¢ C[0; t1] ¯°¨ n!1:�®ª ¦¥¬, ·²® q(t) | ¤®¯³±²¨¬ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬» (10:1).� ´¨ª±¨°³¥¬ ¤®±² ²®·® ¬ «®¥ " > 0. �®£¤  ¢ «®ª «¼»µ ª®®°¤¨ ² µ1" (qn(t+ ")� qn(t)) = 1" Z t+"t fun(qn(�)) d�2 conv [�2[t;t+"]fU (qn(�)) � conv [q2Oq(t) (c") fU (q);£¤¥ c | ³¤¢®¥ ¿ ª®±² ²  �¨¯¸¨¶  ¤®¯³±²¨¬»µ ²° ¥ª²®°¨©. �¥°¥µ®¤¿ª ¯°¥¤¥«³ ¯°¨ n!1, ¯®«³· ¥¬1" (q(t+ ")� q(t)) 2 conv [q2Oq(t)(c") fU (q):�¥¯¥°¼ ¯³±²¼ "! 0. �±«¨ t | ²®·ª  ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®±²¨ q(t), ²®_q(t) 2 fU (q)² ª ª ª fU (q) ª®¬¯ ª²®.�²®¡» ¯®ª § ²¼, ·²® q(t) | ¤®¯³±²¨¬ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥-¬» (10:1), ¬» ¤®«¦»  ©²¨ ¨§¬¥°¨¬»© ±¥«¥ª²®° u(t) 2 U , ¯®°®¦¤ ¾¹¨©q(t). �²® ¬®¦® ±¤¥« ²¼, ¨±¯®«¼§³¿ «¥ª±¨ª®£° ´¨·¥±ª¨© ¯®°¿¤®ª   ¬®-¦¥±²¢¥ U = f(u1; : : : ; um)g � Rm .�®¦¥±²¢® Vt = fv 2 U j _q(t) = fv(q(t))g¿¢«¿¥²±¿ ª®¬¯ ª²»¬ ¯®¤¬®¦¥±²¢®¬ U ,   ¯®²®¬³ ¨ Rm . �³¹¥±²¢³¥² ¢¥ª-²®° vmin(t) 2 Vt, ¬¨¨¬ «¼»© ¢ ±¬»±«¥ «¥ª±¨ª®£° ´¨·¥±ª®£® ¯®°¿¤ª . �²®-¡»  ©²¨ vmin(t), ± · «  ¬¨¨¬¨§¨°³¥¬ ¯¥°¢³¾ ª®®°¤¨ ²³   Vt:vmin1 = minf v1 j v = (v1; : : : ; vm) 2 Vt g;§ ²¥¬ ¬¨¨¬¨§¨°³¥¬ ¢²®°³¾ ª®®°¤¨ ²³   ª®¬¯ ª²®¬ ¬®¦¥±²¢¥, ¯®«³-·¥®¬   ¯¥°¢®¬ ¸ £¥:vmin2 = minf v2 j v = (vmin1 ; v2; : : : ; vm) 2 Vt g;¨ ² ª ¤ «¥¥, vminm = minf vm j v = (vmin1 ; : : : ; vminm�1; vm) 2 Vt g:�¯° ¢«¥¨¥ vmin(t) = (vmin1 (t); : : : ; vminm (t)) ¨§¬¥°¨¬®, ¯®½²®¬³ q(t) ¥±²¼ ¤®-¯³±²¨¬ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ ±¨±²¥¬» (10:1), ¯®°®¦¤¥¿ ½²¨¬ ³¯° ¢«¥¨¥¬.�» ¤®ª § «¨ ª®¬¯ ª²®±²¼ ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ Aq0(t). �®¬¯ ª²-®±²¼ Atq0 ¤®ª §»¢ ¥²±¿   «®£¨·»¬ ° ±±³¦¤¥¨¥¬.



10.4. ������ �������������� 145� ¬¥· ¨¥. �±«®¢¨¥ ®¡¹¥£® ª®¬¯ ª²®£® ®±¨²¥«¿ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© ¢ ¯° -¢®© · ±²¨ ±³¹¥±²¢¥® ¢ ²¥®°¥¬¥ �¨«¨¯¯®¢  ¤«¿ ®¡¥±¯¥·¥¨¿ ° ¢®¬¥°®©®£° ¨·¥®±²¨ ±ª®°®±²¥© ¨ ¯®«®²» ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©. �  ¬®£®®¡° §¨¨¤®±² ²®·»¥ ³±«®¢¨¿ ¯®«®²» ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ ¥¢®§¬®¦® ¤ ²¼ ¢ ²¥°¬¨- µ ®£° ¨·¥®±²¨ ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ ¨ ¥£® ¯°®¨§¢®¤»µ: ¤ ¦¥ ¯®±²®¿®¥¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ ¥¯®«® ¢ ®£° ¨·¥®© ®¡« ±²¨ ¢ Rn . �¤ ª® ¢® ¬®£¨µ±«³· ¿µ ª®¬¯ ª²®±²¼ ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ¬®¦® ¤®ª § ²¼ ¨ ¡¥§ ¯°¥¤-¯®«®¦¥¨¿ ª®¬¯ ª²®£® ®¡¹¥£® ®±¨²¥«¿. �±«¨ ¨¬¥¾²±¿  ¯°¨®°»¥ ®¶¥ª¨°¥¸¥¨© ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬», ¬®¦® ³¬®¦¨²¼ ¯° ¢³¾ · ±²¼   ´³ª-¶¨¾ ±°¥§ª¨ ¨ ¯®«³·¨²¼ ±¨±²¥¬³ ± ¢¥ª²®°»¬¨ ¯®«¿¬¨, ¨¬¥¾¹¨¬¨ ®¡¹¨©ª®¬¯ ª²»© ®±¨²¥«¼. � ®¢®© ±¨±²¥¬¥ ²¥®°¥¬  �¨«¨¯¯®¢  ³¦¥ ¯°¨¬¥¨¬ .�® ¨±µ®¤ ¿ ¨ ®¢ ¿ ±¨±²¥¬» ¨¬¥¾² ®¤¨ ¨ ²¥ ¦¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ¢ ° ±±¬ ²°¨-¢ ¥¬®© ®¡« ±²¨, ¯®½²®¬³ ¨±µ®¤ ¿ ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² ª®¬¯ ª²»¥ ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨.�«¿ ±¨±²¥¬   M = Rn ¨¬¥¥²±¿ µ®°®¸® ¨§¢¥±²®¥ ¤®±² ²®·®¥ ³±«®¢¨¥¯®«®²» ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©: ¥±«¨ ¯° ¢ ¿ · ±²¼ ° ±²¥²   ¡¥±ª®¥·®±²¨ ¥¡»±²°¥¥ «¨¥©®£® ¯®«¿, ².¥.jfu(x)j 6 C(1 + jxj); x 2 Rn ; u 2 U; (10.13)¤«¿ ¥ª®²®°®© ª®±² ²» C, ²® ¥ ¢²®®¬»¥ ¯®«¿ fu(x) ¯®«» (§¤¥±¼ jxj =px21 + � � �+ x2n | ®°¬  ²®·ª¨ x = (x1; : : : ; xn) 2 Rn ).�²® ³±«®¢¨¥ ¤ ¥² ¨  ¯°¨®°³¾ ®¶¥ª³ °¥¸¥¨©: «¾¡®¥ °¥¸¥¨¥ x(t)³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬» _x = fu(x); x 2 Rn ; u 2 U; (10.14)± ¯° ¢®© · ±²¼¾, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© ¥° ¢¥±²¢³ (10:13), ¤®¯³±ª ¥² ®¶¥ª³jx(t)j 6 e2Ct (jx(0)j+ 1) ; t > 0:�®½²®¬³ ²¥®°¥¬  �¨«¨¯¯®¢  ¨ ¯°¥¤¸¥±²¢³¾¹¥¥ § ¬¥· ¨¥ ¤ ¾² ±«¥-¤³¾¹¥¥ ¤®±² ²®·®¥ ³±«®¢¨¥ ª®¬¯ ª²®±²¨ ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ¤«¿±¨±²¥¬ ¢ Rn .�«¥¤±²¢¨¥ 10.1. �³±²¼ ±¨±²¥¬  (10:14) ¨¬¥¥² ª®¬¯ ª²®¥ ¯°®±²° ±²¢®³¯° ¢«¿¾¹¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢ U b Rm ¨ ¢»¯³ª«»¥ ¬®¦¥±²¢  ±ª®°®±²¥© fU (x),x 2 Rn . �°¥¤¯®«®¦¨¬ ² ª¦¥, ·²® ¯° ¢ ¿ · ±²¼ ±¨±²¥¬» ³¤®¢«¥²¢®°¿¥²®¶¥ª¥ ¢¨¤  (10:13). �®£¤  ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ Ax0(t) ¨ Atx0 ª®¬-¯ ª²» ¤«¿ «¾¡»µ x0 2 Rn , t > 0.10.4 � ¤ ·  ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿�»¡¥°¥¬ ¯ °³ ²®·¥ª q0 2 M ¨ q1 2 Aq0 . �¥«¼ § ¤ ·¨ ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿ | ¢²®¬, ·²®¡» ¯®¯ ±²¼ ¨§ ²®·ª¨ q0 ¢ ²®·ª³ q1 ¢¤®«¼ ²° ¥ª²®°¨© ³¯° ¢«¿¥¬®©±¨±²¥¬» (10:1)  ¨±ª®°¥©¸¨¬ ®¡° §®¬:minu ft1 j qu(t1) = q1g: (10.15)



146 ����� 10. ������ ������������ �����������® ¥±²¼ ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ § ¤ ·³ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿, ®¯¨± ³¾ ¢° §¤¥«¥ 10.1 ± ¨²¥£° ²®¬ '(q; u) � 1 ¨ ±¢®¡®¤»¬ ª®¥·»¬ ¢°¥¬¥¥¬ t1.�¥¤³¶¨°³¿ ½²³ § ¤ ·³ ª ¨±±«¥¤®¢ ¨¾ ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ¨ ¯°¨-¬¥¿¿ ²¥®°¥¬³ �¨«¨¯¯®¢ , ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹¨© °¥§³«¼² ².�«¥¤±²¢¨¥ 10.2. � ³±«®¢¨¿µ ²¥®°¥¬» 10:1, § ¤ ·  ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿ (10:1),(10:15) ¨¬¥¥² °¥¸¥¨¥ ¤«¿ «¾¡»µ ²®·¥ª q0 2M , q1 2 Aq0 .10.5 �¥« ª± ¶¨¨� ±±¬®²°¨¬ ³¯° ¢«¿¥¬³¾ ±¨±²¥¬³ (10:1) ± ª®¬¯ ª²»¬ ¬®¦¥±²¢®¬ ³¯° ¢-«¿¾¹¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢ U . �³¹¥±²¢³¥² ±² ¤ °² ¿ ¯°®¶¥¤³°  °¥« ª± ¶¨¨³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬» (10:1), ° ±¸¨°¿¾¹ ¿ ¬®¦¥±²¢® ±ª®°®±²¥© fU (q) ½²®©±¨±²¥¬» ¤® ¥£® ¢»¯³ª«®© ®¡®«®·ª¨ conv fU (q).� ¯®¬¨¬, ·²® ¢»¯³ª« ¿ ®¡®«®·ª  convS ¯®¤¬®¦¥±²¢  S «¨¥©®£®¯°®±²° ±²¢  | ½²®  ¨¬¥¼¸¥¥ ¢»¯³ª«®¥ ¬®¦¥±²¢®, ±®¤¥°¦ ¹¥¥ S. �®-±²°³ª²¨¢®¥ ®¯¨± ¨¥ ¢»¯³ª«®© ®¡®«®·ª¨ ¤ ¥²±¿ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ª« ±±¨·¥±-ª®¬ ³²¢¥°¦¤¥¨¨: «¾¡ ¿ ²®·ª  ¢»¯³ª«®© ®¡®«®·ª¨ ¬®¦¥±²¢  S ¢ n-¬¥°®¬«¨¥©®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¥±²¼ ¢»¯³ª« ¿ ª®¬¡¨ ¶¨¿ ¥ª®²®°®£®  ¡®°  ¨§n+ 1 ²®·ª¨ ¢ S.�¥¬¬  10.1 (� ° ²¥®¤®°¨). �«¿ «¾¡®£® ¯®¤¬®¦¥±²¢  S � Rn , ¥£® ¢»-¯³ª« ¿ ®¡®«®·ª  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥  ¢ ¢¨¤¥convS = ( nXi=0 �ixi j xi 2 S; �i > 0; nXi=0 �i = 1) :�®ª § ²¥«¼±²¢® ½²®© «¥¬¬» ¯°¨¢¥¤¥®,  ¯°¨¬¥°, ¢ [144].�¥« ª± ¶¨¿ (®±« ¡«¥¨¥) ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬» (10:1) ±²°®¨²±¿ ±«¥¤³¾-¹¨¬ ®¡° §®¬. �³±²¼ n = dimM ¥±²¼ ° §¬¥°®±²¼ ¯°®±²° ±²¢  ±®±²®¿¨©.�®¦¥±²¢® ³¯° ¢«¿¾¹¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢ ®¢®© ±¨±²¥¬» ¨¬¥¥² ¢¨¤V = �n � U � � � � � U| {z }n+1 ° § ;£¤¥ �n = ((�0; : : : ; �n) j �i > 0; nXi=0 �i = 1) � Rn+1¥±²¼ ±² ¤ °²»© n-¬¥°»© ±¨¬¯«¥ª±. �® ¥±²¼ ®¢»© ³¯° ¢«¿¾¹¨© ¯ ° -¬¥²° ¨¬¥¥² ¢¨¤v = (�; u0; : : : ; un) 2 V; � = (�0; : : : ; �n) 2 �n; ui 2 U:�±«¨ U ª®¬¯ ª²®, ²® V ² ª¦¥ ª®¬¯ ª²®.�±« ¡«¥ ¿ ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² ¢¨¤_q = gv(q) = nXi=0 �ifui(q); v = (�; u0; : : : ; un) 2 V; q 2M: (10.16)



10.5. ���������� 147�® «¥¬¬¥ � ° ²¥®¤®°¨, ¬®¦¥±²¢® ±ª®°®±²¥© gV (q) ±¨±²¥¬» (10:16) ¢»¯³ª-«®, ¡®«¥¥ ²®£®, gV (q) = conv fU (q):�±«¨ ¢±¥ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ (10:16) ¨¬¥¾² ®¡¹¨© ª®¬¯ ª²»©®±¨²¥«¼, ¨§ ²¥®°¥¬» �¨«¨¯¯®¢  ±«¥¤³¥² ª®¬¯ ª²®±²¼ ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨-¬®±²¨ ®±« ¡«¥®© ±¨±²¥¬». �® ²¥®°¥¬¥ 8.2, «¾¡³¾ ²° ¥ª²®°¨¾ ®±« ¡«¥-®© ±¨±²¥¬» (10:16) ¬®¦® ° ¢®¬¥°® ¯°¨¡«¨§¨²¼ ±¥¬¥©±²¢ ¬¨ ²° ¥ª²®-°¨© ¨±µ®¤®© ±¨±²¥¬» (10:1). �®½²®¬³ ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ®±« ¡«¥-®© ±¨±²¥¬» ±®¢¯ ¤ ¾² ± § ¬»ª ¨¿¬¨ ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ¨±µ®¤®©±¨±²¥¬».



148 ����� 10. ������ ������������ ����������



�« ¢  11�¨´´¥°¥¶¨ «¼»¥ ´®°¬»¨ ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª ¿£¥®¬¥²°¨¿�¥®¡µ®¤¨¬®¥ ³±«®¢¨¥ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ¤«¿ § ¤ · ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿  £« ¤ª¨µ ¬®£®®¡° §¨¿µ | �°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬  �®²°¿£¨ , ±¬. £« ¢³ 12 |´®°¬³«¨°³¥²±¿ ¢ ²¥°¬¨ µ ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª®© £¥®¬¥²°¨¨. � ½²®© £« ¢¥ ¬»¯°¨¢®¤¨¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¨ ¥®¡µ®¤¨¬»¥  ¬ ´ ª²». �¥°¥¤½²¨¬ ¬»  ¯®¬¨¬ ¥ª®²®°»¥  · «¼»¥ ±¢¥¤¥¨¿ ® ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ´®°¬ µ   ¬®£®®¡° §¨¿µ. �¥«¼ ½²®© £« ¢» | ¢ ²®¬, ·²®¡» ° §º¿±¨²¼®±®¢»¥ ¯®¿²¨¿,   ¥ ±¨±²¥¬ ²¨·¥±ª¨ ¨§«®¦¨²¼ ¢¥±¼ ¬ ²¥°¨ «, ¨ ®  ¥¬®¦¥² § ¬¥¨²¼ ±² ¤ °²»© ³·¥¡¨ª. � ª ·¥±²¢¥ ² ª¨µ ³·¥¡¨ª®¢ ¬»¬®¦¥¬ °¥ª®¬¥¤®¢ ²¼,  ¯°¨¬¥°, [147], [136], [138].11.1 �¨´´¥°¥¶¨ «¼»¥ 1-´®°¬»11.1.1 �¨¥©»¥ ´®°¬»�³±²¼ E | ¢¥¹¥±²¢¥®¥ «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢® ª®¥·®© ° §¬¥°®±²¨ n.�®¦¥±²¢® «¨¥©»µ ´®°¬   E, ².¥. «¨¥©»µ ®²®¡° ¦¥¨© � : E ! R,¨¬¥¥² ¥±²¥±²¢¥³¾ ±²°³ª²³°³ «¨¥©®£® ¯°®±²° ±²¢ , ª®²®°®¥  §»¢ ¥²-±¿ ±®¯°¿¦¥»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ ª E ¨ ®¡®§ · ¥²±¿ ·¥°¥§ E�. �±«¨ ¢¥ª²®°»e1; : : : ; en ®¡° §³¾² ¡ §¨± E, ²® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ¤¢®©±²¢¥»© ¡ §¨± E�®¡° §®¢  ª®¢¥ª²®° ¬¨ e�1; : : : ; e�n ² ª¨¬¨, ·²®he�i ; eji = �ij ; i; j = 1; : : : n(¬» ¨±¯®«¼§³¥¬ ³£«®¢»¥ ±ª®¡ª¨ ¤«¿ § ¯¨±¨ § ·¥¨¿ «¨¥©®© ´®°¬» � 2E�   ¢¥ª²®°¥ v 2 E: h�; vi = �(v)). �®½²®¬³ ±®¯°¿¦¥®¥ ¯°®±²° ±²¢®149



150 ����� 11. ���������������� �����¨¬¥¥² ²³ ¦¥ ° §¬¥°®±²¼, ·²® ¨ ¨±µ®¤®¥:dimE� = n = dimE:11.1.2 �®ª ± ²¥«¼®¥ ° ±±«®¥¨¥�³±²¼ M | £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥,   TqM | ¥£® ª ± ²¥«¼®¥ ¯°®±²° ±²¢®¢ ²®·ª¥ q 2 M . �°®±²° ±²¢® «¨¥©»µ ´®°¬   TqM , ².¥. ±®¯°¿¦¥®¥¯°®±²° ±²¢® (TqM)� ª TqM ,  §»¢ ¥²±¿ ª®ª ± ²¥«¼»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬¬®£®®¡° §¨¿ M ¢ ²®·ª¥ q ¨ ®¡®§ · ¥²±¿ ·¥°¥§ T �qM . �¡º¥¤¨¥¨¥ ¢±¥µª®ª ± ²¥«¼»µ ¯°®±²° ±²¢  §»¢ ¥²±¿ ª®ª ± ²¥«¼»¬ ° ±±«®¥¨¥¬ M :T �M def= [q2M T �qM(ª®ª ± ²¥«¼»¥ ¯°®±²° ±²¢  ¢ ° §»µ ²®·ª µ ¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿). �®¦¥±-²¢® T �M ¨¬¥¥² ¥±²¥±²¢¥³¾ ±²°³ª²³°³ £« ¤ª®£® ¬®£®®¡° §¨¿ ° §¬¥°-®±²¨ 2n, £¤¥ n = dimM . �®ª «¼»¥ ª®®°¤¨ ²»   T �M ¯®«³· ¾²±¿ ¨§«®ª «¼»µ ª®®°¤¨ ²   M .�³±¼ O �M | ª®®°¤¨ ² ¿ ®ª°¥±²®±²¼,  � : O ! Rn ; �(q) = (x1(q); : : : ; xn(q));¥±²¼ «®ª «¼ ¿ ±¨±²¥¬  ª®®°¤¨ ². �¨´´¥°¥¶¨ «» ª®®°¤¨ ²»µ ´³ª¶¨©dxijq 2 T �qM; i = 1; : : : ; n; q 2 O;®¡° §³¾² ¡ §¨± ¢ ª®ª ± ²¥«¼®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ T �qM . �¢®©±²¢¥»© ¡ §¨± ¢ª ± ²¥«¼®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ TqM ®¡° §®¢  ¢¥ª²®° ¬¨@@ xi ����q 2 TqM; i = 1; : : : ; n; q 2 O;�dxi; @@ xj � � �ij ; i; j = 1; : : : ; n:�¾¡³¾ «¨¥©³¾ ´®°¬³ � 2 T �qM ¬®¦® ° §«®¦¨²¼ ¯® ¡ §¨±»¬ ´®°-¬ ¬: � = nXi=1 �i dxi:�®½²®¬³ «¾¡®© ª®¢¥ª²®° � 2 T �M µ ° ª²¥°¨§³¥²±¿ n ª®®°¤¨ ² ¬¨(x1; : : : ; xn) ²®·ª¨ q 2 M , £¤¥ ¯°¨«®¦¥ ª®¢¥ª²®° �, ¨ n ª®®°¤¨ ² ¬¨(�1; : : : ; �n) «¨¥©®© ´®°¬» � ¢ ¡ §¨±¥ dx1; : : : ; dxn. �²®¡° ¦¥¨¿ ¢¨¤ � 7! (�1; : : : ; �n; x1; : : : ; xn)§ ¤ ¾² «®ª «¼»¥ ª®®°¤¨ ²» ¢ ª®ª ± ²¥«¼®¬ ° ±±«®¥¨¨. �®½²®¬³ T �M¥±²¼ 2n-¬¥°®¥ ¬®£®®¡° §¨¥. �®®°¤¨ ²» ¢¨¤  (�; x)  §»¢ ¾²±¿ ª ®¨-·¥±ª¨¬¨ ª®®°¤¨ ² ¬¨   T �M .



11.2. ���������������� K-����� 151�±«¨ F : M ! N ¥±²¼ £« ¤ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¬¥¦¤³ £« ¤ª¨¬¨ ¬®£®®¡°- §¨¿¬¨, ²® ¤¨´´¥°¥¶¨ « F� : TqM ! TF (q)N¨¬¥¥² ±®¯°¿¦¥®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥F � def= (F�)� : T �F (q)N ! T �qMª®²®°®¥ § ¤ ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:F �� = � � F�; � 2 T �F (q)N;hF ��; vi = h�; F�vi; v 2 TqM:�¥ª²®° v 2 TqM ¯¥°¥®±¨²±¿ ¢¯¥°¥¤ ¤¨´´¥°¥¶¨ «®¬ F� ¢ ¢¥ª²®° F�v 2TF (q)N ,   ª®¢¥ª²®° � 2 T �F (q)N ¯¥°¥®±¨²±¿  § ¤ ¢ ª®¢¥ª²®° F �� 2 T �qM .�®½²®¬³ £« ¤ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ F : M ! N ¬¥¦¤³ ¬®£®®¡° §¨¿¬¨ ¯®°®¦-¤ ¥² £« ¤ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ F � : T �N ! T �M ¬¥¦¤³ ¨µ ª®ª ± ²¥«¼»¬¨° ±±«®¥¨¿¬¨.11.1.3 �¨´´¥°¥¶¨ «¼»¥ 1-´®°¬»�¨´´¥°¥¶¨ «¼ ¿ 1-´®°¬    M ¥±²¼ £« ¤ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥q 7! !q 2 T �qM; q 2M;².¥. ±¥¬¥©±²¢® ! = f!qg «¨¥©»µ ´®°¬   ª ± ²¥«¼»µ ¯°®±²° ±²¢ µTqM , £« ¤ª® § ¢¨±¿¹¥¥ ®² ²®·ª¨ q 2M . �®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ1-´®°¬   M ¨¬¥¥² ¥±²¥±²¢¥³¾ ±²°³ª²³°³ ¡¥±ª®¥·®¬¥°®£® «¨¥©®£®¯°®±²° ±²¢ , ª®²®°®¥ ®¡®§ · ¥²±¿ ·¥°¥§ �1M .�®¤®¡® ²®¬³, ª ª «¨¥©»¥ ´®°¬»   «¨¥©®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¿¢«¿¾²±¿¤¢®©±²¢¥»¬¨ ®¡º¥ª² ¬¨ ª ¢¥ª²®° ¬ ½²®£® ¯°®±²° ±²¢ , ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼-»¥ ´®°¬»   ¬®£®®¡° §¨¨ | ¤¢®©±²¢¥»¥ ®¡º¥ª²» ª £« ¤ª¨¬ ª°¨¢»¬  ¬®£®®¡° §¨¨. �¯ °¨¢ ¨¥ § ¤ ¥²±¿ ¨²¥£° «®¬ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®© 1-´®°¬» ! 2 �1M ¯® ®°¨¥²¨°®¢ ®© £« ¤ª®© ª°¨¢®©  : [t0; t1] ! M ,ª®²®°»© ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:Z ! def= Z t1t0 h!(t); _(t)i dt:�²¥£° « 1-´®°¬» ¯® ª°¨¢®© ¥ § ¢¨±¨² ®² ±®µ° ¿¾¹¨µ ®°¨¥² ¶¨¾£« ¤ª¨µ ¯¥°¥¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨© ª°¨¢®© ¨ ¬¥¿¥² § ª ¯°¨ § ¬¥¥ ®°¨¥² ¶¨¨.11.2 �¨´´¥°¥¶¨ «¼»¥ k-´®°¬»�¨´´¥°¥¶¨ «¼ ¿ k-´®°¬    M | ½²® ®¡º¥ª², ª®²®°»© ¤®«¦¥ ¨²¥£-°¨°®¢ ²¼±¿ ¯® k-¬¥°»¬ ¯®¢¥°µ®±²¿¬ ¢ M . �´¨¨²¥§¨¬ «¼® k-¬¥° ¿



152 ����� 11. ���������������� �����¯®¢¥°µ®±²¼ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ±¢®¨¬ ª ± ²¥«¼»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬, ².¥. ¥ª®-²®°»¬ k-¬¥°»¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®¬ ¢ TqM . � ª¨¬ ®¡° §®¬,  ¬ ³¦¥ ®¡º-¥ª², ¤¢®©±²¢¥»© ª® ¬®¦¥±²¢³ k-¬¥°»µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ «¨¥©®£® ¯°®-±²° ±²¢ . � ´¨ª±¨°³¥¬ «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢® E. �¾¡®¥ k-¬¥°®¥ ¯®¤¯°®-±²° ±²¢® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±¢®¨¬ ¡ §¨±®¬ v1; : : : ; vk 2 E. �¢®©±²¢¥»¥ ®¡º¥ª-²» ¤®«¦» § ¤ ¢ ²¼±¿ ®²®¡° ¦¥¨¿¬¨(v1; : : : ; vk) 7! !(v1; : : : ; vk) 2 R² ª¨¬¨, ·²® !(v1; : : : ; vk) § ¢¨±¨² ²®«¼ª® ®² «¨¥©®© ®¡®«®·ª¨ ¢¥ª²®°®¢spanfv1; : : : ; vkg ¨ ®°¨¥²¨°®¢ ®£® ®¡º¥¬  k-¬¥°®£® ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤ , ¯®-°®¦¤¥®£® ¢¥ª²®° ¬¨ v1; : : : ; vk. �®«¥¥ ²®£®, ½²  § ¢¨±¨¬®±²¼ ¤®«¦  ¡»²¼«¨¥©®©. � ¯®¬¨¬, ·²® ®²®¸¥¨¥ ®¡º¥¬®¢ ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤®¢, ¯®°®¦¤¥-»µ ¢¥ª²®° ¬¨ wi =Pkj=1 �ijvj , i = 1; : : : ; k, ¨ ¢¥ª²®° ¬¨ v1; : : : ; vk, ° ¢®det(�ij)ki;j=1, ¨ ·²® ®¯°¥¤¥«¨²¥«¼ ¬ ²°¨¶» ¯®°¿¤ª  k ¥±²¼ ¯®«¨«¨¥© ¿ ª®-±®±¨¬¬¥²°¨·¥±ª ¿ ´®°¬  ®² ±²®«¡¶®¢ ¬ ²°¨¶». �®½²®¬³ ±«¥¤³¾¹¥¥ ®¯°¥-¤¥«¥¨¥ ¤¢®©±²¢¥»µ ®¡º¥ª²®¢ ¢¯®«¥ ¥±²¥±²¢¥®.11.2.1 �¥¸¨¥ k-´®°¬»�³±²¼E|ª®¥·®¬¥°®¥ ¢¥¹¥±²¢¥®¥ «¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢®, dimE = n,¨ ¯³±²¼ k 2 N. �¥¸¥© k-´®°¬®©   E  §»¢ ¥²±¿ ®²®¡° ¦¥¨¥! : E � � � � �E| {z }k ° § ! R;¯®«¨«¨¥©®¥:!(v1; : : : ; �1v1i + �2v2i ; : : : ; vk)= �1!(v1; : : : ; v1i ; : : : ; vk) + �2!(v1; : : : ; v2i ; : : : ; vk); �1; �2 2 R;¨ ª®±®±¨¬¬¥²°¨·¥±ª®¥:!(v1; : : : ; vi; : : : ; vj ; : : : ; vk) = �!(v1; : : : ; vj ; : : : ; vi; : : : ; vk); i; j = 1; : : : ; k:�®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¢¥¸¨µ k-´®°¬   E ®¡®§ · ¥²±¿ ·¥°¥§ �kE. � ±¨«³ ª®-±®±¨¬¬¥²°¨·®±²¨, «¾¡ ¿ ¢¥¸¿¿ ´®°¬  ±²¥¯¥¨ k > n ° ¢  ³«¾, ².¥.�kE = f0g ¯°¨ k > n.�¥¸¨¥ ´®°¬» ¬®¦® ³¬®¦ ²¼   ¢¥¹¥±²¢¥»¥ ·¨±« ,   ¢¥¸¨¥´®°¬» ®¤®© ±²¥¯¥¨ k ¬®¦® ±ª« ¤»¢ ²¼ ¬¥¦¤³ ±®¡®©, ¯®½²®¬³ ¢±¥ �kE±³²¼ «¨¥©»¥ ¯°®±²° ±²¢ . �» ±¬®¦¥¬ ¯®±²°®¨²¼ ¡ §¨± �kE ¯®±«¥ ²®£®,ª ª ° ±±¬®²°¨¬ ¥¹¥ ®¤³ ®¯¥° ¶¨¾ ¬¥¦¤³ ¢¥¸¨¬¨ ´®°¬ ¬¨ | ¢¥¸¥¥¯°®¨§¢¥¤¥¨¥. �¥¸¥¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¢³µ ´®°¬ !1 2 �k1E, !2 2 �k2E ¥±²¼¢¥¸¿¿ ´®°¬  !1 ^ !2 ±²¥¯¥¨ k1 + k2.�«¿ «¨¥©»µ 1-´®°¬ !1; !2 2 �1E ¨¬¥¥²±¿ ¥±²¥±²¢¥®¥ (²¥§®°®¥)¯°®¨§¢¥¤¥¨¥:!1 
 !2 : (v1; v2) 7! !1(v1)!2(v2); v1; v2 2 E;



11.2. ���������������� K-����� 153¢ °¥§³«¼² ²¥ ª®²®°®£® ¯®«³· ¥²±¿ ¡¨«¨¥© ¿, ® ¥ ª®±®±¨¬¬¥²°¨· ¿ ´®°-¬ . �¥¸¥¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¥±²¼  ²¨±¨¬¬¥²°¨§ ¶¨¿ ²¥§®°®£®:!1 ^ !2 : (v1; v2) 7! !1(v1)!2(v2)� !1(v2)!2(v1); v1; v2 2 E:� «®£¨·®, ²¥§®°®¥ ¨ ¢¥¸¥¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ´®°¬ !1 2 �k1E ¨ !2 2�k2E | ½²® ±«¥¤³¾¹¨¥ ´®°¬» ±²¥¯¥¨ k1 + k2:!1 
 !2 : (v1; : : : ; vk1+k2) 7! !1(v1; : : : ; vk1)!2(vk1+1; : : : ; vk1+k2);!1 ^ !2 : (v1; : : : ; vk1+k2) 7!1k1! k2!X� (�1)�(�)!1(v�(1); : : : ; v�(k1))!2(v�(k1+1); : : : ; v�(k1+k2)); (11.1)£¤¥ ±³¬¬  ¡¥°¥²±¿ ¯® ¢±¥¬ ¯¥°¥±² ®¢ª ¬ � ¯®°¿¤ª  k1 + k2,   �(�) | ·¥²-®±²¼ ¯¥°¥±² ®¢ª¨ �. �®¦¨²¥«¼ 1k1! k2! ¢¢®¤¨²±¿ ¤«¿ ®°¬¨°®¢ª¨ ±³¬¬»¢ (11:1), ² ª ª ª ®  ±®¤¥°¦¨² k1! k2! ®¤¨ ª®¢»µ ±« £ ¥¬»µ:  ¯°¨¬¥°, ¥±-«¨ ¯¥°¥±² ®¢ª  � ¥ ¯¥°¥¬¥¸¨¢ ¥² ¯¥°¢»¥ k1 ¨ ¯®±«¥¤¨¥ k2  °£³¬¥² , ²®¢±¥ ·«¥» ¢¨¤ (�1)�(�)!1(v�(1); : : : ; v�(k1))!2(v�(k1+1); : : : ; v�(k1+k2))° ¢» !1(v1; : : : ; vk1)!2(vk1+1; : : : ; vk1+k2):�²® ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥²  ±±®¶¨ ²¨¢®±²¼ ¢¥¸¥£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿:!1 ^ (!2 ^ !3) = (!1 ^ !2) ^ !3; !i 2 �kiE;�®«¥¥ ²®£®, ¢¥¸¥¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ª®±®ª®¬¬³² ²¨¢®:!2 ^ !1 = (�1)k1k2!1 ^ !2; !i 2 �kiE:�³±²¼ e1; : : : ; en | ¡ §¨± ¯°®±²° ±²¢  E,   e�1; : : : ; e�n | ±®®²¢¥²±²¢³¾-¹¨© ¤¢®©±²¢¥»© ¡ §¨± E�. �±«¨ 1 6 k 6 n, ²® ±«¥¤³¾¹¨¥ Ckn ½«¥¬¥²®¢®¡° §³¾² ¡ §¨± ¯°®±²° ±²¢  �kE:e�i1 ^ : : : ^ e�ik ; 1 6 i1 < i2 < � � � < ik 6 n:�§ ° ¢¥±²¢(e�i1 ^ : : : ^ e�ik)(ei1 ; : : : ; eik) = 1;(e�i1 ^ : : : ^ e�ik)(ej1 ; : : : ; ejk) = 0; ¥±«¨ (i1; : : : ; ik) 6= (j1; : : : ; jk)¯°¨ 1 6 i1 < i2 < � � � < ik 6 n ±«¥¤³¥², ·²® «¾¡ ¿ k-´®°¬  ! 2 �kE¥¤¨±²¢¥»¬ ®¡° §®¬ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥! = X16i1<i2<���<ik6n!i1:::ike�i1 ^ : : : ^ e�ik ;£¤¥ !i1:::ik = !(ei1 ; : : : ; eik ):



154 ����� 11. ���������������� ������¯° ¦¥¨¥ 11.1. �®ª ¦¨²¥, ·²® ¤«¿ «¾¡»µ 1-´®°¬ !1; : : : !p 2 �1E ¨«¾¡»µ ¢¥ª²®°®¢ v1; : : : ; vp 2 E ¢»¯®«¿¥²±¿ ° ¢¥±²¢®(!1 ^ : : : ^ !p)(v1; : : : ; vp) = det (h!i; vji)pi;j=1 : (11.2)� ¬¥²¨¬, ·²® ¯°®±²° ±²¢® n-´®°¬   n-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ E ®¤®-¬¥°®. �¾¡ ¿ ¥³«¥¢ ¿ n-´®°¬    E ¿¢«¿¥²±¿ ´®°¬®© ®¡º¥¬ . � ¯°¨¬¥°,§ ·¥¨¥ ±² ¤ °²®© ´®°¬» ®¡º¥¬  e�1 ^ : : : ^ e�n    ¡®°¥ ¨§ n ¢¥ª²®°®¢(v1; : : : ; vn) ° ¢®(e�1 ^ : : : ^ e�n)(v1; : : : ; vn) = det (he�i ; vji)ni;j=1 ;®°¨¥²¨°®¢ »© ®¡º¥¬ ¯ ° ««¥«¥¯¨¯¥¤ , ¯®°®¦¤¥®£® ¢¥ª²®° ¬¨ v1, : : : ,vn.11.2.2 �¨´´¥°¥¶¨ «¼»¥ k-´®°¬»�¨´´¥°¥¶¨ «¼ ¿ k-´®°¬    M ¥±²¼ ®²®¡° ¦¥¨¥! : q 7! !q 2 �kTqM; q 2M;£« ¤ª®¥ ¯® q 2M . �®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ k-´®°¬  M ®¡®§ -· ¥²±¿ ·¥°¥§ �kM . �±²¥±²¢¥® £« ¤ª¨¥ ´³ª¶¨¨  M ±·¨² ²¼ 0-´®°¬ ¬¨,¯®½²®¬³ �0M = C1(M).� «®ª «¼»µ ª®®°¤¨ ² µ (x1; : : : ; xn)   ®¡« ±²¨ O � M «¾¡ ¿ ¤¨´-´¥°¥¶¨ «¼ ¿ k-´®°¬  ! 2 �kM ¥¤¨±²¢¥»¬ ®¡° §®¬ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¢¢¨¤¥:!x = Xi1<���<ik ai1:::ik (x)dxi1 ^ : : : ^ dxik ; x 2 O; ai1:::ik 2 C1(O): (11.3)�¾¡®¥ £« ¤ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥F : M ! N¯®°®¦¤ ¥² ¯¥°¥®± ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ´®°¬bF : �kN ! �kM±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: ¤«¿ «¾¡®© ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®© k-´®°¬» ! 2 �kN , k-´®°¬  bF! 2 �kM ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª( bF!)q(v1; : : : ; vk) = !F (q)(F�v1; : : : ; F�vk); q 2M; vi 2 TqM:�«¿ 0-´®°¬ ¯¥°¥®± ¥±²¼ ¯°®±²® § ¬¥  ¯¥°¥¬¥»µ:bFa(q) = a � F (q); a 2 C1(M); q 2M:�²®¡° ¦¥¨¥ bF «¨¥©® ®²®±¨²¥«¼® ´®°¬ ¨ ±®µ° ¿¥² ¢¥¸¥¥ ¯°®¨§¢¥-¤¥¨¥: bF (!1 ^ !2) = bF!1 ^ bF!2:



11.2. ���������������� K-����� 155�¯° ¦¥¨¥ 11.2. �®ª ¦¨²¥ ¯° ¢¨«® ª®¬¯®§¨¶¨¨ ¤«¿ ¯¥°¥®±  ¤¨´´¥-°¥¶¨ «¼»µ ´®°¬: \F2 � F1 = bF1 � bF2; (11.4)£¤¥ F1 : M1 !M2 ¨ F2 : M2 !M3 | £« ¤ª¨¥ ®²®¡° ¦¥¨¿.�²¬¥²¨¬, ·²® ¢ ®¯¥° ²®°»µ ®¡®§ ·¥¨¿µ (ª®£¤  ²®·ª¨ ¯¨¸³²±¿ ±«¥¢ ®² ®²®¡° ¦¥¨© ª ª q � F ) ª°»¸ª  b ¥ ¨§¬¥¿¥² ¯®°¿¤ª  ®²®¡° ¦¥¨©F1, F2 ¢ ª®¬¯®§¨¶¨¨, ¢ ®²«¨·¨¥ ®² ª« ±±¨·¥±ª®£® ®¡®§ ·¥¨¿ F (q).�¥¯¥°¼ ¬» ¬®¦¥¬ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¨²¥£° « k-´®°¬» ¯® ®°¨¥²¨°®¢ ®©k-¬¥°®© ¯®¢¥°µ®±²¨. �³±²¼ � � Rk ¥±²¼ k-¬¥° ¿ ®²ª°»² ¿ ®°¨¥²¨°®-¢  ¿ ®¡« ±²¼ ¨ � : �! �(�) �M¥±²¼ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬. �®£¤  ¨²¥£° « k-´®°¬» ! 2 �kM ¯® k-¬¥°®© ®°¨-¥²¨°®¢ ®© ¯®¢¥°µ®±²¨ �(�) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:Z�(�) ! def= Z� b�!;®±² ¥²±¿ ²®«¼ª® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¨²¥£° « ¯® � ¢ ¯° ¢®© · ±²¨. � ª ª ª b�! 2�k(Rk ) ¥±²¼ k-´®°¬    Rk , ®  ¢»° ¦ ¥²±¿ ·¥°¥§ ±² ¤ °²³¾ ´®°¬³ ®¡º-¥¬  dx1 ^ : : : ^ dxk 2 �kRk :(b�!)x = a(x) dx1 ^ � � � ^ dxk; x 2 �:�» ¯®«®¦¨¬ Z� b�! def= Z� a(x) dx1 : : : dxk ;®¡»·»© ª° ²»© ¨²¥£° «.�²¥£° « R�(�) ! ®¯°¥¤¥«¥ ª®°°¥ª²® ®²®±¨²¥«¼® ±®µ° ¿¾¹¨µ ®°¨-¥² ¶¨¾ ¯¥°¥¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨© ¯®¢¥°µ®±²¨ �(�). �°¨ ¨§¬¥¥¨¨ ®°¨¥² -¶¨¨ ¨²¥£° « ¬¥¿¥² § ª.�®¿²¨¥ ¨²¥£° «  ° ±¯°®±²° ¿¥²±¿   ¯°®¨§¢®«¼»¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¿±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �³±²¼ N �M ¥±²¼ k-¬¥°®¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥, ¨ ¯³±²¼! 2 �kM . � ±±¬®²°¨¬ ¯®ª°»²¨¥N ª®®°¤¨ ²»¬¨ ®ª°¥±²®±²¿¬¨ Oi �M :N =[i (N \ Oi):�®§¼¬¥¬ ° §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨¶», ¯®¤·¨¥®¥ ½²®¬³ ¯®ª°»²¨¾:�i 2 C1(M); supp�i � Oi; 0 6 �i 6 1;Xi �i � 1:�®£¤  ZN ! def= Xi ZN\Oi �i!:



156 ����� 11. ���������������� ������¯°¥¤¥«¥»© ² ª¨¬ ®¡° §®¬ ¨²¥£° « ¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  ° §¡¨¥¨¿ ¥¤¨-¨¶».� ¬¥· ¨¥. �°³£®© ¢®§¬®¦»© ¯®¤µ®¤ ª ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¨²¥£° «  ¤¨´´¥°¥-¶¨ «¼®© ´®°¬» ¯® ¯®¤¬®£®®¡° §¨¾ ®±®¢    ²°¨ £³«¿¶¨¨ ¯®¤¬®£®-®¡° §¨¿.11.3 �¥¸¨© ¤¨´´¥°¥¶¨ «�¥¸¨© ¤¨´´¥°¥¶¨ « ´³ª¶¨¨ (².¥. 0-´®°¬») ¥±²¼ 1-´®°¬ : ¥±«¨ a 2C1(M) = �0M , ²® ¥¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «dqa 2 T �qM¥±²¼ ´³ª¶¨® « (¯°®¨§¢®¤ ¿ ¯®  ¯° ¢«¥¨¾)hdqa; vi = va; v 2 TqM; (11.5)¯®½²®¬³ da 2 �1M:�® ´®°¬³«¥ �¼¾²® -�¥©¡¨¶ , ¥±«¨  �M | ®°¨¥²¨°®¢  ¿ £« ¤ª ¿ª°¨¢ ¿, ±®¥¤¨¿¾¹ ¿ q0 2M ± q1 2M , ²®Z da = a(q1)� a(q0):�°¨ ½²®¬ ¯° ¢³¾ · ±²¼ ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ¨²¥£° « ´³ª¶¨¨ a ¯®®°¨¥²¨°®¢ ®© £° ¨¶¥ ª°¨¢®©: @ = q1 � q0, ¯®½²®¬³Z da = Z@ a: (11.6)�  ¸¥¬ ¨§«®¦¥¨¨ ´®°¬³«  �¼¾²® -�¥©¡¨¶  (11:6) ¿¢«¿¥²±¿ ±«¥¤±²¢¨¥¬®¯°¥¤¥«¥¨¿ (11:5) ¤¨´´¥°¥¶¨ «  ´³ª¶¨¨. �® ¬®¦® ¯®©²¨ ¨ ®¡° ²»¬¯³²¥¬: ¥±«¨ ¬» ¯®±²³«¨°³¥¬ ´®°¬³«³ �¼¾²® -�¥©¡¨¶  (11:6) ¤«¿ «¾¡®©£« ¤ª®© ª°¨¢®©  �M ¨ ¯¥°¥©¤¥¬ ª ¯°¥¤¥«³ q1 ! q0, ²® ¥®¡µ®¤¨¬® ¯®«³-·¨¬ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ (11:5) ¤¨´´¥°¥¶¨ «  ´³ª¶¨¨.�²®² ¯®¤µ®¤ ¬®¦® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ¤¨´´¥°¥¶¨ «  ´®°¬¢»±¸¨µ ±²¥¯¥¥©. �³±²¼ ! 2 �kM . �» ®¯°¥¤¥«¨¬ ¢¥¸¨© ¤¨´´¥°¥¶¨ «d! 2 �k+1Mª ª ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼³¾ (k + 1)-´®°¬³, ¤«¿ ª®²®°®© ¢»¯®«¿¥²±¿ ´®°¬³« �²®ª± : ZN d! = Z@N ! (11.7)



11.3. ������� ������������ 157¤«¿ (k + 1)-¬¥°»µ ¯®¤¬®£®®¡° §¨© ± £° ¨¶¥© N � M (¤«¿ ¯°®±²®²»,¬®¦® §¤¥±¼ ±·¨² ²¼ N ¤¨´´¥®¬®°´»¬ ®¡° §®¬ (k + 1)-¬¥°®£® ¬®-£®£° ¨ª ). �° ¨¶  @N ®°¨¥²¨°³¥²±¿ °¥¯¥°®¬ ª ± ²¥«¼»µ ¢¥ª²®°®¢e1; : : : ek 2 Tq(@N) ² ª, ·²®¡» °¥¯¥° en; e1; : : : ; ek 2 TqN § ¤ ¢ « ¯®«®¦¨-²¥«¼³¾ ®°¨¥² ¶¨¾   N , £¤¥ en | ¢¥¸¨© ¢¥ª²®° ®°¬ «¨ ª N ¢ q.�³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ´®°¬» d!, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© ´®°¬³«¥ �²®ª±  (11:7), ±«¥-¤³¥² ¨§  ¤¤¨²¨¢®±²¨ ®²®¡° ¦¥¨¿ N 7! R@N ! ®²®±¨²¥«¼® ®¡« ±²¨: ¥±«¨N = N1 [N2, N1 \N2 = @N1 \ @N2, ²®Z@N ! = Z@N1 ! + Z@N2 !(®°¨¥² ¶¨¿ £° ¨¶ ±®£« ±®¢  : ¢ ²®·ª µ ¯¥°¥±¥·¥¨¿ @N1 ¨ @N2 ¨¬¥¾²¯°®²¨¢®¯®«®¦»¥ ®°¨¥² ¶¨¨). �®½²®¬³ ¨²¥£° « R@N ! ¿¢«¿¥²±¿ ° §®-¢¨¤®±²¼¾ ¬¥°» ®²®±¨²¥«¼® N , ¨ § ·¥¨¥ (d!)q ¬®¦® ¢®±±² ®¢¨²¼,¯¥°¥µ®¤¿ ª ¯°¥¤¥«³ ¢ ´®°¬³«¥ �²®ª±  (11:7), ª®£¤  ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥ N ±²¿-£¨¢ ¥²±¿ ¢ ²®·ª³ q.� ¯®¬¨¬ ¥ª®²®°»¥ ®±®¢»¥ ±¢®©±²¢  ¢¥¸¥£® ¤¨´´¥°¥¶¨ « . �®-¯¥°¢»µ, ¨§ ´®°¬³«» �²®ª±  ±«¥¤³¥² «¨¥©®±²¼ ®¯¥° ²®°  d : �kM !�k+1M . � «¥¥, ¥±«¨ F : M ! N | ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬, ²®d bF! = bFd!; ! 2 �kN: (11.8)�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ W �M , ²®ZF (W ) ! = ZW bF!; ! 2 �kN;¯®½²®¬³ ZW d bF! = Z@W bF! = ZF (@W ) ! = Z@F (W ) ! = ZF (W ) d!= ZW bFd!;¨ ° ¢¥±²¢® (11:8) ¤®ª § ®.�¹¥ ®¤® ´³¤ ¬¥² «¼®¥ ±¢®©±²¢® ¢¥¸¥£® ¤¨´´¥°¥¶¨ «  ¢»° ¦ -¥²±¿ ° ¢¥±²¢®¬ d � d = 0;±«¥¤³¾¹¨¬ ¨§ ²®£®, ·²® @(@N) = ; ¤«¿ «¾¡®£® ¯®¤¬®£®®¡° §¨¿ ± £° ¨¶¥©N �M .�¥¸¨© ¤¨´´¥°¥¶¨ « ¿¢«¿¥²±¿  ²¨¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¥¬:d(!1 ^ !2) = (d!1) ^ !2 + (�1)k1!1 ^ d!2; !i 2 �kiM;½²® ¤¢®©±²¢¥ ¿ ´®°¬³«  ª ´®°¬³«¥ £° ¨¶» @(N1 �N2).



158 ����� 11. ���������������� ������¥¸¨© ¤¨´´¥°¥¶¨ « ¢»·¨±«¿¥²±¿ ¢ «®ª «¼»µ ª®®°¤¨ ² µ ±«¥¤³¾-¹¨¬ ®¡° §®¬: ¥±«¨! = Xi1<���<ik ai1:::ikdxi1 ^ : : : ^ dxik ; ai1:::ik 2 C1;²® d! = Xi1<���<ik (dai1:::ik ) ^ dxi1 ^ : : : ^ dxik ;½²  ´®°¬³«  ±«¥¤³¥² ¨§ ¯°¨¢¥¤¥»µ ¢»¸¥ ±¢®©±²¢ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ´®°¬.11.4 �°®¨§¢®¤ ¿ �¨¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ´®°¬�®±²°®¨¬ ¨´¨¨²¥§¨¬ «¼³¾ ¢¥°±¨¾ ¯¥°¥®±  bP ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ´®°¬ ¯®²®ª®¬ P .�°®¨§¢®¤ ¿ �¨ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®© ´®°¬» ! 2 �kM ¢¤®«¼ ¢¥ª²®°®£®¯®«¿ f 2 VecM | ½²® ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼ ¿ ´®°¬  Lf! 2 �kM , ª®²®° ¿ ®¯°¥-¤¥«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:Lf! def= dd " ����"=0 ce"f!: (11.9)� ª ª ª cetf (!1 ^ !2) = cetf!1 ^ cetf!2;¯°®¨§¢®¤ ¿ �¨ Lf ¿¢«¿¥²±¿ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¥¬  «£¥¡°» ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼-»µ ´®°¬: Lf (!1 ^ !2) = (Lf!1) ^ !2 + !1 ^ Lf!2:� «¥¥, cetf � d = d � cetf ;¯®½²®¬³ Lf � d = d �Lf :�°®¨§¢®¤ ¿ �¨ 0-´®°¬ ¥±²¼ ®¡»· ¿ ¯°®¨§¢®¤ ¿ ¯®  ¯° ¢«¥¨¾:Lfa = fa; a 2 C1(M);² ª ª ª cetfa = etf a¥±²¼ § ¬¥  ¯¥°¥¬¥»µ.�»¢¥¤¥¬ ¯®«¥§³¾ ´®°¬³«³ ¤«¿ ¤¥©±²¢¨¿ ¯°®¨§¢®¤®© �¨   ¤¨´´¥°¥-¶¨ «¼»¥ ´®°¬» «¾¡®© ±²¥¯¥¨.



11.4. ����������� �� ���������������� ���� 159� ±±¬®²°¨¬,  °¿¤³ ± ¢¥¸¨¬ ¤¨´´¥°¥¶¨ «®¬d : �kM ! �k+1M¢³²°¥¥¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®© ´®°¬» ! ¨ ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿f 2 VecM :if : �kM ! �k�1M;(if!)(v1; : : : ; vk�1) def= !(f; v1; : : : ; vk�1); ! 2 �kM; vi 2 TqM;¤¥©±²¢³¾¹¥¥ ª ª ¯®¤±² ®¢ª  f ¢¬¥±²® ¯¥°¢®£®  °£³¬¥²  ¢ !. �® ®¯°¥¤¥-«¥¨¾, ¤«¿ ´®°¬ ³«¥¢®£® ¯®°¿¤ª ifa = 0; a 2 �0M:�³²°¥¥¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¿¢«¿¥²±¿  ²¨¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¥¬, ª ª ¨ ¢¥¸-¨© ¤¨´´¥°¥¶¨ «:if (!1 ^ !2) = (if!1) ^ !2 + (�1)k1!1 ^ if!2; !i 2 �kiM:�®ª ¦¥¬, ·²® ¯°®¨§¢®¤³¾ �¨ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®© ´®°¬» «¾¡®© ±²¥¯¥¨¬®¦® ¢»·¨±«¨²¼ ¯® ±«¥¤³¾¹¥© ´®°¬³«¥:Lf = d � if + if � d; (11.10)ª®²®° ¿  §»¢ ¥²±¿ ´®°¬³«®© � °²  , ±®ª° ¹¥® æL = di + id ç. �®-¯¥°¢»µ, § ¬¥²¨¬, ·²® ¯° ¢ ¿ · ±²¼ (11:10) ¨¬¥¥² ³¦³¾ ±²¥¯¥¼:d � if + if � d : �kM ! �kM:� «¥¥, ®¯¥° ²®° d�if+if �d ¿¢«¿¥²±¿ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¥¬, ² ª ª ª ® ¯®«³-·¥ ¨§ ¤¢³µ  ²¨¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨©. �®«¥¥ ²®£®, ½²® ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¥ª®¬¬³²¨°³¥² ± ¤¨´´¥°¥¶¨ «®¬:d � (d � if + if � d) = d � if � d;(d � if + if � d) � d = d � if � d:�¥¯¥°¼ ¯°®¢¥°¨¬ ´®°¬³«³ (11:10)   0-´®°¬ µ: ¥±«¨ a 2 �0M , ²®(d � if )a = 0;(if � d)a = hda; fi = fa = Lfa:�² ª, ° ¢¥±²¢® (11:10) ¢»¯®«¿¥²±¿   0-´®°¬ µ. �® ³±² ®¢«¥»¥ ¢»¸¥±¢®©±²¢  ®²®¡° ¦¥¨© Lf ¨ d�if+if �d ¨ ª®®°¤¨ ²®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ (11:3)±¢®¤¿² ®¡¹¨© ±«³· © k-´®°¬ ª ±«³· ¾ 0-´®°¬. �®°¬³«  (11:10) ¤®ª §  .�¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ (11:9) ¯°®¨§¢®¤®© �¨ ¬®¦® ¯°®¨²¥£-°¨°®¢ ²¼, ².¥. ±¯° ¢¥¤«¨¢® ±«¥¤³¾¹¥¥ ° ¢¥±²¢®   �kM :� �!exp Z t0 f� d�� d = �!exp Z t0 Lf� d�; (11.11)



160 ����� 11. ���������������� �����¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ±¬»±«¥. �¡®§ ·¨¬ ¯®²®ªP t1t0 = �!exp Z t1t0 f� d�:�¥¬¥©±²¢® ®¯¥° ²®°®¢   ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ´®°¬ µcP t0 : �kM ! �kM¥±²¼ ¥¤¨±²¢¥®¥ °¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨ �®¸¨dd tcP t0 = cP t0 � Lft ; cP t0 ���t=0 = Id; (11.12)  «®£¨·®© § ¤ · ¬ �®¸¨ ¤«¿ ¯®²®ª  P t0 (2:9) ¨ ¤«¿ ±¥¬¥©±²¢  ®¯¥° ²®°®¢AdP t0 (2:21), (2:22), ¨ ½²® °¥¸¥¨¥ ®¡®§ · ¥²±¿ ª ª�!exp Z t0 Lf� d� def= � �!exp Z t0 f� d�� d :�²®¡» ¯°®¢¥°¨²¼ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ³° ¢¥¨¥ ¢ (11:12), ¤®ª ¦¥¬ ± -· «  ±«¥¤³¾¹¥¥ ° ¢¥±²¢® ¤«¿ ®¯¥° ²®°®¢   ´®°¬ µ:dd " ����"=0[P t+"t ! = Lft!; ! 2 �kM: (11.13)�²® ° ¢¥±²¢® ®·¥¢¨¤® ¤«¿ ´®°¬ ³«¥¢®£® ¯®°¿¤ª :dd " ����"=0[P t+"t a = dd " ����"=0 P t+"t a = fta = Lfta; a 2 C1(M):� «¥¥, ®¡  ®¯¥° ²®°  dd " ��"=0[P t+"t ¨ Lft ª®¬¬³²¨°³¾² ± d ¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾²¯° ¢¨«³ �¥©¡¨¶  ®²®±¨²¥«¼® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ´³ª¶¨¨ ¨ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼-®© ´®°¬». �®£¤  ° ¢¥±²¢® (11:13) ±«¥¤³¥² ¤«¿ ´®°¬ «¾¡®© ±²¥¯¥¨, ª ª¨ ¢ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ´®°¬³«» � °²  .�¥¯¥°¼ ³° ¢¥¨¥ ¢ (11:12) «¥£ª® ¯°®¢¥°¿¥²±¿:dd tcP t0 = dd " ����"=0[P t+"0 = dd " ����"=0 \P t0 � P t+"t¯® ¯° ¢¨«³ ª®¬¯®§¨¶¨¨ (11:4)= dd " ����"=0cP t0 �[P t+"t = cP t0 � dd " ����"=0[P t+"t=cP t0 � Lft :�¯° ¦¥¨¥ 11.3. �®ª ¦¨²¥ ¥¤¨±²¢¥®±²¼ °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨ (11:12).



11.5. �������� ��������������� ��������� 161�«¿  ¢²®®¬®£® ¯®«¿ f 2 VecM ° ¢¥±²¢® (11:11) ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤cetf = etLf :�²¬¥²¨¬, ·²® ¯°®¨§¢®¤»¥ �¨ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ´®°¬ Lf ¨ ¢¥ª²®°»µ¯®«¥© (� ad f) ¢ ¥ª®²®°®¬ ±¬»±«¥ ¤¢®©±²¢¥» ¤°³£ ¤°³£³, ±¬. ° ¢¥±²-¢® (11:14) ¨¦¥. �® ¥±²¼ ´³ª¶¨¿h!;Xi : q 7! h!q ; X(q)i; q 2M;§ ¤ ¥² ±¯ °¨¢ ¨¥ �1M ¨ VecM  ¤ C1(M). �®£¤  ° ¢¥±²¢®h bP!;Xi = P h!; P�Xi; P 2 Di�M; X 2 VecM; ! 2 �1M;¨¬¥¥² ¨´¨¨²¥§¨¬ «¼³¾ ¢¥°±¨¾ ¢¨¤ hLY !;Xi = Y h!;Xi � h!; (adY )Xi; X; Y 2 VecM; ! 2 �1M: (11.14)�·¨²»¢ ¿ ´®°¬³« � °²  , «¥£ª® ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¢ ¦®¥ ° ¢¥±²-¢®:d!(Y;X) = Y h!;Xi �Xh!; Y i � h!; [Y;X ]i; X; Y 2 VecM; ! 2 �1M:(11.15)11.5 �«¥¬¥²» ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª®© £¥®¬¥²°¨¨� ª ¬» ¢¨¤¥«¨ ¢»¸¥, ª®ª ± ²¥«¼®¥ ° ±±«®¥¨¥ T �M = [q2MT �qM n-¬¥°®£® ¬®£®®¡° §¨¿ M ¿¢«¿¥²±¿ 2n-¬¥°»¬ ¬®£®®¡° §¨¥¬. �¾¡»¥ «®-ª «¼»¥ ª®®°¤¨ ²» x = (x1; : : : ; xn)   M ®¯°¥¤¥«¿¾² ª ®¨·¥±ª¨¥ «®-ª «¼»¥ ª®®°¤¨ ²»   T �M ¢¨¤  (�; x) = (�1; : : : ; �n; x1; : : : ; xn), ¢ ª®²®°»µ«¾¡®© ª®¢¥ª²®° � 2 T �q0M ° ±ª« ¤»¢ ¥²±¿ ª ª � =Pni=1 �i dxijq0 .11.5.1 �®°¬  �¨³¢¨««¿ ¨ ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª ¿ ´®°¬ æ� ¢²®«®£¨·¥±ª ¿ç 1-´®°¬  (¨«¨ 1-´®°¬  �¨³¢¨««¿) )   ª®ª ± ²¥«¼®¬ ¯°®-±²° ±²¢¥ s 2 �1(T �M)®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �³±²¼ � 2 T �M | ²®·ª  ª®ª ± ²¥«¼®-£® ° ±±«®¥¨¿,   w 2 T�(T �M) | ª ± ²¥«¼»© ¢¥ª²®° ª T �M ¢ ²®·ª¥ �.�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ � ª ®¨·¥±ª³¾ ¯°®¥ª¶¨¾ ¨§ T �M   M :� : T �M !M;� : � 7! q; � 2 T �qM:�¨´´¥°¥¶¨ « ¯°®¥ª¶¨¨ � ¥±²¼ «¨¥©®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥�� : T�(T �M)! TqM; q = �(�):



162 ����� 11. ���������������� ������ ¢²®«®£¨·¥±ª ¿ 1-´®°¬  s ¢ ²®·ª¥ � ¤¥©±²¢³¥²   ª ± ²¥«¼»© ¢¥ª²®° w±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: hs�; wi def= h�; ��wi:�® ¥±²¼ ¬» ¯°®¥¶¨°³¥¬ ¢¥ª²®° w 2 T�(T �M) ¢ ¢¥ª²®° ��w 2 TqM ,   § ²¥¬¤¥©±²¢³¥¬ ª®¢¥ª²®°®¬ � 2 T �qM . � ª¨¬ ®¡° §®¬,s� def= � � ��:� §¢ ¨¥ æ² ¢²®«®£¨·¥±ª ¿ç ®¡º¿±¿¥²±¿ ª®®°¤¨ ²»¬ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥¬´®°¬» s. � ª ®¨·¥±ª¨µ ª®®°¤¨ ² µ (�; x)   T �M ¨¬¥¥¬:� = nXi=1 �idxi; (11.16)w = nXi=1 �i @@ �i + �i @@ xi :� «®ª «¼»µ ª®®°¤¨ ² µ ¯°®¥ª¶¨¿� : (�; x) 7! x±² ®¢¨²±¿ «¨¥©»¬ ®²®¡° ¦¥¨¥¬, ¨ ¥¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ « ¤¥©±²¢³¥² ±«¥¤³-¾¹¨¬ ®¡° §®¬: ��� @@ �i� = 0; i = 1; : : : ; n;��� @@ xi� = @@ xi ; i = 1; : : : ; n:�®½²®¬³ ��w = nXi=1 �i @@ xi ;±«¥¤®¢ ²¥«¼®, hs�; wi = h�; ��wi = nXi=1 �i�i:�® �i = hdxi; wi, ¯®½²®¬³ ´®°¬  s ¨¬¥¥² ¢ ª®®°¤¨ ² µ (�; x) ¢ ²®·®±²¨ ²®¦¥ ¢»° ¦¥¨¥ s� = nXi=1 �idxi (11.17)·²® ¨ ª®¢¥ª²®° �, ±¬. (11:16). �¯°®·¥¬, ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ´®°¬» s ¥ § ¢¨±¨² ®²ª®®°¤¨ ².� ¬¥· ¨¥. � ¬¥µ ¨ª¥ ´®°¬  �¨³¢¨««¿ s ®¡®§ · ¥²±¿ ·¥°¥§ p dq.



11.5. �������� ��������������� ��������� 163� ±±¬®²°¨¬ ¢¥¸¨© ¤¨´´¥°¥¶¨ « 1-´®°¬» s:� def= ds:�¨´´¥°¥¶¨ «¼ ¿ 2-´®°¬  � 2 �2(T �M)  §»¢ ¥²±¿ ª ®¨·¥±ª®© ±¨¬-¯«¥ª²¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°®©   T �M . � ª ®¨·¥±ª¨µ ª®®°¤¨ ² µ ¯®«³· ¥¬¨§ (11:17): � = nXi=1 d�i ^ dxi: (11.18)�²±¾¤  ¢¨¤®, ·²® ´®°¬  � ¥¢»°®¦¤¥ , ².¥. ¡¨«¨¥© ¿ ª®±®±¨¬¬¥²°¨-·¥±ª ¿ ´®°¬  �� : T�(T �M)� T�(T �M)! R¥ ¨¬¥¥² ¿¤° : �(w; �) = 0 ) w = 0; w 2 T�(T �M):� ¡ §¨±¥ ª ± ²¥«¼®£® ¯°®±²° ±²¢  T�(T �M)@@ x1 ; @@ �1 ; : : : ; @@ xn ; @@ �n ;´®°¬  �� ¨¬¥¥² ¡«®·³¾ ¬ ²°¨¶³0BBBBB@ 0 1�1 0 . . . 0 1�1 0
1CCCCCA :�®°¬  � § ¬ª³² : d� = 0² ª ª ª ®  ²®· : � = ds,   d � d = 0.� ¬¥· ¨¿. (1) � ¬ª³² ¿ ¥¢»°®¦¤¥ ¿ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼ ¿ 2-´®°¬   2n-¬¥°®¬ ¬®£®®¡° §¨¨  §»¢ ¥²±¿ ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°®©. �®£®-®¡° §¨¥ ± ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°®©  §»¢ ¥²±¿ ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª¨¬ ¬®-£®®¡° §¨¥¬. �®ª ± ²¥«¼®¥ ° ±±«®¥¨¥ T �M ± ª ®¨·¥±ª®© ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±-ª®© ±²°³ª²³°®© � |  ¨¡®«¥¥ ¢ ¦»© ¯°¨¬¥° ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª®£® ¬®£®®¡-° §¨¿.(2) � ¬¥µ ¨ª¥ 2-´®°¬  � ¨§¢¥±²  ª ª ´®°¬  dp ^ dq.



164 ����� 11. ���������������� �����11.5.2 � ¬¨«¼²®®¢» ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿� ¯®¬®¹¼¾ ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª®© ±²°³ª²³°» � 2 �2(T �M) ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼ £ -¬¨«¼²®®¢ ´®°¬ «¨§¬   T �M . � ¬¨«¼²®¨  | ½²® ¯°®¨§¢®«¼ ¿ £« ¤ª ¿´³ª¶¨¿   ª®ª ± ²¥«¼®¬ ° ±±«®¥¨¨:h 2 C1(T �M):� ¦¤®¬³ £ ¬¨«¼²®¨ ³ h ¬®¦® ±®¯®±² ¢¨²¼ £ ¬¨«¼²®®¢® ¢¥ª²®°®¥ ¯®-«¥ ~h 2 Vec(T �M)¯® ±«¥¤³¾¹¥¬³ ¯° ¢¨«³:��(�;~h) = d�h; � 2 T �M: (11.19)� ²¥°¬¨ µ ¢³²°¥¥£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ iv!(�; �) = !(v; �), £ ¬¨«¼²®®¢® ¯®«¥| ½²® ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ ~h, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥ ° ¢¥±²¢³i~h� = �dh:� ª ª ª ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª ¿ ´®°¬  � ¥¢»°®¦¤¥ , ®²®¡° ¦¥¨¥w 7! ��(�; w)¥±²¼ «¨¥©»© ¨§®¬®°´¨§¬T�(T �M)! T �� (T �M);¯®½²®¬³ £ ¬¨«¼²®®¢® ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ ~h ¢ (11:19) ±³¹¥±²¢³¥² ¨ ¥¤¨±²¢¥-»¬ ®¡° §®¬ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ´³ª¶¨¥© � ¬¨«¼²®  h.� ª ®¨·¥±ª¨µ ª®®°¤¨ ² µ (�; x)   T �M ¨¬¥¥¬dh = nXi=1 � @ h@ �i d�i + @ h@ xi dxi� ;¯®½²®¬³ ¢ ±¨«³ (11:18)~h = nXi=1 � @ h@ �i @@ xi � @ h@ xi @@ �i� ; (11.20)�«¥¤®¢ ²¥«¼®, £ ¬¨«¼²®®¢  ±¨±²¥¬  ���, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ h,_� = ~h(�); � 2 T �M;¨¬¥¥² ¢ ª ®¨·¥±ª¨µ ª®®°¤¨ ² µ ±«¥¤³¾¹¨© ¢¨¤:8><>: _xi = @ h@ �i ; i = 1; : : : ; n;_�i = � @ h@ xi ; i = 1; : : : ; n:



11.5. �������� ��������������� ��������� 165�®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ´³ª¶¨¨ � ¬¨«¼²® , § ¢¨±¿¹¨¥ ®² ¯ ° ¬¥²° : ht,t 2 R. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¥ ¢²®®¬®¥ £ ¬¨«¼²®®¢® ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ ~ht, t 2 R,®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ² ª ¦¥, ª ª ¢  ¢²®®¬®¬ ±«³· ¥.�®²®ª £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬» ±®µ° ¿¥² ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª³¾ ´®°¬³ �.�°¥¤«®¦¥¨¥ 11.1. �³±²¼ ~ht ¥±²¼ ¥ ¢²®®¬®¥ £ ¬¨«¼²®®¢® ¢¥ª²®°-®¥ ¯®«¥   T �M . �®£¤ � �!exp Z t0 ~h� d�� d � = �:�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±¨«³ ° ¢¥±²¢  (11:11) ¨¬¥¥¬� �!exp Z t0 ~h� d�� d = �!exp Z t0 L~h� d�;¯®½²®¬³ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¤ ®£® ¯°¥¤«®¦¥¨¿ ¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ª ªL~ht� = 0:�® ¯°®¨§¢®¤ ¿ �¨ «¥£ª® ¢»·¨±«¿¥²±¿ ¯® ´®°¬³«¥ � °²  :L~ht� = i~ht � d�|{z}=0 + d � i~ht�|{z}=�dht = �d � dht = 0:�®«¥¥ ²®£®, «®ª «¼® ±¯° ¢¥¤«¨¢® ®¡° ²®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥: ¥±«¨ ¯®²®ª ±®-µ° ¿¥² �, ²® ® «®ª «¼® £ ¬¨«¼²®®¢. �¥©±²¢¨²¥«¼®,� �!exp Z t0 f� d�� d � = � , Lft� = 0;¤ «¥¥, Lft� = ift � d�|{z}=0 +d � ift�;¯®½²®¬³ Lft� = 0 , d � ift� = 0:�±«¨ ´®°¬  ift� § ¬ª³² , ²® ®  «®ª «¼® ²®·  («¥¬¬  �³ ª °¥), ².¥.±³¹¥±²¢³¥² £ ¬¨«¼²®¨  ht, ¤«¿ ª®²®°®£® «®ª «¼® ft = ~ht.�® ±³¹¥±²¢³, ²®«¼ª® £ ¬¨«¼²®®¢» ¯®²®ª¨ ±®µ° ¿¾² � (£«®¡ «¼® ¬®-£³² ¢®§¨ª ²¼ æ¬®£®§ ·»¥ £ ¬¨«¼²®¨ »ç). �±«¨ ¬®£®®¡° §¨¥M ®¤®-±¢¿§®, ²® ±¯° ¢¥¤«¨¢® £«®¡ «¼®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥: ¯®²®ª   T �M £ ¬¨«¼²®®¢²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ® ±®µ° ¿¥² ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª³¾ ±²°³ª²³°³.�ª®¡ª  �³ ±±®  £ ¬¨«¼²®¨ ®¢ a; b 2 C1(T �M) | ½²® £ ¬¨«¼²®¨ fa; bg 2 C1(T �M);



166 ����� 11. ���������������� �����ª®²®°»© ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ «¾¡»¬ ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ ½ª¢¨¢ «¥²»µ ±¯®±®¡®¢:fa; bg = ~ab = hdb;~ai = �(~a;~b) = ��(~b;~a) = �~ba:�·¥¢¨¤®, ·²® ±ª®¡ª  �³ ±±®  ¡¨«¨¥©  ¨ ª®±®±¨¬¬¥²°¨· :fa; bg = �fb; ag:� ª ®¨·¥±ª¨µ ª®®°¤¨ ² µ (�; x)   T �M ,fa; bg = nXi=1 � @ a@ �i @ b@ xi � @ a@ xi @ b@ �i� : (11.21)�° ¢¨«® �¥©¡¨¶  ¤«¿ ±ª®¡ª¨ �³ ±±®  «¥£ª® ±«¥¤³¥² ¨§ ®¯°¥¤¥«¥¨¿:fa; bcg = fa; bgc+ bfa; cg(§¤¥±¼ bc | ®¡»·®¥ ¯®²®·¥·®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ´³ª¶¨© b ¨ c).�¨¬¯«¥ª²®¬®°´¨§¬» ª®ª ± ²¥«¼®£® ° ±±«®¥¨¿ ±®µ° ¿¾² £ ¬¨«¼²®®-¢» ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿; ¤¥©±²¢¨¥ ±¨¬¯«¥ª²®¬®°´¨§¬  P 2 Di�(T �M), bP� = �,  £ ¬¨«¼²®®¢® ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ ~h ±¢®¤¨²±¿ ª ¤¥©±²¢¨¾ P   £ ¬¨«¼²®¨ ª ª § ¬¥  ¯¥°¥¬¥»µ: AdP ~h = �!Ph :�²® ±«¥¤³¥² ¨§ ¶¥¯®·ª¨� �X;AdP ~h� = bP� �X;AdP ~h� = P� �AdP�1X;~h�= P hdh;AdP�1Xi = X(Ph); X 2 Vec(T �M):� · ±²®±²¨, £ ¬¨«¼²®®¢ ¯®²®ª ¯¥°¥¢®¤¨² £ ¬¨«¼²®®¢® ¯®«¥ ¢ £ ¬¨«¼²®-®¢®: AdP t~bt = �!P tbt; P t = �!exp Z t0 ~a� d�: (11.22)�´¨¨²¥§¨¬ «¼® ¨§ ½²®£® ° ¢¥±²¢  ±«¥¤³¥² ²®¦¤¥±²¢® �ª®¡¨ ¤«¿±ª®¡ª¨ �³ ±±® .�°¥¤«®¦¥¨¥ 11.2.fa; fb; cgg+ fb; fc; agg+ fc; fa; bgg = 0; a; b; c 2 C1(T �M): (11.23)�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¾¡®© ±¨¬¯«¥ª²®¬®°´¨§¬ P 2 Di�(T �M), bP� = �, ±®-µ° ¿¥² ±ª®¡ª³ �³ ±±® :Pfb; cg = P� �~b;~c� = bP� �AdP ~b;AdP ~c� = ���!Pb;�!Pc� = fPb; P cg:�®« £ ¿ P = et~a ¨ ¤¨´´¥°¥¶¨°³¿ ¯°¨ t = 0, ¯®«³· ¥¬ ²®¦¤¥±²¢® �ª®¡¨:fa; fb; cgg = ffa; bg; cg+ fb; fa; cgg:



11.5. �������� ��������������� ��������� 167�² ª, ¯°®±²° ±²¢® ¢±¥µ £ ¬¨«¼²®¨ ®¢ C1(T �M) ®¡° §³¥²  «£¥¡°³�¨, ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢ ª®²®°®© § ¤ ¥²±¿ ±ª®¡ª®© �³ ±±® . �®®²¢¥²±²¢¨¥a 7! ~a; a 2 C1(T �M); (11.24)¥±²¼ £®¬®¬®°´¨§¬ ¨§  «£¥¡°» �¨ £ ¬¨«¼²®¨ ®¢ ¢  «£¥¡°³ �¨ £ ¬¨«¼²®-®¢»µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©   M , ½²® ¢»²¥ª ¥² ¨§ ±«¥¤³¾¹¥£® ³²¢¥°¦¤¥¨¿.�«¥¤±²¢¨¥ 11.1. �!fa; bg= [~a;~b] ¤«¿ «¾¡»µ £ ¬¨«¼²®¨ ®¢ a; b 2 C1(T �M).�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®¦¤¥±²¢® �ª®¡¨ ¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥ffa; bg; cg = fa; fb; cgg� fb; fa; cgg;²® ¥±²¼ �!fa; bg c = ~a �~b c�~b � ~a c = [~a;~b] c; c 2 C1(T �M):�§ ª®®°¤¨ ²®£® ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ (11:20) «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¿¤°® ®²®¡° -¦¥¨¿ a 7! ~a ±®±²®¨² ¨§ ¯®±²®¿»µ ´³ª¶¨©, ².¥. ½²® | ¨§®¬®°´¨§¬ ±²®·®±²¼¾ ¤® ª®±² ². � ¤°³£®© ±²®°®», ®¡° § ½²®£® £®¬®¬®°´¨§¬  ±®¤¥°-¦¨² ¤ «¥ª® ¥ ¢±¥ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿   T �M . �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥®¡¹¥£® ¢¨¤    T �M ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ «®ª «¼® ¯°®¨§¢®«¼»¬¨ 2n £« ¤ª¨¬¨´³ª¶¨¿¬¨ ®² 2n ¯¥°¥¬¥»µ, ¢ ²® ¢°¥¬¿ ª ª £ ¬¨«¼²®®¢® ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¢±¥£® ®¤®© ´³ª¶¨¥© ®² 2n ¯¥°¥¬¥»µ | £ ¬¨«¼²®¨ ®¬.�¥®°¥¬  11.1 (�á²¥°). �³ª¶¨¿ a 2 C1(T �M) ¿¢«¿¥²±¿ ¯¥°¢»¬ ¨²¥£-° «®¬ £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬»_� = ~h(�); � 2 T �M; (11.25)²® ¥±²¼ et~ha = a t 2 R;²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ®  ª®¬¬³²¨°³¥² ¯® �³ ±±®³ ± £ ¬¨«¼²®¨ -®¬: fa; hg = 0:�®ª § ²¥«¼±²¢®. et~ha � a, 0 = ~ha = fh; ag.�«¥¤±²¢¨¥ 11.2. et~hh = h, ².¥. «¾¡®© £ ¬¨«¼²®¨  h 2 C1(T �M) ¥±²¼¨²¥£° « ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬» (11:25).� «¥¥, ¨§ ²®¦¤¥±²¢  �ª®¡¨ ¤«¿ ±ª®¡ª¨ �³ ±±®  ±«¥¤³¥², ·²® ¬®¦¥±²-¢® ¯¥°¢»µ ¨²¥£° «®¢ £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬» (11:25) ®¡° §³¥²  «£¥¡°³ �¨®²®±¨²¥«¼® ±ª®¡ª¨ �³ ±±® .�«¥¤±²¢¨¥ 11.3. fh; ag = fh; bg = 0) fh; fa; bgg = 0.



168 ����� 11. ���������������� ������ ¬¥· ¨¥. �®±²°®¥»© £ ¬¨«¼²®®¢ ´®°¬ «¨§¬ ®¡®¡¹ ¥²±¿   ¯°®¨§-¢®«¼»¥ ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª¨¥ ¬®£®®¡° §¨¿.� ±¥©· ± ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ª®±²°³ª¶¨¾, ° ¡®² ¾¹³¾ ²®«¼ª®   T �M .�®§¼¬¥¬ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ X 2 VecM ¨ ®¯°¥¤¥«¨¬ ´³ª¶¨¾ � ¬¨«¼²® X� 2 C1(T �M);«¨¥©³¾   ±«®¿µ T �qM , ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:X�(�) = h�;X(q)i; � 2 T �M; q = �(�):� ª ®¨·¥±ª¨µ ª®®°¤¨ ² µ (�; x)   T �M ¨¬¥¥¬:X = nXi=1 ai(x) @@ xi ;X� = nXi=1 �iai(x): (11.26)�§ ½²®£® ª®®°¤¨ ²®£® ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ±«¥¤³¥², ·²®fX�; Y �g = [X;Y ]�; X; Y 2 VecM;².¥. ±ª®¡ª  �³ ±±®  £ ¬¨«¼²®¨ ®¢, «¨¥©»µ   ±«®¿µ ¢ T �M , ±®¤¥°¦¨²®¡»·³¾ ±ª®¡ª³ �¨ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©   M .� ¬¨«¼²®®¢® ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ �!X�2 Vec(T �M), ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ £ ¬¨«¼-²®¨ ³ X�,  §»¢ ¥²±¿ £ ¬¨«¼²®®¢»¬ «¨´²®¬ ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ X 2VecM . �§ ª®®°¤¨ ²»µ ¯°¥¤±² ¢«¥¨© (11:26), (11:20) ¢¨¤®, ·²®�� ��!X�� = X:�¥°¥©¤¥¬ ª ¥ ¢²®®¬»¬ ¯®«¿¬. �³±²¼ Xt | ¥ ¢²®®¬®¥ ¢¥ª²®°®¥¯®«¥,   P�;t = �!exp Z t� X� d�¥±²¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ¯®²®ª   M . �®²®ª P = P�;t ¤¥©±²¢³¥²   M :P : M !M; P : q0 7! q1;¥£® ¤¨´´¥°¥¶¨ « ¯¥°¥®±¨² ª ± ²¥«¼»¥ ¢¥ª²®°» ¢¯¥°¥¤:P� : Tq0M ! Tq1M;  ±®¯°¿¦¥®¥ ª ¥¬³ ®²®¡° ¦¥¨¥ P � ¯¥°¥®±¨² ª®¢¥ª²®°»  § ¤:P � : T �q1M ! T �q0M:



11.5. �������� ��������������� ��������� 169�¬¥¥¬ ¯®²®ª   ª®¢¥ª²®° µ (².¥. ²®·ª µ ª®ª ± ²¥«¼®£® ° ±±«®¥¨¿):P ��;t : T �M ! T �M:�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ Vt ¥ ¢²®®¬®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥   T �M , ¯®°®¦¤ ¾¹¥¥¯®²®ª P ��;t: Vt = dd " ����"=0 P �t;t+":�®£¤  dd tP ��;t = dd " ����"=0 P ��;t+" = dd " ����"=0 P �t;t+" � P ��;t = Vt � P ��;t;¯®½²®¬³ ¯®²®ª P ��;t ¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥¨¥¬ § ¤ ·¨ �®¸¨dd tP ��;t = Vt � P ��;t; P ��;� = Id;².¥. ½²® | «¥¢ ¿ µ°®®«®£¨·¥±ª ¿ ½ª±¯®¥² :P ��;t =  �exp Z t� V� d�:�ª §»¢ ¥²±¿, ¨¬¥¥²±¿ ¯°®±² ¿ ±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ¥ ¢²®®¬»¬ ¯®«¥¬ Vt ¨£ ¬¨«¼²®¨ ®¬ X�t : Vt = � �!X�t : (11.27)�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯®²®ª P ��;t ±®µ° ¿¥² ² ¢²®«®£¨·¥±ª³¾ ´®°¬³ s, ¯®½²®¬³LVts = 0:�® ´®°¬³«¥ � °²  , iVt� = �dhs; Vti;².¥. ¯®«¥ Vt £ ¬¨«¼²®®¢®: Vt = �!hs; Vti :�® ��Vt = �Xt, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,hs; Vti = �X�t ;¨ ° ¢¥±²¢® (11:27) ¤®ª § ®. �·¨²»¢ ¿ ±®®²®¸¥¨¥ (2:18) ¬¥¦¤³ «¥¢®© ¨¯° ¢®© µ°®®«®£¨·¥±ª¨¬¨ ½ª±¯®¥² ¬¨, ¯®«³· ¥¬P ��;t =  �exp Z t� � �!X�� d� = �!exp Z �t �!X�� d�:�®ª § ® ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.�°¥¤«®¦¥¨¥ 11.3. �³±²¼ Xt | ¯®«®¥ ¥ ¢²®®¬®¥ ¯®«¥   M . �®£¤ � �!exp Z t� X� d��� = �!exp Z �t �!X�� d�:� · ±²®±²¨, ¤«¿  ¢²®®¬»µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© X 2 VecM ,�etX�� = e�t�!X� :



170 ����� 11. ���������������� �����11.5.3 � £° ¦¥¢» ¯®¤¯°®±²° ±²¢ �¨¥©®¥ ¯°®±²° ±²¢® �,   ª®²®°®¬ § ¤   ¥¢»°®¦¤¥ ¿ ¡¨«¨¥© ¿ª®±®±¨¬¬¥²°¨· ¿ ´®°¬  �,  §»¢ ¥²±¿ ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª¨¬ ¯°®±²° ±²¢®¬.� ¯°¨¬¥°, � = T�(T �M) ± ª ®¨·¥±ª®© ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª®© ´®°¬®© � = ��¿¢«¿¥²±¿ ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª¨¬ ¯°®±²° ±²¢®¬.�¾¡®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® L ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª®£® ¯°®±²° ±²¢  � ¨¬¥¥² ª®-±®®°²®£® «¼®¥ ¤®¯®«¥¨¥L\ = fx 2 � j �(x; L) = 0g:�®¤¯°®±²° ±²¢® L � �  §»¢ ¥²±¿ ¨§®²°®¯»¬, ¥±«¨L � L\:� ±¨«³ ¥¢»°®¦¤¥®±²¨ ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª®© ´®°¬» �, ¨¬¥¥¬dimL\ = codimL:� · ±²®±²¨, ¥±«¨ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® L ¨§®²°®¯®, ²® dimL 6 12 dim�. �§®-²°®¯»¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢  ¬ ª±¨¬ «¼®© ° §¬¥°®±²¨:L � L\; dimL = 12 dim� , L = L\; §»¢ ¾²±¿ « £° ¦¥¢»¬¨ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ ¬¨.� ¯°¨¬¥°, ¢ ª ®¨·¥±ª¨µ ª®®°¤¨ ² µ (p; q)   � ¢¥°²¨ª «¼®¥ ¯®¤¯°®-±²° ±²¢® fq = 0g ¨ £®°¨§®² «¼®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® fp = 0g « £° ¦¥¢».�³¹¥±²¢³¥² ±² ¤ °²»© ±¯®±®¡ ¯®±²°®¥¨¿ « £° ¦¥¢  ¯®¤¯°®±²° ±²-¢ , ±®¤¥°¦ ¹¥£® «¾¡®¥ § ¤ ®¥ ¨§®²°®¯®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®. �³±²¼ � � �| ¨§®²°®¯®¥,   � � �| « £° ¦¥¢® ¯®¤¯°®±²° ±²¢®. �®£¤  ¯®¤¯°®±²° -±²¢® �� def= � \ �\ + � = (� + �) \ �\ (11.28)« £° ¦¥¢® (¯°®¢¥°¼²¥!). �±®, ·²®�� � �:� · ±²®±²¨, «¾¡ ¿ ¯°¿¬ ¿ ¢ � ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ¥ª®²®°®¬ « £° ¦¥¢®¬ ¯®¤-¯°®±²° ±²¢¥.



�« ¢  12�°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬ �®²°¿£¨ � ½²®© £« ¢¥ ¬» ¤®ª ¦¥¬ ´³¤ ¬¥² «¼®¥ ¥®¡µ®¤¨¬®¥ ³±«®¢¨¥ ®¯²¨¬ «¼-®±²¨ ¤«¿ § ¤ · ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿ | ¯°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬  �®²-°¿£¨  (���). �²®¡» ¯®«³·¨²¼ ¡¥±ª®®°¤¨ ²³¾ ´®°¬³«¨°®¢ª³ ¯°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬ , ¬» ¨±¯®«¼§³¥¬ ²¥µ¨ª³ ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª®© £¥®¬¥²°¨¨, ¨§«®¦¥-³¾ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥© £« ¢¥. �¥°¢ ¿ ª« ±±¨·¥±ª ¿ ¢¥°±¨¿ ��� ¡»«  ¯®«³·¥ �.�. �®²°¿£¨»¬ ¨ ¥£® ±®²°³¤¨ª ¬¨ [15] ¤«¿ § ¤ · ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢-«¥¨¿ ¢ ¥¢ª«¨¤®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥.12.1 �¥®¬¥²°¨·¥±ª ¿ ¯®±² ®¢ª ¨ ®¡±³¦¤¥¨¥ ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬ � ±±¬®²°¨¬ § ¤ ·³ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿, ¯®±² ¢«¥³¾ ¢ ° §¤¥«¥ 10.1¤«¿ ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬»_q = fu(q); q 2M; u 2 U � Rm ; (12.1)±  · «¼»¬ ³±«®¢¨¥¬ q(0) = q0: (12.2)�¯°¥¤¥«¨¬ ±¥¬¥©±²¢® ´³ª¶¨© � ¬¨«¼²® :hu(�) = h�; fu(q)i; � 2 T �qM; q 2M; u 2 U:� ²¥°¬¨ µ ¯°¥¤»¤³¹¥£® ° §¤¥« ,hu(�) = f�u(�):� ´¨ª±¨°³¥¬ ¯°®¨§¢®«¼»© ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ t1 > 0.171



172 ����� 12. ������� ��������� ����������� ° §¤¥«¥ 10.2 § ¤ ·  ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿ ¡»«  ±¢¥¤¥  ª ¨±±«¥¤®-¢ ¨¾ £° ¨¶» ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨. �´®°¬³«¨°³¥¬ ¥®¡µ®¤¨¬®¥ ³±«®-¢¨¥ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ¢ ½²®© £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ¯®±² ®¢ª¥.�¥®°¥¬  12.1 (���). �³±²¼ ~u(t), t 2 [0; t1], ¥±²¼ ¤®¯³±²¨¬®¥ ³¯° ¢«¥-¨¥,   ~q(t) = q~u(t) | ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ °¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨ �®¸¨ (12:1), (12:2).�±«¨ ~q(t1) 2 @Aq0(t1);²® ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ «¨¯¸¨¶¥¢  ª°¨¢ ¿ ¢ ª®ª ± ²¥«¼®¬ ° ±±«®¥¨¨�t 2 T �~q(t)M; 0 6 t 6 t1;·²® �t 6= 0; (12.3)_�t = ~h~u(t)(�t); (12.4)h~u(t)(�t) = maxu2U hu(�t) (12.5)¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ t 2 [0; t1].�±«¨ u(t) | ¤®¯³±²¨¬®¥ ³¯° ¢«¥¨¥,   �t | «¨¯¸¨¶¥¢  ª°¨¢ ¿ ¢T �M , ¤«¿ ª®²®°®© ¢»¯®«¿¾²±¿ ³±«®¢¨¿ (12:3){(12:5), ²® £®¢®°¿², ·²® ¯ ° (u(t); �t) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ���. � ½²®¬ ±«³· ¥ ª°¨¢ ¿ �t  §»¢ ¥²±¿ ½ª±²°¥-¬ «¼¾ ,   ¥¥ ¯°®¥ª¶¨¿ ~q(t) = �(�t) | ½ª±²°¥¬ «¼®© ²° ¥ª²®°¨¥©.� ¬¥· ¨¥. �±«¨ ¯ °  (~u(t); �t) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¯°¨¶¨¯³ ¬ ª±¨¬³¬ , ²®h~u(t)(�t) = const; t 2 [0; t1]: (12.6)�¥©±²¢¨²¥«¼®, ² ª ª ª ¤®¯³±²¨¬®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ~u(t) ®£° ¨·¥®, ¬ ª±¨¬³¬¢ ¯° ¢®© · ±²¨ (12:5) ¬®¦® ¡° ²¼ ¯® ª®¬¯ ª²³ f~u(t) j t 2 [0; t1]g = eU . � «¥¥,´³ª¶¨¿ '(�) = maxu2eU hu(�)«¨¯¸¨¶¥¢  ¯® � 2 T �M . �®ª ¦¥¬, ·²® ¯°®¨§¢®¤ ¿ ½²®© ´³ª¶¨¨ ° ¢ ³«¾. �«¿ «¾¡®£® ¤®¯³±²¨¬®£® ³¯° ¢«¥¨¿ u(t),'(�t) > hu(�)(�t); '(�� ) = hu(�)(�� );¯®½²®¬³ '(�t)� '(�� )t� � > hu(�)(�t)� hu(�)(�� )t� � ; t > �:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, dd t ����t=� '(�t) > fhu(�); hu(�)g = 0¥±«¨ ´³ª¶¨¿ '(�t) ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬  ¢ ²®·ª¥ � . � «®£¨·®'(�t)� '(�� )t� � 6 hu(�)(�t)� hu(�)(�� )t� � ; t < �;



12.1. �������������� ���������� � ���������� ��� 173¯®½²®¬³ dd t ����t=� '(�t) 6 0:�² ª, dd t'(�t) = 0;¨ ²®¦¤¥±²¢® (12:6) ¤®ª § ®.� ¬¨«¼²®®¢  ±¨±²¥¬  ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬ _�t = ~hu(t)(�t) (12.7)¿¢«¿¥²±¿ ° ±¸¨°¥¨¥¬ ¨±µ®¤®© ±¨±²¥¬» (12:1)   ª®ª ± ²¥«¼®¥ ¯°®±²° -±²¢®. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢ ª ®¨·¥±ª¨µ ª®®°¤¨ ² µ � = (�; x) 2 T �M ¨§ £ -¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬» ¯®«³· ¥¬_x = @ hu(t)@ � = fu(t)(x):�® ¥±²¼ °¥¸¥¨¥ �t ±¨±²¥¬» (12:7) ¥±²¼ £ ¬¨«¼²®®¢ «¨´² °¥¸¥¨¿ q(t)±¨±²¥¬» (12:1): �(�t) = qu(t):�°¥¦¤¥ ·¥¬ ¤®ª § ²¼ ¯°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬  �®²°¿£¨ , ®¡±³¤¨¬ ½²®³²¢¥°¦¤¥¨¥.� ¤¨¬ ½¢°¨±²¨·¥±ª®¥ ®¡º¿±¥¨¥ ²®£®, ·²® ª°¨¢ ¿ ª®¢¥ª²®°®¢ �t ¥±²¥±-²¢¥® ¢®§¨ª ¥² ¯°¨ ¨§³·¥¨¨ ²° ¥ª²®°¨©, ¯°¨µ®¤¿¹¨µ   £° ¨¶³ ¬®-¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨. �³±²¼q1 = ~q(t1) 2 @Aq0(t1): (12.8)�¤¥¿ ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®¡» ° ±±¬®²°¥²¼ ®°¬ «¼»© ª®¢¥ª²®° ª® ¬®¦¥±-²¢³ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ Aq0(t1) ¢¡«¨§¨ q1, ¡®«¥¥ ²®·® | ®°¬ «¼»© ª®¢¥ª-²®° ª ¥ª®²®°®¬³ ¢»¯³ª«®¬³ ª ± ²¥«¼®¬³ ª®³±³ ª Aq0(t1) ¢ q1. � ±¨«³¢ª«¾·¥¨¿ (12:8), ½²®² ¢»¯³ª«»© ª®³± ¤®«¦¥ ¡»²¼ ±®¡±²¢¥»¬. �®½²®¬³® ¨¬¥¥² ®¯®°³¾ £¨¯¥°¯«®±ª®±²¼, ².¥. «¨¥©³¾ £¨¯¥°¯«®±ª®±²¼ ¢ Tq1M ,ª®²®° ¿ ®£° ¨·¨¢ ¥² ¯®«³¯°®±²° ±²¢®, ±®¤¥°¦ ¹¥¥ ½²®² ª®³±. � «¥¥,½²  ®¯®° ¿ £¨¯¥°¯«®±ª®±²¼ ¥±²¼ ¿¤°® ¥ª®²®°®£® ®°¬ «¼®£® ª®¢¥ª²®° �t1 2 T �q1M , �t1 6= 0, ±¬. °¨±. 12.1. �®¢¥ª²®° �t1 |   «®£ ¬®¦¨²¥«¥© � -£° ¦ .�²®¡» ¯®±²°®¨²¼ ¢±¾ ª°¨¢³¾ �t, t 2 [0; t1], ° ±±¬®²°¨¬ ¯®²®ª, ¯®°®¦-¤¥»© ³¯° ¢«¥¨¥¬ ~u(�):Pt;t1 = �!exp Z t1t f~u(�) d�; t 2 [0; t1]:�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® Pt;t1(Aq0(t)) � Aq0(t1); t 2 [0; t1]:



174 ����� 12. ������� ��������� ����������
Aq0 (t1) �t1

q0
q1

�¨±. 12.1: �¯®° ¿ £¨¯¥°¯«®±ª®±²¼ ¨ ®°¬ «¼»© ª®¢¥ª-²®° ª® ¬®¦¥±²¢³ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ Aq0(t1) ¢ ²®·ª¥ q1�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ ²®·ª  q 2 Aq0(t) ¤®±²¨¦¨¬  ¨§ q0 ¢¤®«¼ ³¯° ¢«¥¨¿u(�), � 2 [0; t], ²® ²®·ª  Pt;t1(q) ¤®±²¨¦¨¬  ¨§ q0 ¢¤®«¼ ³¯° ¢«¥¨¿v(�) = � u(�); � 2 [0; t];~u(�); � 2 [t; t1]:� «¥¥, ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬ Pt;t1 : M !M ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¾Pt;t1(~q(t)) = ~q(t1) = q1; t 2 [0; t1]:�®½²®¬³ ¥±«¨ ~q(t) 2 intAq0 (t), ²® q1 2 intAq0(t1). �² ¯°®²¨¢®£®, ¨§ ¢ª«¾-·¥¨¿ (12:8) ±«¥¤³¥², ·²®~q(t) 2 @Aq0(t); t 2 [0; t1]:� ± ²¥«¼»© ª®³± ª Aq0(t) ¢ ²®·ª¥ ~q(t) = Pt1;t(q1) ¨¬¥¥² ª ± ²¥«¼»© ª®-¢¥ª²®° �t = P �t;t1(�t1 ). �® ¯°¥¤«®¦¥¨¾ 11.3, ª°¨¢ ¿ �t, t 2 [0; t1], ¥±²¼²° ¥ª²®°¨¿ £ ¬¨«¼²®®¢  ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ ~h~u(t), ²® ¥±²¼ £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±-²¥¬» ���.�¥±«®¦® ¯®«³·¨²¼ ¨ ³±«®¢¨¥ ¬ ª±¨¬³¬  ���. � ± ²¥«¼»© ª®³±ª Aq0(t1) ¢ q1 ¤®«¦¥ ±®¤¥°¦ ²¼ ¨´¨¨²¥§¨¬ «¼®¥ ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨-¬®±²¨ ¨§ ²®·ª¨ q1: fU (q1)� f~u(t1)(q1);²® ¥±²¼ ¬®¦¥±²¢® ¢¥ª²®°®¢, ¯®«³· ¥¬»µ ¢ °¨ ¶¨¿¬¨ ³¯° ¢«¥¨¿ ~u ¢¡«¨-§¨ t1. �®½²®¬³ ª®¢¥ª²®° �t1 ¤®«¦¥² § ¤ ¢ ²¼ ®¯®°³¾ £¨¯¥°¯«®±ª®±²¼ ª½²®¬³ ¬®¦¥±²¢³: h�t1 ; fu � f~u(t1)i 6 0; u 2 U:



12.1. �������������� ���������� � ���������� ��� 175�»¬¨ ±«®¢ ¬¨,hu(�t1 ) = h�t1 ; fui 6 h�t1 ; f~u(t1)i = h~u(t1)(�t1); u 2 U:�¥°¥®±¿ ª®¢¥ª²®° �t1 ¯®²®ª®¬ P �t;t1 , ¯®«³· ¥¬ ³±«®¢¨¥ ¬ ª±¨¬³¬  ���:hu(�t) 6 h~u(t)(�t); u 2 U; t 2 [0; t1]:�«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¤¥¬®±²°¨°³¥² ±¨«³ ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬ .�°¥¤«®¦¥¨¥ 12.1. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¬ ª±¨¬¨§¨°®¢ »© £ ¬¨«¼²®¨-  ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬ H(�) = maxu2U hu(�); � 2 T �M;®¯°¥¤¥«¥ ¨ C2-£« ¤®ª   T �M n f� = 0g.�±«¨ ¯ °  (~u(t); �t), t 2 [0; t1], ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¯°¨¶¨¯³ ¬ ª±¨¬³¬ , ²®_�t = ~H(�t); t 2 [0; t1]: (12.9)�¡° ²®, ¥±«¨ «¨¯¸¨¶¥¢  ª°¨¢ ¿ �t 6= 0 ¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥¨¥¬ £ ¬¨«¼-²®®¢®© ±¨±²¥¬» (12:9), ²® ¬®¦® ¯®¤®¡° ²¼ ¤®¯³±²¨¬®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ~u(t),t 2 [0; t1], ² ª, ·²®¡» ¯ °  (~u(t); �t) ³¤®¢«¥²¢®°¿«  ���.�»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¢ ¡« £®¯°¨¿²®¬ ±«³· ¥, ª®£¤  ¬ ª±¨¬¨§¨°®¢ »© £ -¬¨«¼²®¨  H ¿¢«¿¥²±¿ C2-£« ¤ª¨¬, ¯°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬  ±¢®¤¨² § ¤ ·³ ª¨±±«¥¤®¢ ¨¾ °¥¸¥¨© ¢±¥£® ®¤®© £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬» (12:9). � ²®·-ª¨ §°¥¨¿ ° §¬¥°®±²¨, ½²® | «³·¸¥¥, ·¥£® ¬®¦® ®¦¨¤ ²¼. �¥©±²¢¨²¥«¼-®, ¤«¿ ¯®«®¬¥°®£® ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ (dimAq0(t1) = n) ¨¬¥¥¬dim @Aq0(t1) = n � 1, ².¥.  ¬ ²°¥¡³¥²±¿ (n � 1)-¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®¥ ±¥¬¥©±²-¢® ª°¨¢»µ ¤«¿ ®¯¨± ¨¿ £° ¨¶» @Aq0(t1). � ¤°³£®© ±²®°®», ±¥¬¥©±²¢®°¥¸¥¨© £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬» (12:9) ±  · «¼»¬ ³±«®¢¨¥¬ �(�0) = q0¿¢«¿¥²±¿ n-¬¥°»¬. �·¨²»¢ ¿ ®¤®°®¤®±²¼ £ ¬¨«¼²®¨   H :H(c�) = cH(�); c > 0;²® ¥±²¼ et ~H(c�0) = cet ~H(�0); � � et ~H(c�0) = � � et ~H(�0);¯®«³· ¥¬ ¨±ª®¬®¥ (n� 1)-¬¥°®¥ ±¥¬¥©±²¢® ª°¨¢»µ.�®ª ¦¥¬ ¯°¥¤«®¦¥¨¥ 12.1.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®ª ¦¥¬, ·²® ¥±«¨ ¤®¯³±²¨¬®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ~u(t) ³¤®¢«¥-²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¾ ¬ ª±¨¬³¬  (12:5), ²®~h~u(t)(�t) = ~H(�t); t 2 [0; t1]: (12.10)



176 ����� 12. ������� ��������� �����������® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¬ ª±¨¬¨§¨°®¢ ®£® £ ¬¨«¼²®¨   H ,H(�)� h~u(t)(�) > 0 � 2 T �M; t 2 [0; t1]:� ¤°³£®© ±²®°®», ¢ ±¨«³ ³±«®¢¨¿ ¬ ª±¨¬³¬  ��� (12:5), ¢¤®«¼ ½ª±²°¥¬ «¨�t ½²® ¥° ¢¥±²¢® ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ° ¢¥±²¢®:H(�t)� h~u(t)(�t) = 0; t 2 [0; t1]:�®½²®¬³ d�tH = d�th~u(t); t 2 [0; t1]:�® £ ¬¨«¼²®®¢® ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ ¯®«³· ¥²±¿ ¨§ ¤¨´´¥°¥¶¨ «  £ ¬¨«¼²®-¨   ±² ¤ °²»¬ «¨¥©»¬ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥¬, ¯®½²®¬³ ° ¢¥±²¢® (12:10)¤®ª § ®.�¡° ²®, ¯³±²¼ �t 6= 0 ¥±²¼ ²° ¥ª²®°¨¿ £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬» _�t =~H(�t). � ª ¦¥ ª ª ¢ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬» �¨«¨¯¯®¢ , ¢»¡¥°¥¬ ¤®¯³±²¨-¬®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ~u(t),   ª®²®°®¬ ¤®±²¨£ ¥²±¿ ¬ ª±¨¬³¬ ¢¤®«¼ �t:H(�t) = h~u(t)(�t) = maxu2U hu(�t):�» ¯®ª § «¨ ¢»¸¥, ·²® ²®£¤  ¢»¯®«¿¥²±¿ ° ¢¥±²¢® (12:10). �®½²®¬³ ¯ ° (~u(t); �t) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¯°¨¶¨¯³ ¬ ª±¨¬³¬ .12.2 �®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬ �®²°¿£¨ � ·¥¬ ± ¤¢³µ ¢±¯®¬®£ ²¥«¼»µ ³²¢¥°¦¤¥¨©.�¡®§ ·¨¬ ¯®«®¦¨²¥«¼»© ®°² ² ¢ Rm ·¥°¥§Rm+ = f(x1; : : : ; xm) 2 Rm j xi > 0; i = 1; : : : ;mg:�¥¬¬  12.1. �³±²¼ ¢¥ª²®°-´³ª¶¨¿ F : Rm ! Rn «¨¯¸¨¶¥¢ , F (0) = 0,¨ ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬  ¢ 0: 9 F 00 = dFd x ����0 :�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® F 00(Rm+ ) = Rn :�®£¤  ¤«¿ «¾¡®© ®ª°¥±²®±²¨  · «  ª®®°¤¨ ² O0 � Rm ¨¬¥¥¬0 2 intF (O0 \ Rm+ ):� ¬¥· ¨¥. �²¢¥°¦¤¥¨¥ ¯°¥¤»¤³¹¥© «¥¬¬» ®±² ¥²±¿ ¢ ±¨«¥, ¥±«¨ § ¬¥-¨²¼ ®°² ² Rm+   ¯°®¨§¢®«¼»© ¢»¯³ª«»© ª®³± C � Rm . �°¨¢¥¤¥®¥¨¦¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¯°®µ®¤¨² ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ¡¥§ ¨§¬¥¥¨©.



12.2. �������������� �������� ��������� ���������� 177�®ª § ²¥«¼±²¢®. �»¡¥°¥¬ «¾¡»¥ ²®·ª¨ y0; : : : ; yn 2 Rn , ¯®°®¦¤ ¾¹¨¥ n-¬¥°»© ±¨¬¯«¥ª± ± ¶¥²°®¬ ¢ ³«¥:1n+ 1 nXi=0 yi = 0:�§ ±¾°º¥ª²¨¢®±²¨ ®²®¡° ¦¥¨¿ F 00 : Rm+ ! Rn ¨ ¢»¯³ª«®±²¨ ¯®«®¦¨²¥«¼-®£® ®°² ²  Rm+ «¥£ª® ±«¥¤³¥², ·²® ®£° ¨·¥¨¥   ¢³²°¥®±²¼ F 00jintRm+² ª¦¥ ±¾°º¥ª²¨¢®:9 vi 2 intRm+ ² ª¨¥, ·²® F 00vi = yi; i = 0; : : : ; n:�®·ª¨ y0; : : : ; yn  ´´¨® ¥§ ¢¨±¨¬» ¢ Rn , ¯®½²®¬³ ¨µ ¯°®®¡° §» v0, : : : ,vn ² ª¦¥  ´´¨® ¥§ ¢¨±¨¬» ¢ Rm . �°¥¤¥¥  °¨´¬¥²¨·¥±ª®¥v = 1n+ 1 nXi=0 vi¯°¨ ¤«¥¦¨² intRm+ ¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ° ¢¥±²¢³F 00v = 0:� «¥¥, ¯®¤¯°®±²° ±²¢®W = spanfvi � v j i = 0; : : : ; ng � Rmn-¬¥°®. � ±¨«³ ¢ª«¾·¥¨¿ v 2 intRm+ , ¬®¦®  ©²¨ n-¬¥°»© ¸ ° B� �W¤®±² ²®·® ¬ «®£® ° ¤¨³±  � ± ¶¥²°®¬ ¢ ³«¥, ² ª®© ·²®v +B� � intRm+ :� ª ª ª F 00(vi � v) = F 00vi, ¨¬¥¥¬ F 00W = Rn , ².¥. «¨¥©®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥F 00 : W ! Rn ®¡° ²¨¬®.� ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ±¥¬¥©±²¢® ®²®¡° ¦¥¨©:G� : B� ! Rn ; � 2 [0; �0);G�(w) = 1�F (�(v + w)); � > 0;G0(w) = F 00w:�® ³±«®¢¨¾ ¯°¥¤«®¦¥¨¿,F (x) = F 00x+ o(x); x 2 Rm ; x! 0;¯®½²®¬³ G�(w) = F 00w + o(1); �! 0; w 2 B� : (12.11)



178 ����� 12. ������� ��������� ����������� ±¨«³ «¨¯¸¨¶¥¢®±²¨ ®²®¡° ¦¥¨¿ F , ¢±¥ ®²®¡° ¦¥¨¿ G� ² ª¦¥ «¨¯¸¨¶¥-¢» ± ®¡¹¥© ª®±² ²®©. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ±¥¬¥©±²¢® G� ° ¢®±²¥¯¥® ¥¯°¥-°»¢®. � ¢¥±²¢® (12:11) ®§ · ¥², ·²®G� ! G0; �! 0;¯®²®·¥·®, ¯®½²®¬³ ° ¢®¬¥°®.�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¥¯°¥°»¢®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ G� �G�10 : G0(B�)! Rn ° ¢-®¬¥°® ¡«¨§ª® ª ²®¦¤¥±²¢¥®¬³ ®²®¡° ¦¥¨¾,   ° §®±²¼ Id�G� � G�10° ¢®¬¥°® ¡«¨§ª  ª ³«¥¢®¬³ ®²®¡° ¦¥¨¾. �«¿ «¾¡®£® ~x 2 Rn , ¤®±² ²®·-® ¡«¨§ª®£® ª  · «³ ª®®°¤¨ ², ¥¯°¥°»¢®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥Id�G� �G�10 + ~x¯¥°¥¢®¤¨² ¬®¦¥±²¢® G0(B�) ¢ ±¥¡¿. �® ²¥®°¥¬¥ �° ³½°  ® ¥¯®¤¢¨¦®©²®·ª¥, ³ ½²®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ ±³¹¥±²¢³¥² ¥¯®¤¢¨¦ ¿ ²®·ª  x 2 G0(B�):x�G� �G�10 (x) + ~x = x;²® ¥±²¼ G� �G�10 (x) = ~x:�®«³· ¥¬ ¢ª«¾·¥¨¥ intG� � G�10 (B�) 3 0, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, intF (�B�) 3 0¤«¿ ¬ «»µ � > 0.� ·¥¬ ¯®±²°®¥¨¥ ¢»¯³ª«®©  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¨ ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨Aq0(t1) ¢ ²®·ª¥ q1 = ~q(t1). �®§¼¬¥¬ «¾¡®¥ ¤®¯³±²¨¬®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ u(t) ¨¢»° §¨¬ ª®¥·³¾ ²®·ª³ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ²° ¥ª²®°¨¨ ¯® ´®°¬³«¥ ¢ °¨ -¶¨© (2:28):qu(t1) = q0� �!exp Z t10 fu(�) d� = q0� �!exp Z t10 f~u(�) + (fu(�) � f~u(�)) d�= q0� �!exp Z t10 f~u(�) d�� �!exp Z t10 �P t1� �� (fu(�) � f~u(�)) d�= q1� �!exp Z t10 �P t1� �� (fu(�) � f~u(�)) d�:�¢¥¤¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥, § ¢¨±¿¹¥¥ ®² ¤¢³µ ¯ ° ¬¥²°®¢:g�;u = �P t1� �� (fu � f~u(�)); � 2 [0; t1]; u 2 U: (12.12)�» ¯®ª § «¨, ·²® qu(t1) = q1� �!exp Z t10 g�;u(�) d�: (12.13)� ¬¥²¨¬, ·²® g�;~u(�) � 0; � 2 [0; t1]:



12.2. �������������� �������� ��������� ���������� 179�¥¬¬  12.2. �³±²¼ T � [0; t1] ¥±²¼ ¬®¦¥±²¢® ²®·¥ª �¥¡¥£  ³¯° ¢«¥¨¿~u(�). �±«¨ Tq1M = conefg�;u(q1) j � 2 T ; u 2 Ug;²® q1 2 intAq0(t1):� ¬¥· ¨¥. �®¦¥±²¢® conefg�;u(q1) j � 2 T ; u 2 Ug � Tq1M ¨ ¥±²¼ «®ª «¼- ¿ ¢»¯³ª« ¿  ¯¯°®ª±¨¬ ¶¨¿ ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ Aq0 (t1) ¢ ²®·ª¥ q1.� ¯®¬¨¬, ·²® ²®·ª  � 2 [0; t1]  §»¢ ¥²±¿ ²®·ª®© �¥¡¥£  ´³ª¶¨¨ u 2L1[0; t1], ¥±«¨ limt!� 1jt� � j Z t� ju(�)� u(�)j d� = 0:� ²®·ª µ �¥¡¥£  ´³ª¶¨¨ u ¨²¥£° « Z t0 u(�) d� ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬ ¨dd t �Z t0 u(�) d�� = u(t):�®¦¥±²¢® ²®·¥ª �¥¡¥£  ¨¬¥¥² ¯®«³¾ ¬¥°³ ¢ ®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ [0; t1].�®¤°®¡®¥ ¨§«®¦¥¨¥ ½²®£® ¢®¯°®±  ·¨² ²¥«¼ ¬®¦¥²  ©²¨,  ¯°¨¬¥°,¢ [146].�®ª ¦¥¬ «¥¬¬³ 12.2.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®¦® ¢»¡° ²¼ ¢¥ª²®°»g�i;ui(q1) 2 Tq1M; �i 2 T ; ui 2 U; i = 1; : : : ; k;² ª, ·²®¡» ®¨ ¯®°®¦¤ «¨ ª ª ¯®«®¦¨²¥«¼»© ¢»¯³ª«»© ª®³± ¢±¥ ª ± -²¥«¼®¥ ¯°®±²° ±²¢®:cone fg�i;ui(q1) j i = 1; : : : ; kg = Tq1M;¨ ·²®¡» ¯°¨ ½²®¬ ²®·ª¨ �i ¡»«¨ ° §«¨·»¬¨: �i 6= �j , i 6= j. �¥©±²¢¨²¥«¼®,¥±«¨ �i = �j ¤«¿ ¥ª®²®°»µ i 6= j, ²® ¬®¦® ¯®¤®¡° ²¼ ¤®±² ²®·® ¡«¨§ª³¾²®·ª³ �¥¡¥£  � 0j 6= �j ² ª, ·²®¡» ° §®±²¼ g� 0j;uj (q1) � g�j ;uj (q1) ¡»«  ±ª®«¼³£®¤® ¬ «®©. �²® ¢®§¬®¦®, ² ª ª ª ¤«¿ «¾¡»µ � 2 T ¨ «¾¡»µ " > 01jt� � j measft0 2 [�; t] j ju(t0)� u(�)j 6 "g ! 1 ¯°¨ t! �:�³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® �1 < �2 < � � � < �k.�¯°¥¤¥«¨¬ ±¥¬¥©±²¢® ¢ °¨ ¶¨© ³¯° ¢«¥¨¿, ±®¢¯ ¤ ¾¹¥¥ ¢¡«¨§¨ ²®·¥ª�i ± ui,   ¢¤ «¨ ®² ½²¨µ ²®·¥ª | ± ³¯° ¢«¥¨¥¬ ~u(�) (² ª¨¥ ¢ °¨ ¶¨¨  §»-¢ ¾²±¿ ¨£®«¼· ²»¬¨).� ¨¬¥®, ¤«¿ «¾¡»µ s = (s1; : : : ; sk) 2 Rk+ ° ±±¬®²°¨¬ ³¯° ¢«¥¨¥ ¢¨¤ us(t) = � ui; t 2 [�i; �i + si];~u(t); t 62 [ki=1[�i; �i + si]: (12.14)



180 ����� 12. ������� ��������� �����������°¨ ¬ «»µ s ®²°¥§ª¨ [�i; �i+si] ¥ ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿ ².ª. �i 6= �j , i 6= j. �® ´®°¬³-«¥ (12:13), ª®¥¶ ²° ¥ª²®°¨¨, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ¯®±²°®¥®¬³ ³¯° ¢«¥¨¾,¢»° ¦ ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:qus(t1) = q0� �!exp Z t10 fus(t) dt= q1� �!exp Z �1+s1�1 gt;u1 dt � �!exp Z �2+s2�2 gt;u2 dt � � � �� �!exp Z �k+sk�k gt;uk dt:�²®¡° ¦¥¨¥ F : s = (s1; : : : ; sk) 7! qus(t1)«¨¯¸¨¶¥¢®, ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬® ¯°¨ s = 0, ¨@ F@ si ����s=0 = g�i;ui(q1):�® «¥¬¬¥ 12.1, F (0) = q1 2 intF (O0 \ Rk+ )¤«¿ «¾¡®© ®ª°¥±²®±²¨ O0 � Rk . �® ª°¨¢ ¿ qus(t), t 2 [0; t1], ¿¢«¿¥²±¿¤®¯³±²¨¬®© ²° ¥ª²®°¨¥© ¯°¨ ¬ «»µ s 2 Rk+ , ¯®½²®¬³ F (O0 \ Rk+ ) � Aq0(t1)¨ q1 2 intAq0(t1).�¥¯¥°¼ ¬» ¬®¦¥¬ ¤®ª § ²¼ ¯°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬  �®²°¿£¨  ¢ £¥®¬¥²-°¨·¥±ª®© ´®°¬³«¨°®¢ª¥ | ²¥®°¥¬³ 12.1.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ª®¥¶ ²° ¥ª²®°¨¨q1 = ~q(t1) 2 @Aq0(t1):�® «¥¬¬¥ 12.2,  · «® ª®®°¤¨ ² 0 2 Tq1M ¯°¨ ¤«¥¦¨² £° ¨¶¥ ¢»¯³ª«®£®¬®¦¥±²¢  conefgt;u(q1) j t 2 T ; u 2 Ug, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ½²® ¬®¦¥±²¢®¨¬¥¥² ®¯®°³¾ £¨¯¥°¯«®±ª®±²¼ ¢ ³«¥:9 �t1 2 T �q1M; �t1 6= 0;² ª®¥, ·²® h�t1 ; gt;u(q1)i 6 0 8 ¯.¢. t 2 [0; t1]; u 2 U:�·¨²»¢ ¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ (12:12) ¯®«¿ gt;u, ¯¥°¥¯¨¸¥¬ ½²® ¥° ¢¥±²¢® ¢ ±«¥-¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥: h�t1 ; �P t1t� fu� (q1)i 6 h�t1 ; �P t1t� f~u(t)� (q1)i;².¥. h�P t1t �� �t1 ; fu(~q(t))i 6 h�P t1t �� �t1 ; f~u(t)(~q(t))i:



12.3. ��� ��� ������ �� ��������� �������� 181�¥©±²¢¨¥ ¯®²®ª  P t1t   ª®¢¥ª²®°» ®¯°¥¤¥«¿¥² ª°¨¢³¾ ¢ ª®ª ± ²¥«¼®¬ ¯°®-±²° ±²¢¥: �t def= �P t1t �� �t1 2 T �~q(t)M; t 2 [0; t1]:� ²¥°¬¨ µ ½²®© ª°¨¢®© ª®¢¥ª²®°®¢, ¯°¨¢¥¤¥®¥ ¢»¸¥ ¥° ¢¥±²¢® ¬®¦®¯¥°¥¯¨± ²¼ ª ª h�t; fu(~q(t))i 6 h�t; f~u(t)(~q(t))i:�®½²®¬³ ¢¤®«¼ ¢»¡° ®© ²° ¥ª²®°¨¨ ¢»¯®«¿¥²±¿ ³±«®¢¨¥ ¬ ª±¨¬³¬ ��� (12:5): hu(�t) 6 h~u(t)(�t) 8 u 2 U 8 ¯.¢. t 2 [0; t1]:�® ¯°¥¤«®¦¥¨¾ 11.3, ª°¨¢ ¿ �t ¥±²¼ ²° ¥ª²®°¨¿ ¥ ¢²®®¬®£® £ ¬¨«¼²®-®¢  ¯®²®ª  ± ´³ª¶¨¥© � ¬¨«¼²®  f�~u(t) = h~u(t):�t = �t1 �� �!exp Z t1t f~u(�) d��� = �t1� �!exp Z tt1 ~h~u(�) d�;¯®½²®¬³ ®  ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬¥ ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³-¬  (12:4) _�t = ~h~u(t)(�t):12.3 �¥®¬¥²°¨·¥±ª ¿ ´®°¬³«¨°®¢ª  ��� ¤«¿§ ¤ ·¨ ±® ±¢®¡®¤»¬ ¢°¥¬¥¥¬� ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ° §¤¥«¥ ¡»« ¤®ª §  ¯°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬  �®²°¿£¨  ¤«¿§ ¤ ·¨ ± § ª°¥¯«¥»¬ ª®¥·»¬ ¢°¥¬¥¥¬ t1. �¥¯¥°¼ ° ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©±¢®¡®¤®£® t1.�¥®°¥¬  12.2. �³±²¼ ~u(�) | ¤®¯³±²¨¬®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ±¨±²¥¬» (12:1) ² -ª®¥, ·²® ~q(t1) 2 @ �[jt�t1j<"Aq0(t)�¤«¿ ¥ª®²®°»µ t1 > 0 ¨ " 2 (0; t1). �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ «¨¯¸¨¶¥¢ ª°¨¢ ¿ �t 2 T �~q(t)M; �t 6= 0; 0 6 t 6 t1;·²® _�t = ~h~u(t)(�t);h~u(t)(�t) = maxu2U hu(�t);h~u(t)(�t) = 0 (12.15)¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ t 2 [0; t1].



182 ����� 12. ������� ��������� ����������� ¬¥· ¨¥. � § ¤ · µ ±® ±¢®¡®¤»¬ ¢°¥¬¥¥¬ ¯®¿¢«¿¥²±¿ ¤®¯®«¨²¥«¼ ¿¯¥°¥¬¥ ¿ | ª®¥·®¥ ¢°¥¬¿ t1. �«¿ ¨±ª«¾·¥¨¿ ½²®© ¯¥°¥¬¥®© ¤®¡ ¢-«¿¥²±¿ ®¤® ³±«®¢¨¥ | ° ¢¥±²¢® (12:15). �²® ° ¢¥±²¢® § ¤ ¥² ®¤® ±ª «¿°-®¥ ®£° ¨·¥¨¥, ².ª. ¨§ ¯°¥¤»¤³¹¨µ ¤¢³µ ±«¥¤³¥², ·²® h~u(t)(�t) = const, ±¬.§ ¬¥· ¨¥ ¯®±«¥ ²¥®°¥¬» 12.1.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¢¥¤¥¬ ±«³· © ±¢®¡®¤®£® ¢°¥¬¥¨ ª ±«³· ¾ § ª°¥¯«¥-®£® ¢°¥¬¥¨, ° ±¸¨°¿¿ ³¯° ¢«¿¥¬³¾ ±¨±²¥¬³ ± ¯®¬®¹¼¾ § ¬¥» ¢°¥¬¥¨.�®¯³±²¨¬»¬¨ ²° ¥ª²®°¨¿¬¨ ° ±¸¨°¥®© ±¨±²¥¬» ¡³¤³² ¯¥°¥¯ ° ¬¥²°¨-§ ¶¨¨ ²° ¥ª²®°¨© ¨±µ®¤®© ±¨±²¥¬» (± ±®µ° ¥¨¥¬  ¯° ¢«¥¨¿ ²° ¥ª²®-°¨©).�®§¼¬¥¬ ¢ ª ·¥±²¢¥ ®¢®£® ¢°¥¬¥¨ £« ¤ª³¾ ´³ª¶¨¾' : R ! R; _' > 0:�»¢¥¤¥¬ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ³° ¢¥¨¥ ¤«¿ ¯¥°¥¯ ° ¬¥²°¨§®¢ ®© ²° ¥ª-²®°¨¨: dd tqu('(t)) = _'(t)fu('(t))(qu('(t)));².¥. ¨±ª®¬®¥ ³° ¢¥¨¥ ¥±²¼ _q = _'(t)fu('(t))(q):�¥¯¥°¼ ° ±±¬®²°¨¬,  °¿¤³ ± ¨±µ®¤®© ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬®©_q = fu(q); u 2 U;² ª¦¥ ° ±¸¨°¥³¾ ±¨±²¥¬³ ¢¨¤ _q = vfu(q); u 2 U; jv � 1j < �; (12.16)£¤¥ � = "=t1 2 (0; 1). �®¯³±²¨¬»¥ ³¯° ¢«¥¨¿ ®¢®© ±¨±²¥¬» ±³²¼w(t) = (v(t); u(t));  ³¯° ¢«¥¨¾ ~u(�) ¨±µ®¤®© ±¨±²¥¬» ±®®²¢¥²±²¢³¥² ³¯° ¢«¥¨¥ ° ±¸¨°¥-®© ±¨±²¥¬» ~w(t) = (1; ~u(t)):�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¢ª«¾·¥¨¥ ~q(t1) 2 @ �[jt�t1j<"Aq0(t)�, ®§ · ¥², ·²® ²° -¥ª²®°¨¿ ®¢®© ±¨±²¥¬» ·¥°¥§ ²®·ª³ q0, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ³¯° ¢«¥¨¾ ~w(�),¯®¯ ¤ ¥² ¢ ¬®¬¥² t1   £° ¨¶³ ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ®¢®© ±¨±²¥-¬» §  ¢°¥¬¿ t1. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ³¯° ¢«¥¨¥ ~w(t) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¯°¨¶¨¯³¬ ª±¨¬³¬  ± § ª°¥¯«¥»¬ ¢°¥¬¥¥¬. �°¨¬¥¨¬ ²¥®°¥¬³ 12.1 ª ®¢®© ±¨±-²¥¬¥ (12:16). �²  ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² £ ¬¨«¼²®¨  vhu(�). �±«®¢¨¥ ¬ ª±¨¬³-¬  (12:5) § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ª1 � h~u(t)(�t) = maxu2U; jv�1j<� vhu(�t):



12.4. ��� ��� ����� ������������ ���������� 183�°¨ ®£° ¨·¥¨¨ u = ~u(t) ½²® ³±«®¢¨¥ ¤ ¥²h~u(t)(�t) = 0;  ¯°¨ ®£° ¨·¥¨¨ v = 1 ¯®«³· ¥¬h~u(t)(�t) = maxu2U hu(�t):� ¬¨«¼²®®¢» ±¨±²¥¬» ¢¤®«¼ ~w(�) ¨ ~u(�) ±®¢¯ ¤ ¾² ¬¥¦¤³ ±®¡®©, ¨ ²¥®°¥¬ ¤®ª §  .12.4 ��� ¤«¿ § ¤ · ®¯²¨¬ «¼®£®³¯° ¢«¥¨¿�°¨¬¥¨¬ ¯°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬  ¢ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ´®°¬¥ ª § ¤ · ¬ ®¯²¨-¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿,  ·¨ ¿ ± § ¤ · ± § ª°¥¯«¥»¬ ¢°¥¬¥¥¬.�«¿ ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬»_q = fu(q); q 2M; u 2 U; (12.17)± £° ¨·»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨q(0) = q0; q(t1) = q1; q0; q1 2M ´¨ª±¨°®¢ »; (12.18)t1 > 0 § ª°¥¯«¥®; (12.19)¨ ´³ª¶¨® «®¬ J(u) = Z t10 '(qu(t); u(t)) dt (12.20)° ±±¬®²°¨¬ § ¤ ·³ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿J(u)! min : (12.21)�°¥®¡° §³¥¬ ½²³ § ¤ ·³ ª ª ¢ ° §¤¥«¥ 10.2. � ±¸¨°¨¬ ¯°®±²° ±²¢® ±®-±²®¿¨©: bq = � yq � 2 R �M;®¯°¥¤¥«¨¬ ° ±¸¨°¥®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ bfu 2 Vec(R �M):bfu(q) = � '(q; u)fu(q) � ;¨ ¯®«³·¨¬ ®¢³¾ ³¯° ¢«¿¥¬³¾ ±¨±²¥¬³:d bqd t = bfu(q) , ( _y = '(q; u);_q = fu(q) (12.22)



184 ����� 12. ������� ��������� ����������± £° ¨·»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨bq(0) = bq0 = � 0q0 � ; bq(t1) = � J(u)q1 � :�±«¨ ³¯° ¢«¥¨¥ ~u(�) ®¯²¨¬ «¼® ¤«¿ § ¤ ·¨ (12:17){(12:21), ²® ²° ¥ª²®°¨¿bq~u(t) ° ±¸¨°¥®© ±¨±²¥¬» (12:22),  ·¨ ¾¹ ¿±¿ ¢ bq0, ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®-¢¨¾ bq~u(t1) 2 @ bAbq0(t1);£¤¥ bAbq0 (t1) | ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ±¨±²¥¬» (12:22) ¨§ ²®·ª¨ bq0 § ¢°¥¬¿ t1. �®½²®¬³ ¯°¨¬¥¨¬  ²¥®°¥¬  12.1.�¤ ª® ¯°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬  ¢ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ´®°¬¥ ¤«¿ ° ±¸¨°¥®©±¨±²¥¬» (12:22) ¥ ° §«¨· ¥² ¬¨¨¬³¬®¢ ¨ ¬ ª±¨¬³¬®¢ ´³ª¶¨® «  J(u).�²®¡» ¯®«³·¨²¼ ³±«®¢¨¿, ±¯° ¢¥¤«¨¢»¥ ²®«¼ª® ¤«¿ ¬¨¨¬³¬ , ¢¢¥¤¥¬ ®-¢»© ³¯° ¢«¿¾¹¨© ¯ ° ¬¥²° v ¨ ° ±±¬®²°¨¬ ®¢³¾ ±¨±²¥¬³:( _y = '(q; u) + v;_q = fu(q); v > 0; u 2 U: (12.23)�° ¥ª²®°¨¿ ±¨±²¥¬» (12:23), ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ³¯° ¢«¥¨¿¬ ~v(t) � 0, ~u(t),¯®¯ ¤ ¥²   £° ¨¶³ ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ½²®© ±¨±²¥¬» §  ¢°¥¬¿ t1.�°¨¬¥¨¬ ²¥®°¥¬³ 12.1 ª ±¨±²¥¬¥ (12:23). �¬¥¥¬T(y;q)(R �M) = R � TqM;T �(y;q)(R �M) = R � T �qM = f(�; �)g:� ¬¨«¼²®¨  ±¨±²¥¬» (12:23) ¨¬¥¥² ¢¨¤bh(v;u)(�; �) = h�; fui+ �(' + v);  £ ¬¨«¼²®®¢  ±¨±²¥¬  ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬  § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ª8><>: _� = @ bh@ y = 0;_y = '(q; u) + v;_� = ~h~u(t)(�; �): (12.24)�¤¥±¼ ~hu(�; �) | £ ¬¨«¼²®®¢® ¯®«¥ ± £ ¬¨«¼²®¨ ®¬hu(�; �) = h�; fui+ �':�¥°¢®¥ ¨§ ³° ¢¥¨© (12:24) ®§ · ¥², ·²®� = const¢¤®«¼ ®¯²¨¬ «¼®© ²° ¥ª²®°¨¨.�±«®¢¨¥ ¬ ª±¨¬³¬  ¨¬¥¥² ¢¨¤h�t; f~u(t)i+ �'(~q(t); ~u(t)) = maxu2U; v>0 (h�t; fui+ �'(~q(t); u) + �v) :



12.4. ��� ��� ����� ������������ ���������� 185� ª ª ª ½²®² ¬ ª±¨¬³¬ ¤®±²¨£ ¥²±¿, ¨¬¥¥¬� 6 0;¯®½²®¬³ ¬®¦® ¯®«®¦¨²¼ v = 0 ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ ³±«®¢¨¿ ¬ ª±¨¬³¬ :h�t; f~u(t)i+ �'(~q(t); ~u(t)) = maxu2U (h�t; fui+ �'(~q(t); u)) :�² ª, ¤®ª § ® ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.�¥®°¥¬  12.3. �³±²¼ ³¯° ¢«¥¨¥ ~u(t), t 2 [0; t1], ®¯²¨¬ «¼® ¤«¿ § ¤ -·¨ (12:17){(12:21): J(~u) = minfJ(u) j qu(t1) = q1g:�¯°¥¤¥«¨¬ £ ¬¨«¼²®¨ h�u(�) = h�; fui+ �'(q; u); � 2 T �qM; u 2 U; � 2 R:�®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ¥²°¨¢¨ «¼ ¿ ¯ ° :(�; �t) 6= 0; � 2 R; �t 2 T �~q(t)M;¤«¿ ª®²®°®© ¢»¯®«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿:_�t = ~h�~u(t)(�t);h�~u(t)(�t) = maxu2U h�u(�t) 8 a.e. t 2 [0; t1];� 6 0:� ¬¥· ¨¿. (1) �±«¨ ¢¬¥±²® § ¤ ·¨   ¬¨¨¬³¬ (12:21) ° ±±¬ ²°¨¢ ¥²±¿§ ¤ ·    ¬ ª±¨¬³¬, ²® ¯°¥¤»¤³¹¥¥ ¥° ¢¥±²¢® ¤«¿ � ³¦® ®¡° ²¨²¼:� > 0:(2) �«¿ § ¤ ·¨ ±® ±¢®¡®¤»¬ ¢°¥¬¥¥¬ t1: (12:17), (12:18), (12:20), (12:21),¥®¡µ®¤¨¬»¥ ³±«®¢¨¿ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ��� ² ª¨¥ ¦¥, ª ª ¢ ²¥®°¥¬¥ 12.3,¯«¾± ®¤® ¤®¯®«¨²¥«¼®¥ ±ª «¿°®¥ ° ¢¥±²¢® h�~u(t)(�t) � 0 (³¯° ¦¥¨¥).�«¿ ¯®±²®¿®£® ¯ ° ¬¥²°  � ¢ ²¥®°¥¬¥ 12.3 ¨¬¥¾²±¿ ¤¢¥ ¢®§¬®¦®±²¨:(a) ¥±«¨ � 6= 0, ²® ª°¨¢ ¿ �t  §»¢ ¥²±¿ ®°¬ «¼®© ½ª±²°¥¬ «¼¾ . � ª ª ª¯ °³ (�; �t) ¬®¦® ³¬®¦¨²¼   «¾¡®¥ ¯®«®¦¨²¥«¼®¥ ·¨±«®, ¬» ¬®¦¥¬®°¬¨°®¢ ²¼ � < 0 ¨ ±·¨² ²¼, ·²® ¢ ®°¬ «¼®¬ ±«³· ¥ � = �1;(b) ¥±«¨ � = 0, ²® �t ¥±²¼  ®°¬ «¼ ¿ ½ª±²°¥¬ «¼.�² ª, ¬®¦® ¢±¥£¤  ±·¨² ²¼, ·²® � = �1 ¨«¨ 0.�¥¯¥°¼ ° ±±¬®²°¨¬ § ¤ ·³ ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿:_q = fu(q); q 2M; u 2 U;q(0) = q0; q(t1) = q1; q0; q1 ´¨ª±¨°®¢ »;t1 = Z t10 1 dt! min :�°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬  �®²°¿£¨  ¤«¿ § ¤ ·¨ ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿ ¨¬¥¥² ±«¥-¤³¾¹³¾ ´®°¬³.



186 ����� 12. ������� ��������� �����������«¥¤±²¢¨¥ 12.1. �³±²¼ ³¯° ¢«¥¨¥ ~u(t), t 2 [0; t1], ®¯²¨¬ «¼® ¯® ¡»±²°®-¤¥©±²¢¨¾. �¯°¥¤¥«¨¬ £ ¬¨«¼²®¨ hu(�) = h�; fui; � 2 T �qM; u 2 U:�®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² «¨¯¸¨¶¥¢  ª°¨¢ ¿�t 2 T �M; �t 6= 0; t 2 [0; t1];¤«¿ ª®²®°®© ¢»¯®«¿¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿ ¤«¿ ¯®·²¨ ¢±¥µ t 2 [0; t1]:_�t = ~h~u(t)(�t);h~u(t)(�t) = maxu2U hu(�t);h~u(t)(�t) > 0: (12.25)�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¨¬¥¨¬ ²¥®°¥¬³ 12.3 ¨ ¢²®°®¥ § ¬¥· ¨¥ ¯®±«¥ ¥¥,¯®« £ ¿ ' � 1. �²±¾¤  ±° §³ ¯®«³· ¥¬ £ ¬¨«¼²®®¢³ ±¨±²¥¬³ ¨ ³±«®¢¨¥¬ ª±¨¬³¬  ¤«¿ § ¤ ·¨ ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿. �¥° ¢¥±²¢® (12:25) ° ¢®±¨«¼®³±«®¢¨¿¬ h~u(t)(�t) + � = 0 ¨ � 6 0.� ª®¥¶, ¥° ¢¥±²¢® �t 6= 0 ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¬ ° ±±³¦¤¥¨¥¬: ¥±-«¨ �t = 0, ²® h~u(t)(�t) = 0, ¯®½²®¬³ � = 0. �® ¯ °  (�; �t) ®¡¿§   ¡»²¼¥²°¨¢¨ «¼®©, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, �t 6= 0.12.5 ��� ¤«¿ § ¤ · ± ®¡¹¨¬¨ £° ¨·»¬¨³±«®¢¨¿¬¨� ½²®¬ ° §¤¥«¥ ¬» ¤®ª ¦¥¬ ¢¥°±¨¨ ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬  �®²°¿£¨  ¤«¿§ ¤ · ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿, ¢ ª®²®°»µ £° ¨·»¥ ²®·ª¨ ²° ¥ª²®°¨©¯°¨ ¤«¥¦ ² § ¤ »¬ ¬®£®®¡° §¨¿¬.� · «  ° ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹³¾ § ¤ ·³:_q = fu(q); q 2M; u 2 U � Rm ; (12.26)q(0) 2 N0; q(t1) 2 N1; (12.27)t1 > 0 § ª°¥¯«¥®; (12.28)J(u) = Z t10 '(q(t); u(t)) dt ! min : (12.29)�¤¥±¼ N0 ¨ N1 | § ¤ »¥ ¯®£°³¦¥»¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¿ ¯°®±²° ±²¢ ±®±²®¿¨© M . �® ¥±²¼ £° ¨·»¥ ²®·ª¨ q(0) ¨ q(t1) ¡®«¼¸¥ ¥ § ª°¥¯«¥»,ª ª ° ¼¸¥,   ¯°¨ ¤«¥¦ ² ±®®²¢¥²±²¢¥® ¯®¤¬®£®®¡° §¨¿¬ N0 ¨ N1.�±«¨ ²° ¥ª²®°¨¿ ~q(t) ®¯²¨¬ «¼  ¢ ½²®© § ¤ ·¥, ²® ®  ®¯²¨¬ «¼  ¨ ¢ § -¤ ·¥ ± § ª°¥¯«¥»¬¨ £° ¨·»¬¨ ²®·ª ¬¨ ~q(0), ~q(t1), ° ±±¬®²°¥®© ¢ ° §-¤¥«¥ 12.4. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¤«¿ ²° ¥ª²®°¨¨ ~q(t) ¤®«¦® ¢»¯®«¿²¼±¿ ³²¢¥°¦-¤¥¨¥ ²¥®°¥¬» 12.3. �¤ ª® ²¥¯¥°¼ ²°¥¡³¾²±¿ ¤®¯®«¨²¥«¼»¥ ³±«®¢¨¿, ¯®§-¢®«¿¾¹¨¥ ¢»¡° ²¼ £° ¨·»¥ ²®·ª¨ ~q(0) 2 N0 ¨ ~q(t1) 2 N1. �±²¥±²¢¥®



12.5. ��� ��� ����� � ������ ���������� ��������� 187®¦¨¤ ²¼, ·²® ² ª¨¥ ³±«®¢¨¿ ¤®«¦» ®¯°¥¤¥«¿²¼±¿ (dimN0+dimN1) ±ª «¿°-»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨. � ½²¨ ³±«®¢¨¿ ¬®¦® «¥£ª® ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ¢ £ ¬¨«¼²®-®¢»µ ²¥°¬¨ µ, ®¨  §»¢ ¾²±¿ ³±«®¢¨¿¬¨ ²° ±¢¥°± «¼®±²¨, ±¬. (12:34)¨¦¥.�¥®°¥¬  12.4. �³±²¼ ³¯° ¢«¥¨¥ ~u(t), t 2 [0; t1], ®¯²¨¬ «¼® ¢ § ¤ -·¥ (12:26){(12:29). �¯°¥¤¥«¨¬ ±¥¬¥©±²¢® £ ¬¨«¼²®¨ ®¢:h�u(�) = h�; fu(q)i + �'(q; u); � 2 T �qM; q 2M; � 2 R; u 2 U:�®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² «¨¯¸¨¶¥¢  ª°¨¢ ¿ �t 2 T �~q(t)M , t 2 [0; t1], ¨ ·¨±«® � 2 R,² ª¨¥, ·²®: _�t =�!h�~u(t) (�t); (12.30)h�~u(t)(�t) = maxu2U h�u(�t); (12.31)(�t; �) 6� (0; 0); t 2 [0; t1]; (12.32)� 6 0; (12.33)�0 ? T~q(0)N0; �t1 ? T~q(t1)N1: (12.34)
N0 N1��0 �t1~q(0) ~q(t1)

�¨±. 12.2: �±«®¢¨¿ ²° ±¢¥°± «¼®±²¨ (12:34)� ¬¥· ¨¿. (1) �¾¡®© «¨¥©»© ´³ª¶¨® «   «¨¥©®¬ ¯°®±²° ±²¢¥¥±²¥±²¢¥® ®£° ¨·¨¢ ¥²±¿   «¾¡®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®, ¯®½²®¬³ ³±«®¢¨¿²° ±¢¥°± «¼®±²¨ (12:34) ° ±¸¨´°®¢»¢ ¾²±¿ ±®®²¢¥²±²¢¥® ² ª:h�0; vi = 0; v 2 T~q(0)N0;h�t1 ; wi = 0; w 2 T~q(t1)N1:(2) � ¤ ·  ±® ±¢®¡®¤»¬ ¢°¥¬¥¥¬: (12:26), (12:27), (12:29), ±¢®¤¨²±¿ ª±«³· ¾ § ª°¥¯«¥®£® t1 ² ª ¦¥, ª ª ¢ ° §¤¥«¥ 12.4, ¯®½²®¬³ ¤«¿ ² ª®©§ ¤ ·¨ ±¯° ¢¥¤«¨¢  ¯°¥¤¸¥±²¢³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬  ± ¤®¯®«¨²¥«¼»¬ ³±«®¢¨¥¬h�~u(t)(�t) � 0.



188 ����� 12. ������� ��������� �����������®ª ¦¥¬ ²¥®°¥¬³ 12.4.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �µ¥¬  ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ���, ¨±¯®«¼§®¢  ¿  ¬¨ ¤«¿ ²¥-®°¥¬ 12.1, 12.3, ¯°¨¬¥¨¬ , ¯®±«¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¬®¤¨´¨ª ¶¨©, ª £®° §¤®¡®«¥¥ ®¡¹¨¬ § ¤ · ¬. �¨¦¥ ¬» ²®«¼ª® ³ª ¦¥¬, ª ª ³¦® ¨§¬¥¨²¼ ¤®ª § -²¥«¼±²¢  ½²¨µ ²¥®°¥¬, ·²®¡» ®µ¢ ²¨²¼ ®¢»¥ £° ¨·»¥ ³±«®¢¨¿ q(0) 2 N0,q(t1) 2 N1.(1) � · «  ° ±±¬®²°¨¬ · ±²»© ±«³· ©, ª®£¤   · «¼ ¿ ²®·ª  § ª°¥¯-«¥ : ¯³±²¼ N0 = fq0g¤«¿ ¥ª®²®°®© ²®·ª¨ q0 2M .� ª ¨ ¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬» 12.3, ¢¢¥¤¥¬ ° ±¸¨°¥³¾ ±¨±²¥¬³  R �M : bq = � yq � 2 R �M;bfu(q) = � '(q; u) + vfu(q) � 2 T(y;bq)(R �M) = R � TqM;d bqd t = bfu(q) , ( _y = '(q; u) + v;_q = fu(q); (12.35)bq(0) = bq0 = � 0q0 � :� «¥¥, ¢ ±«³· ¥ § ª°¥¯«¥®© ª®¥·®© ²®·ª¨ q(t1), ¥®¡µ®¤¨¬®¥ ³±«®¢¨¥®¯²¨¬ «¼®±²¨ ²° ¥ª²®°¨¨ q~u(t) ¡»«® ±«¥¤³¾¹¨¬:bq1 2 @ bAbq0(t1): (12.36)�¤¥±¼ bA | ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ° ±¸¨°¥®© ±¨±²¥¬» (12:35) ¨ bq1 =bq~u(t1).�¥¯¥°¼, ª®£¤  ª®¥·®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ N1 ¡®«¼¸¥ ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ²®·ª®©,³¦® ¨§¬¥¨²¼ ° ±±³¦¤¥¨¥. � ¥ª®²®°®¬ ±¬»±«¥ ¬» ±¢¥¤¥¬ ª®¥·®¥¬®£®®¡° §¨¥ ª ²®·ª¥, § ¤ ¢ ¿ ¥£® «®ª «¼® ³° ¢¥¨¥¬ � = 0. �»¡¥°¥¬² ª³¾ ±³¡¬¥°±¨¾� : Oq~u(t1) ! Rp ; p = dimM � dimN1;¬ «®© ®ª°¥±²®±²¨ Oq~u(t1) �M , ·²®��1(0) = N1 \ Oq~u(t1) :� «¥¥, ° ±¸¨°¨¬ ±³¡¬¥°±¨¾: ®¯°¥¤¥«¨¬ ®²®¡° ¦¥¨¥b� : R �Oq~u(t1) ! R1+p ; b�� yq � = � y�(q) � :



12.5. ��� ��� ����� � ������ ���������� ��������� 189� ª ª ª ³¯° ¢«¥¨¥ ~u(t) ®¯²¨¬ «¼® ¢  ¸¥© § ¤ ·¥ (12:26){(12:29), ²®b�(bq1) 2 @b�( bAbq0(t1)): (12.37)�®½²®¬³ ¬» § ¬¥¿¥¬ ¥®¡µ®¤¨¬®¥ ³±«®¢¨¥ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ (12:36)   (12:37)¨ ¢®§¢° ¹ ¥¬±¿ ª ±µ¥¬¥ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬ 12.1, 12.3.�®§¼¬¥¬ «¾¡®¥ k 2 N ¨ «¾¡³¾ ¨£®«¼· ²³¾ ¢ °¨ ¶¨¾ (12:14) ®¯²¨¬ «¼-®£® ³¯° ¢«¥¨¿:us(t); s 2 Rk+ ; u0(t) = ~u(t); t 2 [0; t1]:�¯°¥¤¥«¨¬ ®²®¡° ¦¥¨¿G : Rk ! R �M; G(s) = bqus(t1) = bq0 � �!exp Z t10 bfus(t) dt; (12.38)F : Rk ! R1+p ; F (s) = b�(G(s)) = bq0 � �!exp Z t10 bfus(t) dt � b�: (12.39)�§ ¢ª«¾·¥¨¿ (12:37) ±«¥¤³¥², ·²®b�(bq1) = F (0) 2 @F (Rk+ ): (12.40)�® «¥¬¬¥ 12.1, F 00(Rk+ ) = cone� @ F@ si ����0 j i = 1; : : : ; k� 6= R1+p ;¯®½²®¬³ ±³¹¥±²¢³¥² ®¯®° ¿ ¯«®±ª®±²¼, ².¥.9 b� 2 �R1+p�� ; b� 6= 0;² ª®¥, ·²® �b�; @ F@ si ����0� 6 0; i = 1; : : : ; k: (12.41)�»·¨±«¿¥¬ ½²³ ¯°®¨§¢®¤³¾ ¯® ¯° ¢¨«³ ¶¥¯®·ª¨:@ F@ si ����0 = b�� @ G@ si ����0 ; (12.42)¨ ¯¥°¥¯¨±»¢ ¥¬ ¥° ¢¥±²¢  (12:41) ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥:�b��b�; @ G@ si ����0� = �b�; b�� @ G@ si ����0� 6 0; i = 1; : : : ; k: (12.43)� ²¥¬ ®¡®§ · ¥¬ ª®¢¥ª²®°b�t1 = b��b� = � ��t1 � 2 Tbq1(R �M) (12.44)



190 ����� 12. ������� ��������� ����������¨ ¯®«³· ¥¬ ³±«®¢¨¿ (12:30){(12:33) ¢ ²®·®±²¨ ª ª ¢ ²¥®°¥¬¥ 12.3. �¤¨-±²¢¥®¥ ®²«¨·¨¥ | ¢ ²®¬, ·²® ²¥¯¥°¼ ª®¢¥ª²®° b�t1 ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°®¨§-¢®«¼»¬: ¨§ ° ¢¥±²¢  (12:44) ±«¥¤³¥² ¢²®°®¥ ¨§ ³±«®¢¨© ²° ±¢¥°± «¼®±-²¨ (12:34). �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¨¬¥¥¬�t1 = ���; � 2 (Rp )� ;¯®½²®¬³ h�t1 ; Tq~u(t1)N1i = h���; Tq~u(t1)N1i = h�;��Tq~u(t1)N1| {z }=0 i = 0:�¥°¢®¥ ¨§ ³±«®¢¨© ²° ±¢¥°± «¼®±²¨ (12:34) ±¥©· ± ²°¨¢¨ «¼® ¢»¯®«¿-¥²±¿, ¨ ²¥®°¥¬  ¢ ±«³· ¥ N0 = fq0g ¤®ª §  .(2) �¥¯¥°¼ ¯³±²¼  · «¼®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ N0 ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®¨§¢®«¼»¬¯®£°³¦¥»¬ ¬®£®®¡° §¨¥¬ ¢M . �®±²°®¥³¾ ¢»¸¥ ±µ¥¬³ ¤®ª § ²¥«¼±²-¢  ¬®¦® ¬®¤¨´¨¶¨°®¢ ²¼, ·²®¡» ¯®ª°»²¼ ¨ ½²®² ±«³· ©. � ª ª ª ²¥¯¥°¼ · «¼ ¿ ²®·ª  q(0) ¥ ´¨ª±¨°®¢  , ³¦® ¤®¡ ¢¨²¼ ¢ °¨ ¶¨¨ q(0).�¬¥±²® ®²®¡° ¦¥¨© (12:38), (12:39) ° ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹¨¥:G : N0 � Rk ! R �M; G(q; s) = bq � �!exp Z t10 bfus(t) dt;F : N0 � Rk ! R1+p ; F (q; s) = b�(G(q; s)) = bq � �!exp Z t10 bfus(t) dt � b�;£¤¥ bq = (0; q) 2 R �M . �®£¤  ¥®¡µ®¤¨¬®¥ ³±«®¢¨¥ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ (12:40)§ ¬¥¿¥²±¿ ¢ª«¾·¥¨¥¬ F (~q(0); 0) 2 @F (N0 � Rk+ ): (12.45)�°¨¬¥¨¬ «¥¬¬³ 12.1 ª ®£° ¨·¥¨¾ ®²®¡° ¦¥¨¿ F   ¯°®±²° ±²¢®Rm �= O~q(0) � Rk ; m = l + k; l = dimN0;£¤¥ O~q(0) � N0 | ¬ « ¿ ®ª°¥±²®±²¼ ²®·ª¨ ~q(0). �®£« ±® § ¬¥· ¨¾ ¯®±«¥«¥¬¬» 12.1, ¨§ ¢ª«¾·¥¨¿ (12:45) ±«¥¤³¥², ·²®F 0(~q(0);0)(Rl � Rk+ ) 6= R1+p ;².¥. ±³¹¥±²¢³¥² ª®¢¥ª²®°b� 2 �R1+p�� ; b� 6= 0; b� = � �� � ;¤«¿ ª®²®°®£® �b�; @ F@ q v� 6 0; v 2 T~q(0)N0;�b�; @ F@ si� 6 0; i = 1; : : : ; k: (12.46)



12.5. ��� ��� ����� � ������ ���������� ��������� 191� ¯¥°¢®¬ ¥° ¢¥±²¢¥ v ¯°¨ ¤«¥¦¨² «¨¥©®¬³ ¯°®±²° ±²¢³, ¯®½²®¬³ ®®®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ° ¢¥±²¢®:�b�; @ F@ q v� = 0; v 2 T~q(0)N0: (12.47)�® ¯° ¢¨«³ �¥©¡¨¶  ¢»·¨±«¨¬ ¯°®¨§¢®¤³¾:@ F@ q ����(~q(0);0) : T~q(0)N0 ! R1+p ;@ F@ q ����(~q(0);0) v = � 0v � � �!exp Z t10 bf~u(t) dt � b� = � 0v � P t1 �� �= � 0��P t1� v � ; v 2 T~q(0)N0:�¤¥±¼ ¬» ¯°¨¬¥¨«¨ ´®°¬³«³ (2:19) ª ¯®²®ª³P t1 = �!exp Z t10 f~u(t) dt:�®£¤  ³±«®¢¨¿ (12:47), (12:46) § ¯¨±»¢ ¾²±¿ ¢ ¢¨¤¥:
�;��P t1� v� = 0; v 2 T~q(0)N0; (12.48)*b��b�; @ G@ si ����(~q(0);0)+ 6 0; i = 1; : : : ; k:�¯°¥¤¥«¨¬, ª ª ¨ ° ¼¸¥, ª®¢¥ª²®° b�t1 = (�; �t1) ° ¢¥±²¢®¬ (12:44), ²®£-¤  ³²¢¥°¦¤¥¨¿ (12:30){(12:33) ¤ ®© ²¥®°¥¬» ¨ ¢²®°®¥ ¨§ ³±«®¢¨© ²° ±-¢¥°± «¼®±²¨ (12:34) ¡³¤³² ¤®ª § ».�¥°¢®¥ ³±«®¢¨¥ ²° ±¢¥°± «¼®±²¨ ² ª¦¥ ¢»¯®«¿¥²±¿: ° ¢¥±²¢® (12:48)¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥
�t1 ; P t1� v� = 0; v 2 T~q(0)N0:�® �0 = P �t1�t1 , ¯®½²®¬³h�0; vi = 
P �t1�t1 ; v� = 0; v 2 T~q(0)N0:�¥®°¥¬  ¯®«®±²¼¾ ¤®ª §  .� ±±¬®²°¨¬ ¥¹¥ ¡®«¥¥ ®¡¹³¾ § ¤ ·³ | ±® ±¬¥¸ »¬¨ ®£° ¨·¥¨¿¬¨,±¬. ¢ª«¾·¥¨¥ (12:50) ¨¦¥. �°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬  �®²°¿£¨  ®¡®¡¹ ¥²±¿¨   ½²®² ±«³· ©, ª ª ¯® ´®°¬³«¨°®¢ª¥, ² ª ¨ ¯® ¤®ª § ²¥«¼±²¢³.�§³·¨¬ § ¤ ·³ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿ ¢¨¤ :_q = fu(q); q 2M; u 2 U � Rm ; (12.49)(q(0); q(t1)) 2 N �M �M; (12.50)t1 > 0 § ª°¥¯«¥®; (12.51)J(u) = Z t10 '(q(t); u(t)) dt ! min; (12.52)



192 ����� 12. ������� ��������� ����������£¤¥ N | £« ¤ª®¥ ¯®£°³¦¥®¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥ ¢ M �M .�¥®°¥¬  12.5. �³±²¼ ³¯° ¢«¥¨¥ ~u ®¯²¨¬ «¼® ¢ § ¤ ·¥ (12:49){(12:52).�®£¤  ¢»¯®«¿¾²±¿ ¢±¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ²¥®°¥¬» 12:4, ª°®¬¥ ¥¥ ³±«®¢¨© ²° ±-¢¥°± «¼®±²¨ (12:34), ª®²®°»¥ ²¥¯¥°¼ § ¬¥¿¾²±¿ ³±«®¢¨¥¬(��0; �t1) ? T(~q(0);~q(t1))N: (12.53)� ¬¥· ¨¿. (1) �» ®²®¦¤¥±²¢«¿¥¬T �(q0;q1)(M �M) �= T �q0M � T �q1M;¯®½²®¬³ ³±«®¢¨¥ ²° ±¢¥°± «¼®±²¨ (12:53) ¨¬¥¥² ±¬»±«.(2) � ¦»© · ±²»© ±«³· © ±¬¥¸ »µ £° ¨·»µ ³±«®¢¨© (12:50) ¥±²¼±«³· © ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ ²° ¥ª²®°¨©:q(t1) = q(0): (12.54)�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢ ½²®¬ ±«³· ¥N = � def= f(q; q) j q 2Mg �M �M; (12.55)¤¨ £® «¼ ª¢ ¤° ² M�M . �®£¤  ³±«®¢¨¥ ²° ±¢¥°± «¼®±²¨ (12:53) ¨¬¥¥²¢¨¤:h(��0; �t1); (v; v)i = �h�0; vi+ h�t1 ; vi = 0; v 2 Tq(0)M = Tq(t1)M;².¥. �0 = �t1 :�»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ®¯²¨¬ «¼ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ ¢ § ¤ ·¥ ± ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬¨ £° -¨·»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨ (12:54) ¨¬¥¥² ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨© £ ¬¨«¼²®®¢ «¨´² (½ª-±²°¥¬ «¼).�®ª ¦¥¬ ²¥®°¥¬³ 12.5.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¢¥¤¥¬  ¸³ § ¤ ·³ ª ±«³· ¾ ° §¤¥«¼»µ £° ¨·»µ³±«®¢¨©, ¢¢®¤¿ ¢±¯®¬®£ ²¥«¼³¾ § ¤ ·³   M �M :( _x = 0;_q = fu(q); (x; q) 2M �M; u 2 U;(x(0); q(0)) 2 �; (x(t1); q(t1)) 2 N;(¤¨ £® «¼ � ®¯°¥¤¥«¥  ¢ (12:55) ¢»¸¥)J(u) = Z t10 '(q(t); u(t)) dt! min :



12.5. ��� ��� ����� � ������ ���������� ��������� 193�·¥¢¨¤®, ·²® ½²  § ¤ ·  ½ª¢¨¢ «¥²   ¸¥© § ¤ ·¥ (12:49){(12:52). �°¨-¬¥¨¬ ®¤³ ¨§ ¢¥°±¨© ��� (²¥®°¥¬³ 12.4) ª® ¢±¯®¬®£ ²¥«¼®© § ¤ ·¥. � -¬¨«¼²®¨  ² ª®© ¦¥, ª ª ¨ ¤«¿ ¨±µ®¤®© § ¤ ·¨:h�u(�; �) = h�u(�) = h�; fu(q)i+ �'(q; u); (�; �) 2 T �M � T �M:�®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ £ ¬¨«¼²®®¢  ±¨±²¥¬  ¥±²¼( _�t = 0;_�t =�!h�~u(t) (�t): (12.56)�±¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¿ ��� ¤«¿ § ¤ ·¨ ±® ±¬¥¸ »¬¨ £° ¨·»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨¯®«³· ¾²±¿ ¥¯®±°¥¤±²¢¥®, ³¦® ²®«¼ª® ¯°®¢¥°¨²¼ ³±«®¢¨¿ ²° ±¢¥°-± «¼®±²¨.�  · «¼»© ¬®¬¥² t = 0 ¯¥°¢®¥ ¨§ ³±«®¢¨© (12:34) ¨¬¥¥² ¢¨¤:h(�0; �0); (v; v)i = h�0; vi+ h�0; vi = 0; v 2 T~q(0)M;².¥. �0 + �0 = 0;¨«¨, ³·¨²»¢ ¿ ¯¥°¢®¥ ¨§ ³° ¢¥¨© (12:56),�t1 = ��0:� ¢ ª®¥·»© ¬®¬¥² t = t1:(�t1 ; �t1) ? T(~x(t1);~q(t1))N;²® ¥±²¼ (��0; �t1) ? T(~q(0);~q(t1))N;·²® ±®¢¯ ¤ ¥² ± ³±«®¢¨¥¬ ²° ±¢¥°± «¼®±²¨ (12:53).� ¬¥· ¨¿. (1) � §³¬¥¥²±¿, ¥±«¨ ª®¥·®¥ ¢°¥¬¿ t1 ±¢®¡®¤®, ²® ª ³²¢¥°¦-¤¥¨¿¬ ²¥®°¥¬» 12.5 ¤®¡ ¢«¿¥²±¿ ¤®¯®«¨²¥«¼®¥ ³±«®¢¨¥ h�~u(t)(�t) � 0.(2) �°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬  �®²°¿£¨  ¢»¤¥°¦¨¢ ¥² ¨ ¤ «¼¥©¸¨¥ ®¡®¡¹¥-¨¿ ¤«¿ ¡®«¥¥ ¸¨°®ª¨µ ª« ±±®¢ ´³ª¶¨® «®¢ ¨ £° ¨·»µ ³±«®¢¨©. �®±«¥¥ª®²®°®© ¬®¤¨´¨ª ¶¨¨ ° ±±³¦¤¥¨© ®¡¹ ¿ ±µ¥¬  ¤ ¥² ¥®¡µ®¤¨¬»¥ ³±«®-¢¨¿ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ¤«¿ ¡®«¥¥ ®¡¹¨µ § ¤ ·.



194 ����� 12. ������� ��������� ����������



�« ¢  13�°¨¬¥°» § ¤ ·®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿� ½²®© £« ¢¥ ¬» ¯°¨¬¥¨¬ ¯°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬  �®²°¿£¨  ¤«¿ °¥¸¥¨¿ª®ª°¥²»µ § ¤ · ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿.13.1 �ª®°¥©¸ ¿ ®±² ®¢ª  ¯®¥§¤    ±² ¶¨¨� ±±¬®²°¨¬ ¯®¥§¤, ¤¢¨¦³¹¨©±¿ ¯® ¦¥«¥§®© ¤®°®£¥. � ¤ ·  ±®±²®¨² ¢ ²®¬,·²®¡» ¯°¨¢¥±²¨ ¯®¥§¤   ±² ¶¨¾ ¨ ®±² ®¢¨²¼ ¥£® ² ¬ §  ª° ²· ©¸¥¥ ¢°¥-¬¿.�®«®¦¥¨¥ ¯®¥§¤  ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ¤¥©±²¢¨²¥«¼®© ª®®°¤¨ ²®© x1;  · «®®²±·¥²  0 2 R ±®®²¢¥²±²¢³¥² ±² ¶¨¨. �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¯®¥§¤ ¤¢¨¦¥²±¿¡¥§ ²°¥¨¿,   ¬» ³¯° ¢«¿¥¬ ³±ª®°¥¨¥¬ ¯®¥§¤ , ¯°¨ª« ¤»¢ ¿ ®£° ¨·¥³¾¯® ¬®¤³«¾ ±¨«³. �®¤¡¥°¥¬ ¥¤¨¨¶» ¨§¬¥°¥¨¿ ² ª, ·²®¡» ¬ ª±¨¬ «¼®¥ ¯®¬®¤³«¾ ³±ª®°¥¨¥ ¡»«® ¥¤¨¨·»¬.�®«³· ¥¬ ³¯° ¢«¿¥¬³¾ ±¨±²¥¬³�x1 = u; x1 2 R; juj 6 1;¨«¨, ¢ ±² ¤ °²®© ´®°¬¥,( _x1 = x2;_x2 = u; x = � x1x2 � 2 R2 ; juj 6 1: (13.1)�«¿ ½²®© ±¨±²¥¬» ¨¬¥¥¬ § ¤ ·³ ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿x(0) = x0; x(t1) = 0; (13.2)t1 ! min : (13.3)�®ª ¦¥¬, ·²® ²¥®°¥¬  �¨«¨¯¯®¢  £ ° ²¨°³¥² ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ®¯²¨¬ «¼-»µ ³¯° ¢«¥¨©. �°®±²° ±²¢® ³¯° ¢«¿¾¹¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢ U = [�1; 1] ª®¬-195



196 ����� 13. ������� ����� ������������ ����������¯ ª²®, ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ ¢ ¯° ¢®© · ±²¨f(x; u) = � x2u � ; juj 6 1;«¨¥©»,   ¬®¦¥±²¢® ¤®¯³±²¨¬»µ ±ª®°®±²¥© ¢ ²®·ª¥f(x; U) = ff(x; u) j juj 6 1g¢»¯³ª«®. �® ±«¥¤±²¢¨¾ 10.2, § ¤ ·  ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿ ¨¬¥¥² °¥¸¥¨¥, ¥±«¨ · «® ª®®°¤¨ ² 0 2 R2 ¤®±²¨¦¨¬® ¨§  · «¼®© ²®·ª¨ x0. �» ¯®ª ¦¥¬¨¦¥, ·²® «¾¡³¾ ²®·ª³ x 2 R2 ¬®¦® ±®¥¤¨¨²¼ ±  · «®¬ ª®®°¤¨ ² ¥-ª®²®°®© ½ª±²°¥¬ «¼®© ª°¨¢®©.�°¨¬¥¨¬ ¯°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬  �®²°¿£¨ . �¢¥¤¥¬ ª ®¨·¥±ª¨¥ ª®®°-¤¨ ²»   ª®ª ± ²¥«¼®¬ ° ±±«®¥¨¨:M = R2 ;T �M = T �R2 = R2� � R2 = �� = (�; x) j x = � x1x2 � ; � = (�1; �2)� :� ¢¨±¿¹¨© ®² ³¯° ¢«¥¨¿ £ ¬¨«¼²®¨  ��� ° ¢¥hu(�; x) = (�1; �2)� x2u � = �1x2 + �2u;  ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ £ ¬¨«¼²®®¢  ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² ¢¨¤8><>: _x = @ hu@ � ;_� = �@ hu@ x :� ª®®°¤¨ ² µ ½²  ±¨±²¥¬  ° ±¯ ¤ ¥²±¿   ¤¢¥ ¥§ ¢¨±¨¬»¥ ¯®¤±¨±²¥¬»:( _x1 = x2;_x2 = u; ( _�1 = 0;_�2 = ��1: (13.4)�®£« ±® ¯°¨¶¨¯³ ¬ ª±¨¬³¬ , ¥±«¨ ³¯° ¢«¥¨¥ ~u(�) ®¯²¨¬ «¼® ¯®¡»±²°®¤¥©±²¢¨¾, ²® £ ¬¨«¼²®®¢  ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² ¥²°¨¢¨ «¼®¥ °¥¸¥¨¥(�(t); x(t)), �(t) 6� 0, ¤«¿ ª®²®°®£®h~u(t)(�(t); x(t)) = maxjuj61hu(�(t); x(t)) > 0:�§ ³±«®¢¨¿ ¬ ª±¨¬³¬  § ª«¾· ¥¬, ·²® ¥±«¨ �2(t) 6= 0, ²® ~u(t) = sgn �2(t).� ¬¥²¨¬, ·²® ¬ ª±¨¬¨§¨°®¢ »© £ ¬¨«¼²®¨ maxjuj61hu(�; x) = �1x2 + j�2j



13.1. ��������� ��������� ������ �� ������� 197¥£« ¤®ª. �®½²®¬³ ¯°¥¤«®¦¥¨¥ 12.1 ¥¯°¨¬¥¨¬®, ® ¬» ±¬®¦¥¬ ®¯¨-± ²¼ ®¯²¨¬ «¼»¥ ³¯° ¢«¥¨¿ ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ¨§ ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬ ,¡¥§ ¯°¥¤¢ °¨²¥«¼®© ¬ ª±¨¬¨§ ¶¨¨ £ ¬¨«¼²®¨  .� ª ª ª ��2 = 0;´³ª¶¨¿ �2 «¨¥© : �2(t) = �+ �t; �; � = const;¯®½²®¬³ ®¯²¨¬ «¼®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤~u(t) = sgn(� + �t):�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ~u(t) ª³±®·® ¯®±²®¿®, ¯°¨¨¬ ¥² ²®«¼ª® ½ª±²°¥¬ «¼»¥§ ·¥¨¿ �1, ¨ ¨¬¥¥² ¥ ¡®«¥¥ ®¤®£® ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿ (²®·ª¨ ° §°»¢ ).�²»¹¥¬ ¢±¥ ²° ¥ª²®°¨¨ x(t), ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ² ª¨¬ ³¯° ¢«¥¨¿¬ ¨¯°¨µ®¤¿¹¨¥ ¢ ³«¼. �«¿ ³¯° ¢«¥¨© u = �1 ¯¥°¢ ¿ ¨§ ¯®¤±¨±²¥¬ (13:4)¯°¨¨¬ ¥² ´®°¬³ ( _x1 = x2;_x2 = �1:�° ¥ª²®°¨¨ ½²®© ±¨±²¥¬» ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³° ¢¥¨¾d x1d x2 = �x2;½²® ¯ ° ¡®«» ¢¨¤  x1 = �x222 + C; C = const :� ©¤¥¬ ± · «  ²° ¥ª²®°¨¨ ¨§ ½²®£® ±¥¬¥©±²¢ , ¯°¨µ®¤¿¹¨¥ ¢ ³«¼ ¡¥§¯¥°¥ª«¾·¥¨©: ½²® ¤¢¥ ¯®«³¯ ° ¡®«»x1 = x222 ; x2 < 0; _x2 > 0; (13.5)¨ x1 = �x222 ; x2 > 0; _x2 < 0; (13.6)¤«¿ u = +1 ¨ �1 ±®®²¢¥²±²¢¥®.�¥¯¥°¼ ®²»¹¥¬ ¢±¥ ½ª±²°¥¬ «¼»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ± ®¤¨¬ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¥¬.�³±²¼ (x1s; x2s) 2 R2 ¥±²¼ ²®·ª  ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿ «¾¡®© ¨§ ª°¨¢»µ (13:5),(13:6). �®£¤  ½ª±²°¥¬ «¼»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ± ®¤¨¬ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¥¬, ¯°¨µ®¤¿-¹¨¥ ¢  · «® ª®®°¤¨ ², ¨¬¥¾² ¢¨¤x1 = 8<: �x22=2 + x22s=2 + x1s; x2 > x2s; _x2 < 0;x22=2 0 > x2 > x2s; _x2 > 0; (13.7)



198 ����� 13. ������� ����� ������������ ����������¨ x1 = 8<: x22=2� x22s=2 + x1s; x2 < x2s; _x2 > 0;�x22=2 0 < x2 < x2s; _x2 < 0: (13.8)�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ·¥°¥§ «¾¡³¾ ²®·ª³ (x1; x2) ¯«®±ª®±²¨ ¯°®µ®¤¨² ¥¤¨-±²¢¥ ¿ ª°¨¢ ¿ ¢¨¤  (13:5){(13:8). �² ª, ¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ ¯«®±ª®±²¨ ±³-¹¥±²¢³¥² ¥¤¨±²¢¥ ¿ ½ª±²°¥¬ «¼ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿, ¯¥°¥¢®¤¿¹ ¿ ½²³ ²®·ª³¢ ³«¼. � ª ª ª ®¯²¨¬ «¼»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ±³¹¥±²¢³¾², § ª«¾· ¥¬, ·²®  ©-¤¥»¥ °¥¸¥¨¿ ®¯²¨¬ «¼». �¡¹¨© ¢¨¤ ®¯²¨¬ «¼®£® ±¨²¥§  ¨§®¡° ¦¥  °¨±. 13.1.
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q q q q qU U U U UKKKKK iiiii s x1x2 u = �1
u = 1�¨±. 13.1: �¯²¨¬ «¼»© ±¨²¥§ ¢ § ¤ ·¥ (13:1){(13:3)

13.2 �¯° ¢«¥¨¥ «¨¥©»¬ ®±¶¨««¿²®°®¬� ±±¬®²°¨¬ «¨¥©»© ®±¶¨««¿²®°, ¤¢¨¦¥¨¥¬ ª®²®°®£® ¬®¦® ³¯° ¢«¿²¼ ±¯®¬®¹¼¾ ®£° ¨·¥®© ¯® ¢¥«¨·¨¥ ±¨«». �®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ³¯° ¢«¿¥¬ ¿±¨±²¥¬  (¯®±«¥ ¢»¡®°  ¯®¤µ®¤¿¹¨µ ¥¤¨¨¶ ¨§¬¥°¥¨¿) ¥±²¼�x1 + x1 = u; juj 6 1; x1 2 R;



13.2. ���������� �������� ������������ 199¨«¨ ¢ ª ®¨·¥±ª®© ´®°¬¥:( _x1 = x2;_x2 = �x1 + u; juj 6 1; � x1x2 � 2 R2 : (13.9)� ±±¬®²°¨¬ ¤«¿ ½²®© ±¨±²¥¬» § ¤ ·³ ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿x(0) = x0; x(t1) = 0; (13.10)t1 ! min : (13.11)�® ²¥®°¥¬¥ �¨«¨¯¯®¢ , ®¯²¨¬ «¼»¥ ³¯° ¢«¥¨¿ ±³¹¥±²¢³¾². � ª ¨ ¢¯°¥¤»¤³¹¥© § ¤ ·¥, ¯°¨¬¥¨¬ ¯°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬ : ´³ª¶¨¿ � ¬¨«¼²® ¥±²¼ hu(�; x) = �1x2 � �2x1 + �2u; (�; x) 2 T �R2 = R2� � R2 ;  £ ¬¨«¼²®®¢  ±¨±²¥¬  § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ª( _x1 = x2;_x2 = �x1 + u; ( _�1 = �2;_�2 = ��1:�§ ³±«®¢¨¿ ¬ ª±¨¬³¬  ��� ¯®«³· ¥¬�2(t)~u(t) = maxjuj61 �2(t)u;¯®½²®¬³ ®¯²¨¬ «¼»¥ ³¯° ¢«¥¨¿ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³±«®¢¨¾~u(t) = sgn �2(t) ¯°¨ �2(t) 6= 0:�«¿ ¯¥°¥¬¥®© �2 ¨¬¥¥¬ ³° ¢¥¨¥��2 = ��2;±«¥¤®¢ ²¥«¼®, �2 = � sin(t+ �); �; � = const :� ¬¥²¨¬, ·²® � 6= 0: ¤¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ �2 � 0, ²® �1 = � _�2(t) � 0, ¯®½²®¬³�(t) = (�1(t); �2(t)) � 0, ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ¯°¨¶¨¯³ ¬ ª±¨¬³¬ . �«¥¤®¢ -²¥«¼®, ~u(t) = sgn(� sin(t+ �)):�§ ½²®£® ° ¢¥±²¢  ¯®«³· ¥¬ ¯®«®¥ ®¯¨± ¨¥ ¢®§¬®¦®© ±²°³ª²³°» ®¯-²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿. �²¥°¢ « ¬¥¦¤³ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»¬¨ ¬®¬¥² ¬¨¯¥°¥ª«¾·¥¨¿ ³¯° ¢«¥¨¿ ~u(t) ¨¬¥¥² ¤«¨³ �. �³±²¼ � 2 [0; �) | ¯¥°¢ ¿²®·ª  ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿ ~u(t). �®£¤ ~u(t) = � sgn ~u(0); t 2 [0; �) [ [� + �; � + 2�) [ [� + 3�; � + 4�) [ : : :� sgn ~u(0); t 2 [�; � + �) [ [� + 2�; � + 3�) [ : : :�® ¥±²¼ ~u(t) ¯ ° ¬¥²°¨§®¢ ® ¤¢³¬¿ ·¨±« ¬¨: ¯¥°¢»¬ ¬®¬¥²®¬ ¯¥°¥ª«¾-·¥¨¿ � 2 [0; �) ¨  · «¼»¬ § ª®¬ sgn ~u(0) 2 f�1g.



200 ����� 13. ������� ����� ������������ �����������¯²¨¬ «¼®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ~u(t) ¯°¨¨¬ ¥² ²®«¼ª® ½ª±²°¥¬ «¼»¥ § ·¥-¨¿ �1. �®½²®¬³ ®¯²¨¬ «¼»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ (x1(t); x2(t)) ±®±²®¿² ¨§ ª³±ª®¢,³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ ±¨±²¥¬¥ ( _x1 = x2;_x2 = �x1 � 1; (13.12)².¥. ¨§ ¤³£ ®ª°³¦®±²¥©(x1 � 1)2 + x22 = C; C = const;¯°®µ®¤¨¬»µ ¯® · ±®¢®© ±²°¥«ª¥.�¯¨¸¥¬ ¢±¥ ®¯²¨¬ «¼»¥ ²° ¥ª²®°¨¨, ¯°¨µ®¤¿¹¨¥ ¢  · «® ª®®°¤¨ ².�³±²¼  | «¾¡ ¿ ² ª ¿ ²° ¥ª²®°¨¿. �±«¨  ¥ ¨¬¥¥² ¯¥°¥ª«¾·¥¨©, ²® ½²®| ¤³£ , ±®¤¥°¦ ¹ ¿±¿ ¢ ®¤®© ¨§ ¯®«³®ª°³¦®±²¥©(x1 � 1)2 + x22 = 1; x2 6 0; (13.13)(x1 + 1)2 + x22 = 1; x2 > 0 (13.14)¨ ¯°®µ®¤¿¹ ¿ ·¥°¥§ ³«¼. �±«¨ ³  ¥±²¼ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿, ²® ¯®±«¥¤¥¥ ¯¥°¥-ª«¾·¥¨¥ ¬®¦¥² ¯°®¨§®©²¨ ¢ «¾¡®© ²®·ª¥ ½²¨µ ¯®«³®ª°³¦®±²¥©, ª°®¬¥³«¿. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²®  ¨¬¥¥² ¯®±«¥¤¥¥ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¥   ¯®«³®ª°³¦-®±²¨ (13:13). �®£¤  · ±²¼  ¬¥¦¤³ ¯®±«¥¤¨¬ ¨ ¯°¥¤¯®±«¥¤¨¬ ¯¥°¥ª«¾-·¥¨¿¬¨ ¥±²¼ ¯®«®¢¨  ®ª°³¦®±²¨ (x1 + 1)2 + x22 = C, ¯°®µ®¤¿¹ ¿ ·¥°¥§¯®±«¥¤¾¾ ²®·ª³ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿. �°¥¤¯®±«¥¤¥¥ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¥  ¯°®¨±µ®-¤¨²   ª°¨¢®©, ¯®«³· ¾¹¥©±¿ ¢° ¹¥¨¥¬ ¯®«³®ª°³¦®±²¨ (13:13) ¢®ª°³£²®·ª¨ (�1; 0) ¢ ¯«®±ª®±²¨ (x1; x2)   ³£®« �, ².¥.   ¯®«³®ª°³¦®±²¨(x1 + 3)2 + x22 = 1; x2 > 0: (13.15)�«¿ ¯®«³·¥¨¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®£® ¬¥±²  ²®·¥ª ¯°¥¤»¤³¹¥£® ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿ ¥®¡µ®¤¨¬® ¯®¢¥°³²¼ ¯®«³®ª°³¦®±²¼ (13:15) ¢®ª°³£ ²®·ª¨ (1; 0)   ³£®«�; ¯®«³· ¥¬ ¯®«³®ª°³¦®±²¼(x1 � 5)2 + x22 = 1; x2 6 0:�°¥¤»¤³¹¥¥ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¥  ¯°®¨±µ®¤¨²   ¯®«³®ª°³¦®±²¨(x1 + 7)2 + x22 = 1; x2 > 0;¨ ² ª ¤ «¥¥.�«³· ©, ª®£¤  ¯®±«¥¤¥¥ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¥  ¯°®¨±µ®¤¨²   ¯®«³®ª°³¦®±-²¨ (13:14), ¯®«³· ¥²±¿ ¨§ ²®«¼ª® ·²® ° ±±¬®²°¥®£® ±«³· ¿ ¶¥²° «¼®©±¨¬¬¥²°¨¥© ¯«®±ª®±²¨ (x1; x2) ®²®±¨²¥«¼® ³«¿: (x1; x2) 7! (�x1;�x2).�®±«¥¤®¢ ²¥«¼»¥ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿  (¢ ®¡° ²®¬ ¯®°¿¤ª¥,  ·¨ ¿ ± ª®¶ )¯°®¨±µ®¤¿²   ¯®«³®ª°³¦®±²¿µ(x1 + 1)2 + x22 = 1; x2 > 0;(x1 � 3)2 + x22 = 1; x2 6 0;(x1 + 5)2 + x22 = 1; x2 > 0;(x1 � 7)2 + x22 = 1; x2 6 0;



13.2. ���������� �������� ������������ 201¨ ².¤. �» ¯®«³·¨«¨ ª°¨¢³¾ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿ ¢ ¯«®±ª®±²¨ (x1; x2):(x1 � (2k � 1))2 + x22 = 1; x2 6 0; k 2 N;(x1 + (2k � 1))2 + x22 = 1; x2 > 0; k 2 N: (13.16)�²  ª°¨¢ ¿ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿ ¤¥«¨² ¯«®±ª®±²¼ (x1; x2)   ¤¢¥ · ±²¨. �¾¡ ¿½ª±²°¥¬ «¼ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ (x1(t); x2(t)) ¢ ¢¥°µ¥© · ±²¨ ¯«®±ª®±²¨ ¿¢«¿¥²±¿°¥¸¥¨¥¬ ³° ¢¥¨¿ (13:12) ± �1 ¢® ¢²®°®¬ ³° ¢¥¨¨,   ¢ ¨¦¥© · ±²¨| °¥¸¥¨¥¬ ³° ¢¥¨¿ (13:12) ± +1. �«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ ¯«®±ª®±²¨ (x1; x2)±³¹¥±²¢³¥² ¢ ²®·®±²¨ ®¤  ª°¨¢ ¿ ½²®£® ±¥¬¥©±²¢ , ¯°¨µ®¤¿¹ ¿ ¢  · «®ª®®°¤¨ ² (®  ¨¬¥¥² ´®°¬³ æ±¯¨° «¨ç ± ª®¥·»¬ ·¨±«®¬ ¯¥°¥ª«¾·¥¨©).� ª ª ª ®¯²¨¬ «¼»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ±³¹¥±²¢³¾², ¯®±²°®¥»¥ ½ª±²°¥¬ «¼»¥²° ¥ª²®°¨¨ ®¯²¨¬ «¼».� ¤ ·  ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿ °¥¸¥ : ¢ · ±²¨ ¯«®±ª®±²¨ (x1; x2) ¢»¸¥ ª°¨-¢®© ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿ (13:16) ®¯²¨¬ «¼®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ¥±²¼ ~u = �1,   ¨¦¥½²®© ª°¨¢®© ~u = +1. �¥°¥§ «¾¡³¾ ²®·ª³ ¯«®±ª®±²¨ ¯°®µ®¤¨² ¥¤¨±²¢¥- ¿ ®¯²¨¬ «¼ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ½²®¬³ ¯° ¢¨«³ ®¯²¨¬ «¼-®£® ³¯° ¢«¥¨¿. �®±«¥ ª®¥·®£® ·¨±«  ¯¥°¥ª«¾·¥¨© «¾¡ ¿ ®¯²¨¬ «¼ ¿²° ¥ª²®°¨¿ ¯®¯ ¤ ¥² ¢  · «® ª®®°¤¨ ². �¡¹¨© ¢¨¤ ®¯²¨¬ «¼®£® ±¨²¥§ ¨§®¡° ¦¥   °¨±. 13.2.
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------ s x1

x2 u = �1
u = 1�¨±. 13.2: �¯²¨¬ «¼»© ±¨²¥§ ¢ § ¤ ·¥ (13:9){(13:11)�¥¯¥°¼ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ § ¤ ·¨ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿ ± ²®© ¦¥ ¤¨ -



202 ����� 13. ������� ����� ������������ ����������¬¨ª®©, ·²® ¨ ¢ ¯°¥¤»¤³¹¨µ ¤¢³µ ° §¤¥« µ, ® ± ¤°³£¨¬ ´³ª¶¨® «®¬.13.3 � ¨¡®«¥¥ ½ª®®¬ ¿ ®±² ®¢ª  ¯®¥§¤ � ª ¨ ¢ ° §¤¥«¥ 13.1, ¬» ³¯° ¢«¿¥¬ ¤¢¨¦¥¨¥¬ ¯®¥§¤ . �¥¯¥°¼  ¸  ¶¥«¼ |¢ ²®¬, ·²®¡» ®±² ®¢¨²¼ ¯®¥§¤ ¢ § ¤ »© ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ ± ¬¨¨¬ «¼»¬° ±µ®¤®¬ ½¥°£¨¨, ª®²®° ¿ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿ ¯°®¯®°¶¨® «¼®© ¨²¥£° «³ ®²ª¢ ¤° ²  ³±ª®°¥¨¿.�®«³· ¥¬ § ¤ ·³ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿:( _x1 = x2;_x2 = u; x = � x1x2 � 2 R2 ; u 2 R;x(0) = x0; x(t1) = 0; t1 § ª°¥¯«¥»;12 Z t10 u2 dt! min :�¥®°¥¬  �¨«¨¯¯®¢   ¯°¿¬³¾ ¥¯°¨¬¥¨¬ , ².ª. ¯° ¢ ¿ · ±²¼ ±¨±²¥¬»¥ª®¬¯ ª² . �¯°®·¥¬, ¥±«¨ ¢»¡° ²¼ ®¢®¥ ¢°¥¬¿ t 7! 12 R t0 u2(�) d� + C,¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ®£° ¨·¥³¾ ¯° ¢³¾ · ±²¼, § ²¥¬ ª®¬¯ ª²¨´¨¶¨°®¢ ²¼¨ ¯°¨¬¥¨²¼ ²¥®°¥¬³ �¨«¨¯¯®¢ . � ª¨¬ ®¡° §®¬ ¬®¦® ¤®ª § ²¼ ±³-¹¥±²¢®¢ ¨¥ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿. �¡¹³¾ ²¥®°¨¾ § ¤ · ½²®£® ª« ±± («¨¥©®-ª¢ ¤° ²¨·»µ) ¬» ¯®±²°®¨¬ ¢ £« ¢¥ 16.�±¯®«¼§³¥¬ ¯°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬  ¤«¿  µ®¦¤¥¨¿ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢-«¥¨¿. �³ª¶¨¿ � ¬¨«¼²®  ¥±²¼h�u(�; x) = �1x2 + �2u+ �2u2; (�; x) 2 R2� � R2 :�¤®«¼ ®¯²¨¬ «¼»µ ²° ¥ª²®°¨©� 6 0; � = const :�§ £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬» ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬  ¯®«³· ¥¬( _�1 = 0;_�2 = ��1: (13.17)� · «  ° ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©  ®°¬ «¼»µ ½ª±²°¥¬ «¥©:� = 0:�°®©ª  (�1; �2; �) ¤®«¦  ¡»²¼ ¥³«¥¢®©, ¯®½²®¬³�2(t) 6� 0:



13.3. �������� ��������� ��������� ������ 203�® ¨§ ³±«®¢¨¿ ¬ ª±¨¬³¬  ��� ±«¥¤³¥², ·²®~u(t)�2(t) = maxu2R u �2(t): (13.18)� ª ª ª �2(t) 6= 0, ¬ ª±¨¬³¬ ¢»¸¥ ¥ ¤®±²¨£ ¥²±¿. �«¥¤®¢ ²¥«¼®,  ®°-¬ «¼»µ ½ª±²°¥¬ «¥© ¥².� ±±¬®²°¨¬ ®°¬ «¼»© ±«³· ©: � 6= 0, ¬®¦® ¯®«®¦¨²¼ � = �1. �®°-¬ «¼»© £ ¬¨«¼²®¨  ° ¢¥hu(�; x) = h�1u (�; x) = �1x2 + �2u� 12u2:�±«®¢¨¥ ¬ ª±¨¬³¬  ��� ° ¢®±¨«¼® ²®¦¤¥±²¢³ @ hu@ u = 0, ¯®½²®¬³~u(t) = �2(t)¢¤®«¼ ®¯²¨¬ «¼»µ ²° ¥ª²®°¨©. �·¨²»¢ ¿ ±¨±²¥¬³ (13:17), § ª«¾· ¥¬, ·²®®¯²¨¬ «¼®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ «¨¥©®:~u(t) = �t+ �; �; � = const :� ª±¨¬¨§¨°®¢ »© £ ¬¨«¼²®¨ H(�; x) = maxu hu(�; x) = �1x2 + 12�22£« ¤®ª. �®½²®¬³ ®¯²¨¬ «¼»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² £ ¬¨«¼²®®¢®©±¨±²¥¬¥ 8>>><>>>: _x1 = x2;_x2 = �2;_�1 = 0;_�2 = ��1:�«¿ ¯¥°¥¬¥®© x1 ¯®«³· ¥¬ £° ¨·³¾ § ¤ ·³x(4)1 = 0;x1(0) = x01; _x1(0) = x02; x1(t1) = 0; _x1(t1) = 0: (13.19)�«¿ «¾¡»µ (x01; x02) ±³¹¥±²¢³¥² ¢ ²®·®±²¨ ®¤® °¥¸¥¨¥ x1(t) ½²®© § ¤ ·¨| ª³¡¨·¥±ª¨© ±¯« ©. �³ª¶¨¿ x2(t)  µ®¤¨²±¿ ¨§ ³° ¢¥¨¿ x2 = _x1.�² ª, ·¥°¥§ «¾¡³¾  · «¼³¾ ²®·ª³ x0 2 R2 ¯°®µ®¤¨² ¥¤¨±²¢¥ ¿½ª±²°¥¬ «¼ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿, ¯®¯ ¤ ¾¹ ¿ ¢  · «® ª®®°¤¨ ². �²® ª°¨¢ ¿(x1(t); x2(t)), t 2 [0; t1], £¤¥ x1(t) | ª³¡¨·¥±ª¨© ¬®£®·«¥, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾-¹¨© £° ¨·»¬ ³±«®¢¨¿¬ (13:19),   x2(t) = _x1(t). � ±¨«³ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿,½²  ²° ¥ª²®°¨¿ ®¯²¨¬ «¼ .



204 ����� 13. ������� ����� ������������ ����������13.4 �¯° ¢«¥¨¥ «¨¥©»¬ ®±¶¨««¿²®°®¬ ±ª°¨²¥°¨¥¬ ª ·¥±²¢ �» ³¯° ¢«¿¥¬ «¨¥©»¬ ®±¶¨««¿²®°®¬,  ¯°¨¬¥° ¬ ¿²¨ª®¬ ± ¬ «®©  ¬-¯«¨²³¤®©, ¥®£° ¨·¥®© ±¨«®© u, ® ³·¨²»¢ ¥¬ ° ±µ®¤ ½¥°£¨¨, ª®²®° ¿¨§¬¥°¿¥²±¿ ¨²¥£° «®¬ 12 R t10 u2(t) dt. � ¤ ·  ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿ § -¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ª( _x1 = x2;_x2 = �x1 + u; x = � x1x2 � 2 R2 ; u 2 R;x(0) = x0; x(t1) = 0; t1 § ª°¥¯«¥»;12 Z t10 u2 dt! min :�³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿ ¬®¦® ¤®ª § ²¼ ² ª ¦¥, ª ª ¢¯°¥¤»¤³¹¥¬ ° §¤¥«¥.� ¬¨«¼²®¨  ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬  ° ¢¥h�u(�; x) = �1x2 � �2x1 + �2u+ �2u2:�§ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬» ¯®«³· ¥¬( _�1 = �2;_�2 = ��1:� ª ¦¥, ª ª ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ° §¤¥«¥, ¯®ª §»¢ ¥¬, ·²®  ®°¬ «¼»µ ½ª-±²°¥¬ «¥© ¥², ¯®½²®¬³ ¬®¦® ¯®«®¦¨²¼ � = �1. �§ ³±«®¢¨¿ ¬ ª±¨¬³¬ ±«¥¤³¥², ·²® ~u(t) = �2(t):� · ±²®±²¨, ®¯²¨¬ «¼®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ¥±²¼ £ °¬®¨ª :~u(t) = � sin(t+ �); �; � = const :�¨±²¥¬  ³° ¢¥¨© ¤«¿ ½ª±²°¥¬ «¼»µ ²° ¥ª²®°¨©( _x1 = x2;_x2 = �x1 + � sin(t+ �)¤®¯³±ª ¥² ¿¢®¥ °¥¸¥¨¥:x1(t) = ��2 t cos(t+ �) + a sin(t+ b);x2(t) = �2 t sin(t+ �)� �2 cos(t+ �) + a cos(t+ b); a; b 2 R: (13.20)�¯° ¦¥¨¥ 13.1. �®ª ¦¨²¥, ·²® £° ¨·»¬ ³±«®¢¨¿¬ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥²¥¤¨±²¢¥ ¿ ½ª±²°¥¬ «¼ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ ¢¨¤  (13:20).�¯²¨¬ «¼®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ±³¹¥±²¢³¥², ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ½²¨ ½ª±²°¥¬ «¼»¥²° ¥ª²®°¨¨ ®¯²¨¬ «¼».



13.5. ������ ������� 20513.5 � ¸¨  �³¡¨± � ½²®¬ ° §¤¥«¥ ¬» ¨§³·¨¬ § ¤ ·³ ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿ ¤«¿ ±¨±²¥¬», ª®²®° ¿ §»¢ ¥²±¿ ¬ ¸¨®© �³¡¨± , ±¬. ³° ¢¥¨¿ (13:21) ¨¦¥. �¥°¢»¬ ½²³ ±¨±-²¥¬³ ° ±±¬ ²°¨¢ « �.�. � °ª®¢ ¢ 1887 £®¤³ [108].� ±±¬®²°¨¬ ¬ ¸¨³, ¤¢¨¦³¹³¾±¿ ¯® ¯«®±ª®±²¨. � ¸¨  ¬®¦¥² ¥µ ²¼¢¯¥°¥¤ ± ¯®±²®¿®© «¨¥©®© ±ª®°®±²¼¾ ¨ ®¤®¢°¥¬¥® ¯®¢®° ·¨¢ ²¼±¿ ±®£° ¨·¥®© ³£«®¢®© ±ª®°®±²¼¾. �»¡¥°¥¬  · «¼®¥ ¨ ª®¥·®¥ ¯®«®¦¥¨¥¨ ®°¨¥² ¶¨¾ ¬ ¸¨»   ¯«®±ª®±²¨. � ¤ ·  ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®¡» ¯¥°¥¢¥±²¨¬ ¸¨³ ¨§  · «¼®© ª®´¨£³° ¶¨¨ ¢ ª®¥·³¾ §  ¬¨¨¬ «¼®¥ ¢°¥¬¿.�®¯³±²¨¬»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ¬ ¸¨» | ¯«®±ª¨¥ ª°¨¢»¥ ®£° ¨·¥®© ª°¨-¢¨§». � ° ¬¥²°¨§³¿ ª°¨¢»¥ ¤«¨®© ¤³£¨, ¬®¦® ¯®±² ¢¨²¼ ¤ ³¾ § ¤ -·³ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨. � ´¨ª±¨°³¥¬ ¤¢¥ ²®·ª¨   ¯«®±ª®±²¨ ¨ ¤¢  ¥¤¨¨·»µ¢¥ª²®° , ¯°¨«®¦¥»µ ±®®²¢¥²±²¢¥® ¢ ½²¨µ ²®·ª µ. �°¥¡³¥²±¿  ©²¨ ª°¨-¢³¾   ¯«®±ª®±²¨, ¢»µ®¤¿¹³¾ ¨§ ¯¥°¢®© ²®·ª¨ ± ¯¥°¢»¬ ¢¥ª²®°®¬ ±ª®°®±-²¨ ¨ ¢µ®¤¿¹³¾ ¢® ¢²®°³¾ ²®·ª³ ±® ¢²®°»¬ ¢¥ª²®°®¬ ±ª®°®±²¨, ¨¬¥¾¹³¾ª°¨¢¨§³, ®£° ¨·¥³¾ ±¢¥°µ³ § ¤ ®© ª®±² ²®©, ¨ ª° ²· ©¸³¾ ±°¥¤¨¢±¥µ ² ª¨µ ª°¨¢»µ.� ¬¥· ¨¥. � «®£¨· ¿ § ¤ ·  ± ¥®£° ¨·¥®© ª°¨¢¨§®©, ¢®®¡¹¥ £®¢®-°¿,   ¨¬¥¥² °¥¸¥¨©. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ²®· ¿ ¨¦¿¿ £° ¼ ¤«¨ ¢±¥µ ª°¨-¢»µ, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨µ £° ¨·»¬ ³±«®¢¨¿¬ ¡¥§ ®£° ¨·¥¨¿   ª°¨¢¨§³,° ¢  ° ±±²®¿¨¾ ¬¥¦¤³  · «¼®© ¨ ª®¥·®© ²®·ª ¬¨: ±®¥¤¨¿¾¹¨© ½²¨²®·ª¨ ®²°¥§®ª ¬®¦® ¯°¨¡«¨§¨²¼ £« ¤ª¨¬¨ ª°¨¢»¬¨, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¬¨£° ¨·»¬ ³±«®¢¨¿¬. �® ½²  ¨¦¿¿ £° ¼ ¥ ¤®±²¨£ ¥²±¿, ¥±«¨ £° ¨·-»¥ ¢¥ª²®°» ±ª®°®±²¨ ¥ ±® ¯° ¢«¥» ¢¥ª²®°³, ±®¥¤¨¿¾¹¥¬³ £° ¨·»¥²®·ª¨.�®±«¥ ¢»¡®°  ¯®¤µ®¤¿¹¨µ ¥¤¨¨¶ ¨§¬¥°¥¨¿, ¯®«³· ¥¬ § ¤ ·³ ¡»±²°®-¤¥©±²¢¨¿ ¤«¿ ¥«¨¥©®© ±¨±²¥¬»:8><>: _x1 = cos �;_x2 = sin �;_� = u; (13.21)x = (x1; x2) 2 R2 ; � 2 S1; juj 6 1;x(0); �(0); x(t1); �(t1) § ª°¥¯«¥»;t1 ! min :�³¹¥±²¢®¢ ¨¥ °¥¸¥¨© ±«¥¤³¥² ¨§ ²¥®°¥¬» �¨«¨¯¯®¢ . �°¨¬¥¿¥¬¯°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬  �®²°¿£¨ .�¬¥¥¬ (x1; x2; �) 2M = R2x �S1� , ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ (�1; �2; �) ±®®²¢¥²±²¢³-¾¹¨¥ ª®®°¤¨ ²» ¯°¨±®¥¤¨¥®£® ¢¥ª²®° . �®£¤ � = (x; �; �; �) 2 T �M;¨ § ¢¨±¿¹¨© ®² ³¯° ¢«¥¨¿ £ ¬¨«¼²®¨  ° ¢¥hu(�) = �1 cos � + �2 sin � + �u:



206 ����� 13. ������� ����� ������������ �����������§ £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬» ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬  ±«¥¤³¥², ·²®_� = 0; (13.22)_� = �1 sin � � �2 cos �; (13.23)  ³±«®¢¨¿ ¬ ª±¨¬³¬  § ¯¨±»¢ ¾²±¿ ª ª�(t)u(t) = maxjuj61�(t)u: (13.24)�° ¢¥¨¥ (13:22) ®§ · ¥², ·²® � ¯®±²®¿® ¢¤®«¼ ®¯²¨¬ «¼»µ ²° ¥ª²®°¨©,¯®½²®¬³ ¯° ¢³¾ · ±²¼ (13:23) ¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ª ª�1 sin � � �2 cos � = � sin(� + �); �; � = const; � =q�21 + �22 > 0:(13.25)�² ª, ¨§ £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬» ��� (13:21){(13:23) ¯®«³·¥  ±¨±²¥¬ :( _� = � sin(� + �);_� = u:�§ ³±«®¢¨¿ ¬ ª±¨¬³¬  (13:24) ±«¥¤³¥², ·²®u(t) = sgn�(t) ¯°¨ �(t) 6= 0: (13.26)�±«¨ � = 0, ²® (�1; �2) � 0 ¨ � = const 6= 0, ¯®½²®¬³ u = const = �1.�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ª°¨¢ ¿ x(t) ¥±²¼ ¤³£  ®ª°³¦®±²¨ ° ¤¨³±  1.�³±²¼ � 6= 0, ²®£¤  ¨§ (13:25) ¯®«³· ¥¬ � > 0. �±«®¢¨¿ (13:22), (13:23),(13:24) ±®µ° ¿¾²±¿ ¯°¨ ³¬®¦¥¨¨ ¯°¨±®¥¤¨¥®£® ¢¥ª²®°  (�; �)   «¾-¡®¥ ¯®«®¦¨²¥«¼®¥ ·¨±«®. �®¦® ¯®¤®¡° ²¼ (�; �) ² ª, ·²® � =p�21 + �22 = 1.�®½²®¬³ ¤ «¥¥ ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²®� = 1:�±«®¢¨¥ (13:26) ®§ · ¥², ·²® ¯®¢¥¤¥¨¥ § ª  ´³ª¶¨¨ �(t) ¨¬¥¥² °¥-¸ ¾¹¥¥ § ·¥¨¥ ¤«¿ ±²°³ª²³°» ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿. � ±±¬®²°¨¬¥±ª®«¼ª® ¢®§¬®¦®±²¥© ¤«¿ �(t).(0) �±«¨ ´³ª¶¨¿ �(t) ¥ ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ³«¼   ®²°¥§ª¥ [0; t1], ²® ®¯²¨-¬ «¼®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ¯®±²®¿®:u(t) = const = �1; t 2 [0; t1]; (13.27)  ®¯²¨¬ «¼ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ x(t), t 2 [0; t1], ¥±²¼ ¤³£  ®ª°³¦®±²¨. �²¬¥-²¨¬, ·²® ®¯²¨¬ «¼ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ ¥ ¬®¦¥² ±®¤¥°¦ ²¼ ¯®«®© ®ª°³¦®±²¨:®ª°³¦®±²¼ ¬®¦® ¨±ª«¾·¨²¼, ¯°¨ ½²®¬ ¯®«³·¥ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ ³¤®¢«¥²¢®-°¿¥² £° ¨·»¬ ³±«®¢¨¿¬ ¨ ª®°®·¥ ¨±µ®¤®©. �®½²®¬³ ³¯° ¢«¥¨¥ (13:27)®¯²¨¬ «¼® ²®«¼ª® ¯°¨ t1 < 2�.



13.5. ������ ������� 207� «¥¥ ¬®¦® ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ¬®¦¥±²¢®N = f� 2 [0; t1] j �(�) 6= 0g®²«¨·® ®² ¢±¥£® ®²°¥§ª  [0; t1]. � ª ª ª N ®²ª°»²®, ®® ¿¢«¿¥²±¿ ®¡º¥¤¨-¥¨¥¬ ®²ª°»²»µ ¨²¥°¢ «®¢   [0; t1], ¯«¾±, ¡»²¼ ¬®¦¥², ¯®«³®²ª°»²»¥¨²¥°¢ «» ¢¨¤  [0; �1), (�2; t1].(1) �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¬®¦¥±²¢® N ±®¤¥°¦¨² ¨²¥°¢ « ¢¨¤ (�1; �2) � [0; t1]; �1 < �2: (13.28)�®¦® ±·¨² ²¼, ·²® ¨²¥°¢ « (�1; �2) ¬ ª±¨¬ «¥ ¯® ¢ª«¾·¥¨¾:�(�1) = �(�2) = 0; �j(�1;�2) 6= 0:�§ ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬  ¯®«³· ¥¬ ¥° ¢¥±²¢®hu(t)(�(t)) = cos(�(t) + �) + �(t)u(t) > 0:�®½²®¬³ cos(�(�1) + �) > 0:�²® ¥° ¢¥±²¢® ®§ · ¥², ·²® ³£®«b� = �(�1) + �³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¢ª«¾·¥¨¾b� 2 h0; �2 i [ �3�2 ; 2�� :� ±±¬®²°¨¬ ± · «  ±«³· © b� 2 �0; �2 i :�®£¤  _�(�1) = sin b� > 0, ¯®½²®¬³ ¢ ¬®¬¥² �1 ³¯° ¢«¥¨¥ ¯¥°¥ª«¾· ¥²±¿ ±�1   +1, ¯®½²®¬³ _�(t) = u(t) � 1; t 2 (�1; �2):�»·¨±«¨¬ ° ±±²®¿¨¥ �2 � �1. � ª ª ª�(�2) = Z �2�1 sin(b� + � � �1) d� = 0;¨¬¥¥¬ �2 � �1 = 2(� � b�), ¯®½²®¬³�2 � �1 2 [�; 2�): (13.29)



208 ����� 13. ������� ����� ������������ ����������� ±«³· ¥ b� 2 �3�2 ; 2��¢ª«¾·¥¨¥ (13:29) ¤®ª §»¢ ¥²±¿   «®£¨·®,   ¢ ±«³· ¥ b� = 0 ®¯²¨¬ «¼»µ³¯° ¢«¥¨© ¥² (ª°¨¢ ¿ x(t) ±®¤¥°¦¨² ¯®«³¾ ®ª°³¦®±²¼, ª®²®°³¾ ¬®¦®³¤ «¨²¼).�ª«¾·¥¨¥ (13:29) ®§ · ¥², ·²® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»¥ ª®°¨ �1, �2 ´³ª¶¨¨�(t) ¥ ¬®£³² ¡»²¼ ±ª®«¼ ³£®¤® ¡«¨§ª¨ ¬¥¦¤³ ±®¡®©. �®«¥¥ ²®£®, ¢»¸¥-¯°¨¢¥¤¥®¥ ° ±±³¦¤¥¨¥ ¯®ª §»¢ ¥², ·²® ¢ ² ª¨¥ ¬®¬¥²» �i ®¯²¨¬ «¼®¥³¯° ¢«¥¨¥ ¯¥°¥ª«¾· ¥²±¿ ± ®¤®£® ½ª±²°¥¬ «¼®£® § ·¥¨¿   ¤°³£®¥, ¨¢¤®«¼ «¾¡®© ®¯²¨¬ «¼®© ²° ¥ª²®°¨¨ ° ±±²®¿¨¥ ¬¥¦¤³ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»-¬¨ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿¬¨ �i, �i+1 ®¤® ¨ ²® ¦¥.�² ª, ¢ ±«³· ¥ (1) ®¯²¨¬ «¼®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ²®«¼ª® ±«¥¤³¾-¹¥£® ¢¨¤ : u(t) = � "; t 2 (�2k�1; �2k);�"; t 2 (�2k; �2k+1); (13.30)" = �1;�i+1 � �i = const 2 [�; 2�); i = 1; : : : ; n� 1; (13.31)�1 2 (0; 2�);§¤¥±¼ ¥ ³ª § » § ·¥¨¿ u   ¨²¥°¢ « µ ¤® ¯¥°¢®£® ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿,t 2 (0; �1), ¨ ¯®±«¥ ¯®±«¥¤¥£® ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿, t 2 (�n; t1). �  ² ª¨µ ²° -¥ª²®°¨¿µ ³¯° ¢«¥¨¥ ¯°¨¨¬ ¥² ²®«¼ª® ½ª±²°¥¬ «¼»¥ § ·¥¨¿ �1, ¨ ª®-«¨·¥±²¢® ¯¥°¥ª«¾·¥¨© ª®¥·®   «¾¡®¬ ª®¬¯ ª²®¬ ®²°¥§ª¥ ¢°¥¬¥¨.� ª®¥ ³¯° ¢«¥¨¥  §»¢ ¥²±¿ °¥«¥©»¬.�¯° ¢«¥¨¿ u(t) ¢¨¤  (13:30), (13:31) ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ¯°¨¶¨¯³ ¬ ª±¨-¬³¬  ¤«¿ ±ª®«¼ ³£®¤® ¡®«¼¸¨µ t, ® ®¨ ¥®¯²¨¬ «¼», ¥±«¨ ª®«¨·¥±²¢®¯¥°¥ª«¾·¥¨© n > 3. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¤®¯³±²¨¬, ·²® ² ª®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ¨¬¥¥²¯® ª° ©¥© ¬¥°¥ 4 ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿. �®£¤  ª³±®ª ²° ¥ª²®°¨¨ x(t), t 2 [�1; �4],¥±²¼ ª®ª ²¥ ¶¨¿ ²°¥µ ¤³£ ®ª°³¦®±²¥©, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ®²°¥§ª ¬ ¢°¥-¬¥¨ [�1; �2], [�2; �3], [�3; �4], ¯°¨·¥¬�4 � �3 = �3 � �2 = �2 � �1 2 [�; 2�):�°®¢¥¤¥¬ ®²°¥§®ª~x(t); t 2 [(�1 + �2)=2; (�3 + �4)=2] ; ����d ~xd t ���� � 1;®¡¹³¾ ª ± ²¥«¼³¾ ª ¯¥°¢®© ¨ ²°¥²¼¥© ®ª°³¦®±²¿¬ ·¥°¥§ ²®·ª¨x ((�1 + �2)=2) ¨ x ((�3 + �4)=2), ±¬. °¨±. 13.3. �®£¤  ª°¨¢ ¿y(t) = � x(t); t =2 [(�1 + �2)=2; (�3 + �4)=2] ;~x(t); t 2 [(�1 + �2)=2; (�3 + �4)=2] ;



13.5. ������ ������� 209x(t) ~x(t)�¨±. 13.3: �±ª«¾·¥¨¥ ·¥²»°¥µ ¯¥°¥ª«¾·¥¨©¥±²¼ ¤®¯³±²¨¬ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿, ¡®«¥¥ ª®°®²ª ¿, ·¥¬ x(t). �» ¤®ª § «¨, ·²®®¯²¨¬ «¼®¥ °¥«¥©®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ¥ ¬®¦¥² ¨¬¥²¼ ¡®«¥¥ ²°¥µ ¯¥°¥ª«¾·¥-¨©.(2) �±² «®±¼ ° ±±¬®²°¥²¼ ±«³· ©, ª®£¤  ¬®¦¥±²¢® N ¥ ±®¤¥°¦¨² ¨-²¥°¢ «®¢ ¢¨¤  (13:28). �®£¤  N ±®±²®¨² ¨§ ¥ ¡®«¥¥ ¤¢³µ ¯®«³®²ª°»²»µ¨²¥°¢ «®¢: N = [0; �1) [ (�2; t1]; �1 6 �2;£¤¥ ®¤¨ ¨«¨ ®¡  ¨²¥°¢ «  ¬®£³² ®²±³²±²¢®¢ ²¼. �±«¨ �1 = �2, ²® ´³ª¶¨¿�(t) ¨¬¥¥² ¥¤¨±²¢¥»© ª®°¥¼   ®²°¥§ª¥ [0; t1], ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ®¯-²¨¬ «¼®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ³±«®¢¨¥¬ (13:26). � ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥�1 < �2¨ �j[0;�1) 6= 0; �j[�1;�2] � 0; �j(�2;t1] 6= 0: (13.32)� ½²®¬ ±«³· ¥ ³±«®¢¨¥ ¬ ª±¨¬³¬  ��� (13:26) ¥ ®¯°¥¤¥«¿¥² ®¤®§ ·®®¯²¨¬ «¼®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ u(t), ².ª. ¬ ª±¨¬³¬ ¤®±²¨£ ¥²±¿ ¤«¿ ¡®«¥¥ ·¥¬ ®¤-®£® § ·¥¨¿ ³¯° ¢«¿¾¹¥£® ¯ ° ¬¥²°  u. � ª®¥ ³¯° ¢«¥¨¥  §»¢ ¥²±¿®±®¡»¬. �¥¬ ¥ ¬¥¥¥, ®±®¡®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ¢ ½²®© § ¤ ·¥ ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼¨§ ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬ . �¥©±²¢¨²¥«¼®,   ¨²¥°¢ «¥ (�1; �2) ¢»¯®«¿¾²±¿±«¥¤³¾¹¨¥ ²®¦¤¥±²¢ :_� = sin(� + �) = 0 ) � + � = �k ) � = const ) u = 0:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¥±«¨ ®¯²¨¬ «¼ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ x(t) ¨¬¥¥² ®±®¡»© ³· ±²®ª| ¯°¿¬®«¨¥©»© ®²°¥§®ª | ²® ®¯²¨¬ «¼®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ¯¥°¥ª«¾· ¥²±¿²®«¼ª® ¢ ¬®¬¥²» �1 ¨ �2. �®£¤ uj(0;�1) = const = �1; uj(�2;t1) = const = �1;



210 ����� 13. ������� ����� ������������ ����������¨ ¢±¿ ²° ¥ª²®°¨¿ x(t), t 2 [0; t1], ¥±²¼ ª®ª ²¥ ¶¨¿ ¤³£¨ ®ª°³¦®±²¨ ° ¤¨-³±  1 x(t); u(t) = �1; t 2 [0; �1];¯°¿¬®© x(t); u(t) = 0; t 2 [�1; �2];¨ ¥¹¥ ®¤®© ¤³£¨ ®ª°³¦®±²¨ ° ¤¨³±  1x(t); u(t) = �1; t 2 [�2; t1]:�² ª, ®¯²¨¬ «¼»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ¢ ¤ ®© § ¤ ·¥ ¨¬¥¾² ¬®£³² ¡»²¼ ®¤-®£® ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ ¤¢³µ ²¨¯®¢:(1) ª®ª ²¥ ¶¨¿ °¥«¥©®£® ³· ±²ª  (¤³£  ®ª°³¦®±²¨, u = �1), ®±®¡®£®³· ±²ª  (®²°¥§®ª ¯°¿¬®©, u = 0), ¨ °¥«¥©®£® ³· ±²ª , ¨«¨(2) ª®ª ²¥ ¶¨¿ °¥«¥©»µ ³· ±²ª®¢ ± ¥ ¡®«¥¥ ·¥¬ ²°¥¬¿ ¯¥°¥ª«¾·¥¨-¿¬¨, ¯°¨·¥¬ ¤³£¨ ®ª°³¦®±²¥© ¬¥¦¤³ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿¬¨ ¨¬¥¾² ®¤¨ ¨ ²®²¦¥ ¶¥²° «¼»© ³£®« 2 [�; 2�).�±«¨ £° ¨·»¥ ²®·ª¨ x(0), x(t1) ¤®±² ²®·® ¤ «¥ª¨ ¤°³£ ®² ¤°³£ , ²®¨µ ¬®¦® ±®¥¤¨¨²¼ ²®«¼ª® ²° ¥ª²®°¨¿¬¨ ± ®±®¡»¬ ³· ±²ª®¬. �«¿ ² -ª¨µ £° ¨·»µ ²®·¥ª ¯®«³· ¥¬ ¯°®±²®©  «£®°¨²¬ ¯®±²°®¥¨¿ ®¯²¨¬ «¼-®© ²° ¥ª²®°¨¨. �¥°¥§ ª ¦¤³¾ ¨§ ²®·¥ª x(0) ¨ x(t1) ¯°®¢¥¤¥¬ ¯ °³ ®ª°³¦-®±²¥© ° ¤¨³±  1, ª ± ¾¹¨µ±¿ ±®®²¢¥²±²¢¥® ¢¥ª²®°®¢ ±ª®°®±²¨ _x(0) =(cos �(0); sin �(0)) ¨ _x(t1) = (cos �(t1); sin �(t1)). � ²¥¬ ¯°®¢¥¤¥¬ ®¡¹¨¥ ª ± -²¥«¼»¥ ª ®ª°³¦®±²¿¬ ¢ x(0) ¨ x(t1) ±®®²¢¥²±²¢¥®, ² ª ·²®¡»  ¯° ¢-«¥¨¥ ¤¢¨¦¥¨¿ ¯® ½²¨¬ ª ± ²¥«¼»¬ ¡»«® ±®¢¬¥±²¨¬»¬ ±  ¯° ¢«¥¨¥¬¢° ¹¥¨¿   ®ª°³¦®±²¿µ, ®¯°¥¤¥«¥»¬ £° ¨·»¬¨ ª ± ²¥«¼»¬¨ ¢¥ª-²®° ¬¨ _x(0) ¨ _x(t1), ±¬. °¨±. 13.4. � ª®¥¶, ¢»¡¥°¥¬ ¨§ ¯®±²°®¥»µ ª°¨¢»µª° ²· ©¸³¾. �²  ª°¨¢ ¿ ¨ ¡³¤¥² ®¯²¨¬ «¼®© ²° ¥ª²®°¨¥©._x(0)x(0) x(t1)_x(t1)
�¨±. 13.4: � µ®¦¤¥¨¥ ª° ²· ©¸¥© ª°¨¢®© ¤«¿ ¤ «¥ª¨µ £° ¨·»µ ²®·¥ª



�« ¢  14� ¬¨«¼²®®¢» ±¨±²¥¬» ±¢»¯³ª«»¬¨£ ¬¨«¼²®¨  ¬¨�®°®¸® ¨§¢¥±²  ²¥®°¥¬  ® ²®¬, ·²® ¥±«¨ ¯®¢¥°µ®±²¼ ³°®¢¿ £ ¬¨«¼²®¨ -  ¢»¯³ª« , ²® ®  ±®¤¥°¦¨² ¯¥°¨®¤¨·¥±ª³¾ ²° ¥ª²®°¨¾ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥©£ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬» [143], [148]. � ½²®© £« ¢¥ ¬» ¤®ª ¦¥¬ ¡®«¥¥ ®¡¹¨©°¥§³«¼² ² ± ¯®¬®¹¼¾ ²¥®°¨¨ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿ ¤«¿ «¨¥©»µ ±¨±-²¥¬.�¥®°¥¬  14.1. �³±²¼ S ¥±²¼ ±¨«¼® ¢»¯³ª«®¥ ª®¬¯ ª²®¥ ¯®¤¬®¦¥±²-¢® Rn , n ·¥²®, ¨ ¯³±²¼ £° ¨¶  ¬®¦¥±²¢  S ¿¢«¿¥²±¿ ¯®¢¥°µ®±²¼¾ ³°®¢-¿ £ ¬¨«¼²®¨   H 2 C1(Rn ). �®£¤  ¤«¿ «¾¡®£® v 2 Rn ±³¹¥±²¢³¥² ¯ -° ««¥«¼ ¿ ¢¥ª²®°³ v µ®°¤  ¢ S, ·¥°¥§ ª®¶» ª®²®°®© ¯°®µ®¤¨² ¥ª®²®° ¿²° ¥ª²®°¨¿ £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬» _x = ~H(x).�» ±·¨² ¥¬ §¤¥±¼, ·²®   ¯°®±²° ±²¢¥ Rn § ¤   ±² ¤ °² ¿ ±¨¬¯«¥ª-²¨·¥±ª ¿ ±²°³ª²³° �(x; x) = hx; Jxi; J = � 0 Id� Id 0 � ;².¥. £ ¬¨«¼²®®¢® ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ £ ¬¨«¼²®¨ ³ H , ¨¬¥-¥² ¢¨¤ ~H = J gradH .�¥®°¥¬  ® ¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨µ ²° ¥ª²®°¨¿µ £ ¬¨«¼²®®¢»µ ±¨±²¥¬ ¥±²¼ · ±²-»© ±«³· © ¯°¨¢¥¤¥®© ¢»¸¥ ²¥®°¥¬» ¯°¨ v = 0. �®ª ¦¥¬ ²¥®°¥¬³ 14.1.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¥ ²¥°¿¿ ®¡¹®±²¨, ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® 0 2 intS.� ±±¬®²°¨¬ ¯®«¿°³ ¬®¦¥±²¢  S:S� = fu 2 Rn j supx2Shu; xi 6 1g:211



212 ����� 14. �������� ��������������§ ²¥®°¥¬» ®²¤¥«¨¬®±²¨ ±«¥¤³¥², ·²®(S�)� = S; 0 2 intS�;  S� ¥±²¼ ±¨«¼® ¢»¯³ª«®¥ ª®¬¯ ª²®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® Rn .�¢¥¤¥¬ ±«¥¤³¾¹³¾ «¨¥©³¾ § ¤ ·³ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿:_x = u; u 2 S�; x 2 Rn ;x(0) = a; x(1) = b;Z 10 hx; Jui dt! min : (14.1)�¤¥±¼ a ¨ b | «¾¡»¥ ²®·ª¨ ¢ S�, ¤®±² ²®·® ¡«¨§ª¨¥ ª ³«¾ ¨ ² ª¨¥, ·²®¢¥ª²®° J(b � a) ¯ ° ««¥«¥ v. �® ²¥®°¥¬¥ �¨«¨¯¯®¢  ½²  § ¤ ·  ¨¬¥¥² ®¯-²¨¬ «¼»¥ °¥¸¥¨¿. �» ¨±¯®«¼§³¥¬ ½²¨ °¥¸¥¨¿ ¤«¿ ¯®±²°®¥¨¿ ¨±ª®¬®©²° ¥ª²®°¨¨ £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬»   @S.� ¢¨±¿¹¨© ®² ³¯° ¢«¥¨¿ £ ¬¨«¼²®¨  ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬  ¨¬¥¥²¢¨¤: h�u(p; x) = pu+ �hx; Jui:�®ª ¦¥¬ ± · « , ·²®  ®°¬ «¼»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ¥ ¬®£³² ¡»²¼ ®¯²¨¬ «¼-»¬¨. �³±²¼ � = 0. �®£¤  ¯°¨±®¥¤¨¥®¥ ³° ¢¥¨¥ ¥±²¼ _p = 0, ¯®½²®¬³p = p0 = const :�±«®¢¨¥ ¬ ª±¨¬³¬  ��� § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ªp0u(t) = maxv2S� p0v:� ±¨«³ ±¨«¼®© ¢»¯³ª«®±²¨ ¯®«¿°» S�, ¨¬¥¥¬u(t) = const; u(t) 2 @S�:�«¥¤®¢ ²¥«¼®,  ®°¬ «¼»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ±³²¼ ¯°¿¬»¥ ±® ±ª®°®±²¿¬¨, ®²¤¥-«¥»¬¨ ®² ³«¿. �±«¨ ¢§¿²¼ ²®·ª¨ a, b ¤®±² ²®·® ¡«¨§ª¨¬¨ ª ³«¾, ²® ®°¬ «¼»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ¥ ±¬®£³² ³¤®¢«¥²¢®°¨²¼ £° ¨·»¬ ³±«®¢¨¿¬.�®½²®¬³ ®¯²¨¬ «¼»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ®°¬ «¼», ¨ ¬®¦® ¯®«®¦¨²¼ � =�1. �®°¬ «¼»© £ ¬¨«¼²®¨  ° ¢¥hu(p; x) = pu� hx; Jui;  ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ £ ¬¨«¼²®®¢  ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² ¢¨¤( _p = Ju;_x = u:�®°¬ «¼»© £ ¬¨«¼²®¨  ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ª ªhu(p; x) = hy; ui;y = p+ Jx;



213£¤¥ ¢¥ª²®° y ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³° ¢¥¨¾_y = 2Ju:�¤®«¼ ®°¬ «¼®© ²° ¥ª²®°¨¨hu(t)(p(t); x(t)) = hy(t); u(t)i = maxv2S�hy(t); vi = C = const : (14.2)� ±±¬®²°¨¬ ± · «  ±«³· © C 6= 0, ¨»¬¨ ±«®¢ ¬¨, C > 0. �®£¤ z(t) = 1C y(t) 2 (S�)� = S;².¥. z(t) 2 S. �®«¥¥ ²®£®, z(t) 2 @S,   ¢¥ª²®° u(t) ¥±²¼ ®°¬ «¼ ª @S ¢ ²®·ª¥z(t). �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ª°¨¢ ¿ z(t), ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¯¥°¥¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¨, ¿¢«¿-¥²±¿ ²° ¥ª²®°¨¥© £ ¬¨«¼²®®¢  ¯®«¿ ~H = J gradH . �°®¢¥°¨¬ ¢»¯®«¥¨¥£° ¨·»µ ³±«®¢¨©:p(1)� p(0) = J(x(1)� x(0));y(1)� y(0) = 2J(x(1)� x(0)) = 2J(b� a);z(1)� z(0) = 2C J(b� a):�®½²®¬³ z(t) ¥±²¼ ¨±ª®¬ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿: µ®°¤  z(1)�z(0) ¯ ° ««¥«¼  ¢¥ª²®°³v. �«¿ § ¢¥°¸¥¨¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¯®ª ¦¥¬, ·²® ±«³· © C = 0 ¢ (14:2) ¥-¢®§¬®¦¥. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ C = 0, ²® y(t) � 0, ¯®½²®¬³ u(t) � 0. �±-«¨ a 6= b, ²® ¥ ¢»¯®«¿¾²±¿ £° ¨·»¥ ³±«®¢¨¿ ¤«¿ x. �±«¨ ¦¥ a = b,²® ¯ °  (u(t); x(t)) � (0; 0) ¥ °¥ «¨§³¥² ¬¨¨¬³¬ ´³ª¶¨® «  (14:1), ª®-²®°»© ¬®¦¥² ¯°¨¨¬ ²¼ ®²°¨¶ ²¥«¼»¥ § ·¥¨¿: ¤«¿ «¾¡®© ¤®¯³±²¨¬®©1-¯¥°¨®¤¨·¥±ª®© ²° ¥ª²®°¨¨ x(t), ²° ¥ª²®°¨¿ x̂(t) = x(1 � t) ¯¥°¨®¤¨·  ¨¨¬¥¥² ª°¨²¥°¨© ª ·¥±²¢ Z 10 hx̂; J _̂xi dx = � Z 10 hx; Jui dx:



214 ����� 14. �������� �������������



�« ¢  15�¨¥© ¿ § ¤ · ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿15.1 �®±² ®¢ª  § ¤ ·¨� ½²®© £« ¢¥ ¬» ¨§³·¨¬ ±«¥¤³¾¹³¾ § ¤ ·³ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿:_x = Ax+Bu; x 2 Rn ; u 2 U � Rm ; (15.1)x(0) = x0; x(t1) = x1; x0; x1 2 Rn § ª°¥¯«¥»; (15.2)t1 ! min; (15.3)£¤¥ U | ª®¬¯ ª²»© ¢»¯³ª«»© ¬®£®£° ¨ª ¢ Rm ,   A ¨ B | ¯®±²®¿-»¥ ¬ ²°¨¶» ¯®°¿¤ª  n � n ¨ n � m ±®®²¢¥²±²¢¥®. � ¤ ·  (15:1){(15:3) §»¢ ¥²±¿ «¨¥©®© § ¤ ·¥© ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿.�®£®£° ¨ª U ¥±²¼ ¢»¯³ª« ¿ ®¡®«®·ª  ª®¥·®£® ·¨±«  ²®·¥ªa1; : : : ; ak ¢ Rm : U = convfa1; : : : ; akg:�³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® «¾¡ ¿ ²®·ª  ai ¥ ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¢»¯³ª«®© ®¡®«®·ª¥®±² «¼»µ ²®·¥ª aj , j 6= i, ²® ¥±²¼ ª ¦¤ ¿ ai | ¢¥°¸¨  ¬®£®£° ¨ª  U .�³¤¥¬ ¤ «¥¥ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ¢»¯®«¥® ±«¥¤³¾¹¥¥ ³±«®¢¨¥ ®¡¹¥£® ¯®-«®¦¥¨¿:�«¿ «¾¡®£® °¥¡°  [ai; aj ] ¬®£®£° ¨ª  U , ¢¥ª²®° eij = aj � ai ³¤®¢«¥-²¢®°¿¥² ° ¢¥±²¢³span(Beij ; ABeij ; : : : ; An�1Beij) = Rn : (15.4)�²® ³±«®¢¨¥ ®§ · ¥², ·²® ¨ ®¤¨ ¢¥ª²®° Beij ¥ ¯°¨ ¤«¥¦¨² ±®¡±²-¢¥®¬³ ¨¢ °¨ ²®¬³ ¯®¤¯°®±²° ±²¢³ ¬ ²°¨¶» A. �® ²¥®°¥¬¥ 3.1, ½²®° ¢®±¨«¼® ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ «¨¥©®© ±¨±²¥¬» _x = Ax + Bu ± ¯°®±²° ±²-¢®¬ ³¯° ¢«¿¾¹¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢ u 2 Reij . �»¯®«¥¨¿ ³±«®¢¨¿ (15:4) ¢±¥£¤ ¬®¦® ¤®¡¨²¼±¿ ¬ «»¬ ¸¥¢¥«¥¨¥¬ ¬ ²°¨¶ A;B.215



216 ����� 15. �������� ������ ���������������» ° ±±¬ ²°¨¢ «¨ ¯°¨¬¥°» «¨¥©»µ § ¤ · ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿ ¢ ° §¤¥-« µ 13.1, 13.2. �¤¥±¼ ¬» ¨§³·¨¬ ±²°³ª²³°³ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿, ¤®ª -¦¥¬ ¥£® ¥¤¨±²¢¥®±²¼, ®¶¥¨¬ ª®«¨·¥±²¢® ¯¥°¥ª«¾·¥¨©.�³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿ ¤«¿ «¾¡»µ ²®·¥ª x0, x1 ² ª¨µ,·²® x1 2 A(x0), ±«¥¤³¥² ¨§ ²¥®°¥¬» �¨«¨¯¯®¢ . � ¬¥²¨¬, ·²®   «®£¨· ¿§ ¤ ·  ± ¥®£° ¨·¥»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ ³¯° ¢«¿¾¹¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¬®¦¥²¥ ¨¬¥²¼ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿, ½²® «¥£ª® ¯®ª § ²¼ ¨±¯®«¼§³¿ «¨¥©-®±²¼ ±¨±²¥¬».�¥°¥¤  · «®¬ ¨§³·¥¨¿ «¨¥©®© § ¤ ·¨ ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿  ¯®¬¨¬ ¥-ª®²®°»¥  · «¼»¥ ±¢¥¤¥¨¿ ® ¬®£®£° ¨ª µ.15.2 �¥®¬¥²°¨¿ ¬®£®£° ¨ª®¢�»¯³ª«®© ®¡®«®·ª®© ª®¥·®£® ·¨±«  ²®·¥ª a1; : : : ; ak 2 Rm  §»¢ ¥²±¿¬®¦¥±²¢®U = convfa1; : : : ; akg def= ( kXi=1 �iai j �i > 0; kXi=1 �i = 1) :�´´¨ ¿ £¨¯¥°¯«®±ª®±²¼ ¢ Rm ¥±²¼ ¬®¦¥±²¢® ¢¨¤ � = fu 2 Rm j h�; ui = cg; � 2 Rm� n f0g; c 2 R:�¯®°®© £¨¯¥°¯«®±ª®±²¼¾ ¬®£®£° ¨ª  U  §»¢ ¥²±¿ ² ª ¿ £¨¯¥°¯«®±-ª®±²¼ �, ·²® h�; ui 6 c 8u 2 U¤«¿ ª®¢¥ª²®°  � ¨ ·¨±«  c, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨µ �, ¯°¨·¥¬ ½²® ¥° ¢¥±²¢® ¤®«¦®®¡° ¹ ²¼±¿ ¢ ° ¢¥±²¢® ¢ ¥ª®²®°®© ²®·ª¥ u 2 @U , ².¥. � \ U 6= ;.a1 a2a3 a4
� �U�¨±. 15.1: �®£®£° ¨ª U ± ®¯®°®© £¨¯¥°¯«®±ª«±²¼¾ �



15.3. ������� � �������� ���������� 217�¥°¥±¥·¥¨¥ «¾¡®£® ¬®£®£° ¨ª  U = convfa1; : : : ; akg ± «¾¡®© ¥£®®¯®°®© £¨¯¥°¯«®±ª®±²¼¾ � = fu j h�; ui = cg ¤ ¥² ¤°³£®© ¬®£®£° ¨ª:U \ � = convfai1 ; : : : ; ailg;h�; ai1i = � � � = h�; aili = c;h�; aji < c; j =2 fi1; : : : ; ilg:� ª¨¥ ¬®£®£° ¨ª¨ U \ �  §»¢ ¾²±¿ £° ¿¬¨ ¬®£®£° ¨ª  U . �³«¼-¬¥°»¥ ¨ ®¤®¬¥°»¥ £° ¨  §»¢ ¾²±¿ ±®®²¢¥²±²¢¥® ¢¥°¸¨ ¬¨ ¨ °¥¡-° ¬¨. �®£®£° ¨ª ¨¬¥¥² ª®¥·®¥ ·¨±«® £° ¥©, ª ¦¤ ¿ ¨§ ª®²®°»µ ¥±²¼¢»¯³ª« ¿ ®¡®«®·ª  ª®¥·®£® ·¨±«  ¢¥°¸¨. �° ¼ «¾¡®© £° ¨ ¥±²¼ £° ¼¨±µ®¤®£® ¬®£®£° ¨ª . �° ¨¶  ¬®£®£° ¨ª  ¿¢«¿¥²±¿ ®¡º¥¤¨¥¨¥¬¢±¥µ ¥£® £° ¥©. �²® ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ±«¥¤³¥² ¨§ ²¥®°¥¬» ®²¤¥«¨¬®±²¨ (¨«¨²¥®°¥¬» �  -�  µ ).15.3 �¥®°¥¬  ® °¥«¥©®¬ ³¯° ¢«¥¨¨�¯²¨¬ «¼®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ¢ «¨¥©®© § ¤ ·¥ ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿ °¥«¥©®, ².¥.ª³±®·®-¯®±²®¿® ¨ ¯°¨¨¬ ¥² § ·¥¨¿ ¢ ¢¥°¸¨ µ ¬®£®£° ¨ª  U .�¥®°¥¬  15.1. �³±²¼ ³¯° ¢«¥¨¥ u(t), 0 6 t 6 t1, ®¯²¨¬ «¼® ¤«¿ «¨¥©-®© § ¤ ·¨ ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿ (15:1){(15:3). �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ª®¥·®¥ ¯®¤-¬®¦¥±²¢® T � [0; t1]; #T <1;² ª®¥, ·²® u(t) 2 fa1; : : : ; akg; t 2 [0; t1] n T ; (15.5)¨ ®£° ¨·¥¨¥ u(t)jt2[0;t1]nT «®ª «¼® ¯®±²®¿®.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¨¬¥¨¬ ¯°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬  �®²°¿£¨  ª «¨¥©®©§ ¤ ·¥ ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿ (15:1){(15:3). �¥ª²®° ±®±²®¿¨¿ ¨ ±®¯°¿¦¥»© ¢¥ª-²®° ±³²¼ x = 0B@ x1...xn 1CA 2 Rn ; � = (�1; : : : ; �n) 2 Rn� ;  ²®·ª  ±®¯°¿¦¥®£® ¯°®±²° ±²¢  ¥±²¼� = (�; x) 2 Rn� � Rn = T �Rn :� ¢¨±¿¹¨© ®² ³¯° ¢«¥¨¿ £ ¬¨«¼²®¨  ° ¢¥hu(�; x) = �Ax+ �Bu



218 ����� 15. �������� ������ ��������������(¬» ³¬®¦ ¥¬ ±²°®ª¨   ±²®«¡¶»). � ¬¨«¼²®®¢  ±¨±²¥¬  ¨ ³±«®¢¨¥ ¬ ª-±¨¬³¬  ��� ¨¬¥¾² ¢¨¤: ( _x = Ax +Bu;_� = ��A;�(t) 6= 0;�(t)Bu(t) = maxu2U �(t)Bu: (15.6)�§ £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬» ±«¥¤³¥², ·²® ¯°¨±®¥¤¨¥»© ¢¥ª²®°�(t) = �(0)e�tA; �(0) 6= 0; (15.7)  «¨²¨·¥ ¢¤®«¼ ®¯²¨¬ «¼®© ²° ¥ª²®°¨¨.�¢¥¤¥¬ ¢ ° ±±¬®²°¥¨¥ ¬®¦¥±²¢® ¨¤¥ª±®¢, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¢¥°¸¨- ¬, ¢ ª®²®°»µ ¤®±²¨£ ¥²±¿ ¬ ª±¨¬³¬ (15:6):J(t) = �1 6 j 6 k j �(t)Baj = maxu2U �(t)Bu = maxf�(t)Bai j i = 1; : : : ; kg� :� «¾¡®© ¬®¬¥² t «¨¥© ¿ ´³ª¶¨¿ �(t)B ¤®±²¨£ ¥² ¬ ª±¨¬³¬  ¢ ¢¥°-¸¨ µ ¬®£®£° ¨ª  U . �®ª ¦¥¬, ·²® ¢ ª ¦¤»© ¬®¬¥², §  ¨±ª«¾·¥¨¥¬ª®¥·®£® ¨µ ·¨±« , ½²®² ¬ ª±¨¬³¬ ¯°¨¨¬ ¥²±¿ ¢ ¥¤¨±²¢¥®© ¢¥°¸¨¥.�¯°¥¤¥«¨¬ ¬®¦¥±²¢®T = ft 2 [0; t1] j #J(t) > 1g:�² ¯°®²¨¢®£®, ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® T ¡¥±ª®¥·®: ±³¹¥±²¢³¥² ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-®±²¼ ° §»µ ¬®¬¥²®¢ f�1; : : : ; �n; : : : g � T :� ª ª ª ¨¬¥¥²±¿ «¨¸¼ ª®¥·®¥ ·¨±«® ¢®§¬®¦®±²¥© ¤«¿ ¯®¤¬®¦¥±²¢ J(�n) � f1; : : : ; kg, ¬®¦® ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ¥ ²¥°¿¿ ®¡¹®±²¨, ·²®J(�1) = J(�2) = � � � = J(�n) = � � � :�¡®§ ·¨¬ J = J(�i).� «¥¥, ² ª ª ª ¢»¯³ª« ¿ ®¡®«®·ª convfaj j j 2 Jg¿¢«¿¥²±¿ £° ¼¾ U , ±³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ ¨¤¥ª±» j1; j2 2 J , ·²® ®²°¥§®ª[aj1 ; aj2 ] ¥±²¼ °¥¡°® U . �¬¥¥¬�(�i)Baj1 = �(�i)Baj2 ; i = 1; 2; : : : :�«¿ ¢¥ª²®°  e = aj2 � aj1 ¯®«³· ¥¬�(�i)Be = 0; i = 1; 2; : : : :



15.4. �������������� ���������� � ����������� 219�® �(�i) = �(0)e��iA ¢ ±¨«³ (15:7), ¯®½²®¬³   «¨²¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿t 7! �(0)e�tABe¨¬¥¥² ¡¥±ª®¥·®¥ ·¨±«® ³«¥©   ®²°¥§ª¥ [0; t1], ².¥. ®  ²®¦¤¥±²¢¥® ° ¢-  ³«¾: �(0)e�tABe � 0:�®±«¥¤®¢ ²¥«¼® ¤¨´´¥°¥¶¨°³¿ ½²® ²®¦¤¥±²¢® ¯°¨ t = 0, ¯®«³· ¥¬�(0)Be = 0; �(0)ABe = 0; : : : ; �(0)An�1Be = 0:�® ³±«®¢¨¾ ®¡¹¥£® ¯®«®¦¥¨¿ (15:4), ¨¬¥¥¬ �(0) = 0, ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨²³±«®¢¨¾ (15:7). �®½²®¬³ ¬®¦¥±²¢® T ª®¥·®.�¥ ¬®¦¥±²¢  T ´³ª¶¨¿ �(t)B ¤®±²¨£ ¥² ¬ ª±¨¬³¬    U ¢ ¥¤¨±²-¢¥®© ¢¥°¸¨¥ aj(t), fj(t)g = J(t), ¯®½²®¬³ ®¯²¨¬ «¼®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ u(t)¯°¨¨¬ ¥² § ·¥¨¥ ¢ ¢¥°¸¨¥ aj(t). �ª«¾·¥¨¥ (15:5) ¤®ª § ®. � «¥¥,�(t)Baj(t) > �(t)Bai; i 6= j(t):�® ¢±¥ ´³ª¶¨¨ t 7! �(t)Bai ¥¯°¥°»¢», ¯®½²®¬³ ¯°¥¤¸¥±²¢³¾¹¥¥ ¥° -¢¥±²¢® ±®µ° ¿¥²±¿ ¤«¿ ¬®¬¥²®¢ ¢°¥¬¥¨, ¡«¨§ª¨µ ª t. �³ª¶¨¿ t 7! j(t)«®ª «¼® ¯®±²®¿    [0; t1] n T , ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ®¯²¨¬ «¼®¥ ³¯° ¢«¥¨¥u(t) ² ª¦¥ «®ª «¼® ¯®±²®¿®   [0; t1] n T .� «¥¥  ¬ ¯® ¤®¡¨²±¿ ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥, ¤®ª § ®¥ ¢ ° ±±³¦-¤¥¨¨ ¢»¸¥.�«¥¤±²¢¨¥ 15.1. �³±²¼ ´³ª¶¨¿ �(t), t 2 [0; t1], ¥±²¼ ¥³«¥¢®¥ °¥¸¥¨¥¯°¨±®¥¤¨¥®£® ³° ¢¥¨¿ _� = ��A. �®£¤  ¢±¾¤³   ®²°¥§ª¥ [0; t1], §  ¨±-ª«¾·¥¨¥¬ ª®¥·®£® ·¨±«  ²®·¥ª, ±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨±²¢¥®¥ ³¯° ¢«¥¨¥u(t) 2 U ² ª®¥, ·²® �(t)Bu(t) = maxu2U �(t)Bu.15.4 �¤¨±²¢¥®±²¼ ®¯²¨¬ «¼»µ³¯° ¢«¥¨© ¨ ½ª±²°¥¬ «¥©�¥®°¥¬  15.2. �³±²¼ ª®¥· ¿ ²®·ª  x1 ¤®±²¨¦¨¬  ¨§  · «¼®© ²®·ª¨x0: x1 2 A(x0):�®£¤  «¨¥© ¿ § ¤ ·  ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿ (15:1){(15:3) ¨¬¥¥² ¥¤¨±²¢¥®¥°¥¸¥¨¥.�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ª ¬» ³¦¥ ®²¬¥²¨«¨, ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ®¯²¨¬ «¼®£®³¯° ¢«¥¨¿ ±«¥¤³¥² ¨§ ²¥®°¥¬» �¨«¨¯¯®¢ .�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ¤¢  ®¯²¨¬ «¼»µ ³¯° ¢«¥¨¿: u1(t), u2(t),t 2 [0; t1]. �® ´®°¬³«¥ �®¸¨x(t1) = et1A�x0 + Z t10 e�tABu(t) dt� ;



220 ����� 15. �������� ������ ��������������¯®«³· ¥¬et1A�x0 + Z t10 e�tABu1(t) dt� = et1A�x0 + Z t10 e�tABu2(t) dt� ;¯®½²®¬³ Z t10 e�tABu1(t) dt = Z t10 e�tABu2(t) dt: (15.8)�³±²¼ �1(t) = �1(0)e�tA ¥±²¼ ¯°¨±®¥¤¨¥»© ¢¥ª²®°, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ¯®¯°¨¶¨¯³ ¬ ª±¨¬³¬  ³¯° ¢«¥¨¾ u1(t). �®£¤  ° ¢¥±²¢® (15:8) ¬®¦® ¯¥-°¥¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥ Z t10 �1(t)Bu1(t) dt = Z t10 �1(t)Bu2(t) dt: (15.9)�® ³±«®¢¨¾ ¬ ª±¨¬³¬  ����1(t)Bu1(t) = maxu2U �1(t)Bu;¯®½²®¬³ �1(t)Bu1(t) > �1(t)Bu2(t):�® ½²® ¥° ¢¥±²¢® ¢¬¥±²¥ ± ° ¢¥±²¢®¬ (15:9) ®§ · ¥², ·²® ¯®·²¨ ¢±¾¤³  [0; t1] �1(t)Bu1(t) = �1(t)Bu2(t):�® ±«¥¤±²¢¨¾ 15.1, u1(t) � u2(t)¯®·²¨ ¢±¾¤³   [0; t1].�² ª, ¢ «¨¥©®© § ¤ ·¥ ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿ ®¯²¨¬ «¼®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ¥¤¨-±²¢¥®. �¡»·®, ·²®¡»  ©²¨ ®¯²¨¬ «¼®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ¤«¿ § ¤ ®© ¯ °»£° ¨·»µ ²®·¥ª x0, x1, ¨¹³² ¢±¥ ½ª±²°¥¬ «¨ (�(t); x(t)), ¯¥°¥¢®¤¿¹¨¥ x0¢ x1,   § ²¥¬ ¨§ ¨µ ¢»¡¨° ¾²  ¨«³·¸³¾. � ¯°¨¬¥° µ, ° ±±¬®²°¥»µ ¢° §¤¥« µ 13.1, 13.2, ±³¹¥±²¢®¢ «  ¥¤¨±²¢¥ ¿ ½ª±²°¥¬ «¼ ¤«¿ «¾¡®© ¯ -°» x0, x1 ¯°¨ x1 = 0. �®ª ¦¥¬, ·²® ½²® | ®¡¹¥¥ ±¢®©±²¢® «¨¥©»µ § ¤ ·¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿.�¥®°¥¬  15.3. �³±²¼ x1 = 0 2 A(x0) ¨ 0 2 U nfa1; : : : ; akg. �®£¤  ±³¹¥±²-¢³¥² ¥¤¨±²¢¥®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ u(t), ¯¥°¥¢®¤¿¹¥¥ x0 ¢ 0 ¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥¯°¨¶¨¯³ ¬ ª±¨¬³¬ .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ±³¹¥±²¢³¾² ¤¢  ³¯° ¢«¥¨¿u1(t); t 2 [0; t1]; ¨ u2(t); t 2 [0; t2];¯¥°¥¢®¤¿¹¨¥ x0 ¢ 0 ¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ¯°¨¶¨¯³ ¬ ª±¨¬³¬ .



15.4. �������������� ���������� � ����������� 221�±«¨ t1 = t2, ²® ¨§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¯°¥¤»¤³¹¥© ²¥®°¥¬» ¢¨¤®, ·²®u1(t) � u2(t) ¯®·²¨ ¢±¾¤³, ¯®½²®¬³ ¬®¦® ±·¨² ²¼, ·²®t1 > t2:�§ ´®°¬³«» �®¸¨ ¯®«³· ¥¬et1A�x0 + Z t10 e�tABu1(t) dt� = 0;et2A�x0 + Z t20 e�tABu2(t) dt� = 0;¯®½²®¬³ Z t10 e�tABu1(t) dt = Z t20 e�tABu2(t) dt: (15.10)�®£« ±® ���, ±³¹¥±²¢³¥² ¯°¨±®¥¤¨¥»© ¢¥ª²®° �1(t), t 2 [0; t1], ² ª®©·²® �1(t) = �1(0)e�tA; �1(0) 6= 0; (15.11)�1(t)Bu1(t) = maxu2U �1(t)Bu: (15.12)� ª ª ª 0 2 U , ¨¬¥¥¬ �1(t)Bu1(t) > 0; t 2 [0; t1]: (15.13)� ¢¥±²¢® (15:10) ¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ª ªZ t10 �1(t)Bu1(t) dt = Z t20 �1(t)Bu2(t) dt: (15.14)�°¨¨¬ ¿ ¢® ¢¨¬ ¨¥ (15:13), ¯®«³· ¥¬Z t20 �1(t)Bu1(t) dt 6 Z t20 �1(t)Bu2(t) dt: (15.15)�® ¨§ ³±«®¢¨¿ ¬ ª±¨¬³¬  (15:12) ±«¥¤³¥², ·²®�1(t)Bu1(t) > �1(t)Bu2(t); t 2 [0; t2]: (15.16)�®½²®¬³ ¥° ¢¥±²¢  (15:15) ¨ (15:16) ±®¢¬¥±²¨¬» ²®«¼ª® ª®£¤ �1(t)Bu1(t) = �1(t)Bu2(t); t 2 [0; t2];±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¥° ¢¥±²¢® (15:15) ¤®«¦® ®¡° ¹ ²¼±¿ ¢ ° ¢¥±²¢®. �¢¨-¤³ (15:14), ¨¬¥¥¬ Z t2t1 �1(t)Bu1(t) dt = 0:



222 ����� 15. �������� ������ ���������������® ¯®¤»²¥£° «¼ ¿ ´³ª¶¨¿ ¥®²°¨¶ ²¥«¼ , ±¬. (15:13), ¯®½²®¬³ ®  ²®¦-¤¥±²¢¥® ° ¢  ³«¾:�1(t)Bu1(t) � 0; t 2 [t1; t2]:�§ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ²¥®°¥¬» 15.1 ±«¥¤³¥², ·²® ³¯° ¢«¥¨¥ u1(t) °¥«¥©®, ¯®-½²®¬³ ±³¹¥±²¢³¥² ¨²¥°¢ « I � [t1; t2] ² ª®©, ·²®u1(t)jI � aj 6= 0:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, �1(t)Baj � 0; t 2 I:�® �1(t)0 � 0, ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ¥¤¨±²¢¥®±²¨ ³¯° ¢«¥¨¿,   ª®²®°®¬¤®±²¨£ ¥²±¿ ¬ ª±¨¬³¬ ¢ ���, ±¬. ±«¥¤±²¢¨¥ 15.1.15.5 �¥°¥ª«¾·¥¨¿ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿�¶¥¨¬ ª®«¨·¥±²¢® ¯¥°¥ª«¾·¥¨© ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿ ¢ «¨¥©»µ§ ¤ · µ ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿. � ¯°¨¬¥° µ ° §¤¥«®¢ 13.1, 13.2 ¬» ¯®«³·¨«¨ ±®®²-¢¥²±²¢¥® ®¤® ¯¥°¥ª«¾·¥¨¥ ¨ ±ª®«¼ ³£®¤® ¡®«¼¸®¥ ·¨±«® ¯¥°¥ª«¾·¥¨©,µ®²¿ ¨ ª®¥·®¥   «¾¡®¬ ®²°¥§ª¥. �ª §»¢ ¥²±¿, ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ¢®§¬®¦-» ¤¢  ²¨¯  ¯®¢¥¤¥¨¿ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿: ¥®±¶¨««¨°³¾¹¨© ¨ ®±-¶¨««¨°³¾¹¨©, ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ²®£®, ¨¬¥¥² «¨ ¬ ²°¨¶  A ¢¥¹¥±²¢¥»©±¯¥ª²° ¨«¨ ¥². � ¯®¬¨¬, ·²® ¢ ¯°¨¬¥°¥ ± ®¤¨¬ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¥¬ ¢ ° §¤¥-«¥ 13.1 ¬» ¨¬¥«¨ ¬ ²°¨¶³A = � 0 10 0 � ; Sp(A) = f0g � R;  ¢ ¯°¨¬¥°¥ ±® ±ª®«¼ ³£®¤® ¡®«¼¸¨¬ ·¨±«®¬ ¯¥°¥ª«¾·¥¨© ¢ ° §¤¥«¥ 13.2A = � 0 1�1 0 � ; Sp(A) = f�ig 6� R:�» ®£° ¨·¨¬±¿ ±¨±²¥¬ ¬¨ ±® ±ª «¿°»¬ ³¯° ¢«¥¨¥¬:_x = Ax+ ub; u 2 U = [�; �] � R; x 2 Rn ;³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¬¨ ³±«®¢¨¾ ®¡¹¥£® ¯®«®¦¥¨¿span(b; Ab; : : : ; An�1b) = Rn :�®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ² ª®© ±¨±²¥¬» §  ±ª®«¼ ³£®¤® ¬ «®¥ ¢°¥¬¿ ¯®«-®¬¥°®. �¶¥¨¬ ¬¨¨¬ «¼®¥ ·¨±«® ¯¥°¥ª«¾·¥¨©, ¥®¡µ®¤¨¬®¥ ¤«¿ § ¯®«-¥¨¿ ¯®«®¬¥°®© ®¡« ±²¨. �¯²¨¬ «¼®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ª³±®·®-¯®±²®¿® ±®§ ·¥¨¿¬¨ ¢® ¬®¦¥±²¢¥ f�; �g. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ²° ¥ª²®°¨¿ ¢»µ®¤¨² ¨§ · «¼®© ²®·ª¨ x0 ± ³¯° ¢«¥¨¥¬ �. �¥§ ¯¥°¥ª«¾·¥¨© ¬®¦® § ¯®«¨²¼



15.5. ������������ ������������ ���������� 223¤³£³ 1-¬¥°®© ª°¨¢®© e(Ax+�b)tx0, ± ®¤¨¬ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¥¬ § ¯®«¿¥²±¿ ª³-±®ª 2-¬¥°®© ¯®¢¥°µ®±²¨ e(Ax+�b)t2 �e(Ax+�b)t1x0, ± ¤¢³¬¿ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿¬¨¬®¦® ¤®±²¨·¼ ²®·¥ª   3-¬¥°®© ¯®¢¥°µ®±²¨ ¨ ².¯. �®½²®¬³ ¤«¿ § ¯®«¥-¨¿ n-¬¥°®© ®¡« ±²¨ ¥®¡µ®¤¨¬® ª ª ¬¨¨¬³¬ n� 1 ¯¥°¥ª«¾·¥¨¥.�®ª ¦¥¬, ·²® ¢ ¥®±¶¨««¨°³¾¹¥¬ ±«³· ¥ n�1 ¯¥°¥ª«¾·¥¨¥ ®¯²¨¬ «¼-®£® ³¯° ¢«¥¨¿ ¢±¥£¤  ¤®±² ²®·®.�¥®°¥¬  15.4. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¬ ²°¨¶  A ¨¬¥¥² ²®«¼ª® ¢¥¹¥±²¢¥-»¥ ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿: Sp(A) � R:�®£¤  «¾¡®¥ ®¯²¨¬ «¼®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ¢ «¨¥©®© § ¤ ·¥ ¡»±²°®¤¥©±²-¢¨¿ (15:1){(15:3) ¨¬¥¥² ¥ ¡®«¥¥ ·¥¬ n� 1 ¯¥°¥ª«¾·¥¨¥.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ u(t) | ®¯²¨¬ «¼®¥ ³¯° ¢«¥¨¥,   �(t) = �(0)e�tA| ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ °¥¸¥¨¥ ±®¯°¿¦¥®£® ³° ¢¥¨¿ _� = ��A. �±«®¢¨¥¬ ª±¨¬³¬  ��� § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ª�(t)bu(t) = maxu2[�;�] �(t)bu;¯®½²®¬³ u(t) = (� ¯°¨ �(t)b > 0;� ¯°¨ �(t)b < 0:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ·¨±«® ¯¥°¥ª«¾·¥¨© ³¯° ¢«¥¨¿ u(t), t 2 [0; t1], ° ¢® ª®«¨-·¥±²¢³ ¯¥°¥¬¥ § ª  ´³ª¶¨¨y(t) = �(t)b; t 2 [0; t1]:�®ª ¦¥¬, ·²® y(t) ¨¬¥¥² ¥ ¡®«¥¥ n� 1 ª®°¿.�»·¨±«¨¬ ¯°®¨§¢®¤»¥ ±®¯°¿¦¥®£® ¢¥ª²®° :�(k)(t) = �(0)e�tA(�A)k:�® ²¥®°¥¬¥ �½«¨, ¬ ²°¨¶  A ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ±¢®¥¬³ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª®¬³³° ¢¥¨¾: An + c1An�1 + � � �+ cn Id = 0;£¤¥ det(t Id�A) = tn + c1tn�1 + � � �+ cn;¯®½²®¬³ (�A)n � c1(�A)n�1 + � � �+ (�1)ncn Id = 0:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ´³ª¶¨¿ y(t) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¬³ ³° ¢¥¨¾n-£® ¯®°¿¤ª : y(n)(t)� c1y(n�1)(t) + � � �+ (�1)ncny(t) = 0: (15.17)



224 ����� 15. �������� ������ ��������������� ª µ®°®¸® ¨§¢¥±²® (±¬.,  ¯°¨¬¥°, [137]), «¾¡®¥ °¥¸¥¨¥ ½²®£® ³° ¢-¥¨¿ ¥±²¼ ª¢ §¨¬®£®·«¥: y(t) = kXi=1 e��itPi(t);Pi(t) ¬®£®·«¥;�i 6= �j ¯°¨ i 6= j;£¤¥ �i | ±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿ ¬ ²°¨¶» A,   ±²¥¯¥¼ ª ¦¤®£® ¬®£®·«¥ Pi ¬¥¼¸¥ ª° ²®±²¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ±®¡±²¢¥®£® § ·¥¨¿ �i, ¯®½²®¬³kXi=1 degPi 6 n� k:�¥¯¥°¼ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¤ ®© ²¥®°¥¬» ±«¥¤³¥² ¨§ ¯°¨¢¥¤¥®© ¨¦¥ ®¡¹¥©«¥¬¬».�¥¬¬  15.1. �¢ §¨¬®£®·«¥y(t) = kXi=1 e�itPi(t); kXi=1 degPi 6 n� k; (15.18)�i 6= �j ¯°¨ i 6= j;¨¬¥¥² ¥ ¡®«¥¥ n� 1 ¢¥¹¥±²¢¥®£® ª®°¿.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¨¬¥¨¬ ¨¤³ª¶¨¾ ¯® k.�±«¨ k = 1, ²® ª¢ §¨¬®£®·«¥y(t) = e�tP (t); degP 6 n� 1;¨¬¥¥² ¥ ¡®«¥¥ n� 1 ª®°¿.�®ª ¦¥¬ ¸ £ ¨¤³ª¶¨¨ ¤«¿ k > 1. �¡®§ ·¨¬ni = degPi; i = 1; : : : ; k:�³±²¼ ª¢ §¨¬®£®·«¥ y(t) ¨¬¥¥² n ¢¥¹¥±²¢¥»µ ª®°¥©. � ¯¨¸¥¬ ³° ¢-¥¨¥ y(t) = k�1Xi=1 e�itPi(t) + e�ktPk(t) = 0¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥: k�1Xi=1 e(�i��k)tPi(t) + Pk(t) = 0: (15.19)



15.5. ������������ ������������ ���������� 225�¢ §¨¬®£®·«¥ ¢ «¥¢®© · ±²¨ ¨¬¥¥² n ª®°¥©. �°®¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬ ½²®²ª¢ §¨¬®£®·«¥ (nk + 1) ° §, ·²®¡» ¬®£®·«¥ Pk(t) ¨±·¥§. �®±«¥ (nk + 1)¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨© ¯®«³· ¥¬ ª¢ §¨¬®£®·«¥k�1Xi=1 e(�i��k)tQi(t); degQi 6 degPi;¨¬¥¾¹¨© ¯® ²¥®°¥¬¥ �®««¿ (n�nk�1) ¢¥¹¥±²¢¥»µ ª®°¥©. �® ¯® ¯°¥¤¯®-«®¦¥¨¾ ¨¤³ª¶¨¨ ¬ ª±¨¬ «¼® ¢®§¬®¦®¥ ·¨±«® ª®°¥© ½²®£® ª¢ §¨¬®-£®·«¥  ° ¢® k�1Xi=1 ni + k � 2 < n� nk � 1:�®«³·¥®¥ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥ ¨ ¤®ª §»¢ ¥² ¤ ³¾ «¥¬¬³.�¥®°¥¬  15.4 ¯®«®±²¼¾ ¤®ª §  : ¢ ¥®±¶¨««¨°³¾¹¥¬ ±«³· ¥ ®¯²¨¬ «¼-®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ¨¬¥¥² ¥ ¡®«¥¥ n�1 ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿   ±¢®¥© ®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥-«¥¨¿ ( ¯®¬¨¬, ·²® n�1 ¯¥°¥ª«¾·¥¨¥ ¢±¥£¤  ¥®¡µ®¤¨¬® ¤ ¦¥   ¬ «»µ¢°¥¬¥»µ ®²°¥§ª µ, ².ª. ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ Aq0(t) ¯®«®¬¥°» ¤«¿¢±¥µ t > 0).�«¿ ¯°®¨§¢®«¼®© ¬ ²°¨¶» A ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ (n�1) ª ª ®¶¥ª³ ±¢¥°µ³¤«¿ ·¨±«  ¯¥°¥ª«¾·¥¨©   ¤®±² ²®·® ¬ «»µ ®²°¥§ª µ ¢°¥¬¥¨.�¥®°¥¬  15.5. � ±±¬®²°¨¬ µ ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª¨© ¬®£®·«¥ ¬ ²°¨¶» A:det(t Id�A) = tn + c1tn�1 + � � �+ cn;¨ ¯³±²¼ c = max16i6n jcij:�®£¤  ¤«¿ «¾¡®£® ®¯²¨¬ «¼®£® ¯® ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¾ ³¯° ¢«¥¨¿ u(t) ¨ «¾¡®£®�t 2 R ®²°¥§®ª ��t; �t+ ln�1 + 1c��±®¤¥°¦¨² ¥ ¡®«¥¥ (n� 1) ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿ u(t).�°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ½²®© ²¥®°¥¬» ¬» ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡¹¨¬¯°¥¤«®¦¥¨¥¬, ª®²®°®¥ ¬» ³§ «¨ ®² �. �ª®¢¥ª®.�¥¬¬  15.2. � ±±¬®²°¨¬ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ³° ¢¥¨¥y(n) + c1(t)y(n�1) + � � �+ cn(t)y = 0± ¨§¬¥°¨¬»¬¨ ¨ ®£° ¨·¥»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨:ci = maxt2[�t;�t+�] jci(t)j:



226 ����� 15. �������� ������ ���������������±«¨ nXi=1 ci �ii! < 1; (15.20)²® «¾¡®¥ ¥³«¥¢®¥ °¥¸¥¨¥ y(t) ½²®£® ³° ¢¥¨¿ ¨¬¥¥² ¥ ¡®«¥¥ n�1 ª®°¿  ®²°¥§ª¥ t 2 [�t; �t+ �].�®ª § ²¥«¼±²¢®. �² ¯°®²¨¢®£®, ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ´³ª¶¨¿ y(t) ¨¬¥¥² ¯®¬¥¼¸¥© ¬¥°¥ n ª®°¥©   ®²°¥§ª¥ t 2 [�t; �t + �]. �® ²¥®°¥¬¥ �®««¿, ¯°®¨§-¢®¤ ¿ _y(t) ¨¬¥¥² ¥ ¬¥¥¥ n � 1 ª®°¿ ¨ ².¤. �®£¤  y(n�1) ¨¬¥¥² ª®°¥¼tn�1 2 [�t; �t+ �]. �®½²®¬³y(n�1)(t) = Z ttn�1 y(n)(�) d�:�³±²¼ tn�2 2 [�t; �t+ �] ¥±²¼ ª®°¥¼ y(n�2)(t), ²®£¤ y(n�2)(t) = Z ttn�2 d�1 Z �1tn�1 y(n)(�2) d�2:�°®¤®«¦¨¬ ½²³ ¯°®¶¥¤³°³: ¯°®¨²¥£°¨°³¥¬ y(n�i+1)(t) ®² ª®°¿ tn�i 2 [�t; �t+�] ´³ª¶¨¨ y(n�i)(t) ¨ ¯®«³·¨¬y(n�i)(t) = Z ttn�i d�1 Z �1tn�i+1 d�2 � � � Z �i�1tn�1 y(n)(�i) d�i; i = 1; : : : ; n:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ±¯° ¢¥¤«¨¢  ®¶¥ª :���y(n�i)(t)��� 6 Z ttn�i d�1 Z �1tn�i+1 d�2 � � � Z �i�1tn�1 ���y(n)(�i)��� d�i6 Z �t+��t d�1 Z �1�t d�2 � � � Z �i�1�t ���y(n)(�i)��� d�i6 �ii! supt2[�t;�t+�] ���y(n)(t)��� :�®£¤ ����� nXi=1 ci(t)y(n�i)(t)����� 6 nXi=1 jci(t)j ���y(n�i)(t)��� 6 nXi=1 ci �ii! supt2[�t;�t+�] ���y(n)(t)��� ;²® ¥±²¼ ���y(n)(t)��� 6 nXi=1 ci �ii! supt2[�t;�t+�] ���y(n)(t)��� ;·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ³±«®¢¨¾ (15:20). �¥¬¬  ¤®ª §  .



15.5. ������������ ������������ ���������� 227�¥¯¥°¼ ¤®ª ¦¥¬ ²¥®°¥¬³ 15.5.�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ª ¡»«® ¯®ª § ® ¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬» 15.4, ·¨±-«® ¯¥°¥ª«¾·¥¨© u(t) ¥ ¡®«¼¸¥ ·¨±«  ª®°¥© ´³ª¶¨¨ y(t) = �(t)b, ³¤®¢«¥-²¢®°¿¾¹¥© ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¬³ ³° ¢¥¨¾ (15:17).�¬¥¥¬ nXi=1 jcij�ii! < c(e� � 1) 8� > 0:�® «¥¬¬¥ 15.2, ¥±«¨ c(e� � 1) 6 1; (15.21)²® ´³ª¶¨¿ y(t) ¨¬¥¥² ¥ ¡®«¼¸¥ n � 1 ¢¥¹¥±²¢¥®£® ª®°¿   «¾¡®¬ ®²-°¥§ª¥ ¤«¨» �. �® ¥° ¢¥±²¢® (15:21) ° ¢®±¨«¼® ±«¥¤³¾¹¥¬³:� 6 ln�1 + 1c� ;¯®½²®¬³ y(t) ¨¬¥¥² ¥ ¡®«¥¥ n� 1 ª®°¿   «¾¡®¬ ®²°¥§ª¥ ¤«¨» ln �1 + 1c�.



228 ����� 15. �������� ������ ��������������



�« ¢  16�¨¥©®-ª¢ ¤° ²¨· ¿§ ¤ · 16.1 �®±² ®¢ª  § ¤ ·¨� ½²®© £« ¢¥ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ·°¥§¢»· ©® ¯®¯³«¿°»© ¢ ¯°¨«®¦¥¨¿µ ª« ±±§ ¤ · ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿ | «¨¥©®-ª¢ ¤° ²¨·»¥ § ¤ ·¨. � ª ¿ § -¤ ·  § ¤ ¥²±¿ «¨¥©®© ±¨±²¥¬®© ± ª¢ ¤° ²¨·»¬ ´³ª¶¨® «®¬ ª ·¥±²¢ :_x = Ax+Bu; x 2 Rn ; u 2 Rm ; (16.1)x(0) = x0; x(t1) = x1; x0; x1; t1 § ª°¥¯«¥»;J(u) = 12 Z t10 hRu(t); u(t)i+ hPx(t); u(t)i + hQx(t); x(t)i dt ! min :�¤¥±¼ A, B, R, P , Q| ¯®±²®¿»¥ ¬ ²°¨¶» ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ° §¬¥°®¢, R¨ Q ±¨¬¬¥²°¨·» : R� = R; Q� = Q;  ³£«®¢»¥ ±ª®¡ª¨ h�; �i ®¡®§ · ¾² ±² ¤ °²®¥ ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ Rm¨ Rn .�¥²°³¤® ¯®ª § ²¼, ·²® ³±«®¢¨¥ R > 0 ¥®¡µ®¤¨¬® ¤«¿ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿. �» ¥ ¡³¤¥¬ §¤¥±¼ ª ± ²¼±¿ ±«³· ¥¢ ¢»°®¦¤¥-¨¿ R ¨ ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® R > 0. � ¬¥  ¯¥°¥¬¥»µ u 7! v = R1=2u¯¥°¥¢®¤¨² ´³ª¶¨® « J(u) ¢ ´³ª¶¨® « ²®£® ¦¥ ¢¨¤  ± ¥¤¨¨·®© ¬ ²-°¨¶¥© ¢¬¥±²® R. �®½²®¬³ ¡³¤¥¬ ¤ «¥¥ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® R = Id. �¨¥©®¥¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ®¡° ²®© ±¢¿§¨ ®¡³«¿¥² ¬ ²°¨¶³ P (³¯° ¦¥¨¥:  ©¤¨²¥½²® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥). �®½²®¬³ ´³ª¶¨® « ª ·¥±²¢  ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ±«¥¤³-¾¹¨¬ ®¡° §®¬: J(u) = 12 Z t10 ju(t)j2 + hQx(t); x(t)i dt:229



230 ����� 16. �������-������������ �������²® ª ± ¥²±¿ ¤¨ ¬¨ª¨ § ¤ ·¨, ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® «¨¥© ¿ ±¨±-²¥¬  ³¯° ¢«¿¥¬ : rank(B;AB; : : : ; An�1B) = n: (16.2)16.2 �³¹¥±²¢®¢ ¨¥®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿�§-§  ²®£®, ·²® ¬®¦¥±²¢® ³¯° ¢«¿¾¹¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢ U = Rm ¥ª®¬¯ ª²-®, ²¥®°¥¬  �¨«¨¯¯®¢  ¥¯°¨¬¥¨¬ , ¯®½²®¬³ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ®¯²¨¬ «¼»µ³¯° ¢«¥¨© ¢ «¨¥©®-ª¢ ¤° ²¨·®© § ¤ ·¥ | ¥²°¨¢¨ «¼ ¿ § ¤ · .� ½²®© £« ¢¥ ¢ ª ·¥±²¢¥ ¤®¯³±²¨¬»µ ³¯° ¢«¥¨© ¡³¤¥¬ ¡° ²¼ ¨²¥£°¨-°³¥¬»¥ ± ª¢ ¤° ²®¬ ¢¥ª²®°-´³ª¶¨¨:u 2 Lm2 [0; t1]¨ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¤«¿ ³¯° ¢«¥¨© ®°¬³ ¯°®±²° ±²¢  Lm2 :kuk = �Z t10 ju(t)j2 dt�1=2 = �Z t10 u21(t) + � � �+ u2m(t) dt�1=2 :� ±±¬®²°¨¬ ¬®¦¥±²¢® ¢±¥µ ¤®¯³±²¨¬»µ ³¯° ¢«¥¨©, ¯¥°¥¢®¤¿¹¨µ  -· «¼³¾ ²®·ª³ ¢ ª®¥·³¾:U(x0; x1) = fu 2 Lm2 [0; t1] j x(t1; u; x0) = x1g :�» ®¡®§ · ¥¬ ·¥°¥§ x(t; u; x0) ²° ¥ª²®°¨¾ ±¨±²¥¬» (16:1), ±®®²¢¥²±²¢³¾-¹³¾ ¤®¯³±²¨¬®¬³ ³¯° ¢«¥¨¾ u 2 Lm2 ¨ ¢»µ®¤¿¹³¾ ¨§ ²®·ª¨ x0 2 Rn . �±¨«³ ´®°¬³«» �®¸¨, ®²®¡° ¦¥¨¥ ¢ ª®¥¶u 7! x(t1; u; x0) = et1Ax0 + Z t10 e(t1��)ABu(�) d�¥±²¼  ´´¨®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¨§ Lm2 [0; t1] ¢ Rn . �¯° ¢«¿¥¬®±²¼ «¨¥©®© ±¨±-²¥¬» (16:1) ®§ · ¥², ·²® ¤«¿ «¾¡»µ x0 2 Rn ¨ t1 > 0 ®¡° § ®²®¡° ¦¥¨¿ ¢ª®¥¶ ±®¢¯ ¤ ¥² ±® ¢±¥¬ Rn . �®¤¯°®±²° ±²¢®U(x0; x1) � Lm2 [0; t1] ´´¨®,   ¯®¤¯°®±²° ±²¢® U(0; 0) � Lm2 [0; t1]«¨¥©®, ¡®«¥¥ ²®£®,U(x0; x1) = u+ U(0; 0) ¤«¿ «¾¡®£® u 2 U(x0; x1):�±²¥±²¢¥® ®¦¨¤ ²¼, ·²® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ®¯²¨¬ «¼»µ ³¯° ¢«¥¨© ²¥±®±¢¿§ ® ± ¯®¢¥¤¥¨¥¬ ´³ª¶¨® «  ª ·¥±²¢  J(u)   «¨¥©®¬ ¯®¤¯°®±²° -±²¢¥ U(0; 0).



16.2. ������������� ������������ ���������� 231�°¥¤«®¦¥¨¥ 16.1. (1) �±«¨ ±³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ ²®·ª¨ x0; x1 2 Rn , ·²®infu2U(x0;x1) J(u) > �1; (16.3)²® J(u) > 0 8u 2 U(0; 0):(2) �¡° ²®, ¥±«¨ J(u) > 0 8u 2 U(0; 0) n 0;²® ¬¨¨¬³¬ ¤®±²¨£ ¥²±¿:9 minu2U(x0;x1) J(u) 8x0; x1 2 Rn :� ¬¥· ¨¥. �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¥° ¢¥±²¢®J jU(0;0) > 0¥®¡µ®¤¨¬® ¤«¿ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ®¯²¨¬ «¼»µ ³¯° ¢«¥¨© µ®²¿ ¡» ¤«¿ ®¤®©¯ °» (x0; x1),   ±²°®£®¥ ¥° ¢¥±²¢®J jU(0;0)n0 > 0¤®±² ²®·® ¤«¿ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ®¯²¨¬ «¼»µ ³¯° ¢«¥¨© ¤«¿ ¢±¥µ ¯ °(x0; x1).�«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¯°¥¤«®¦¥¨¿ 16.1  ¬ ¯® ¤®¡¨²±¿ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¢±¯®-¬®£ ²¥«¼®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.�¥¬¬  16.1. �±«¨ J(v) > 0 ¤«¿ ¢±¥µ v 2 U(0; 0) n 0, ²®J(v) > �kvk2 ¤«¿ ¥ª®²®°®£® � > 0 ¨ ¢±¥µ v 2 U(0; 0);¨«¨, ·²® ²® ¦¥ ± ¬®¥,inffJ(v) j kvk = 1; v 2 U(0; 0)g > 0:�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ vn | ¬¨¨¬¨§¨°³¾¹ ¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ´³ª-¶¨® «  J(v)   ¯°®±²° ±²¢¥ fkvk = 1g \ U(0; 0). � ¬ª³²»¥ ¸ °» ¢ £¨«¼-¡¥°²®¢®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ±« ¡® ª®¬¯ ª²», ¯®½²®¬³ ±³¹¥±²¢³¥² ¯®¤¯®±«¥¤®-¢ ²¥«¼®±²¼, ±« ¡® ±µ®¤¿¹ ¿±¿ ¢ ¥¤¨¨·®¬ ¸ °¥. �®µ° ¿¿ ®¡®§ ·¥¨¥ vn¤«¿ ·«¥®¢ ½²®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨, ¯®«³· ¥¬vn ! bv ±« ¡® ¯°¨ n!1; kbvk 6 1; bv 2 U(0; 0);J(vn)! inffJ(v) j kvk = 1; v 2 U(0; 0)g; n!1: (16.4)�³ª¶¨® «   ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ° ¢¥J(vn) = 12 + 12 Z t10 hQxn(�); xn(�)i d�:



232 ����� 16. �������-������������ ������� ª ª ª ³¯° ¢«¥¨¿ ±µ®¤¿²±¿ ±« ¡®, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ±µ®¤¿²±¿±¨«¼®: xn(�)! xbv(�); n!1;¯®½²®¬³ J(vn)! 12 + 12 Z t10 hQxbv(�); xbv(�)i d�; n!1:� ±¨«³ (16:4), ¨±±«¥¤³¥¬ ¿ ¨¦¿¿ £° ¼ ° ¢ 12 + 12 Z t10 hQxbv(�); xbv(�)i d� = 12 �1� kbvk2�+ J(bv) > 0:�®ª ¦¥¬ ¯°¥¤«®¦¥¨¥ 16.1.�®ª § ²¥«¼±²¢®. (1) �² ¯°®²¨¢®£®, ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥v 2 U(0; 0) , ·²® J(v) < 0. �®§¼¬¥¬ «¾¡®¥ u 2 U(x0; x1), ²®£¤  u + sv 2U(x0; x1) ¤«¿ «¾¡®£® s 2 R.�³±²¼ y(t), t 2 [0; t1], ¥±²¼ °¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨ �®¸¨_y = Ay +Bv; y(0) = 0;¨ ¯³±²¼ J(u; v) = 12 Z t10 hu(�); v(�)i + hQx(�); y(�)i d�:�®£¤  ª¢ ¤° ²¨·»© ´³ª¶¨® « J   ±¥¬¥©±²¢¥ ³¯° ¢«¥¨© u+ sv, s 2 R,¨¬¥¥² ±«¥¤³¾¹¨© ¢¨¤:J(u+ sv) = J(u) + 2sJ(u; v) + s2J(v):� ª ª ª J(v) < 0, ²® J(u+sv)! �1 ¯°¨ s!1. �®«³·¥®¥ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥± ³±«®¢¨¥¬ (16:3) § ¢¥°¸ ¥² ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¯³ª²  (1).(2) � ¯®¬¨¬, ·²® ´³ª¶¨® « ª ·¥±²¢  ° ¢¥J(u) = 12kuk2 + 12 Z t10 hQx(�); x(�)i d�:�®°¬  kuk ¯®«³¥¯°¥°»¢  ±¨§³ ¢ ±« ¡®© ²®¯®«®£¨¨   Lm2 ,   ´³ª¶¨® «R t10 hQx(�); x(�)i d� ±« ¡® ¥¯°¥°»¢¥   Lm2 . �®½²®¬³ J(u) ±« ¡® ¯®«³¥-¯°¥°»¢¥ ±¨§³   Lm2 . � ª ª ª ¸ °» ±« ¡® ª®¬¯ ª²» ¢ Lm2 ¨  ´´¨®¥¯®¤¯°®±²° ±²¢® ±« ¡® ª®¬¯ ª²®, ¤®±² ²®·® ¯®ª § ²¼, ·²® J(u)!1 ¯°¨u!1, u 2 U(x0; x1).� ´¨ª±¨°³¥¬ ¯°®¨§¢®«¼®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ u 2 U(x0; x1). �®£¤  «¾¡®¥³¯° ¢«¥¨¥ ¨§ U(x0; x1) ¨¬¥¥² ¢¨¤ u + v ¤«¿ ¥ª®²®°®£® v 2 U(0; 0). �°¥-®¡° §³¥¬ ´³ª¶¨® «:J(u+ v) = J(u) + 2kvkJ �u; vkvk�+ J(v):



16.3. ���������� 233�¡®§ ·¨¬ J(u) = C0. � «¥¥, ���J �u; vkvk���� 6 C1 = const ¤«¿ ¢±¥µ v 2 U(0; 0) n0. � ª®¥¶, ¯® «¥¬¬¥ 16.1, J(v) > �kvk2, � > 0, ¤«¿ ¢±¥µ v 2 U(0; 0) n 0.�«¥¤®¢ ²¥«¼®,J(u+ v) > C0 � 2kvkC1 + �kvk2 !1; v !1; v 2 U(0; 0):�³ª² (2) ¤ ®£® ¯°¥¤«®¦¥¨¿ ¤®ª § .�² ª, ¢®¯°®± ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ®¯²¨¬ «¼»µ ³¯° ¢«¥¨© ¢ «¨¥©®-ª¢ ¤-° ²¨·®© § ¤ ·¥ ±¢¥¤¥ ª ¨±±«¥¤®¢ ¨¾ ®£° ¨·¥¨¿ J jU(0;0). �» ¨§³·¨¬½²® ®£° ¨·¥¨¥ ¯®¤°®¡¥¥ ¢ ° §¤¥«¥ 16.4.16.3 �ª±²°¥¬ «¨�» ¥ ¬®¦¥¬  ¯°¿¬³¾ ¯°¨¬¥¨²¼ ¯°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬  �®²°¿£¨  ª«¨¥©®-ª¢ ¤° ²¨·®© § ¤ ·¥, ² ª ª ª ³±«®¢¨¿ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ®¯²¨¬ «¼-»µ ³¯° ¢«¥¨© ¤®ª § »  ¬¨ ¢ Lm2 , ¢ ²® ¢°¥¬¿ ª ª ¯°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬ ¯®«³·¥ ²®«¼ª® ¢ Lm1. �¤ ª® ¯°¥¤¯®«®¦¨¬   ¢°¥¬¿, ·²® ��� ¯°¨¬¥¨¬ ª«¨¥©®-ª¢ ¤° ²¨·®© § ¤ ·¥. �¥£ª®  ¯¨± ²¼ ³° ¢¥¨¿ ¤«¿ ®¯²¨¬ «¼»µ³¯° ¢«¥¨© ¨ ²° ¥ª²®°¨©, ¢»²¥ª ¾¹¨¥ ¨§ ���, ¡®«¥¥ ²®£®, ¥±²¥±²¢¥®®¦¨¤ ²¼, ·²® ½²¨ ³° ¢¥¨¿ ¤®«¦» ¢»¯®«¿²¼±¿. �¥©· ± ¬» ¢»¢¥¤¥¬ ½²¨³° ¢¥¨¿,   ¯®±«¥ ½²®£® ®¡®±³¥¬ ¨µ.�² ª, ¢»¯¨¸¥¬ ¯°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬  ¤«¿ «¨¥©®-ª¢ ¤° ²¨·®© § ¤ ·¨.� ¢¨±¿¹¨© ®² ³¯° ¢«¥¨¿ £ ¬¨«¼²®¨  ° ¢¥hu(�; x) = �Ax+ �Bu� �2 (juj2 + hQx; xi); x 2 Rn ; � 2 Rn� :� · «  ° ±±¬®²°¨¬  ®°¬ «¼»© ±«³· ©: � = 0. �®£« ±® ���, ¯°¨-±®¥¤¨¥»© ¢¥ª²®° ¢¤®«¼  ®°¬ «¼®© ½ª±²°¥¬ «¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³° ¢¥-¨¾ _� = ��A, ¯®½²®¬³ �(t) = �(0)e�tA. �§ ³±«®¢¨¿ ¬ ª±¨¬³¬  ±«¥¤³¥², ·²®0 � �(t)B = �(0)e�tAB. �¨´´¥°¥¶¨°³¿ ½²® ° ¢¥±²¢® n� 1 ° § ¨ ³·¨²»¢ ¿³±«®¢¨¥ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ (16:2), ¯®«³· ¥¬ �(0) = 0. �²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ���,¯®½²®¬³  ®°¬ «¼»µ ²° ¥ª²®°¨© ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼.� ®°¬ «¼®¬ ±«³· ¥ ¬®¦® ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼ � = 1. �®£¤  § ¢¨±¿¹¨© ®²³¯° ¢«¥¨¿ £ ¬¨«¼²®¨  ° ¢¥hu(�; x) = �Ax + �Bu� 12(juj2 + hQx; xi); x 2 Rn ; � 2 Rn� :� ¢¨±¿¹¥¥ ®² u ±« £ ¥¬®¥ �Bu � 12 juj2 ¨¬¥¥² ¥¤¨±²¢¥»© ¬ ª±¨¬³¬ ¯®u 2 Rm ¢ ²®·ª¥, £¤¥ @ hu@ u = �B � u� = 0;¯®½²®¬³ u = B���: (16.5)



234 ����� 16. �������-������������ �������«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¬ ª±¨¬¨§¨°®¢ »© £ ¬¨«¼²®¨  ° ¢¥H(�; x) = maxu2Rmhu(�; x) = �Ax � 12hQx; xi + 12 jB���j2= �Ax � 12hQx; xi + 12 jB�j2:�³ª¶¨¿ � ¬¨«¼²® H(�; x) £« ¤ª ¿, ¯®½²®¬³ ®°¬ «¼»¥ ½ª±²°¥¬ «¨ ±³²¼°¥¸¥¨¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬»_x = Ax+BB���; (16.6)_� = x�Q� �A: (16.7)�®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ®¯²¨¬ «¼»¥ ³¯° ¢«¥¨¿ ¨ ²° ¥ª²®°¨¨ ¢ «¨¥©®-ª¢ ¤° ²¨·®© § ¤ ·¥ ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³° ¢¥¨¿¬ (16:5){(16:7). � ±±¬®²°¨¬ ° ±¸¨°¥³¾ ±¨±²¥¬³_x = Ax+Bu;_y = 12(juj2 + hQx; xi);¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¢ ª®¥¶:F : u 7! (x(t1; u; x0); y(t1; u; 0)); F : Lm2 [0; t1]! Rn � R:�« £®¤ °¿ ´®°¬³«¥ �®¸¨, ½²® ®²®¡° ¦¥¨¥ ¬®¦® ¢»¯¨± ²¼ ¢ ¿¢®¬ ¢¨¤¥:x(t1; u; x0) = et1A�x0 + Z t10 e�tABu(t) dt� ; (16.8)y(t1; u; 0) = 12 Z t10 ju(t)j2 + hQx(t); x(t)i dt: (16.9)�³±²¼ ~u(�) ¥±²¼ ®¯²¨¬ «¼®¥ ³¯° ¢«¥¨¥,   ~x(�) = x( � ; ~u; x0) | ±®®²¢¥²±²¢³-¾¹ ¿ ®¯²¨¬ «¼ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿, ²®£¤ F (~u) 2 @ ImF:�® ²¥®°¥¬¥ ® ¥¿¢®© ´³ª¶¨¨, ¤¨´´¥°¥¶¨ «D~uF : Lm2 [0; t1]! Rn � R¥ ±¾°º¥ª²¨¢¥, ².¥. ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®© ª®¢¥ª²®° (�; �) 2 Rn��R� , (�; �) 6= 0,·²® (�; �) ? D~uFv; v 2 Lm2 [0; t1]: (16.10)�¨´´¥°¥¶¨ « ®²®¡° ¦¥¨¿ ¢ ª®¥¶  µ®¤¨²±¿ ¨§ ¿¢»µ ´®°¬³« (16:8),(16:9):D~uFv = �Z t10 e(t1�t)ABv(t) dt;Z t10 �~u(t) + Z t1t B�e(��t)A�Q~x(�) d�; v(t)� dt� :



16.4. ����������� ����� 235�®£¤  ³±«®¢¨¥ ®°²®£® «¼®±²¨ (16:10) § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥:Z t10 �B�e(t1�t)A��+ �~u(t) + � Z t1t B�e(��t)A�Q~x(�) d�; v(t)� dt = 0;v 2 Lm2 [0; t1];²® ¥±²¼B�e(t1�t)A��+ �~u(t) + � Z t1t B�e(��t)A�Q~x(�) d� � 0; t 2 [0; t1]: (16.11)�«³· © � = 0 ¥¢®§¬®¦¥ ¨§-§  ³±«®¢¨¿ (16:2). �¡®§ ·¨¬  = ��=�, ²®£¤ ° ¢¥±²¢® (16:11) ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤~u(t) = B���(t);£¤¥ �(t) = �e(t1�t)A � Z t1t ~x�(�)Qe(��t)A dt: (16.12)�² ª, ° ¢¥±²¢  (16:5), (16:6) ¤®ª § ». �¨´´¥°¥¶¨°³¿ (16:12), ¯®«³· ¥¬¯®±«¥¤¥¥ ²°¥¡³¥¬®¥ ° ¢¥±²¢® (16:7).�² ª, ¬» ¤®ª § «¨, ·²® ®¯²¨¬ «¼»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ¢ «¨¥©®-ª¢ ¤° -²¨·®© § ¤ ·¥ ±³²¼ ¯°®¥ª¶¨¨ ®°¬ «¼»µ ½ª±²°¥¬ «¥© ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨-¬³¬  (16:6), (16:7),   ®¯²¨¬ «¼»¥ ³¯° ¢«¥¨¿ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ³° ¢¥-¨¾ (16:5). � · ±²®±²¨, ®¯²¨¬ «¼»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ¨ ³¯° ¢«¥¨¿   «¨²¨·-».16.4 �®¯°¿¦¥»¥ ²®·ª¨� ½²®¬ ° §¤¥«¥ ¬» ¯®«³·¨¬ ³±«®¢¨¿ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿ ¨ ¥¤¨±²¢¥®±²¨ ®¯²¨-¬ «¼»µ ³¯° ¢«¥¨© ¢ § ¢¨±¨¬®±²¨ ®² ª®¥·®£® ¢°¥¬¥¨. �®½²®¬³ ¡³¤¥¬§ ¯¨±»¢ ²¼ ¬¨¨¬¨§¨°³¥¬»© ´³ª¶¨® « ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥:Jt(u) = 12 Z t0 ju(�)j2 + hQx(�); x(�)i d�:�¡®§ ·¨¬ Ut(0; 0) = fu 2 Lm2 [0; t] j x(t; u; x0) = x1g ;�(t) def= inffJt(u) j u 2 Ut(0; 0); kuk = 1g: (16.13)�» ¯®ª § «¨ ¢ ¯°¥¤«®¦¥¨¨ 16.1, ·²® ¯°¨ �(t) > 0 § ¤ ·  ¨¬¥¥² °¥¸¥¨¥¤«¿ «¾¡»µ £° ¨·»µ ³±«®¢¨¿µ,   ¯°¨ �(t) < 0 °¥¸¥¨© ¥² ¨ ¤«¿ ª ª¨µ£° ¨·»µ ³±«®¢¨©. �«³· © �(t) = 0 ¥®¯°¥¤¥«¥»©. �±±«¥¤³¥¬ ¯®¤°®¡¥¥±¢®©±²¢  ´³ª¶¨¨ �(t).



236 ����� 16. �������-������������ �������°¥¤«®¦¥¨¥ 16.2. (1) �³ª¶¨¿ t 7! �(t) ¥¢®§° ±² ¾¹ ¿ ¨ ¥¯°¥°»¢ ¿.(2) �«¿ «¾¡»µ t > 0 ±¯° ¢¥¤«¨¢» ¥° ¢¥±²¢ 1 > 2�(t) > 1� t22 e2tkAkkBk2kQk: (16.14)(3) �±«¨ 1 > 2�(t), ²® ¨¦¿¿ £° ¼ ¢ (16:13) ¤®±²¨£ ¥²±¿, ².¥. ½²® |¬¨¨¬³¬.�®ª § ²¥«¼±²¢®. (3) �¡®§ ·¨¬It(u) = 12 Z t0 hQx(�); x(�)i d�;´³ª¶¨® « It(u) ±« ¡® ¥¯°¥°»¢¥   Lm2 . � ¬¥²¨¬, ·²®Jt(u) = 12 + It(u)   ±´¥°¥ kuk = 1:�®§¼¬¥¬ ¬¨¨¬¨§¨°³¾¹³¾ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ´³ª¶¨® «  It(u)   ±´¥-°¥ fkuk = 1g \ Ut(0; 0). � ±¨«³ ±« ¡®© ª®¬¯ ª²®±²¨ ¸ °  fkuk 6 1g, ¨§½²®© ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¨ ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ±« ¡® ±µ®¤¿¹³¾±¿ ¯®¤¯®±«¥¤®¢ -²¥«¼®±²¼:un ! bu ±« ¡® ¯°¨ n!1; kbuk 6 1; bu 2 Ut(0; 0);It(un)! It(bu) = inffIt(u) j kuk = 1; u 2 Ut(0; 0)g; n!1:�±«¨ bu = 0, ²® It(bu) = 0, ¯®½²®¬³ �(t) = 12 , ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ¯°¥¤¯®«®¦¥-¨¾ ¯³ª²  (3).�«¥¤®¢ ²¥«¼®, bu 6= 0, It(bu) < 0, ¨ It � bukbuk� 6 It(bu). �®½²®¬³ kbuk = 1, ¨Jt(u) ¤®±²¨£ ¥² ¬¨¨¬³¬    ±´¥°¥ fkuk = 1g \ Ut(0; 0) ¢ ²®·ª¥ bu.(2) �³±²¼ kuk = 1 ¨ x0 = 0. �® ´®°¬³«¥ �®¸¨,x(t) = Z t0 e(t��)ABu(�) d�;¯®½²®¬³ jx(t)j 6 Z t0 e(t��)kAkkBk � ju(�)j d�¯® ¥° ¢¥±²¢³ �®¸¨-�³¿ª®¢±ª®£®6 kuk�Z t0 e(t��)2kAkkBk2 d��1=2= �Z t0 e(t��)2kAkkBk2 d��1=2 :



16.4. ����������� ����� 237�®¤±² ¢«¿¿ ½²³ ®¶¥ª³ x(t) ¢ Jt, ¯®«³· ¥¬ ¢²®°®¥ ¥° ¢¥±²¢® ¢ (16:14).�¥°¢®¥ ¥° ¢¥±²¢® ¢ (16:14) ¯®«³· ¥²±¿, ¥±«¨ ° ±±¬®²°¥²¼ ±« ¡® ±µ®¤¿-¹³¾±¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ un ! 0, n!1,   ±´¥°¥ kunk = 1, un 2 Ut(0; 0).(1) �®®²®®±²¼ �(t). �®§¼¬¥¬ «¾¡®¥ t̂ > t. �°®±²° ±²¢® Ut(0; 0) ¤®¯³±-ª ¥² ¨§®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¢«®¦¥¨¥ ¢ Ut̂(0; 0) §  ±·¥² ¯°®¤®«¦¥¨¿ ³¯° ¢«¥¨©u 2 Ut(0; 0) ³«¥¬: u 2 Ut(0; 0) ) bu 2 Ut̂(0; 0);bu(�) = � u(�); � 6 t;0; � > t:�®«¥¥ ²®£®, Jt̂(bu) = Jt(u):�®½²®¬³ �(t) = inffJt(u) j u 2 Ut(0; 0); kuk = 1g> inffJt̂(u) j u 2 Ut̂(0; 0); kuk = 1g = �(t̂):�¥¯°¥°»¢®±²¼ �(t): ¤®ª ¦¥¬ ®²¤¥«¼® ¥¯°¥°»¢®±²¼ ±¯° ¢  ¨ ±«¥¢ .�¥¯°¥°»¢®±²¼ ±¯° ¢ . �³±²¼ tn & t. �®¦® ±·¨² ²¼, ·²® �(tn) < 12 (¢¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥ �(tn) = �(t) = 12 ), ¯®½²®¬³ ¬¨¨¬³¬ ¢ (16:13) ¤®±²¨£ ¥²-±¿: �(tn) = 12 + Itn(un); un 2 Utn(0; 0); kunk = 1:�°®¤®«¦¨¬ ´³ª¶¨¨ un 2 Lm2 [0; tn]   ®²°¥§®ª [0; t1] ³«¥¬. �»¡¨° ¿ ±« -¡® ±µ®¤¿¹³¾±¿ ¯®¤¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®±²¼ ¢ ¥¤¨¨·®¬ ¸ °¥, ¬®¦® ¯°¥¤¯®« -£ ²¼, ·²® un ! u ±« ¡® ¯°¨ n!1; u 2 Ut(0; 0); kuk 6 1;¯®½²®¬³Itn(un)! It(u) > inffIt(v) j v 2 Ut(0; 0); kvk = 1g; tn & t:�®£¤  �(t) 6 12 + limtn&t Itn(un) = limtn&t�(tn):� ±¨«³ ¬®®²®®±²¨ �, �(t) = limtn&t�(tn);¨ ¥¯°¥°»¢®±²¼ ±¯° ¢  ¤®ª §  .�¥¯°¥°»¢®±²¼ ±«¥¢ . �®¦® ±·¨² ²¼, ·²® �(t) < 12 (¨ ·¥ �(�) = �(t) =12 ¯°¨ � < t). �®½²®¬³ ¬¨¨¬³¬ ¢ (16:13) ¤®±²¨£ ¥²±¿:�(t) = 12 + It(bu); bu 2 Ut(0; 0); kbuk = 1:



238 ����� 16. �������-������������ �������«¿ ²° ¥ª²®°¨¨ bx(�) = x(�; bu; 0)¯®«³· ¥¬ bx(�) = Z �0 e(���)ABbu(�) d�:�¡®§ ·¨¬ �(") = k buj[0;"] k¨ § ¬¥²¨¬, ·²® �(")! 0; "! 0:�¡®§ ·¨¬ ¸ ° B� = fu 2 Lm2 j kuk 6 �; u 2 U(0; 0)g:�·¥¢¨¤®, x(";B�("); 0) 3 bx("):�²®¡° ¦¥¨¥ u 7! x("; u; 0) ¨§ Lm2 ¢ Rn «¨¥©®,   ±¨±²¥¬  _x = Ax + Bu³¯° ¢«¿¥¬ , ¯®½²®¬³ x(";B�("); 0) ¥±²¼ ² ª®¥ ¢»¯³ª«®¥ ¯®«®¬¥°®¥ ¬®-¦¥±²¢® ¢ Rn , ·²® ¯®«®¦¨²¥«¼»© ª®³±, ¯®°®¦¤¥»© ½²¨¬ ¬®¦¥±²¢®¬,±®¢¯ ¤ ¥² ±® ¢±¥¬ Rn . �®½²®¬³x("; 2B�("); 0) = 2x(";B�("); 0) � Ox(";B�(");0)¤«¿ ¥ª®²®°®© ®ª°¥±²®±²¨ Ox(";B�(");0) ¬®¦¥±²¢  x(";B�("); 0). � «¥¥, ±³-¹¥±²¢³¥² ² ª®© ¬®¬¥² t" > ", ·²®bx(t") 2 x("; 2B�("); 0);±«¥¤®¢ ²¥«¼®, bx(t") = x("; v"; 0); kv"k 6 2�("):�®¦® ±·¨² ²¼, ·²® t" ! 0 ¯°¨ " ! 0. � ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ±¥¬¥©±²¢®³¯° ¢«¥¨©,  ¯¯°®ª±¨¬¨°³¾¹¥¥ bu:u"(�) = � v"(�); 0 6 � 6 ";bu(� + t" � "); " < � 6 t+ "� t":�®«³· ¥¬ u" 2 Ut+"�t"(0; 0);kbu� u"k ! 0; "! 0:�® t + " � t" < t ¨ ´³ª¶¨¿ � ¥¢®§° ±² ¾¹ ¿, ¯®½²®¬³ ®  ¥¯°¥°»¢ ±«¥¢ .�¥¯°¥°»¢®±²¼ ±¯° ¢  ¤®ª §   ¢»¸¥, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, � ¥¯°¥°»¢ .�®ª ¦¥¬, ·²® ´³ª¶¨¿ � ¥ ¬®¦¥² ¨¬¥²¼ ¡®«¥¥ ®¤®£® ª®°¿.



16.4. ����������� ����� 239�°¥¤«®¦¥¨¥ 16.3. �±«¨ �(t) = 0 ¤«¿ ¥ª®²®°®£® t > 0, ²® �(�) < 0 ¤«¿¢±¥µ � > t.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ �(t) = 0, t > 0. �® ¯°¥¤«®¦¥¨¾ 16.2, ¨¦¿¿ £° ¼¢ (16:13) ¤®±²¨£ ¥²±¿   ¥ª®²®°®¬ ³¯° ¢«¥¨¨ bu 2 Ut(0; 0), kbuk = 1:�(t) = minfJt(u) j u 2 Ut(0; 0); kuk = 1g= Jt(bu) = 0:�®£¤  Jt(u) > Jt(bu) = 0 8u 2 Ut(0; 0);².¥. ³¯° ¢«¥¨¥ bu ®¯²¨¬ «¼®, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¯°¨¶¨¯³ ¬ ª-±¨¬³¬ . �³¹¥±²¢³¥² °¥¸¥¨¥ (�(�); x(�)), � 2 [0; t], £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬»( _� = x�Q� �A;_x = Ax+BB���;± £° ¨·»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨ x(0) = x(t) = 0;¨ u(�) = B���(�); � 2 [0; t]:�» ¤®ª § «¨, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® ª®°¿ t ´³ª¶¨¨ � «¾¡®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ u 2Ut(0; 0), kuk = 1, ¤«¿ ª®²®°®£® Jt(u) = 0, ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ���.�®ª ¦¥¬, ·²® �(�) < 0 ¤«¿ ¢±¥µ � > t. �² ¯°®²¨¢®£®, ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²®´³ª¶¨¿ � ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ³«¼ ¢ ¥ª®²®°»© ¬®¬¥² t0 > t. � ±¨«³ ¬®®²®-®±²¨ �, �j[t;t0] � 0:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ³¯° ¢«¥¨¥u0(�) = � bu(�); � 6 t;0; � 2 [t; t0];³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬: u0 2 Ut0(0; 0); ku0k = 1;Jt0(u0) = 0:�®½²®¬³ u0 ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ���, ²® ¥±²¼u0(�) = B��0�(�); � 2 [0; t0];¥±²¼   «¨²¨·¥±ª ¿ ´³ª¶¨¿. �® u0j[t;t0] � 0, ¯®½²®¬³ u0 � 0, ·²® ¯°®²¨¢®-°¥·¨² ° ¢¥±²¢³ ku0k = 1.�»«® ¡» ¦¥« ²¥«¼® ¯®«³·¨²¼ ±¯®±®¡ °¥¸¥¨¿ ³° ¢¥¨¿ �(t) = 0, ¥²°¥¡³¾¹¨© ¯°®¶¥¤³°» ¬¨¨¬¨§ ¶¨¨ ¢ (16:13). �²® ¢®§¬®¦® ¢ ²¥°¬¨ µ±«¥¤³¾¹¥£® ¯®¿²¨¿.



240 ����� 16. �������-������������ �������¯°¥¤¥«¥¨¥ 16.1. �®·ª  t > 0  §»¢ ¥²±¿ ±®¯°¿¦¥®© ²®·ª¥ 0 ¤«¿ ° ±-±¬ ²°¨¢ ¥¬®© «¨¥©®-ª¢ ¤° ²¨·®© § ¤ ·¨, ¥±«¨ ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ ¥²°¨-¢¨ «¼®¥ °¥¸¥¨¥ (�(�); x(�)) £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬»( _� = x�Q� �A;_x = Ax+BB���·²® x(0) = x(t) = 0.�°¥¤«®¦¥¨¥ 16.4. �³ª¶¨¿ � ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ³«¼ ¢ ²®·ª¥ t > 0 ²®£¤  ¨²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  t ¥±²¼ ¡«¨¦ ©¸ ¿ ª 0 ±®¯°¿¦¥ ¿ ²®·ª .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ �(t) = 0, t > 0. �®-¯¥°¢»µ, t ¥±²¼ ±®¯°¿¦¥ ¿²®·ª , ½²® ¡»«® ¯®ª § ® ¢ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¿ 16.3.�³±²¼ t0 > 0 ¥±²¼ ±®¯°¿¦¥ ¿ ²®·ª . �»·¨±«¨¬ ´³ª¶¨® « Jt0   ±®-®²¢¥²±²¢³¾¹¥¬ ³¯° ¢«¥¨¨ u(�) = B���(�), � 2 [0; t0]:Jt0(u) = 12 Z t00 hB���(�); B���(�)i + hQx(�); x(�)i d�= 12 Z t00 hBB���(�); ��(�)i + hQx(�); x(�)i d�= 12 Z t00 �(�)( _x(�) �Ax(�)) + x�(�)Qx(�) d�= 12 Z t00 (� _x + _�x) d�= 12(�(t0)x(t0)� �(0)x(0)) = 0:�² ª, �(t0) 6 Jt0 � ukuk� = 0. �¥¯¥°¼ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ±«¥¤³¥² ¨§ ²®£®, ·²® ´³ª-¶¨¿ � ¥¢®§° ±² ¾¹ ¿.�¥°¢ ¿ (¡«¨¦ ©¸ ¿ ª ³«¾) ±®¯°¿¦¥ ¿ ²®·ª  ®¯°¥¤¥«¿¥² ±³¹¥±²¢®-¢ ¨¥ ¨ ¥¤¨±²¢¥®±²¼ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿ ¢ «¨¥©®-ª¢ ¤° ²¨·®©§ ¤ ·¥.�® ¯¥°¢®© ±®¯°¿¦¥®© ²®·ª¨ ®¯²¨¬ «¼®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ±³¹¥±²¢³¥² ¨¥¤¨±²¢¥® ¤«¿ «¾¡»µ £° ¨·»µ ³±«®¢¨© (¥±«¨ ¡» ±³¹¥±²¢®¢ «® ¤¢  ®¯-²¨¬ «¼»µ ³¯° ¢«¥¨¿, ²® ¨µ ° §®±²¼ ¯®°®¦¤ «  ¡» ±®¯°¿¦¥³¾ ²®·ª³).� ¯¥°¢®© ±®¯°¿¦¥®© ²®·ª¥ ¯®«³· ¥¬ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¨ ¥¥¤¨±²¢¥-®±²¼ ¤«¿ ¥ª®²®°»µ £° ¨·»µ ³±«®¢¨© ¨ ¥±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ¤«¿ ¤°³£¨µ£° ¨·»µ ³±«®¢¨©.� ¯®±«¥ ¯¥°¢®© ±®¯°¿¦¥®© ²®·ª¨ § ¤ ·  ¥ ¨¬¥¥² ®¯²¨¬ «¼»µ °¥¸¥-¨© ¨ ¤«¿ ª ª¨µ £° ¨·»µ ³±«®¢¨©.



�« ¢  17�®±² ²®·»¥ ³±«®¢¨¿®¯²¨¬ «¼®±²¨, ³° ¢¥¨¥� ¬¨«¼²® -�ª®¡¨ ¨¤¨ ¬¨·¥±ª®¥¯°®£° ¬¬¨°®¢ ¨¥17.1 �®±² ²®·»¥ ³±«®¢¨¿ ®¯²¨¬ «¼®±²¨�°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬  �®²°¿£¨  | ³¨¢¥°± «¼®¥ ¨ ±¨«¼®¥ ¥®¡µ®¤¨¬®¥³±«®¢¨¥ ®¯²¨¬ «¼®±²¨, ®¤ ª® ²¥®°¨¿ ¤®±² ²®·»µ ³±«®¢¨© ®¯²¨¬ «¼®±-²¨ ¤ «¥ª® ¥ ² ª ¯®« . � ½²®© £« ¢¥ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ¯®¤µ®¤ ª ¤®±² ²®·»¬³±«®¢¨¿¬ ®¯²¨¬ «¼®±²¨, ®¡®¡¹ ¾¹¨© ¯®«¿ ½ª±²°¥¬ «¥© ª« ±±¨·¥±ª®£® ¢ -°¨ ¶¨®®£® ¨±·¨±«¥¨¿.� ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹³¾ § ¤ ·³ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿:_q = fu(q); q 2M; u 2 U; (17.1)q(0) = q0; q(t1) = q1; q0; q1; t1 § ª°¥¯«¥»; (17.2)Z t10 '(q(t); u(t)) dt ! min : (17.3)� ¢¨±¿¹¨© ®² ³¯° ¢«¥¨¿ £ ¬¨«¼²®¨  ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬  ¢ ®°¬ «¼-®¬ ±«³· ¥ ° ¢¥hu(�) = h�; fu(q)i � '(q; u); � 2 T �M; q = �(�) 2M; u 2 U:�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¬ ª±¨¬¨§¨°®¢ »© £ ¬¨«¼²®¨ H(�) = maxu2U hu(�) (17.4)241



242 ����� 17. ����������� ������� �������������®¯°¥¤¥«¥ ¨ £« ¤®ª   T �M . �®¦® ¯°¥¤¯®« £ ²¼ £« ¤ª®±²¼ H ¥ ¢±¾¤³,  ²®«¼ª®   ®²ª°»²®© ®¡« ±²¨ O � T �M ¨ ±®®²¢¥²±²¢¥® ¬®¤¨´¨¶¨°®¢ ²¼¯®«³·¥»¥ ¤ «¥¥ °¥§³«¼² ²». �® ¤«¿ ³¯°®¹¥¨¿ ¨§«®¦¥¨¿ ¬» ¡³¤¥¬ ±·¨-² ²¼, ·²® O = T �M . �®£¤  ²° ¥ª²®°¨¨ £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬»_� = ~H(�)±³²¼ ½ª±²°¥¬ «¨ § ¤ ·¨ (17:1){(17:3). �³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® £ ¬¨«¼²®®-¢® ¯®«¥ ~H ¯®«®.17.1.1 �²¥£° «¼»© ¨¢ °¨ ²� ±±¬®²°¨¬ ± · «  ®¡¹³¾ ª®±²°³ª¶¨¾, ª®²®° ¿ ±»£° ¥² ª«¾·¥¢³¾ °®«¼¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ¤®±² ²®·»µ ³±«®¢¨© ®¯²¨¬ «¼®±²¨.� ´¨ª±¨°³¥¬ ¯°®¨§¢®«¼³¾ £« ¤ª³¾ ´³ª¶¨¾a 2 C1(M):�° ´¨ª ¤¨´´¥°¥¶¨ «  da ¥±²¼ £« ¤ª®¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥ ¢ T �M :L0 = fdqa j q 2Mg � T �M;dimL0 = dimM = n:�° ±«¿¶¨¨ L0 ± ¯®¬®¹¼¾ ¯®²®ª  £ ¬¨«¼²®®¢  ¯®«¿Lt = et ~H(L0)±³²¼ £« ¤ª¨¥ n-¬¥°»¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¿ ¢ T �M ,   £° ´¨ª ®²®¡° ¦¥¨¿ t 7!Lt, L = f(�; t) j � 2 Lt; 0 6 t 6 t1g � T �M � R¥±²¼ £« ¤ª®¥ (n+ 1)-¬¥°®¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥ ¢ T �M � R.� ±±¬®²°¨¬ 1-´®°¬³ s�H dt 2 �1(T �M � R):� ¯®¬¨¬, ·²® s | ½²® ² ¢²®«®£¨·¥±ª ¿ 1-´®°¬    T �M , s� = � � ��,  ¥¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ « ¥±²¼ ª ®¨·¥±ª ¿ ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª ¿ ±²°³ª²³°    T �M ,ds = �. � ¬¥µ ¨ª¥ ´®°¬  s � H dt = p dq � H dt  §»¢ ¥²±¿ ¨²¥£° «¼-»¬ ¨¢ °¨ ²®¬ �³ ª °¥-� °²     ° ±¸¨°¥®¬ ´ §®¢®¬ ¯°®±²° -±²¢¥ T �M � R.�°¥¤«®¦¥¨¥ 17.1. �®°¬  (s�H dt)jL ²®· .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®ª ¦¥¬ ± · « , ·²® ½²  ´®°¬  § ¬ª³² :0 = d(s�H dt)jL = (� � dH ^ dt)jL : (17.5)



17.1. ����������� ������� ������������� 243(1) � ´¨ª±¨°³¥¬ Lt = L\ ft = constg ¨ ° ±±¬®²°¨¬ ®£° ¨·¥¨¥ ´®°¬»� � dH ^ dt   Lt. �¬¥¥¬ (� � dH ^ dt)jLt = �jLt² ª ª ª dtjLt = 0. � ¯®¬¨¬, ·²® det ~H � = �, ¯®½²®¬³�jLt = �det ~H ������L0 = �jL0 = dsjL0 :�® sjL0 = d(a � �)jL0 , ±«¥¤®¢ ²¥«¼®,dsjL0 = d � d(a � �)jL0 = 0:�» ¤®ª § «¨, ·²® (� � dH ^ dt)jLt = 0.(2) �®£®®¡° §¨¥ L ¥±²¼ ®¡° § £« ¤ª®£® ®²®¡° ¦¥¨¿(�; t) 7! �et ~H�; t� ;¯®½²®¬³ ª ± ²¥«¼»© ¢¥ª²®° ª L, ²° ±¢¥°± «¼»© ¬®£®®¡° §¨¾ Lt, ¥±²¼~H(�) + @@ t 2 T(�;t)L:�®½²®¬³ T(�;t)L = T(�;t)Lt � R� ~H(�) + @@ t� :�«¿ § ¢¥°¸¥¨¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¯®¤±² ¢¨¬ ¢¥ª²®° ~H(�) + @@ t ¢ ª ·¥±²¢¥¯¥°¢®£®  °£³¬¥²  ¢ � � dH ^ dt ¨ ¯®ª ¦¥¬, ·²® °¥§³«¼² ² ° ¢¥ ³«¾.�®«³· ¥¬: i ~H� = �dH; i @@ t� = 0;i ~H(dH ^ dt) = �i ~HdH�| {z }=0 ^ dt� dH ^ �i ~Hdt�| {z }=0 = 0;i @@ t (dH ^ dt) = �i @@ t dH�| {z }=0 ^ dt� dH ^ �i @@ t dt�| {z }=1 = �dH;±«¥¤®¢ ²¥«¼®, i ~H+ @@ t (� � dH ^ dt) = �dH + dH = 0:�» ¤®ª § «¨, ·²® ´®°¬  (s�H dt)jL § ¬ª³² .(3) �®ª ¦¥¬, ·²® ½²  ´®°¬  ²®· , ².¥.Z s�H dt = 0 (17.6)



244 ����� 17. ����������� ������� �������������¤«¿ «¾¡®© § ¬ª³²®© ª°¨¢®© : � 7! (�(�); t(�)) 2 L; � 2 [0; 1]:�°¨¢ ¿  £®¬®²®¯  ª°¨¢®©0 : � 7! (�(�); 0) 2 L0; � 2 [0; 1]:� ª ª ª ´®°¬  (s�H dt)jL ²®· , ¯® ´®°¬³«¥ �²®ª±  ¯®«³· ¥¬Z s�H dt = Z0 s�H dt:�® ¨²¥£° « ¯® § ¬ª³²®© ª°¨¢®© 0 � L0 ¢»·¨±«¿¥²±¿ ¯°®±²®:Z0 s�H dt = Z0 s = Z0 d(a � �) = 0:� ¢¥±²¢® (17:6) ¤®ª § ®, ².¥. ´®°¬  (s�H dt)jL ²®· .17.1.2 � ¤ ·  ± § ª°¥¯«¥»¬ ¢°¥¬¥¥¬�®ª ¦¥¬ ¤®±² ²®·»¥ ³±«®¢¨¿ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ¤«¿ § ¤ ·¨ (17:1){(17:3).�¥®°¥¬  17.1. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ®£° ¨·¥¨¥ ¯°®¥ª¶¨¨ �jLt ¿¢«¿¥²±¿¤¨´´¥®¬®°´¨§¬®¬ ¤«¿ ¢±¥µ t 2 [0; t1]. �®£¤  ¤«¿ «¾¡®£® �0 2 L0 ®°¬ «¼- ¿ ½ª±²°¥¬ «¼ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿~q(t) = � � et ~H(�0); 0 6 t 6 t1;°¥ «¨§³¥² ±²°®£¨© ¬¨¨¬³¬ ´³ª¶¨® «  ª ·¥±²¢  R t10 '(q(t); u(t)) dt ±°¥¤¨¢±¥µ ¤®¯³±²¨¬»µ ²° ¥ª²®°¨© q(t), 0 6 t 6 t1, ±¨±²¥¬» (17:1) ± ²¥¬¨ ¦¥£° ¨·»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨: q(0) = ~q(0); q(t1) = ~q(t1): (17.7)� ¬¥· ¨¿. (1) � ³±«®¢¨¿µ ²¥®°¥¬» ¥ ²°¥¡³¥²±¿ ¯°®¢¥°ª  ±³¹¥±²¢®¢ ¨¿®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿.(2) �±«¨ ¢±¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¿ (£« ¤ª®±²¼ H , ¯°®¤®«¦ ¥¬®±²¼ ²° ¥ª²®-°¨© ¯®«¿ ~H   ¢¥±¼ ¢°¥¬¥®© ®²°¥§®ª [0; t1], ¤¨´´¥®¬®°´®±²¼ ®£° ¨-·¥¨¿ �jLt) ¢»¯®«¿¾²±¿ ¢ ±®¡±²¢¥®© ®²ª°»²®© ®¡« ±²¨ O � T �M , ²®³²¢¥°¦¤¥¨¥ ²¥®°¥¬» 17.1 ¬®¦® ¬®¤¨´¨¶¨°®¢ ²¼ ¨ ¯®«³·¨²¼ «®ª «¼³¾®¯²¨¬ «¼®±²¼ ²° ¥ª²®°¨¨ ~q(�) ¢ �(O). �» ®±² ¢«¿¥¬ ½²¨ ¬®¤¨´¨ª ¶¨¨ ·¨-² ²¥«¾ ¢ ¢¨¤¥ ³¯° ¦¥¨¿.�®ª ¦¥¬ ²¥®°¥¬³ 17.1.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¨¢ ¿ ~q(t) ¥±²¼ ¯°®¥ª¶¨¿ ®°¬ «¼®© ½ª±²°¥¬ «¨~�t = et ~H(�0):



17.1. ����������� ������� ������������� 245�³±²¼ ~u(t) | ¤®¯³±²¨¬®¥ ³¯° ¢«¥¨¥, ¬ ª±¨¬¨§¨°³¾¹¥¥ £ ¬¨«¼²®¨ ¢¤®«¼ ½²®© ½ª±²°¥¬ «¨: H(~�t) = h~u(t)(~�t):� ¤°³£®© ±²®°®», ¯³±²¼ q(t) | ¤®¯³±²¨¬ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ ±¨±²¥¬» (17:1), ¯®-°®¦¤¥ ¿ ª ª¨¬-¨¡³¤¼ ³¯° ¢«¥¨¥¬ u(t) ¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ £° ¨·»¬³±«®¢¨¿¬ (17:7). �° ¢¨¬ § ·¥¨¥ ´³ª¶¨® «  ª ·¥±²¢    ¯ ° µ (~q; ~u)¨ (q; u).� ª ª ª � : Lt ! M ¥±²¼ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬, ²° ¥ª²®°¨¾ fq(t) j 0 6 t 6t1g �M ¬®¦® ¯®¤¿²¼ ¤® £« ¤ª®© ª°¨¢®© f�(t) j 0 6 t 6 t1g � T �M :8t 2 [0; t1] 9! �(t) 2 Lt ² ª®¥, ·²® �(�(t)) = q(t):�®£¤  Z t10 '(q(t); u(t)) dt = Z t10 h�(t); fu(t)(q(t))i � hu(t)(�(t)) dt> Z t10 h�(t); _q(t)i �H(�(t)) dt (17.8)= Z t10 hs�(t); _�(t)i �H(�(t)) dt= Z s�H dt;£¤¥  : t 7! (�(t); t) 2 L; t 2 [0; t1]:�® ¯°¥¤«®¦¥¨¾ 17.1, ´®°¬  (s�H dt)jL ²®· . �®½²®¬³ ¨²¥£° « ´®°¬»(s�H dt)jL ¯® ª°¨¢®© § ¢¨±¨² ²®«¼ª® ®² ª®¥·»µ ²®·¥ª ½²®© ª°¨¢®©. �°¨-¢»¥  ¨ ~ : t 7! (~�t; t) 2 L; ~�t = et ~H(�0); t 2 [0; t1];¨¬¥¾² ®¤¨ ¨ ²¥ ¦¥ £° ¨·»¥ ²®·ª¨ (±¬. °¨±. 17.1), ¯®½²®¬³Z s�H dt = Z~ s�H dt = Z t10 h~�t; _~q(t)i �H(~�t) dt= Z t10 h~�t; f~u(t)(~q(t))i � h~u(t)(~�t) dt= Z t10 '(~q(t); ~u(t)) dt:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, Z t10 '(q(t); u(t)) dt > Z t10 '(~q(t); ~u(t)) dt; (17.9)²® ¥±²¼ ²° ¥ª²®°¨¿ ~q(t) ®¯²¨¬ «¼ .



246 ����� 17. ����������� ������� �������������

Mq(t) ~q(t1)~q(0) ~q(t)
(t)~(t) (~�t1 ; t1)(�0; 0) L

�¨±. 17.1: �®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥¬» 17.1�±² «®±¼ ¤®ª § ²¼, ·²® ¯ °  (~q(t); ~u(t)) ¤®±² ¢«¿¥² ±²°®£¨© ¬¨¨¬³¬,².¥. ·²® ¥° ¢¥±²¢® (17:9) ±²°®£®¥.�«¿ ´¨ª±¨°®¢ ®© ²®·ª¨ q 2 M ¡³¤¥¬ § ¯¨±»¢ ²¼ ª®ª ± ²¥«¼»¥ ¢¥ª-²®°» ª ª � = (p; q), £¤¥ p ±³²¼ ª®®°¤¨ ²» ª®¢¥ª²®°  � ¢ T �qM . � ¬¨«¼²®¨- » hu(p; q)  ´´¨® § ¢¨±¿² ®² p, ¯®½²®¬³ ¨µ ¬ ª±¨¬³¬ H(p; q) ¿¢«¿¥²±¿¢»¯³ª«»¬ ¯® p. �¾¡®© ¢¥ª²®° � 2 TqM ² ª®©, ·²®hp; �i = maxu2U hp; fu(q)i®¯°¥¤¥«¿¥² ®¯®°³¾ £¨¯¥°¯«®±ª®±²¼ ª  ¤£° ´¨ª³ ®²®¡° ¦¥¨¿ p 7!H(p; q). � ±¨«³ £« ¤ª®±²¨ H ¯® p, ½²  ®¯®° ¿ £¨¯¥°¯«®±ª®±²¼ ¥¤¨±²¢¥- , ¨ ¬ ª±¨¬³¬ ¢ (17:4) ¤®±²¨£ ¥²±¿   ¥¤¨±²¢¥®¬ ª ± ²¥«¼®¬ ¢¥ª²®°¥.q(t) 6� ~q(t), ²® ¥° ¢¥±²¢® (17:8) ±² ®¢¨²±¿ ±²°®£¨¬, ² ª¦¥ ª ª ¨ ¥° ¢¥-±²¢® (17:9). �¥®°¥¬  ¤®ª §  .�®±² ²®·»¥ ³±«®¢¨¿ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ²¥®°¥¬» 17.1 ¤ ¾²±¿ ¢ ²¥°¬¨ µ¬®£®®¡° §¨© Lt, ª®²®°»¥ ¢ ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ´³ª¶¨¥© a ¨ ¯®²®-ª®¬ £ ¬¨«¼²®®¢  ¯®«¿ ~H. �¯²¨¬ «¼®±²¼ ®°¬ «¼®© ½ª±²°¥¬ «¼®© ²° -¥ª²®°¨¨ ~q(t), t 2 [0; t1], ¡³¤¥² ¤®ª §  , ¥±«¨ ³¤ ±²±¿ ¯®¤®¡° ²¼ ´³ª¶¨¾a 2 C1(M), ¤«¿ ª®²®°®© ¯°®¥ª¶¨¨ � : Lt !M , t 2 [0; t1], ±³²¼ ¤¨´´¥®¬®°-´¨§¬».�°¨ t = 0 ¯°®¥ª¶¨¿ � : L0 ! M ¿¢«¿¥²±¿ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬®¬. �®½²®¬³¯°¨ ¬ «»µ t > 0 «¾¡ ¿ ´³ª¶¨¿ a 2 C1(M) ¯®°®¦¤ ¥² ¬®£®®¡° §¨¿ Lt,¤¨´´¥®¬®°´® ¯°®¥¶¨°³¾¹¨¥±¿   M , ¯® ª° ©¥© ¬¥°¥ ¢ ¯°¥¤¥« µ «¾¡®£®ª®¬¯ ª²  K bM . � ª¨¬ ®¡° §®¬ ¯®«³· ¥¬ ¤®±² ²®·»¥ ³±«®¢¨¿ ®¯²¨¬ «¼-®±²¨ ¤«¿ ¬ «»µ ¤³£ ½ª±²°¥¬ «¼»µ ²° ¥ª²®°¨©.



17.1. ����������� ������� ������������� 247�«¥¤±²¢¨¥ 17.1. �«¿ «¾¡®£® ª®¬¯ ª²  K b M , ±®¤¥°¦ ¹¥£® ®°¬ «¼³¾½ª±²°¥¬ «¼³¾ ²° ¥ª²®°¨¾~q(t) = � � et ~H(�0); 0 6 t 6 t1;±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ t01 2 (0; t1], ·²® ¤³£ ~q(t); 0 6 t 6 t01;®¯²¨¬ «¼  ®²®±¨²¥«¼® ¢±¥µ ²° ¥ª²®°¨©, ±®¤¥°¦ ¹¨µ±¿ ¢ K ¨ ³¤®¢«¥-²¢®°¿¾¹¨µ ² ª¨¬ ¦¥ £° ¨·»¬ ³±«®¢¨¿¬.�® ¬®£¨µ § ¤ · µ ¬®¦® ¯®¤®¡° ²¼ ¤®±² ²®·® ¡®«¼¸®© ª®¬¯ ª² K � ~q² ª, ·²®¡» ´³ª¶¨® « J ¡»« ®²¤¥«¥ ®² ³«¿ ±¨§³   ¢±¥µ ²° ¥ª²®°¨¿µ,¯®ª¨¤ ¾¹¨µ K (² ª ¡³¤¥²,  ¯°¨¬¥°, ¥±«¨ '(q; u) > 0). �®£¤  ¬ «»¥ ¤³£¨²° ¥ª²®°¨© ~q ®¯²¨¬ «¼» £«®¡ «¼®.17.1.3 � ¤ ·  ±® ±¢®¡®¤»¬ ¢°¥¬¥¥¬�«¿ § ¤ · ± ¨²¥£° «¼»¬ ª°¨²¥°¨¥¬ ¨ ±¢®¡®¤»¬ ª®¥·»¬ ¢°¥¬¥¥¬ t1±¯° ¢¥¤«¨¢® ¤®±² ²®·®¥ ³±«®¢¨¥ ®¯²¨¬ «¼®±²¨,   «®£¨·®¥ ²¥®°¥¬¥ 17.1,±¬. ¨¦¥ ²¥®°¥¬³ 17.2.� ¯®¬¨¬, ·²® ¢±¥ ®°¬ «¼»¥ ½ª±²°¥¬ «¨ ¢ § ¤ ·¥ ±® ±¢®¡®¤»¬ ¢°¥-¬¥¥¬ «¥¦ ²   ¯®¢¥°µ®±²¨ ³«¥¢®£® ³°®¢¿ H�1(0) ¬ ª±¨¬¨§¨°®¢ ®£®£ ¬¨«¼²®¨   H . �®ª ¦¥¬ ± · «  ¢±¯®¬®£ ²¥«¼®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.�°¥¤«®¦¥¨¥ 17.2. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® 0 ¥±²¼ °¥£³«¿°®¥ § ·¥¨¥ ®£° -¨·¥¨¿ H jL0 , ²® ¥±²¼ d� H jT�L0 6= 0 ¤«¿ ¢±¥µ � 2 L0 \ H�1(0). �®£¤ ®²®¡° ¦¥¨¥� : L0 \H�1(0)� R ! T �M; �(�0; t) = et ~H(�0);¿¢«¿¥²±¿ ¯®£°³¦¥¨¥¬,   b�s | ²®·®© ´®°¬®©.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®-¯¥°¢»µ, °¥£³«¿°®±²¼ ³«¥¢®£® § ·¥¨¿ ®²®¡° ¦¥-¨¿ H jL0 ®§ · ¥², ·²® L0 \ H�1(0) ¥±²¼ £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥. �®£¤ ²®·®±²¼ ´®°¬» b�s «¥£ª® ±«¥¤³¥² ¨§ ¯°¥¤«®¦¥¨¿ 17.1. �²®¡» ¤®ª § ²¼,·²® � | ¯®£°³¦¥¨¥, ¤®±² ²®·® ¯®ª § ²¼, ·²® ¢¥ª²®° @ �@ t (�0; t) = ~H(�t),�t = �(�0; t), ¥ ª ± ¥²±¿ ®¡° §  ¯¥°¥±¥·¥¨¿ L0 \ H�1(0) ¯°¨ ¤¨´´¥®-¬®°´¨§¬¥ et ~H : T �M ! T �M ¤«¿ ¢±¥µ �0 2 L0 \ H�1(0). � ¬¥²¨¬, ·²®et ~H(L0 \ H�1(0)) = Lt \H�1(0). �» ¤®ª ¦¥¬ ¥¬®£® ¡®«¼¸¥, ·¥¬ ²°¥¡³-¥²±¿,   ¨¬¥®, ·²® ~H(�t) ¥ ª ± ¥²±¿ ¬®£®®¡° §¨¿ Lt.�§ ¯°¥¤«®¦¥¨¿ 17.1 ±«¥¤³¥², ·²® �jLt = dsjLt = 0. �®½²®¬³ ¤®±² ²®·®¯®ª § ²¼, ·²® ´®°¬  (i ~H�)jLt ¥ ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ³«¼ ¢ ²®·ª¥ �t. � ¯®¬¨¬,·²® £ ¬¨«¼²®®¢ ¯®²®ª et ~H ±®µ° ¿¥² ª ª �, ² ª ¨ ~H . � · ±²®±²¨,(i ~H�)jLt =det ~H �(i ~H�)jL0� = �det ~H (dH jL0) :



248 ����� 17. ����������� ������� ��������������²®¡° ¦¥¨¥ det ~H ®¡° ²¨¬®. �®½²®¬³ ¤®±² ²®·® ¯®ª § ²¼, ·²® dH jL0 ¥®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ³«¼ ¢ ²®·ª¥ �0. �® ½²® ³²¢¥°¦¤¥¨¥ | ³±«®¢¨¥  ¸¥© ²¥®°¥-¬»!�¥¯¥°¼ ¯®«³·¨¬ ¤®±² ²®·»¥ ³±«®¢¨¿ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ¤«¿ § ¤ ·¨ ±® ±¢®-¡®¤»¬ ¢°¥¬¥¥¬.�¥®°¥¬  17.2. �³±²¼ W | ² ª ¿ ®¡« ±²¼ ¢ L0 \ H�1(0) � R, ·²® ®£° -¨·¥¨¥ � ��jW : W !M¿¢«¿¥²±¿ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬®¬ W   ®¡« ±²¼ ¢ M , ¨ ¯³±²¼~�t = et ~H(~�0); t 2 [0; t1];¥±²¼ ² ª ¿ ®°¬ «¼ ¿ ½ª±²°¥¬ «¼, ·²® (~�0; t) 2 W ¤«¿ ¢±¥µ t 2[0; t1]. �®£¤  ½ª±²°¥¬ «¼ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ ~q(t) = �(~�t) (¢¬¥±²¥ ± ±®®²-¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ³¯° ¢«¥¨¥¬ ~u(t)) °¥ «¨§³¥² ±²°®£¨© ¬¨¨¬³¬ ´³ª¶¨® « R �0 '(q(t); u(t)) dt ±°¥¤¨ ² ª¨µ ¤®¯³±²¨¬»µ ²° ¥ª²®°¨©, ·²® q(t) 2 ���(W )¤«¿ ¢±¥µ t 2 [0; � ], q(0) = ~q(0), q(�) = ~q(t1), � > 0.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®«®¦¨¬ L = �(W ), ²®£¤  ®²®¡° ¦¥¨¥ � : L ! �(L)¥±²¼ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬,   ´®°¬  sjL ²®· . �³±²¼ q(t), t 2 [0; � ], ¥±²¼ ¤®-¯³±²¨¬ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿, ¯®°®¦¤¥ ¿ ³¯° ¢«¥¨¥¬ u(t), ±®¤¥°¦ ¹ ¿±¿ ¢ �(L)¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ £° ¨·»¬ ³±«®¢¨¿¬ q(0) = ~q(0), q(�) = ~q(t1). �®£¤ q(t) = �(�(t)), 0 6 t 6 � , £¤¥ t 7! �(t) | ² ª ¿ £« ¤ª ¿ ª°¨¢ ¿ ¢ L, ·²®�(0) = ~�0, �(�) = ~�t1 .�®«³· ¥¬ R�(�) s = R~�� s. � «¥¥,Z~�� s = t1Z0 D~�t; _~q(t)E dt = t1Z0 D~�t; f~u(t)(~q(t))E dt = t1Z0 '(~q(t); ~u(t)) dt:�®±«¥¤¥¥ ° ¢¥±²¢® ±«¥¤³¥² ¨§ ²®£®, ·²®D~�(t); f~u(t)(~q(t))E� '(~q(t); ~u(t)) = H(~�(t)) = 0:� ¤°³£®© ±²®°®»,Z�(�) s = �Z0 h�(t); _q(t)i dt = �Z0 hu(t)(�(t)) dt + �Z0 '(q(t); u(t)) dt6 �Z0 '(q(t); u(t)) dt:



17.2. ��������� ����������-����� 249�®±«¥¤¥¥ ¥° ¢¥±²¢® ±«¥¤³¥² ¨§ ¶¥¯®·ª¨ maxu2U hu(�(t)) = H(�(t)) = 0. �®-«¥¥ ²®£®, ½²® ¥° ¢¥±²¢® ±² ®¢¨²±¿ ±²°®£¨¬, ¥±«¨ ª°¨¢ ¿ t 7! �(t) ¥¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥¨¥¬ ³° ¢¥¨¿ _� = ~H(�), ².¥. ¥±«¨ ®  ¥ ±®¢¯ ¤ ¥² ± ~�(t).�² ª, t1Z0 '(~q(t); ~u(t)) dt 6 �Z0 '(q(t); u(t)) dt;¯°¨·¥¬ ½²® ¥° ¢¥±²¢® ±²°®£®¥, ¥±«¨ q ®²«¨·® ®² ~q.17.2 �° ¢¥¨¥ � ¬¨«¼²® -�ª®¡¨�³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ³±«®¢¨¿ ²¥®°¥¬» 17.1 ¢»¯®«¿¾²±¿. � ª ¡»«® ¯®-ª § ® ¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ½²®© ²¥®°¥¬», ´®°¬  (s�H dt)jL ²®· , ¯®½²®¬³®  ° ¢  ¤¨´´¥°¥¶¨ «³ ¥ª®²®°®© ´³ª¶¨¨:(s�H dt)jL = dg; g : L ! R: (17.10)� ±¨«³ ¢§ ¨¬®© ®¤®§ ·®±²¨ ¯°®¥ª¶¨¨ � : Lt ! M , ¬®¦® ®²®¦¤¥±²-¢¨²¼ (�; t) 2 Lt � R � L ± (q; t) 2 M � R ¨ ®¯°¥¤¥«¨²¼ g ª ª ´³ª¶¨¾  M � R: g = g(q; t):�²®¡» ¢»¿±¨²¼ ±¬»±« ´³ª¶¨¨ g ¢  ¸¥© § ¤ ·¥ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥-¨¿, ° ±±¬®²°¨¬ ½ª±²°¥¬ «¼ ~�t = et ~H(�0)¨ ª°¨¢³¾ ~ � L; ~ : t 7! (~�t; t);² ª ¦¥ ª ª ¢ ²¥®°¥¬¥ 17.1. �®£¤ Z~ s�H dt = Z t10 '(~q(�); ~u(�)) d�; (17.11)£¤¥ ~q(t) = �(~�t) | ½ª±²°¥¬ «¼ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿,   ~u(t) | ³¯° ¢«¥¨¥, ¬ ª-±¨¬¨§¨°³¾¹¥¥ £ ¬¨«¼²®¨  hu(�) ¢¤®«¼ ~�t. � ¢¥±²¢  (17:10) ¨ (17:11)®§ · ¾², ·²® g(~q(t); t) = g(q0; 0) + Z t0 '(~q(�); ~u(�)) d�;².¥. g(q; t)�g(q0; 0) ¥±²¼ ®¯²¨¬ «¼®¥ ª ·¥±²¢® ¤¢¨¦¥¨¿ ¬¥¦¤³ ²®·ª ¬¨ q0¨ q §  ¢°¥¬¿ t. � · «¼®¥ § ·¥¨¥ ¤«¿ g ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ¢ ´®°¬¥g(q0; 0) = a(q0); q0 2M: (17.12)



250 ����� 17. ����������� ������� ��������������¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯°¨ t = 0 ®¯°¥¤¥«¥¨¥ (17:11) ´³ª¶¨¨ g § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ªdgjt=0 = (s�H dt)jL0 = sjL0 = da;·²® ±®¢¬¥±²¨¬® ± (17:12).�° ¢¥¨¥ (17:10) ¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ª ª ³° ¢¥¨¥ ¢ · ±²»µ ¯°®¨§¢®¤-»µ ¤«¿ g. � «®ª «¼»µ ª®®°¤¨ ² µ   M ¨ T �M ¯®«³· ¥¬q = x 2M; � = (�; x) 2 T �M; g = g(x; t):�®£¤  ³° ¢¥¨¥ (17:10) § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ª(� dx�H(�; x) dt)jL = dg(x; t);²® ¥±²¼ 8><>:@ g@ x = �;@ g@ t = �H(�; x):�²³ ±¨±²¥¬³ ¬®¦® ®¡º¥¤¨¨²¼ ¢ ®¤® ¥«¨¥©®¥ ³° ¢¥¨¥ ¢ · ±²»µ¯°®¨§¢®¤»µ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª :@ g@ t +H �@ g@ x; x� = 0; (17.13)ª®²®°®¥  §»¢ ¥²±¿ ³° ¢¥¨¥¬ � ¬¨«¼²® -�ª®¡¨. �² ª, ®¯²¨¬ «¼®¥ ª -·¥±²¢® g(x; t) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³° ¢¥¨¾ � ¬¨«¼²® -�ª®¡¨ (17:13) ±  · «¼-»¬ ³±«®¢¨¥¬ (17:12).� ° ª²¥°¨±²¨·¥±ª ¿ ±¨±²¥¬  ¤«¿ ³° ¢¥¨¿ ¢ · ±²»µ ¯°®¨§¢®¤»µ (17:13)¨¬¥¥² ¢¨¤ 8>>>><>>>>: _x = @ H@ � ;_� = �@ H@ x ;dd tg(x(t); t) = � _x�H:�¥°¢»¥ ¤¢  ³° ¢¥¨¿ ®¡° §³¾² £ ¬¨«¼²®®¢³ ±¨±²¥¬³ _� = ~H(�) ¤«¿®°¬ «¼»µ ½ª±²°¥¬ «¥©. �® ¥±²¼ °¥¸¥¨¥ § ¤ ·¨ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢-«¥¨¿ (17:1){(17:3) ¯°¨¢®¤¨² ª ¬¥²®¤³ µ ° ª²¥°¨±²¨ª ¤«¿ ³° ¢¥¨¿� ¬¨«¼²® -�ª®¡¨ ¤«¿ ®¯²¨¬ «¼®£® ª ·¥±²¢ .17.3 �¨ ¬¨·¥±ª®¥ ¯°®£° ¬¬¨°®¢ ¨¥�° ¢¥¨¥ � ¬¨«¼²® -�ª®¡¨ ¤«¿ ®¯²¨¬ «¼®£® ª ·¥±²¢  ¬®¦® ¢»¢¥±²¨ ¨¥¯®±°¥¤±²¢¥®, ¬¨³¿ ¯°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬  �®²°¿£¨ , ¡« £®¤ °¿ ¨¤¥¥,¢®±µ®¤¿¹¥© ¥¹¥ ª �¾©£¥±³ ¨ ±®±² ¢«¿¾¹¥¥ ®±®¢³ ¬¥²®¤  ¤¨ ¬¨·¥±ª®£®¯°®£° ¬¬¨°®¢ ¨¿ �¥««¬  , ±¬. [3]. �«¿ ½²®£® ¥®¡µ®¤¨¬® ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼,·²® ®¯²¨¬ «¼®¥ ª ·¥±²¢® g(q; t) ±³¹¥±²¢³¥² ¨ C1-£« ¤ª®.



17.3. ������������ ���������������� 251�³±²¼ ®¯²¨¬ «¼ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ ¯¥°¥¢®¤¨² ²®·ª³ q0 ¢ ²®·ª³ q §  ¢°¥¬¿ t.�°¨¬¥¨¬ ¯®±²®¿®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ u   ¢°¥¬¥®¬ ®²°¥§ª¥ [t; t + �t] ¨ ®¡®-§ ·¨¬ ²° ¥ª²®°¨¾, ¢»µ®¤¿¹³¾ ¨§ ²®·ª¨ q, ·¥°¥§ qu(�), � 2 [t; t+ �t]. � ªª ª qu(t + �t) | ª®¥· ¿ ²®·ª  ¤®¯³±²¨¬®© ²° ¥ª²®°¨¨,  ·¨ ¾¹¥©±¿ ¢q0, ¢»¯®«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¥° ¢¥±²¢® ¤«¿ ®¯²¨¬ «¼®£® ª ·¥±²¢ :g(qu(t+ �t); t+ �t) 6 g(q; t) + Z t+�tt '(qu(�); u) d�:� §¤¥«¨¬   �t:1�t (g(qu(t+ �t); t+ �t)� g(q; t)) 6 1�t Z t+�tt '(qu(�); u) d�¨ ¯¥°¥©¤¥¬ ª ¯°¥¤¥«³ ¯°¨ �t! 0:�@ g@ q ; fu(q)�+ @ g@ t 6 '(q; u):�®«³· ¥¬ ¥° ¢¥±²¢®@ g@ t + hu �@ g@ q ; q� 6 0; u 2 U: (17.14)�³±² ²¥¯¥°¼ (~q(t); ~u(t)) ¥±²¼ ®¯²¨¬ «¼ ¿ ¯ ° . �³±²¼ t > 0 | ²®·ª  �¥-¡¥£  ³¯° ¢«¥¨¿ ~u. �®§¼¬¥¬ «¾¡®¥ �t 2 (0; t). �¾¡®© ³· ±²®ª ®¯²¨¬ «¼®©²° ¥ª²®°¨¨ ®¯²¨¬ «¥, ¯®½²®¬³ ~q(t� �t) ¥±²¼ ª®¥· ¿ ²®·ª  ®¯²¨¬ «¼®©²° ¥ª²®°¨¨, ² ª¦¥ ª ª ¨ ~q(t). �®½²®¬³ ®¯²¨¬ «¼®¥ ª ·¥±²¢® g ³¤®¢«¥²¢®-°¿¥² ° ¢¥±²¢³:g(~q(t); t) = g(~q(t� �t); t� �t) + Z tt��t '(~q(�); ~u(�)) d�:�®¢²®°¿¥¬  ¸¥ ° ±±³¦¤¥¨¥:1�t (g(~q(t); t)� g(~q(t� �t); t� �t)) = 1�t Z tt��t '(~q(�); ~u(�)) d�;¯¥°¥µ®¤¨¬ ª ¯°¥¤¥«³ �t! 0:@ g@ t + h~u(t)�@ g@ q ; q� = 0: (17.15)�²® ° ¢¥±²¢® ¢¬¥±²¥ ± ¥° ¢¥±²¢®¬ (17:14) ®§ · ¥², ·²®h~u(t)�@ g@ q ; q� = maxu2U hu�@ g@ q ; q� :�¡®§ ·¨¬ H(�; q) = maxu2U hu(�; q)



252 ����� 17. ����������� ������� �������������¨ § ¯¨¸¥¬ (17:15) ª ª ³° ¢¥¨¥ � ¬¨«¼²® -�ª®¡¨:@ g@ t +H �@ g@ q ; q� = 0:�®½²®¬³ ¯°®¨§¢®¤ ¿ ®¯²¨¬ «¼®£® ª ·¥±²¢  @ g@ q ° ¢  ¨¬¯³«¼±³ � ¢¤®«¼®¯²¨¬ «¼®© ²° ¥ª²®°¨¨ ~q(t).�» ¥ ª ± ¥¬±¿ §¤¥±¼ ®¡¸¨°®© ²¥®°¨¨ ®¡®¡¹¥»µ ¥£« ¤ª¨µ °¥¸¥¨©³° ¢¥¨¿ � ¬¨«¼²® -�ª®¡¨ ¤«¿ £« ¤ª¨µ ¨ ¥£« ¤ª¨µ £ ¬¨«¼²®¨ ®¢.



�« ¢  18� ¬¨«¼²®®¢» ±¨±²¥¬»¤«¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ § ¤ ·®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿18.1 � ¬¨«¼²®®¢» ±¨±²¥¬»  ²°¨¢¨ «¨§®¢ ®¬ ª®ª ± ²¥«¼®¬° ±±«®¥¨¨18.1.1 �®²¨¢ ¶¨¿� ±±¬®²°¨¬ ³¯° ¢«¿¥¬³¾ ±¨±²¥¬³, ª®²®° ¿ ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ª®¥·»¬  ¡®°®¬¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©   ¬®£®®¡° §¨¨ M :_q = fu(q); u 2 f1; : : : ; kg; q 2M: (18.1)�®±²°®¨¬ ¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¾ ª®ª ± ²¥«¼®£® ° ±±«®¥¨¿ T �M , ±®£« ±®¢ ³¾± ½²®© ±¨±²¥¬®©. � · «  ¢»¡¥°¥¬ ¡ §¨± ¢ ª ± ²¥«¼»µ ¯°®±²° ±²¢ µ TqM¨§ ¯®«¥© fu(q) ¨ ¨µ ¯®¢²®°»µ ±ª®¡®ª �¨:TqM = span(f1(q); : : : ; fn(q));¬» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²® ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² ¯®«»© ° £. �®«³· ¥¬ ±¯¥¶¨ «¼»¥ª®®°¤¨ ²» ¢ ª ± ²¥«¼»µ ¯°®±²° ±²¢ µ:8 v 2 TqM v = nXi=1 �ifi(q);(�1; : : : ; �n) 2 Rn :�®½²®¬³ «¾¡®© ª ± ²¥«¼»© ¢¥ª²®° ª M ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿  ¡®°®¬(�1; : : : ; �n; q); (�1; : : : ; �n) 2 Rn ; q 2M;253



254����� 18. �������������� ������ ������������ ����������².¥. ¯®«³·¥  ±¢®¥£® °®¤  ¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¿ ª ± ²¥«¼®£® ° ±±«®¥¨¿ TM =[q2MTqM . �®¦® ¯®±²°®¨²¼ ª®®°¤¨ ²»   TM ¢»¡¨° ¿ «®ª «¼»¥ ª®®°-¤¨ ²» ¢M , ® ² ª®© ¢»¡®° ¡³¤¥² ¢¥¸¨¬ ¯® ®²®¸¥¨¾ ª  ¸¥© ±¨±²¥¬¥,¨ ¬» ¡³¤¥¬ ° ¡®² ²¼   M ¡¥§ ª ª¨µ-«¨¡® ª®®°¤¨ ².�¬¥¿ ¢¢¨¤³ £ ¬¨«¼²®®¢³ ±¨±²¥¬³ ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬ , ¯¥°¥©¤¥¬ ª ª®-ª ± ²¥«¼®¬³ ° ±±«®¥¨¾. �®±²°®¨¬ ¤¢®©±²¢¥»© ¡ §¨± ¢ T �M : ¢»¡¥°¥¬² ª¨¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»¥ ´®°¬»!1; : : : ; !n 2 �1M;·²® h!i; fji = �ij ; i; j = 1; : : : ; n:�®£¤  ¢ ª®ª ± ²¥«¼»µ ¯°®±²° ±²¢ µ ¢®§¨ª ¾² ±¯¥¶¨ «¼»¥ ª®®°¤¨ ²»:8 � 2 T �qM � = nXi=1 �i!iq ;(�1; : : : ; �n) 2 Rn :�®«³· ¥¬ ¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¾ ª®ª ± ²¥«¼®£® ° ±±«®¥¨¿:� 7! (�1; : : : ; �n; q); (�1; : : : ; �n) 2 Rn ; q 2M:� ®¡®§ ·¥¨¿µ ° §¤¥«  11.5,�i = f�i (�) = h�; fi(q)i¥±²¼ «¨¥©»©   ±«®¿µ £ ¬¨«¼²®¨ , ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ¯®«¾ fi. � ®¨-·¥±ª¨¥ ª®®°¤¨ ²»   T �M ¢®§¨ª ¾² ²®·® ² ª ¦¥ ¨§ ª®¬¬³²¨°³¾¹¨µ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© fi = @@ xi , i = 1; : : : ; n, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ «®ª «¼»¬ ª®-®°¤¨ ² ¬ (x1; : : : ; xn)   M . �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¢ (¥¤¨±²¢¥® ¨²¥°¥±®¬¤«¿ ²¥®°¨¨ ³¯° ¢«¥¨¿) ±«³· ¥ ¥ª®¬¬³²¨°³¾¹¨µ ¯®«¥© fi æª®®°¤¨ ²»ç(�1; : : : ; �n; q)   T �M ¥ ¿¢«¿¾²±¿ ª ®¨·¥±ª¨¬¨.� ¸  ¶¥«¼ | § ¯¨± ²¼ £ ¬¨«¼²®®¢³ ±¨±²¥¬³ ¢ ½²¨µ ¥±² ¤ °²»µ ª®-®°¤¨ ² µ   T �M , ¨«¨ ¢ ª ª¨µ-¨¡³¤¼ ¤°³£¨µ ¥±²¥±²¢¥»µ ª®®°¤¨ ² µ,±®£« ±®¢ »µ ± ¨§³· ¥¬®© ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬®©.18.1.2 �°¨¢¨ «¨§ ¶¨¿ T �M�³±²¼ M | £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ ° §¬¥°®±²¨ n, ¨ ¯³±²¼ E | n-¬¥°®¥¢¥ª²®°®¥ ¯°®±²° ±²¢®. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® § ¤   ²°¨¢¨ «¨§ ¶¨¿ ª®ª ± -²¥«¼®£® ° ±±«®¥¨¿ T �M , ².¥. ² ª®© ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬� : E �M ! T �M;·²®:



18.1. ���������������� ������������� ���������� 255(1) ¤¨ £° ¬¬  E �M �����! T �M??y ??y�M Mª®¬¬³² ²¨¢ , ².¥.� ��(e; q) = q; e 2 E; q 2M;(2) ¤«¿ «¾¡»µ q 2M ®²®¡° ¦¥¨¥e 7! �(e; q); e 2 E;¥±²¼ «¨¥©»© ¨§®¬®°´¨§¬ ¢¥ª²®°»µ ¯°®±²° ±²¢:�( � ; q) : E ! T �qM:�°®±²° ±²¢® E ®²®¦¤¥±²¢«¿¥²±¿ ± «¾¡»¬ ±«®¥¬ T �qM , ².¥. ®® ¿¢«¿¥²±¿²¨¯¨·»¬ ±«®¥¬ ª®ª ± ²¥«¼®£® ° ±±«®¥¨¿ T �M .�¨ª±¨°³¿ ¢¥ª²®° e 2 E, ¯®«³· ¥¬ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼³¾ ´®°¬³   M :�e def= �(e; � ) 2 �1M:� ¯°¥¤»¤³¹¥¬ ° §¤¥«¥ ¬» ¨¬¥«¨E = f(�1; : : : ; �n)g = Rn ;�(e; q) = nXi=1 �i!iq ;® ±¥©· ± ¬» ¥ ´¨ª±¨°³¥¬ ¡ §¨± ¢ E.18.1.3 �¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª ¿ ´®°¬    E �M�²®¡» § ¯¨± ²¼ £ ¬¨«¼²®®¢³ ±¨±²¥¬³   E �M �= T �M , ¢»·¨±«¨¬ ±¨¬-¯«¥ª²¨·¥±ª³¾ ´®°¬³ b��   E �M . � ·¥¬ ± ´®°¬» �¨³¢¨««¿s 2 �1(T �M)¨ ¢»·¨±«¨¬ ¥¥ ¯¥°¥®± b�s 2 �1(E �M):� ± ²¥«¼»¥ ¨ ª®ª ± ²¥«¼»¥ ¯°®±²° ±²¢  ¥±²¥±²¢¥® ®²®¦¤¥±²¢«¿¾²±¿± ¯°¿¬»¬¨ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿¬¨:T(e;q)(E �M) �= TeE � TqM �= E � TqM;T �(e;q)(E �M) �= T �eE � T �qM �= E� � T �qM:



256����� 18. �������������� ������ ������������ �����������¾¡®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ V 2 Vec(E �M) ¥±²¼ ±³¬¬  ¢¥°²¨ª «¼®© ¨ £®°¨-§®² «¼®© · ±²¥©:V = Vv + Vh; Vv(e; q) 2 E; Vh(e; q) 2 TqM:� «®£¨·®, «¾¡ ¿ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼ ¿ ´®°¬ ! 2 �1(E �M)¥±²¼ ±³¬¬  ¢¥°²¨ª «¼®© ¨ £®°¨§®² «¼®© · ±²¥©:! = !v + !h; !v (e;q) 2 E�; !h (e;q) 2 T �qM:�¥°²¨ª «¼ ¿ · ±²¼ !v ° ¢  ³«¾   £®°¨§®² «¼»µ ª ± ²¥«¼»µ ¢¥ª²®-° µ,   £®°¨§®² «¼ ¿ · ±²¼ !h |   ¢¥°²¨ª «¼»µ ª ± ²¥«¼»µ ¢¥ª²®° µ.� · ±²®±²¨, ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ ¨ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»¥ ´®°¬»   M (¡»²¼¬®¦¥², § ¢¨±¿¹¨¥ ®² e 2 E) ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª £®°¨§®² «¼»¥ ¢¥ª-²®°»¥ ¯®«¿ ¨ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»¥ ´®°¬»   E �M :TqM = 0� TqM � T(e;q)(E �M);T �qM = 0� T �qM � T �(e;q)(E �M):�»·¨±«¨¬ § ·¥¨¥ ´®°¬» b�s   ª ± ²¥«¼®¬ ¢¥ª²®°¥ (�; v) 2 TeE �TqM : hb�s; (�; v)i = hs�(e;q);��(�; v)i = hs�(e;q); (���; v)i = h�(e; q); vi:�®½²®¬³ (b�s)(e;q) = �(e; q); (18.2)£¤¥ � | ¯° ¢ ¿ · ±²¼ (18:2), ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ¿ ª ª £®°¨§®² «¼ ¿ ´®°¬   E �M .� «¥¥, ¢»·¨±«¨¬ ¯¥°¥®± ±² ¤ °²®© ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª®© ´®°¬»:b�� = b�ds = db�s = d�:� ¯®¬¨¬, ·²® ¤¨´´¥°¥¶¨ « ´®°¬» ! 2 �1(N) ¬®¦¥² ¡»²¼ ¢»·¨±«¥ ¯®´®°¬³«¥ (11:15):d!(W1;W2) =W1h!;W2i �W2h!;W1i � h!; [W1;W2]i; W1; W2 2 VecN:(18.3)�  ¸¥¬ ±«³· ¥ N = E �M ¢»¡¥°¥¬ ¯°®¡»¥ ¢¥ª²®°» ¢¨¤ Wi = (�i; Vi) 2 Vec(E �M); i = 1; 2;£¤¥ �i = const 2 E | ¯®±²®¿»¥ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ ¨ Vi 2 VecM | £®°¨§®-² «¼»¥ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿. � ±¨«³ (18:3),d�((�1; V1); (�2; V2))= (�1; V1)h�( � ; � ); V2i � (�2; V2)h�( � ; � ); V1i � h�( � ; � ); [V1; V2]i



18.1. ���������������� ������������� ���������� 257² ª ª ª [(�1; V1); (�2; V2)] = [V1; V2]. � «¥¥,((�1; V1)h�( � ; � ); V2i)(e;�) = (�1h�( � ; � ); V2i+ V1h�( � ; � ); V2i)(e;�)³·¨²»¢ ¿, ·²® � «¨¥©® ¯® e = h��1 ; V2i+ V1h�e; V2i:�«¥¤®¢ ²¥«¼®,d�((�1; V1); (�2; V2))(e;�) =h��1 ; V2i � h��2 ; V1i+ V1h�e; V2i � V2h�e; V1i � h�e; [V1; V2]i:�¡®§ ·¨¬ ¤¢  ¯¥°¢»¥ ±« £ ¥¬»¥ ·¥°¥§e�((�1; V1); (�2; V2)) = h��1 ; V2i � h��2 ; V1i;¨ ¯°¨¬¥¨¬ ´®°¬³«³ (18:3) ª £®°¨§®² «¼®© ´®°¬¥ �e:d�e(V1; V2) = V1h�e; V2i � V2h�e; V1i � h�e; [V1; V2]i:� °¥§³«¼² ²¥ ¯®«³· ¥¬ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ¯¥°¥®±  ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª®© ´®°¬»:b��(e;�)((�1; V1); (�2; V2)) = e�((�1; V1); (�2; V2)) + d�e(V1; V2); (18.4)²® ¥±²¼ b��(e;�) = e� + d�e:� ¬¥· ¨¥. � ±«³· ¥ ª ®¨·¥±ª¨µ ª®®°¤¨ ² ¬®¦® ¢§¿²¼ ¯°®¡»¥ ¢¥ª-²®°»¥ ¯®«¿ Vi = @@ xi , ²®£¤  ¯®«³· ¥¬ d�e = 0.18.1.4 � ¬¨«¼²®®¢  ±¨±²¥¬    E �M�®°¬³«  (18:4) ®¯¨±»¢ ¥² ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª³¾ ±²°³ª²³°³ b��   E �M . �»-·¨±«¨¬ ²¥¯¥°¼ £ ¬¨«¼²®®¢® ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ £ ¬¨«¼²®¨- ³ h 2 C1(E �M):�®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ h ª ª ±¥¬¥©±²¢® ´³ª¶¨©   M , ¯ ° ¬¥²°¨§®¢ ®¥¢¥ª²®° ¬¨ ¨§ E: he = h(e; � ) 2 C1(M); e 2 E:� §«®¦¨¬ ¨±ª®¬®¥ £ ¬¨«¼²®®¢® ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ ¢ ±³¬¬³ ¢¥°²¨ª «¼®© ¨£®°¨§®² «¼®© · ±²¥©: ~h = X + Y;X = X(e; q) 2 E;Y = Y (e; q) 2 TqM:



258����� 18. �������������� ������ ������������ �����������® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ £ ¬¨«¼²®®¢  ¯®«¿,iX+Y b�� = �dh: (18.5)�°¥®¡° §³¥¬ ®¡¥ · ±²¨ ½²®£® ° ¢¥±²¢ :�dh = �@ h@ e| {z }2E� � dhe|{z}2T�M ;iX+Y je b�� = iX+Y je (e� + d�e) = i(X;Y )��e e�+ i(X;Y )��e d�e= h�X ; � i| {z }2T�M �h��; Y i| {z }2E� + iY d�e| {z }2T�M :�°¨° ¢¿¥¬ ¤°³£ ¤°³£³ ¢¥°²¨ª «¼»¥ · ±²¨ (18:5):h��; Y i = @ h@ e ; (18.6)¨§ ½²®£® ³° ¢¥¨¿ ¬®¦®  ©²¨ £®°¨§®² «¼³¾ · ±²¼ Y £ ¬¨«¼²®®¢ ¯®«¿ ~h. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ³ «¨¥©®£® ¨§®¬®°´¨§¬ �( � ; q) : E ! T �qM±³¹¥±²¢³¥² ¤¢®©±²¢¥®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥��( � ; q) : TqM ! E�:�®£¤  ³° ¢¥¨¥ (18:6) ¬®¦® § ¯¨± ²¼ ª ª��( � ; q)Y = @ h@ e (e; q);  § ²¥¬ ° §°¥¸¨²¼ ®²®±¨²¥«¼® Y :Y = ���1 @ h@ e :�²®¡»  ©²¨ ¢¥°²¨ª «¼³¾ · ±²¼ X ¯®«¿ ~h, ¯°¨° ¢¿¥¬ ¤°³£ ¤°³£³£®°¨§®² «¼»¥ · ±²¨ (18:5):�X + iY d�e = �dhe;¯¥°¥¯¨¸¥¬ ª ª �X = �iY d�e � dhe;¨ °¥¸¨¬ ½²® ³° ¢¥¨¥ ®²®±¨²¥«¼® X :X = ���1(iY d�e + dhe):



18.1. ���������������� ������������� ���������� 259�«¥¤®¢ ²¥«¼®, £ ¬¨«¼²®®¢  ±¨±²¥¬    E �M , ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ £ -¬¨«¼²®¨ ³ h, ¨¬¥¥² ¢¨¤:8<: _q = ���1 @ h@ e ;_e = ���1(i _qd�e + dhe): (18.7)� ¯¨¸¥¬ ²¥¯¥°¼ ½²³ ±¨±²¥¬³ ± ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥¬ ª®®°¤¨ ² ¢ ª®ª ± ²¥«¼»µ¨ ª ± ²¥«¼»µ ¯°®±²° ±²¢ µ (ª®®°¤¨ ²»   M ¬» ¥ ¨±¯®«¼§³¥¬).�»¡¥°¥¬ ¡ §¨± ¢ E: E = span(e1; : : : ; en);²®£¤  ¢¥ª²®°» u 2 E ¯°¥¤±² ¢«¿¾²±¿ ª ªu = nXi=1 uiei:�®«³· ¥¬ �(u; � ) = � nXi=1 uiei; �! = nXi=1 ui!i;£¤¥ !i = �ei 2 �1(M); i = 1; : : : ; n;±³²¼ ¡ §¨±»¥ 1-´®°¬»   M . � «¥¥, ¢¥¸¨¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿!i ^ !j 2 �2(M); 1 6 i < j 6 n;®¡° §³¾² ¡ §¨± ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ 2-´®°¬   M . � §«®¦¨¬ ¤¨´´¥°¥¶¨ «» ¢½²®¬ ¡ §¨±¥: d!k = X16i<j6n ckij !i ^ !j = nXi;j=1 12 ckij !i ^ !j ;£¤¥ ª®½´´¨¶¨¥²» ±³²¼ £« ¤ª¨¥ ´³ª¶¨¨ckij 2 C1(M); i; j; k = 1; : : : ; n;ª®±®±¨¬¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ¯® ¨¦¨¬ ¨¤¥ª± ¬:ckij = �ckji:�®½´´¨¶¨¥²» ckij  §»¢ ¾²±¿ ±²°³ª²³°»¬¨ ª®±² ² ¬¨ (µ®²¿ ®¨, ¢®-®¡¹¥ £®¢®°¿, ¨ ¥¯®±²®¿»). �» ¯°®¿±¨¬ ½²®² ²¥°¬¨ ¨ ¤ ¤¨¬ ¯°®±²®©°¥¶¥¯² ¨µ ¢»·¨±«¥¨¿ ¨¦¥ ¢ ¯°¥¤«®¦¥¨¨ 18.1.�»¡¥°¥¬ °¥¯¥° ¢ TqM , ¤¢®©±²¢¥»© °¥¯¥°³ !1; : : : ; !n:V1; : : : ; Vn 2 VecM;h!i; Vji = �ij ; i; j = 1; : : : ; n:



260����� 18. �������������� ������ ������������ ����������� ¯¨¸¥¬  ¸³ £ ¬¨«¼²®®¢³ ±¨±²¥¬³ (18:7) ¢® ¢¢¥¤¥»µ ª®®°¤¨ ² µ.�³ª¶¨¿ � ¬¨«¼²®  ¥±²¼h 2 C1(Rn �M);h = h(u1; : : : ; un; q); (u1; : : : ; un) 2 Rn ; q 2M:� ±¨«³ ²®£®, ·²® h��(Vi); eji = h�ej ; Vii = h!j ; Vii = �ij ;¯®«³· ¥¬ ��(Vi) = e�i = 0BBBB@ 0� � �1� � �0 1CCCCA ;£¤¥ ¥¤¨±²¢¥ ¿ ¥¤¨¨¶  | i- ¿ ª®¬¯®¥² . �«¥¤®¢ ²¥«¼®, £®°¨§®² «¼- ¿ · ±²¼ ¯®«¿ ~h ° ±ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¯® £®°¨§®² «¼»¬ ¯®«¿¬ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡-° §®¬: Y = nXi=1 @ h@ uiVi:� ±±¬®²°¨¬ ¢¥°²¨ª «¼³¾ · ±²¼ ¯®«¿ ~h:X = ���1(iY d�u + dhu):�²®°®¥ ±« £ ¥¬®¥ «¥£ª® ¢»·¨±«¨²¼, ² ª ª ªdhu = nXi=1(Vihu)!i;½²® ° §«®¦¥¨¥ ¯°®¢¥°¿¥²±¿   ¡ §¨±»µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¿µ Vi. � ¯¥°¢®¥ ±« -£ ¥¬®¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤���1iY d�u = nXi;j;k=1 12ukckij � @ h@ uj @@ ui � @ h@ ui @@ uj� ;¬» ®±² ¢«¿¥¬ ¯°®¢¥°ª³ ·¨² ²¥«¾ ¢ ª ·¥±²¢¥ ³¯° ¦¥¨¿.�² ª, £ ¬¨«¼²®®¢  ±¨±²¥¬  ¢ ¯®¤¢¨¦»µ °¥¯¥° µ (V1; : : : ; Vn) ¨(!1; : : : ; !n) § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:8>>>><>>>>: _q = nXi=1 @ h@ uiVi;_ui = �Vihu + nXj;k=1ukckij @ h@ uj ; i = 1; : : : ; n:



18.1. ���������������� ������������� ���������� 261� ¬¥· ¨¥. �²  ±¨±²¥¬  ±² ®¢¨²±¿ ®±®¡¥® ¯°®±²®© (²°¥³£®«¼®©), ¥±«¨£ ¬¨«¼²®¨  ¥ § ¢¨±¨² ®² ²®·¥ª   ¡ §¥:@ h@ q = 0:�¥°²¨ª «¼ ¿ ¯®¤±¨±²¥¬  ³¯°®¹ ¥²±¿ ¥¹¥ ¡®«¼¸¥, ª®£¤ ckij = const; i; j; k = 1; : : : ; n:�¡  ½²¨ ³±«®¢¨¿ ¢»¯®«¿¾²±¿ ¤«¿ ¨¢ °¨ ²»µ § ¤ ·   £°³¯¯ µ �¨, ª®-²®°»¥ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ¢ ±«¥¤³¾¹¨µ ° §¤¥« µ.�²°³ª²³°»¥ ª®±² ²» ckij «¥£ª® ¢»° ¦ ¾²±¿ ¢ ²¥°¬¨ µ ±ª®¡®ª �¨¡ §¨±»µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©.�°¥¤«®¦¥¨¥ 18.1. �³±²¼ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ V1; : : : ; Vn 2 VecM ®¡° §³¾²¤¢®©±²¢¥»© °¥¯¥° ª °¥¯¥°³ 1-´®°¬ !1; : : : ; !n 2 �1(M):h!i; Vji = �ij ; i; j = 1; : : : ; n:� ¢¥±²¢® d!k = nXi;j=1 12 ckij !i ^ !j ; k = 1; : : : ; n;¨¬¥¥² ¬¥±²® ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ [Vi; Vj ] = � nXk=1 ckij Vk; i; j = 1; : : : ; n:�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ¢¥±²¢® ¤«¿ d!k ¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥:hd!k; (Vi; Vj)i = ckij ; i; j; k = 1; : : : ; n:�¥¢ ¿ · ±²¼ ¢»·¨±«¿¥²±¿ ¯® ´®°¬³«¥ (18:3):hd!k; (Vi; Vj)i = Vih!k; Vji| {z }=0 �Vjh!k; Vii| {z }=0 �h!k; [Vi; Vj ]i;¨ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¤®ª § ®.�±«¨ ª®½´´¨¶¨¥²» ckij ¯®±²®¿», ²® ¯°®±²° ±²¢®,  ²¿³²®¥   ¢¥ª-²®°»¥ ¯®«¿ V1; : : : ; Vn, ®¡° §³¥² ª®¥·®¬¥°³¾  «£¥¡°³ �¨, ¨ ·¨±«  ckij §»¢ ¾²±¿ ±²°³ª²³°»¬¨ ª®±² ² ¬¨ ½²®©  «£¥¡°» �¨. � ª ¡»«® ®²¬¥-·¥® ¢»¸¥, ¤«¿ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© ®¡¹¥£® ¢¨¤  ckij 6� const.



262����� 18. �������������� ������ ������������ ����������18.2 �°³¯¯» �¨�°®±²° ±²¢  ±®±²®¿¨© ¬®£¨µ ¨²¥°¥±»µ § ¤ · ¢ £¥®¬¥²°¨¨, ¬¥µ ¨ª¥ ¨¯°¨«®¦¥¨¿µ · ±²® ¿¢«¿¾²±¿ ¥ ¯°®±²® £« ¤ª¨¬¨ ¬®£®®¡° §¨¿¬¨,   £°³¯-¯ ¬¨ �¨, ¢ · ±²®±²¨, £°³¯¯ ¬¨ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©. �®£®®¡° §¨¥ ± £°³¯¯®-¢®© ±²°³ª²³°®©  §»¢ ¥²±¿ £°³¯¯®© �¨, ¥±«¨ £°³¯¯®¢»¥ ®¯¥° ¶¨¨ £« ¤ª¨¥.�®ª ± ²¥«¼®¥ ° ±±«®¥¨¥ £°³¯¯» �¨ ¨¬¥¥² ¥±²¥±²¢¥³¾ ²°¨¢¨ «¨§ ¶¨¾.�» ° §¢¨¢ ¥¬ ¯®¤µ®¤ ¯°¥¤»¤³¹¥£® ° §¤¥«  ¨ ¨§³· ¥¬ § ¤ ·¨ ®¯²¨¬ «¼®£®³¯° ¢«¥¨¿   £°³¯¯ µ �¨.18.2.1 �°¨¬¥°» £°³¯¯ �¨� ¨¡®«¥¥ ¢ ¦»¥ ¯°¨¬¥°» £°³¯¯ �¨ | ½²® £°³¯¯» «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ -¨© ª®¥·®¬¥°»µ ¢¥ª²®°»µ ¯°®±²° ±²¢.�°³¯¯  ¢±¥µ ¥¢»°®¦¤¥»µ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© Rn  §»¢ ¥²±¿®¡¹¥© «¨¥©®© £°³¯¯®©:GL(n) = fX : Rn ! Rn j detX 6= 0g:�¨¥©»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ Rn , ±®µ° ¿¾¹¨¥ ®¡º¥¬, ®¡° §³¾² ±¯¥¶¨ «¼³¾«¨¥©³¾ £°³¯¯³ : SL(n) = fX : Rn ! Rn j detX = 1g:�«¿ ½²¨µ £°³¯¯ ¨±¯®«¼§³¾²±¿ ² ª¦¥ ®¡®§ ·¥¨¿ GL(Rn ) ¨ SL(Rn ) ±®®²¢¥²-±²¢¥®. �°²®£® «¼ ¿ £°³¯¯  ±®±²®¨² ¨§ ¢±¥µ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©,±®µ° ¿¾¹¨µ ¥¢ª«¨¤®¢³ ±²°³ª²³°³:O(n) = fX : Rn ! Rn j X�X = Idg;  ®°²®£® «¼»¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿, ±®µ° ¿¾¹¨¥ ®°¨¥² ¶¨¾, ®¡° §³¾² ±¯¥-¶¨ «¼³¾ ®°²®£® «¼³¾ £°³¯¯³ :SO(n) = fX : Rn ! Rn j X�X = Id; detX = 1g:�®¦® ² ª¦¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª®¬¯«¥ª±³¾ ¨ ½°¬¨²®¢³ ¢¥°±¨¨ ½²¨µ £°³¯¯:GL(C n ); SL(C n ); U(n); SU(n);¤«¿ ½²®£® ¢ ¯°¨¢¥¤¥»µ ¢»¸¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¿µ ³¦® § ¬¥¨²¼ Rn   C n .� ¦¤ ¿ ¨§ ½²¨µ £°³¯¯ °¥ «¨§³¥²±¿ ª ª ¯®¤£°³¯¯  ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ¢¥-¹¥±²¢¥®© ¨«¨ ®°²®£® «¼®© £°³¯¯». � ¨¬¥®, ®¡¹³¾ «¨¥©³¾ £°³¯¯³GL(C n ) ¨ ³¨² °³¾ £°³¯¯³ U(n) ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ±®®²¢¥²±²¢¥® ª ª¯®¤£°³¯¯» GL(R2n ) ¨ O(2n), ª®¬¬³²¨°³¾¹¨¥ ± ³¬®¦¥¨¥¬   ¬¨¬³¾¥¤¨¨¶³:GL(C n ) = �� A B�B A � j A; B : Rn ! Rn ; det2A+ det2B 6= 0�� GL(R2n );



18.2. ������ �� 263U(n) = �� A B�B A � j A; B : Rn ! Rn ;AA� +BB� = Id; BA� � AB� = 0� � GL(C n ) \O(2n):�¯¥¶¨ «¼ ¿ «¨¥© ¿ £°³¯¯  SL(C n ) ¨ ±¯¥¶¨ «¼ ¿ ³¨² ° ¿ £°³¯¯ SU(n) °¥ «¨§³¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:SL(C n ) = �� A B�B A � j A; B : Rn ! Rn ; det(A+ iB) = 1� � SL(R2n );SU(n) = �� A B�B A � j A; B : Rn ! Rn ;AA� +BB� = Id; BA� �AB� = 0; det(A+ iB) = 1�= U(n) \ SL(C n ) � SO(2n):�°³¯¯» �¨ «¨¥©»µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨©  §»¢ ¾²±¿ «¨¥©»¬¨ £°³¯¯ ¬¨�¨. �²¨ £°³¯¯» · ±²® ¢®§¨ª ¾² ¢ ª ·¥±²¢¥ ¯°®±²° ±²¢ ±®±²®¿¨© ³¯° ¢-«¿¥¬»µ ±¨±²¥¬:  ¯°¨¬¥°, SO(n) ¢®§¨ª ¥² ¯°¨ ¨±±«¥¤®¢ ¨¨ ¢° ¹ ¾¹¨µ±¿ª®´¨£³° ¶¨©. �«¿ ² ª¨µ ±¨±²¥¬ ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼, ª ª ®¡»·®, § ¤ ·¨³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¨ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿.18.2.2 �¥®°¥¬  �¨ ¤«¿ «¨¥©»µ £°³¯¯ �¨� ±±¬®²°¨¬ ³¯° ¢«¿¥¬³¾ ±¨±²¥¬³ ¢¨¤ _X = XA; X 2M = GL(N); A 2 A � gl(N); (18.8)£¤¥ A | ¯°®¨§¢®«¼®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® gl(N), ¯°®±²° ±²¢  ¢±¥µ ¢¥¹¥±²¢¥-»µ N �N ¬ ²°¨¶. �»·¨±«¨¬ ®°¡¨²» ½²®© ±¨±²¥¬». �¨±²¥¬» ¢¨¤  (18:8) §»¢ ¾²±¿ «¥¢®¨¢ °¨ ²»¬¨: ®¨ ±®µ° ¿¾²±¿ ¯°¨ ³¬®¦¥¨¨ ±«¥¢   «¾¡³¾ ¯®±²®¿³¾ ¬ ²°¨¶³ Y 2 GL(N).�²¬¥²¨¬, ·²® °¥¸¥¨¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®£® ³° ¢¥¨¿ ± ¯®±²®¿®© ¬ ²-°¨¶¥© A _X = XA§ ¤ ¥²±¿ ¬ ²°¨·®© ½ª±¯®¥²®©:X(t) = X(0)etA:�ª®¡ª  �¨ «¥¢®¨¢ °¨ ²»µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© «¥¢®¨¢ °¨ ² :[XA;XB] = X [A;B]; (18.9)½²® ±«¥¤³¥² ¨§ ª®®°¤¨ ²®£® ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ ª®¬¬³² ²®°  (³¯° ¦¥¨¥).



264����� 18. �������������� ������ ������������ ����������� ¬¥· ¨¥. �¬¥±²® «¥¢®¨¢ °¨ ²»µ ±¨±²¥¬ _X = XA, ¬®¦® ° ±±¬ ²-°¨¢ ²¼ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»¥ ±¨±²¥¬»: _X = CX . �²¨ ´®°¬» ½ª¢¨¢ «¥²» ¨¯¥°¥¢®¤¿²±¿ ®¤  ¢ ¤°³£³¾ ¯¥°¥µ®¤®¬ ª ®¡° ²»¬ ¬ ²°¨¶ ¬. �¤ ª® ±ª®¡ª �¨ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© ¨¬¥¥² ¢¨¤[CX;DX ] = [D;C]X;½²  ´®°¬³«  ¬¥¥¥ ³¤®¡ , ·¥¬ (18:9).�¥°¥¬±¿ ª ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬¥ (18:8). �® ²¥®°¥¬¥ ®¡ ®°¡¨²¥, ¯°®µ®-¤¿¹ ¿ ·¥°¥§ ¥¤¨¨¶³ ®°¡¨²  OId(A) ¥±²¼ ¯®£°³¦¥®¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥ ¢GL(N). �®«¥¥ ²®£®, ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾, ®°¡¨²  ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ª®¬-¯®§¨¶¨¨ ¯®²®ª®¢:OId(A) = fId �et1A1 � � � � � etkAk j ti 2 R; Ai 2 A; k 2 Ng¯®½²®¬³ ¨ ·¥°¥§ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¬ ²°¨·»µ ½ª±¯®¥²= fet1A1 � � � � � etkAk j ti 2 R; Ai 2 A; k 2 Ng:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ®°¡¨²  OId(A) | ¯®¤£°³¯¯  ¢ GL(N). � «¥¥, ¢ ¤®ª § ²¥«¼-±²¢¥ ²¥®°¥¬» ®¡ ®°¡¨²¥ ¬» ¯®ª § «¨, ·²® ²®·ª  q � et1A1 � � � � � etkAk § ¢¨±¨²®² (t1; : : : ; tk) ¥¯°¥°»¢® ¢ æ±¨«¼®©ç ²®¯®«®£¨¨ ®°¡¨²»,   ¯®²®¬³ ¨ £« ¤ª®.�®¤¢¥¤¥¬ ¨²®£¨. �» ¯®ª § «¨, ·²® ®°¡¨² , ¯°®µ®¤¿¹ ¿ ·¥°¥§ ¥¤¨¨¶³,³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ±«¥¤³¾¹¨¬ ±¢®©±²¢ ¬:(1) OId(A) ¥±²¼ ¯®£°³¦¥®¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥ GL(N),(2) OId(A) ¥±²¼ ¯®¤£°³¯¯  ¢ GL(N),(3) £°³¯¯®¢»¥ ®¯¥° ¶¨¨ (X;Y ) 7! XY , X 7! X�1 ¢ OId(A) £« ¤ª¨¥.�»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ®°¡¨²  OId(A) ¿¢«¿¾²±¿ ¯®¤£°³¯¯®© �¨ £°³¯¯» GL(N).� ± ²¥«¼»¥ ¯°®±²° ±²¢  ª ®°¡¨²¥ «¥£ª® «¥£ª® ¢»·¨±«¿¾²±¿ ± ¯®¬®-¹¼¾   «¨²¨·¥±ª®© ¢¥°±¨¨ ²¥®°¥¬» ®¡ ®°¡¨²¥ (±¨±²¥¬  (18:8) ¢¥¹¥±²¢¥®  «¨²¨· ): TIdOId(A) = Lie(A); (18.10)TXOId(A) = X Lie(A):�°¡¨²  «¥¢®¨¢ °¨ ²®© ±¨±²¥¬» (18:8), ¯°®µ®¤¿¹ ¿ ·¥°¥§ «¾¡³¾ ²®·-ª³ X 2 GL(N), ¯®«³· ¥²±¿ «¥¢»¬¨ ±¤¢¨£ ¬¨ ®°¡¨²», ¯°®µ®¤¿¹¥© ·¥°¥§¥¤¨¨¶³:OX(A) = fXet1A1 � � � etkAk j ti 2 R; Ai 2 A; k 2 Ng = XOId(A):�»¸¥ ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ «¨ ±¨±²¥¬³ (18:8), § ¤ ³¾ ¯°®¨§¢®«¼»¬ ¯®¤-¬®¦¥±²¢®¬ A � gl(N). �±«¨ ®£° ¨·¨²¼±¿ ¯®¤ «£¥¡° ¬¨ �¨A = Lie(A) � gl(N);



18.2. ������ �� 265²® «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¤®ª § ® ±«¥¤³¾¹¥¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¥: ª ¦¤®© ¯®¤ «£¥¡°¥�¨ A � gl(N) ±®®²¢¥²±²¢³¥² ² ª ¿ ±¢¿§ ¿ ¯®¤£°³¯¯  �¨ M � GL(N),·²® TIdM = A. �¤¥±¼ M = OIdA. �®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ½²® ±®®²¢¥²±²¢¨¥®¡° ²¨¬®.�³±²¼ M ¥±²¼ ±¢¿§ ¿ ¯®¤£°³¯¯  �¨ £°³¯¯» GL(N), ².¥.:(1) M ¥±²¼ ±¢¿§®¥ ¯®£°³¦¥®¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥ GL(N),(2) M ®¡° §³¥² £°³¯¯³ ®²®±¨²¥«¼® ¬ ²°¨·®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿,(3) £°³¯¯®¢»¥ ®¯¥° ¶¨¨ (X;Y ) 7! XY , X 7! X�1 ±³²¼ £« ¤ª¨¥ ®²®¡° ¦¥-¨¿ ¢ M .�®£¤  Id 2M . � ±±¬®²°¨¬ ª ± ²¥«¼®¥ ¯°®±²° ±²¢®TIdM = �A = dd t ����t=0 �t j �t 2M; �t £« ¤ª ¿; �0 = Id� :� ª ª ª M � GL(N) � gl(N), ¯®«³· ¥¬TIdM � gl(N):� «¥¥, A 2 TIdM; X 2M ) XA 2 TXM² ª ª ª ¢¥ª²®° XA = dd t ����t=0X�t¥±²¼ ±ª®°®±²¼ ª°¨¢®©X�t, £¤¥ A = _�0. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¤«¿ «¾¡®£® A 2 TIdM¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ XA ²®¦¤¥±²¢¥® ª ± ¥²±¿ ¬®£®®¡° §¨¿M . �®½²®¬³  Mª®°°¥ª²® ®¯°¥¤¥«¥  ±«¥¤³¾¹ ¿ ³¯° ¢«¿¥¬ ¿ ±¨±²¥¬ :_X = XA; X 2M; A 2 TIdM:�²  ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² ¯®«»© ° £. �°®±²° ±²¢® ±®±²®¿¨© M ±¢¿§®, ¯®½²®-¬³ ®® ±®¢¯ ¤ ¥² ± ®°¡¨²®© OId ½²®© ±¨±²¥¬», ¯°®µ®¤¿¹¥© ·¥°¥§ ¥¤¨¨¶³.�® ª ± ²¥«¼®¥ ¯°®±²° ±²¢® ª ®°¡¨²¥ ³¦¥ ¢»·¨±«¥®, ±¬. (18:10), ¯®½²®¬³TIdM = TId(OId) = Lie(TIdM):�® ¥±²¼ TIdM ¥±²¼ ¯®¤ «£¥¡°  �¨  «£¥¡°» gl(N). �» ¤®ª § «¨ ±«¥¤³¾¹¥¥ª« ±±¨·¥±ª®¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¥.�¥®°¥¬  18.1 (�¨). �³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®¥ ±®®²¢¥²-±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ ¯®¤ «£¥¡° ¬¨ �¨ A � gl(N) ¨ ±¢¿§»¬¨ ¯®¤£°³¯¯ ¬¨ �¨M � GL(N), ·²® TIdM = A.�» ¯®ª § «¨, ·²® ²¥®°¥¬  �¨ ¤«¿ «¨¥©»µ  «£¥¡° ¨ £°³¯¯ �¨ ±«¥¤³¥²¨§ ²¥®°¥¬» ®¡ ®°¡¨²¥: ±¢¿§»¥ £°³¯¯» �¨ ±³²¼ ®°¡¨²» «¥¢®¨¢ °¨ ²»µ±¨±²¥¬, § ¤ ¾¹¨µ±¿ ¯®¤ «£¥¡° ¬¨ �¨,   ¯®¤ «£¥¡°» �¨ ±³²¼ ª ± ²¥«¼»¥¯°®±²° ±²¢  ª ¯®¤£°³¯¯ ¬ �¨ ¢ ¥¤¨¨¶¥.



266����� 18. �������������� ������ ������������ ����������18.2.3 �¡±²° ª²»¥ £°³¯¯» �¨�¡±²° ª² ¿ £°³¯¯  �¨ ¥±²¼  ¡±²° ª²®¥ £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ (¥ ¢«®¦¥-®¥ ¨ ¢ ª ª®¥ ®¡º¥¬«¾¹¥¥ ¯°®±²° ±²¢®), ®¤®¢°¥¬¥® ¿¢«¿¾¹¥¥±¿ £°³¯-¯®©, ± £« ¤ª¨¬¨ £°³¯¯®¢»¬¨ ®¯¥° ¶¨¿¬¨. �¯° ¢¥¤«¨¢  ²¥®°¥¬  �¤® [140],±®£« ±® ª®²®°®© «¾¡ ¿ ª®¥·®¬¥° ¿  «£¥¡°  �¨ ¨§®¬®°´  ¯®¤ «£¥¡°¥�¨  «£¥¡°» gl(N). � «®£¨·®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¤«¿ £°³¯¯ �¨ ¥¢¥°®: «¾¡ ¿£°³¯¯  �¨ ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥  ª ª ¯®¤£°³¯¯  �¨ £°³¯¯» GL(N) ²®«¼-ª® «®ª «¼®, ®, ¢®®¡¹¥ £®¢®°¿, ¥ £«®¡ «¼®. �¤ ª® ¢ ¦¥©¸¨¥ ±¢®©±²¢ «¨¥©»µ £°³¯¯ �¨ ®¡®¡¹ ¾²±¿    ¡±²° ª²»¥ £°³¯¯» �¨.� ¨¬¥®, ¯³±²¼M ¥±²¼ £°³¯¯  �¨. �«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ q 2M , ³¬®¦¥¨¥±«¥¢    q: �q : M !M; �q(x) = qx; x 2M;¥±²¼ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬ ¬®£®®¡° §¨¿ M . �¾¡®© ª ± ²¥«¼»© ¢¥ª²®°v 2 TIdM¬®¦® ¯¥°¥¥±²¨ ¢ «¾¡³¾ ²®·ª³ q 2M «¥¢»¬ ±¤¢¨£®¬ �q:V (q) = �q�v 2 TqM; q 2M;¢ °¥§³«¼² ²¥ ·¥£® ¢®§¨ª ¥² «¥¢®¨¢ °¨ ²®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥   M :V 2 VecM; �q�V = V; q 2M:�¬¥¥²±¿ ¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ «¥¢®¨¢ °¨ ²»¬¨¢¥ª²®°»¬¨ ¯®«¿¬¨   M ¨ ª ± ²¥«¼»¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨ ª M ¢ ¥¤¨¨¶¥:V 7! V (Id) = v:�¥¢»¥ ±¤¢¨£¨   M ±®µ° ¿¾² ¯®²®ª¨ «¥¢®¨¢ °¨ ²»µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©  M ,   ¯®²®¬³ ¨ ¯®²®ª¨ ¨µ ª®¬¬³² ²®°®¢. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, «¥¢®¨¢ °¨ ²-»¥ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿   £°³¯¯¥ �¨M ®¡° §³¾²  «£¥¡°³ �¨, ª®²®° ¿  §»¢ -¥²±¿  «£¥¡°®© �¨ £°³¯¯» �¨M . �®½²®¬³ ¨ ª ± ²¥«¼®¥ ¯°®±²° ±²¢® TIdM¥±²¼  «£¥¡°  �¨.� ª ¦¥ ª ª ¢ «¨¥©®¬ ±«³· ¥, ¬®¦® ¤®ª § ²¼ ²¥®°¥¬³ �¨ ® ¢§ ¨¬®®¤®§ ·®¬ ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ¬¥¦¤³ ¯®¤£°³¯¯ ¬¨ �¨ £°³¯¯» �¨ M ¨ ¯®¤ «-£¥¡° ¬¨ �¨ ¥¥  «£¥¡°» �¨ A.18.3 � ¬¨«¼²®®¢» ±¨±²¥¬»   £°³¯¯ µ �¨18.3.1 �°¨¢¨ «¨§ ¶¨¿ ª®ª ± ²¥«¼®£® ° ±±«®¥¨¿£°³¯¯» �¨�³±²¼M � GL(N) | ¯®¤£°³¯¯  �¨. �¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§M ±®®²¢¥²±²¢³¾¹³¾¯®¤ «£¥¡°³ �¨: M = TIdM � gl(N):



18.3. ������������ ������� �� ������� �� 267�®ª ± ²¥«¼®¥ ° ±±«®¥¨¥ £°³¯¯» �¨ M ¨¬¥¥² ²°¨¢¨ «¨§ ¶¨¾ ¢¨¤ � : M� �M ! T �M;£¤¥ M� ¥±²¼ ±®¯°¿¦¥®¥ ¯°®±²° ±²¢®  «£¥¡°» �¨ M. � · «  ®¯¨¸¥¬±®¯°¿¦¥®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ �� : TM !M�M:� ¯®¬¨¬,·²® TqM = qTIdM = qM ¤«¿ «¾¡®£® q 2M . �®«®¦¨¬�� : qa 7! (a; q); a 2M; q 2M; qa 2 TqM: (18.11)�® ¥±²¼ § ·¥¨¥ «¥¢®¨¢ °¨ ²®£® ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ qa ¢ ²®·ª¥ q ®²®¡° -¦ ¥²±¿ ¢ ¯ °³, ±®±²®¿¹³¾ ¨§ § ·¥¨¿ ½²®£® ¯®«¿ ¢ ¥¤¨¨¶¥ ¨ ²®·ª¨ q. � ¬ ¦¥ ²°¨¢¨ «¨§ ¶¨¿ � ¨¬¥¥² ¢¨¤:� : (x; q) 7! �xq ; x 2M�; q 2M; �xq 2 T �qM; (18.12)£¤¥ �x | «¥¢®¨¢ °¨ ² ¿ 1-´®°¬    M , ¢ ¥¤¨¨¶¥ ±®¢¯ ¤ ¾¹ ¿ ± x:h�xq ; qai def= hx; ai:18.3.2 � ¬¨«¼²®®¢  ±¨±²¥¬    M� �M� ¬¨«¼²®®¢  ±¨±²¥¬ , ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ´³ª¶¨¨ � ¬¨«¼²® h = h(x; q) 2 C1(M� �M)¡»«  ¢»·¨±«¥  ¢ ° §¤¥«¥ 18.1, ±¬. (18:7):8<: _q = ��1� @ h@ x;_x = ���1(dhx + i _qd�x): (18.13)�·¨²»¢ ¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ (18:11) ®²®¡° ¦¥¨¿ ��, ¯¥°¢®¥ ³° ¢¥¨¥ ¬®¦®¯¥°¥¯¨± ²¼ ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥: _q = q @ h@ x :�¤¥±¼ @ h@ x | ¢¥°²¨ª «¼ ¿ · ±²¼ ´®°¬» dh 2 �1(M� �M), ²® ¥±²¼@ h@ x (x; q) 2 (M�)� =M; (x; q) 2 M� �M:�²®¡»  ©²¨ _x, ¢»·¨±«¨¬ ¤¥©±²¢¨¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «  d�x = d�x   «¥¢®¨-¢ °¨ ²»µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¿µ ¯® ´®°¬³«¥ (11:15):d�x(qa; qb) = (qa) hx; bi| {z }=const�(qb) hx; ai| {z }=const�hx; [a; b]i = �hx; [a; b]i:



268����� 18. �������������� ������ ������������ �����������®£¤ ��1i _qd�x = ��1iq @ h@ x d�x = ��x; �@ h@ x ; � �� = ��x;�ad @ h@ x� � �= ���ad @ h@ x�� x; � � = ��ad @ h@ x�� x:�®½²®¬³ £ ¬¨«¼²®®¢  ±¨±²¥¬  (18:13) ¯°¨¨¬ ¥² ±«¥¤³¾¹³¾ ´®°¬³:8><>: _q = q @ h@ x ;_x = �ad @ h@ x�� x���1dhx: (18.14)� ¯®¬¨¬, ·²® dhx ¥±²¼ £®°¨§®² «¼ ¿ · ±²¼ ´®°¬» dh, ¯®½²®¬³(dhx)q 2 T �qM; (x; q) 2M� �M;¨ ��1dhx 2M�:�¨±²¥¬  (18:14) ®¯¨±»¢ ¥² £ ¬¨«¼²®®¢³ ±¨±²¥¬³ ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼®© £°³¯¯»�¨ ¨ «¾¡®© ´³ª¶¨¨ � ¬¨«¼²®  h.� ±«³· ¥ ª®¬¬³² ²¨¢»µ £°³¯¯ �¨ (¢®§¨ª ¾¹¥¬ ¢ ²°¨¢¨ «¨§ -¶¨¨ T �M , ¯®°®¦¤¥®© «®ª «¼»¬¨ ª®®°¤¨ ² ¬¨   M), ¯¥°¢®¥ ±« £ ¥-¬®¥ ¢® ¢²®°®¬ ³° ¢¥¨¨ (18:14) ¨±·¥§ ¥², ¨ ¬» ¯®«³· ¥¬ ®¡»·³¾ ´®°¬³£ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬» ¢ ª ®¨·¥±ª¨µ ª®®°¤¨ ² µ:8<: _q = q @ h@ x ;_x = ���1dhx:� ±«³· ¥ «¥¢®¨¢ °¨ ²®£® £ ¬¨«¼²®¨  :h = h(x);£ ¬¨«¼²®®¢  ±¨±²¥¬  (18:14) ±² ®¢¨²±¿ ²°¥³£®«¼®©:8><>: _q = q @ h@ x;_x = �ad @ h@ x�� x: (18.15)�¤¥±¼ ¢²®°®¥ ³° ¢¥¨¥ ¥ ±®¤¥°¦¨² q. �®½²®¬³ ¢ «¥¢®¨¢ °¨ ²»µ § ¤ -· µ ³¯° ¢«¥¨¿, £¤¥ £ ¬¨«¼²®¨  ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬  h «¥¢®¨¢ °¨ -²¥, ¬®¦® ± · «  ¥§ ¢¨±¨¬® °¥¸ ²¼ ³° ¢¥¨¥ ¤«¿ ¢¥°²¨ª «¼»µ ª®®°-¤¨ ² x,   § ²¥¬ ¯¥°¥µ®¤¨²¼ ª £®°¨§®² «¼®¬³ ³° ¢¥¨¾ ¤«¿ q.



18.3. ������������ ������� �� ������� �� 26918.3.3 �®¬¯ ª²»¥ £°³¯¯» �¨� ¬¨«¼²®®¢  ±¨±²¥¬  (18:15) ³¯°®¹ ¥²±¿ ¥¹¥ ¡®«¥¥ ¢ ±«³· ¥ ª®¬¯ ª²»µ£°³¯¯ �¨.�³±²¼ M ¥±²¼ ª®¬¯ ª² ¿ ¯®¤£°³¯¯  �¨ £°³¯¯» GL(N). �®£¤  M ¬®¦-® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ¯®¤£°³¯¯³ �¨ ®°²®£® «¼®© £°³¯¯» O(N). �¥©±²¢¨-²¥«¼®, ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ¥¢ª«¨¤®¢³ ±²°³ª²³°³ h � ; � i   RN , ¨¢ °¨ ²³¾®²®±¨²¥«¼® ¢±¥µ ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ¨§ M :hAv;Awi = hv; wi; v; w 2 RN ; A 2M � GL(N):� ª³¾ ±²°³ª²³°³ ¬®¦® ¯®«³·¨²¼ ¨§ «¾¡®© ¥¢ª«¨¤®¢®© ±²°³ª²³°» g( � ; � )  RN ³±°¥¤¥¨¥¬ ¯® A 2 M ± ¯®¬®¹¼¾ ´®°¬» ®¡º¥¬  !1 ^ : : : ^ !n, £¤¥!i ±³²¼ ¡ §¨±»¥ «¥¢®¨¢ °¨ ²»¥ ´®°¬»   M :hv; wi = ZM v;w !1 ^ : : : ^ !n;v;w(A) = g(Av;Aw); A 2M:�®½²®¬³ ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ¢±¥ ½«¥¬¥²» M ±³²¼ ®°²®£® «¼»¥N � N ¬ ²°¨¶»,   ª ± ²¥«¼®¥ ¯°®±²° ±²¢® ª M ¢ ¥¤¨¨¶¥ ±®±²®¨² ¨§ª®±®±¨¬¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¬ ²°¨¶:M = TIdM � TIdO(N) = so(N) = fa : RN ! RN j a� + a = 0g:�  so(N) ¨¬¥¥²±¿ ¨¢ °¨ ²®¥ ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥, ª®²®°®¥ ®¯°¥-¤¥«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:ha; bi = � trab; a; b 2 so(N):�¢ °¨ ²®±²¼ ½²®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ®§ · ¥², ·²®het ad ca; et ad cbi = ha; bi; a; b; c 2 so(N); t 2 R; (18.16)²® ¥±²¼ ®¯¥° ²®° Ad etc = et ad c : so(N)! so(N)®°²®£® «¥ ®²®±¨²¥«¼® ½²®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿. � ¢¥±²¢® (18:16) ¥±²¼ ±«¥¤-±²¢¨¥ ¨¢ °¨ ²®±²¨ ±«¥¤ :het ad ca; et ad cbi = h(Ad etc)a; (Ad etc)bi = hetcae�tc; etcbe�tci= � tr(etcae�tcetcbe�tc) = � tr(etcabe�tc) = � tr(ab)= ha; bi:� ª ¬¨³± ¢ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ ¨¢ °¨ ²®£® ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿   so(N)®¡¥±¯¥·¨¢ ¥² ¯®«®¦¨²¥«¼³¾ ®¯°¥¤¥«¥®±²¼ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿. �²® «¥£ª® ¢¨-¤¥²¼ ¢ ª®®°¤¨ ² µ: ¥±«¨a = (aij); b = (bij) 2 so(N);aij = �aji; bij = �bji; i; j = 1; : : : ; N;



270����� 18. �������������� ������ ������������ ����������²® � tr(ab) = � NXi;j=1 aijbji = NXi;j=1 aijbij :�®°¬    so(N) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¥±²¥±²¢¥»¬ ®¡° §®¬:jaj =pha; ai; a 2 so(N):�´¨¨²¥§¨¬ «¼ ¿ ¢¥°±¨¿ ±¢®©±²¢  ¨¢ °¨ ²®±²¨ (18:16) «¥£ª® ¯®-«³· ¥²±¿ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¥¬ ¯°¨ t = 0:h[c; a]; bi+ ha; [c; b]i = 0; a; b; c 2 so(N): (18.17)�® ¥±²¼ ¢±¥ ®¯¥° ²®°»ad c : so(N)! so(N); c 2 so(N);ª®±®±¨¬¬¥²°¨·» ®²®±¨²¥«¼® ¨¢ °¨ ²®£® ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿.� ¢¥±²¢® (18:17) ¥±²¼ ¬®£®¬¥°®¥ ®¡®¡¹¥¨¥ ±¢®©±²¢  ¢¥ª²®°®£® ¨ ±ª -«¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¢ R3 �= so(3).� ª ª ª M � so(N), ¨¢ °¨ ²®¥ ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ®¯°¥¤¥«¥®¨    «£¥¡°¥ �¨M. �®£¤  ±®¯°¿¦¥®¥ ¯°®±²° ±²¢®M� ¬®¦® ®²®¦¤¥±²-¢¨²¼ ±  «£¥¡°®© �¨ M ± ¯®¬®¹¼¾ ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ h � ; � i:M!M�; a 7! ha; � i:� ²¥°¬¨ µ ½²®£® ®²®¦¤¥±²¢«¥¨¿, ®¯¥° ²®° (ad a)�, a 2M, ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤:(ad a)� : M!M; (ad a)� = � ada:� ±«³· ¥ ª®¬¯ ª²®© £°³¯¯» �¨ M £ ¬¨«¼²®®¢  ±¨±²¥¬  (18:15) ¤«¿ ¨-¢ °¨ ²®£® £ ¬¨«¼²®¨   h = h(a) ®¯°¥¤¥«¥   M�M ¨ § ¯¨±»¢ ¥²±¿ª ª 8><>: _q = q @ h@ a ;_a = �a; @ h@ a� : (18.18)�» ¯°¨¬¥¨¬ ½²³ ´®°¬³«³ ¢ ±«¥¤³¾¹¥© £« ¢¥ ¤«¿ °¥¸¥¨¿ ¥±ª®«¼ª¨µ£¥®¬¥²°¨·¥±ª¨µ § ¤ · ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿.



�« ¢  19�°¨¬¥°» § ¤ ·®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿  ª®¬¯ ª²»µ £°³¯¯ µ�¨19.1 �¨¬ ®¢  § ¤ · �³±²¼ M | ª®¬¯ ª² ¿ £°³¯¯  �¨. �¢ °¨ ²®¥ ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥h � ; � i    «£¥¡°¥ �¨ M = TIdM ®¯°¥¤¥«¿¥² «¥¢®¨¢ °¨ ²³¾ °¨¬ ®¢³±²°³ª²³°³   M :hqu; qviq def= hu; vi; u; v 2 M; q 2M; qu; qv 2 TqM:�®½²®¬³ ¢ ª ¦¤®¬ ª ± ²¥«¼®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ TqM ¨¬¥¥²±¿ ±ª «¿°®¥ ¯°®-¨§¢¥¤¥¨¥ h � ; � iq. �«¿ «¾¡®© «¨¯¸¨¶¥¢®© ª°¨¢®©q : [0; 1]!M¥¥ °¨¬ ®¢  ¤«¨  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª ª ¨²¥£° « ±ª®°®±²¨:l = Z 10 j _q(t)j dt; j _qj =ph _q; _qi:� ¤ ·  ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²®¡» ¤«¿ «¾¡®© § ¤ ®© ¯ °» ²®·¥ª q0; q1 2 M ©²¨ ª° ²· ©¸³¾ ª°¨¢³¾ ¢ M , ±®¥¤¨¿¾¹³¾ q0 ± q1.�®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ § ¤ ·  ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿ ±² ¢¨²±¿ ±«¥¤³¾-271



272 ����� 19. ������ �� ���������� ������� ��¹¨¬ ®¡° §®¬: _q = qu; q 2M; u 2M; (19.1)q(0) = q0; q(1) = q1; (19.2)q0; q1 2M § ª°¥¯«¥»; (19.3)l(u) = Z 10 ju(t)j dt! min :� · «  ¤®ª ¦¥¬ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ®¯²¨¬ «¼»µ ³¯° ¢«¥¨©. � ° ¬¥²°¨-§³¿ ²° ¥ª²®°¨¨ ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬» (19:1) ¤«¨®© ¤³£¨, ¬» ¢¨¤¨¬, ·²®§ ¤ ·  ± ¥®£° ¨·¥»¬ ³¯° ¢«¥¨¥¬ u 2 M   ´¨ª±¨°®¢ ®¬ ®²°¥§ª¥t 2 [0; 1] ½ª¢¨¢ «¥²  § ¤ ·¥ ± ª®¬¯ ª²»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ ³¯° ¢«¿¾¹¨µ¯ ° ¬¥²°®¢ U = fjuj = 1g ¨ ±¢®¡®¤»¬ ª®¥·»¬ ¢°¥¬¥¥¬. �®±«¥ ½²®£®¬®¦® ° ±¸¨°¨²¼ ¯°®±²° ±²¢® ³¯° ¢«¿¾¹¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¤® U = fjuj 6 1g,·²®¡» ¬®¦¥±²¢® ¤®¯³±²¨¬»µ ±ª®°®±²¥© fU (q) ±² «® ¢»¯³ª«»¬. �®£¤  ¨§²¥®°¥¬» �¨«¨¯¯®¢  ±«¥¤³¥² ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ®¯²¨¬ «¼»µ ³¯° ¢«¥¨© ¢ ¯®-«³·¥®©,   ¯®²®¬³ ¨ ¢ ¨±µ®¤®© § ¤ ·¥.�® ¥° ¢¥±²¢³ �®¸¨-�³¿ª®¢±ª®£®,(l(u))2 = �Z 10 ju(t)j dt�2 6 Z 10 ju(t)j2 dt;¡®«¥¥ ²®£®, ° ¢¥±²¢® ¨¬¥¥² ¬¥±²® ²®«¼ª® ¯°¨ ju(t)j � const. �«¥¤®¢ ²¥«¼®,°¨¬ ®¢  § ¤ ·  l ! min ½ª¢¨¢ «¥²  § ¤ ·¥J(u) = 12 Z 10 ju(t)j2 dt! min : (19.4)�³ª¶¨® « J ³¤®¡¥¥, ·¥¬ l, ² ª ª ª J £« ¤®ª ¨ ¥£® ½ª±²°¥¬ «¨ |  ¢-²®¬ ²¨·¥±ª¨ ª°¨¢»¥ ± ¯®±²®¿®© ±ª®°®±²¼¾. � «¥¥ ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼§ ¤ ·³ ± ´³ª¶¨® «®¬ J : (19:1){(19:4). � ¬¨«¼²®¨  ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬ ¤«¿ ½²®© § ¤ ·¨ ° ¢¥h�u(a; q) = h�aq ; qui+ �2 juj2 = ha; ui+ �2 juj2:�±«®¢¨¥ ¬ ª±¨¬³¬  ��� ¨¬¥¥² ¢¨¤:h�u(t)(a(t); q(t)) = maxv2M(ha(t); vi+ �2 jvj2); � 6 0:(1) �®°¬ «¼»© ±«³· ©: � = 0.�§ ³±«®¢¨¿ ¬ ª±¨¬³¬  ±«¥¤³¥², ·²® a(t) � 0. �²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ���,² ª ª ª ¯ °  (�; a) ¤®«¦  ¡»²¼ ®²«¨·®© ®² ³«¿. �®½²®¬³  ®°¬ «¼»µ½ª±²°¥¬ «¥© ¢ ¤ ®© § ¤ ·¥ ¥².(2) �®°¬ «¼»© ±«³· ©: � = �1.�±«®¢¨¥ ¬ ª±¨¬³¬  ¤ ¥² u(t) � a(t), ¯®½²®¬³ ¬ ª±¨¬¨§¨°®¢ »© £ -¬¨«¼²®¨  £« ¤®ª: H(a) = 12 jaj2:



19.2. ����������� ������ 273� ¬¥²¨¬, ·²® £ ¬¨«¼²®¨  H ¨¢ °¨ ²¥ (¥ § ¢¨±¨² ®² q), ·²® ¿¢«¿¥²±¿±«¥¤±²¢¨¥¬ «¥¢®¨¢ °¨ ²®±²¨ § ¤ ·¨.�¯²¨¬ «¼®¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ±³²¼ ¯°®¥ª¶¨¨ °¥¸¥¨© £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥-¬», ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© H . �²  £ ¬¨«¼²®®¢  ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² ¢¨¤ (±¬. (18:18)):( _q = qa;_a = [a; a] = 0:�®½²®¬³ ®¯²¨¬ «¼»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ | «¥¢»¥ ±¤¢¨£¨ ®¤®¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨µ¯®¤£°³¯¯ ¢ M : q(t) = q0eta; a 2M; ¯®¬¨¬, ·²® ®¯²¨¬ «¼»¥ °¥¸¥¨¿ ±³¹¥±²¢³¾². � · ±²®±²¨, ¤«¿ ±«³· ¿q0 = Id ¯®«³· ¥¬, ·²® «¾¡ ¿ ²®·ª  q1 2M ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥  ¢ ¢¨¤¥q1 = ea; a 2M:�® ¥±²¼ «¾¡®© ½«¥¬¥² q1 ª®¬¯ ª²®©  «£¥¡°» �¨ M ¨¬¥¥² «®£ °¨´¬ a ¢ «£¥¡°¥ �¨ M.19.2 �³¡°¨¬ ®¢  § ¤ · �®¤¨´¨¶¨°³¥¬ ¯°¥¤»¤³¹³¾ § ¤ ·³. � ª ¨ ° ¼¸¥, ¡³¤¥¬ ¨±ª ²¼ ª° ²· ©-¸³¾ ª°¨¢³¾ ¬¥¦¤³ ´¨ª±¨°®¢ »¬¨ ²®·ª ¬¨ q0, q1 ¢ ª®¬¯ ª²®© £°³¯¯¥�¨M . �® ²¥¯¥°¼ ¤®¯³±²¨¬»¥ ±ª®°®±²¨ _q ¥±¢®¡®¤»: ®¨ ¤®«¦» ª ± ²¼±¿«¥¢®¨¢ °¨ ²®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ (ª®° £  1)   M . �® ¥±²¼ ¬» § ¤ ¤¨¬«¥¢®¨¢ °¨ ²®¥ ¯®«¥ ª ± ²¥«¼»µ £¨¯¥°¯«®±ª®±²¥©   M , ¨ ±ª®°®±²¼ _q(t)¤®«¦  ¯°¨ ¤«¥¦ ²¼ £¨¯¥°¯«®±ª®±²¨, ¯°¨«®¦¥®© ¢ ²®·ª¥ q(t). � ¤ ·  µ®¦¤¥¨¿ ª° ²· ©¸¥© ª°¨¢®©, ª ± ¾¹¥©±¿ ¤ ®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿,  §»-¢ ¥²±¿ ±³¡°¨¬ ®¢®© § ¤ ·¥©, ±¬. °¨±. 19.1.q(0) q(t1)q(t) _q(t)�q(t) _q(t) 2 �q(t)l(q(�))! min�¨±. 19.1: �³¡°¨¬ ®¢  § ¤ · �²®¡» ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹³¾ § ¤ ·³ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢-«¥¨¿, ¢»¡¥°¥¬ «¾¡®© ½«¥¬¥² b 2M, jbj = 1. �®£¤  ¬®¦¥±²¢® ¤®¯³±²¨¬»µ±ª®°®±²¥© ¢ ¥¤¨¨¶¥ ¥±²¼ £¨¯¥°¯«®±ª®±²¼U = b? = fu 2M j hu; bi = 0g:



274 ����� 19. ������ �� ���������� ������� ��� ¬¥· ¨¥. � ±«³· ¥ M = SO(3), ½²® ®£° ¨·¥¨¥   ±ª®°®±²¨ ®§ · ¥²,·²® ¬» ´¨ª±¨°³¥¬ ¯°¿¬³¾ b ¢ ²¢¥°¤®¬ ²¥«¥ ¨ ° §°¥¸ ¥¬ ²®«¼ª® ¢° ¹¥¨¿²¥«  ¢®ª°³£ «¾¡®© ®±¨ u, ®°²®£® «¼®© ¯°¿¬®© b.� ¤ ·  ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿ ±² ¢¨²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬._q = qu; q 2M; u 2 U;q(0) = q0; q(1) = q1;q0; q1 2M § ª°¥¯«¥»;l(u) = Z 10 ju(t)j dt! min :� ª ¦¥ ª ª ¢ °¨¬ ®¢®© § ¤ ·¥, ²¥®°¥¬  �¨«¨¯¯®¢  ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥² ±³-¹¥±²¢®¢ ¨¥ ®¯²¨¬ «¼»µ ³¯° ¢«¥¨©, ¨ § ¤ ·  ¬¨¨¬¨§ ¶¨¨ ¤«¨» ½ª¢¨-¢ «¥²  § ¤ ·¥ J(u) = 12 Z 10 ju(t)j2 dt! min :� ¬¨«¼²®¨  ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬  ² ª®© ¦¥, ª ª ¢ ¯°¥¤»¤³¹¥© § ¤ ·¥:h�u(a; q) = ha; ui+ �2 juj2;® ³±«®¢¨¥ ¬ ª±¨¬³¬  ®²«¨· ¥²±¿, ².ª. ²¥¯¥°¼ ¬®¦¥±²¢® U ¬¥¼¸¥, ·¥¬° ¼¸¥: h�u(t)(a(t); q(t)) = maxv2b?(ha(t); v) + �2 jvj2):� ±±¬®²°¨¬ ± · «  ®°¬ «¼»© ±«³· ©: � = �1. �§ ¯° ¢¨«  ¬®¦¨²¥-«¥© � £° ¦  ¯®«³· ¥¬, ·²® ¬ ª±¨¬³¬maxv2b? h�1v (a; q)¤®±²¨£ ¥²±¿   ¢¥ª²®°¥ vmax = a� ha; bib;®°²®£® «¼®© ¯°®¥ª¶¨¨ ¢¥ª²®°  a   U = b?. � ª±¨¬¨§¨°®¢ »© £ ¬¨«¼-²®¨  £« ¤®ª: H(a) = 12(jaj2 � ha; bi2);¨ £ ¬¨«¼²®®¢  ±¨±²¥¬  ¤«¿ ®°¬ «¼»µ ½ª±²°¥¬ «¥© ¨¬¥¥² ¢¨¤:( _q = q(a� ha; bib);_a = ha; bi[b; a]:�²®°®¥ ³° ¢¥¨¥ ¨¬¥¥² ¯¥°¢»© ¨²¥£° «ha; bi = const;



19.2. ����������� ������ 275·²® «¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¥¬ ¢ ±¨«³ ½²®£® ³° ¢¥¨¿:dd t ha; bi = ha; bih[b; a]; bi¯® ¨¢ °¨ ²®±²¨ ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿= �ha; biha; [b; b]i = 0:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ³° ¢¥¨¥ ¤«¿ a ¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ª ª_a = ha0; bi[b; a] = ad(ha0; bib)a;£¤¥ a0 = a(0). �²® «¨¥©®¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ³° ¢¥¨¥ «¥£ª® °¥¸ ¥²±¿:a(t) = et ad(ha0;bib)a0:�¥¯¥°¼ ° ±±¬®²°¨¬ ³° ¢¥¨¥ ¤«¿ q:_q = q �et ad(ha0;bib)a0 � ha0; bib�² ª ª ª et ad(ha0;bib)b = b= qet ad(ha0;bib)(a0 � ha0; bib): (19.5)�²® ³° ¢¥¨¥ ¬®¦® ¯°®¨²¥£°¨°®¢ ²¼ ± ¯®¬®¹¼¾ ´®°¬³«» ¢ °¨ ¶¨¨.�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯® ´®°¬³«¥ (2:29) ¯®«³· ¥¬:et(f+g) = �!exp Z t0 e� ad fg d� � etf ;²® ¥±²¼ �!exp Z t0 e� ad fg d� = et(f+g) � e�tf (19.6)¤«¿ «¾¡»µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥© f ¨ g. �®« £ ¿f = ha0; bib; g = a0 � ha0; bib;°¥¸ ¥¬ ³° ¢¥¨¥ (19:5): q(t) = q0 eta0 e�tha0;bib: (19.7)�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ®°¬ «¼»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ±³²¼ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¤¢³µ ®¤®¯ ° -¬¥²°¨·¥±ª¨µ £°³¯¯.� ±±¬®²°¨¬  ®°¬ «¼»© ±«³· ©: � = 0. � ¬¨«¼²®¨ h0u(a; q) = ha; ui; u ? b;



276 ����� 19. ������ �� ���������� ������� ��¤®±²¨£ ¥² ¬ ª±¨¬³¬  ²®«¼ª® ¥±«¨a(t) = �(t)b; �(t) 2 R: (19.8)�® ¢²®°®¥ ³° ¢¥¨¥ £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬» § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ª_a = [a; u]; (19.9)¯®½²®¬³ h _a; ai = h[a; u]; ai = �hu; [a; a]i = 0;²® ¥±²¼ _a ? a. � ±®·¥² ¨¨ ± (19:8) ½²® ®§ · ¥², ·²®a(t) = const = �b; � 6= 0; � 2 R: (19.10)�²¬¥²¨¬, ·²® � 6= 0, ² ª ª ª ¯ °  (�; a(t)) ¤®«¦  ¡»²¼ ®²«¨·®© ®² ³-«¿. �§ ° ¢¥±²¢ (19:9) ¨ (19:10) ±«¥¤³¥², ·²®  ®°¬ «¼»¥ ½ª±²°¥¬ «¼»¥³¯° ¢«¥¨¿ u(t) ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ±®®²®¸¥¨¾[u(t); b] = 0:�® ¥±²¼ u(t) ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¯®¤ «£¥¡°¥ �¨Hb = fc 2 M j [c; b] = 0g �M:�«¿ ¢¥ª²®°®¢ b 2M ®¡¹¥£® ¯®«®¦¥¨¿ ¯®¤ «£¥¡°  Hb ¥±²¼ ¯®¤ «£¥¡°  � °-²   ¢ M, ¯®½²®¬³ Hb  ¡¥«¥¢ . � ½²®¬ ±«³· ¥ ¯¥°¢®¥ ³° ¢¥¨¥ £ ¬¨«¼²®-®¢®© ±¨±²¥¬» _q = qu±®¤¥°¦¨² ²®«¼ª® ¢§ ¨¬® ª®¬¬³²¨°³¾¹¨¥ ³¯° ¢«¥¨¿:u(�) 2 Hb ) [u(�1); u(�2)] = 0;¨ ½²® ³° ¢¥¨¥ «¥£ª® °¥¸ ¥²±¿:q(t) = q0eR t0 u(�)d� : (19.11)�¡° ²®, ¢±¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ¢¨¤  (19:11) ± u(�) 2 Hb, � 2 [0; t],  ®°¬ «¼»:®¨ ¿¢«¿¾²±¿ ¯°®¥ª¶¨¿¬¨  ®°¬ «¼»µ ½ª±²°¥¬ «¥© (q(t); a(t)) ± a(t) = �b¤«¿ «¾¡»µ � 6= 0.�°¨¢¥¤¥¬ ½«¥¬¥² °®¥ ®¡º¿±¥¨¥ ° ±±³¦¤¥¨¿ ± ¯®¤ «£¥¡°®© � °²  ¢ ±«³· ¥M = so(n). �¾¡³¾ ª®±®±¨¬¬¥²°¨·¥±ª³¾ ¬ ²°¨¶³ b 2 so(n) ¬®¦®¯°¨¢¥±²¨ § ¬¥®© ¯¥°¥¬¥»µ ª ¤¨ £® «¼®© ´®°¬¥:TbT�1 = 0BBBBB@ i�1 �i�1 i�2 �i�2 . . .
1CCCCCA (19.12)



19.2. ����������� ������ 277¤«¿ ¥ª®²®°®£® T 2 GL(n; C ). �® § ¬¥» ¯¥°¥¬¥»µ (¤ ¦¥ ª®¬¯«¥ª±»¥)¥ ¢«¨¿¾²   ª®¬¬³² ²¨¢®±²¼:[c; b] = 0 , [TcT�1; T bT�1] = 0;¯®½²®¬³ ¯®¤ «£¥¡°³ Hb ¬®¦® ¢»·¨±«¨²¼, ¨±¯®«¼§³¿ ®¢»¥ ª®®°¤¨ ²»:Hb = T�1HTbT�1T:�®±®±¨¬¬¥²°¨·¥±ª¨¥ ¬ ²°¨¶» b 2 so(n) ®¡¹¥£® ¯®«®¦¥¨¿ ¨¬¥¾² ° §»¥±®¡±²¢¥»¥ § ·¥¨¿, ¯®½²®¬³ ¤«¿ ¬ ²°¨¶ b ®¡¹¥£® ¯®«®¦¥¨¿ ¤¨ £® «¼- ¿ ¬ ²°¨¶  (19:12) ¨¬¥¥² ° §»¥ ¤¨ £® «¼»¥ ½«¥¬¥²». �«¿ ² ª¨µ b  «-£¥¡°³ �¨ HTbT�1 «¥£ª®  ©²¨. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ª®¬¬³² ²®° ¤¨ £® «¼®©¬ ²°¨¶» b = 0BBB@ �1 �2 . . . �n 1CCCA± «¾¡®© ¬ ²°¨¶¥© c = (cij) ¢»·¨±«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:(ad b) c = ((�i � �j)cij):�±«¨ ¤¨ £® «¼ ¿ ¬ ²°¨¶  b ¨¬¥¥² ¯°®±²®© ±¯¥ª²°:�i � �j 6= 0; i 6= j;²®  «£¥¡°  �¨ Hb ±®±²®¨² ¨§ ¤¨ £® «¼»µ ¬ ²°¨¶ ¢¨¤  (19:12), ±«¥¤®¢ -²¥«¼®, Hb  ¡¥«¥¢ .�² ª, ¤«¿ ¬ ²°¨¶» b 2 so(n) ± ° §»¬¨ ±®¡±²¢¥»¬¨ § ·¥¨¿¬¨ (².¥.¤«¿ ¬ ²°¨¶» b 2 so(n) ®¡¹¥£® ¯®«®¦¥¨¿)  «£¥¡°  �¨ HTbT�1  ¡¥«¥¢ , ¯®½-²®¬³ Hb ² ª¦¥  ¡¥«¥¢ .�®§¢° ¹ ¿±¼ ª  ¸¥© ±³¡°¨¬ ®¢®© § ¤ ·¥, ¯®¤¢¥¤¥¬ ¨²®£¨: ¬» ¢»·¨±-«¨«¨ ¢±¥ ®°¬ «¼»¥ ½ª±²°¥¬ «¼»¥ ª°¨¢»¥ (19:7) ¨ ®¯¨± «¨  ®°¬ «¼»¥½ª±²°¥¬ «¼»¥ ª°¨¢»¥ (19:11) ¤«¿ ½«¥¬¥²®¢ b 2M ®¡¹¥£® ¯®«®¦¥¨¿.�¯° ¦¥¨¥ 19.1. � ±±¬®²°¨¬ ¡®«¥¥ ®¡¹³¾ ±³¡°¨¬ ®¢³ § ¤ ·³, ª®²®° ¿±² ¢¨²±¿ ² ª ¦¥, ª ª ¨§³·¥ ¿ ¢ ½²®¬ ° §¤¥«¥, ® ²¥¯¥°¼ ¯°®±²° ±²¢®¬³¯° ¢«¿¾¹¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢ U � M ¡³¤¥² «¾¡®¥ «¨¥©®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®,®°²®£® «¼®¥ ¤®¯®«¥¨¥ ª®²®°®£® U? ®²®±¨²¥«¼® ¨¢ °¨ ²®£® ±ª -«¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¥±²¼ ¯®¤ «£¥¡°  �¨:[U?; U?] � U?: (19.13)�®ª ¦¨²¥, ·²® ®°¬ «¼»¥ ½ª±²°¥¬ «¨ ¢ ½²®© § ¤ ·¥ ±³²¼ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿¤¢³µ ®¤®¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨µ £°³¯¯ (ª ª ¨ ¢ ° ±±¬®²°¥®¬ ¢»¸¥ ±«³· ¥ ª®-° £  ®¤¨): a? = const; (19.14)aU (t) = et ad a? a0U ; a0U = aU (0); (19.15)q(t) = q0 eta e�ta? ; (19.16)



278 ����� 19. ������ �� ���������� ������� ��£¤¥ a = aU + a? ¥±²¼ ° §«®¦¥¨¥ ¢¥ª²®°  a 2 M, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ° §¡¨¥-¨¾M = U�U?. �» ¨±¯®«¼§³¥¬ ½²® ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¯°¨ °¥¸¥¨¨ ±«¥¤³¾¹¥©§ ¤ ·¨.19.3 �¯° ¢«¥¨¥ ª¢ ²®¢»¬¨ ±¨±²¥¬ ¬¨�²®² ° §¤¥« ®±®¢    ° ¡®²¥ �. �®±ª ¨ , �. � ¬¡°¨®  ¨ �.-�. �®-²¼¥ [103].� ±±¬®²°¨¬ ²°¥µ³°®¢¥¢³¾ ª¢ ²®¢³¾ ±¨±²¥¬³, ª®²®° ¿ ®¯¨±»¢ ¥²±¿³° ¢¥¨¥¬ �°¥¤¨£¥°  (¢ ±¨±²¥¬¥ ¥¤¨¨¶ ± ~ = 1):i _ = H ; (19.17)£¤¥  : R ! C 3 ,  = ( 1;  2;  3), ¥±²¼ ¢®«®¢ ¿ ´³ª¶¨¿ ¨H = 0@ E1 
1 0
1 E2 
20 
2 E3 1A (19.18)¥±²¼ £ ¬¨«¼²®¨ . �¤¥±¼ E1 < E2 < E3 | ¯®±²®¿»¥ ³°®¢¨ ½¥°£¨¨±¨±²¥¬» ¨ 
i : R ! C | ³¯° ¢«¥¨¿, ®¯¨±»¢ ¾¹¨¥ ¢®§¤¥©±²¢¨¥ ¢¥¸-¥£® ¯®«¿. �¯° ¢«¥¨¿ ±¢¿§ » ± ´¨§¨·¥±ª¨¬¨ ¯ ° ¬¥²° ¬¨ ³° ¢¥¨¿¬¨
j(t) = �jFj(t)=2, j = 1; 2, £¤¥ Fj | ¢¥¸¥¥ ¯®«¥,   �j | ±¯ °¨¢ ¨¿(¢³²°¥¨¥ ±¢®©±²¢  ª¢ ²®¢®© ±¨±²¥¬»), ® ª®²®°»µ ¬» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬ ·²®±¯ °¨¢ ¾²±¿ ²®«¼ª® ³°®¢¨ j ¨ j + 1.�²³ ª®¥·®¬¥°³¾ § ¤ ·³ ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª °¥¤³ª¶¨¾ ¡¥±ª®-¥·®¬¥°®© § ¤ ·¨. � ¨¬¥®,  ·¥¬ ± £ ¬¨«¼²®¨  , ° ¢®£® ±³¬¬¥ ±®-±  H0 ¨ ¯®²¥¶¨ «  V (t) (±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£® ³¯° ¢«¿¾¹¨¬ « §¥° ¬). �®±¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿ ¤¨ £® «¼»¬ ± ±®¡±²¢¥»¬¨ § ·¥¨¿¬¨ (³°®¢¿¬¨ ½¥°-£¨¨) E1 < E2 < E3 < � � � . � ½²®¬ ±¯¥ª²° «¼®¬ ° §°¥¸¥¨¨ H0 ¬» ±·¨² ¥¬,·²® ³¯° ¢«¥¨¥ V (t) ±¯ °¨¢ ¥² ²®«¼ª® ³°®¢¨ ½¥°£¨¨ E1, E2 ¨ E2, E3. � -¤ · , ±¯°®¥¶¨°®¢  ¿   ±®¡±²¢¥»¥ ¯°®±²° ±²¢ , ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ E1,E2, E3, ¯®«®±²¼¾ ° ±¹¥¯«¿¥²±¿ ¨ ®¯¨±»¢ ¥²±¿ £ ¬¨«¼²®¨ ®¬ (19:18).� ¤ ·  ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿ ±² ¢¨²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �°¥¤¯®-«®¦¨¬, ·²® ¢  · «¼»© ¬®¬¥² t = 0 ±®±²®¿¨¥ ±¨±²¥¬» ¯°¨ ¤«¥¦¨² ±®¡-±²¢¥®¬³ ¯°®±²° ±²¢³, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¬³ ¨¦¥¬³ ³°®¢¾ ½¥°£¨¨ E1.�°¥¡³¥²±¿ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ³¯° ¢«¥¨¿ 
1, 
2, ¯¥°¥¢®¤¿¹¨¥ ±¨±²¥¬³ ¢ ª®¥·»©¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ t = t1 ¢ ±®¡±²¢¥®¥ ¯°®±²° ±²¢®, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ E3, ±¬¨¨¬ «¼»¬ § ·¥¨¥¬ ´³ª¶¨® «  (½¥°£¨¨ ¢ ¤ «¼¥©¸¥¬):J = Z T0 �j
1(t)j2 + j
2(t)j2� dt:� ´¨§¨·¥±ª®© ²®·ª¨ §°¥¨¿, ½²³ § ¤ ·³ ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ «¨¡® ± ¯°®-¨§¢®«¼»¬¨ ³¯° ¢«¥¨¿¬¨ 
i(t) 2 C , «¨¡® ± ³¯° ¢«¥¨¿¬¨ æ¢ °¥§® ±¥ç:
j(t) = uj(t)ei(!jt+�j ); !j = Ej+1 �Ej ; (19.19)uj : R ! R; �j 2 [��; �]; j = 1; 2: (19.20)



19.3. ���������� ���������� ��������� 279� ¤ «¼¥©¸¥¬ ¬»  §»¢ ¥¬ ¢²®°³¾ § ¤ ·³ ¬¨¨¬¨§ ¶¨¨ ½¥°£¨¨ J , ª®²®-° ¿ ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ±¢®¤¨²±¿ ªZ t10 �u21(t) + u22(t)� dt; (19.21)æ¢¥¹¥±²¢¥®-°¥§® ±®©ç § ¤ ·¥©. �¥°¢³¾ § ¤ ·³ (± ¯°®¨§¢®«¼»¬¨ª®¬¯«¥ª±»¬¨ ³¯° ¢«¥¨¿¬¨) ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ æ®¡¹¥© ª®¬¯«¥ª±®©ç § ¤ -·¥©.� ª ª ª £ ¬¨«¼²®¨  (19:18) ± ¬®±®¯°¿¦¥: H� = H , ³° ¢¥¨¥�°¥¤¨£¥°  (19:17) ª®°°¥ª²® ®¯°¥¤¥«¥®   ¥¤¨¨·®© ±´¥°¥SC = S5 = � = ( 1;  2;  3) 2 C 3 j j j2 = j 1j2 + j 2j2 + j 3j2 = 1	 :�±²®·¨ª ¨ ¶¥«¼, ².¥.  · «¼®¥ ¨ ª®¥·®¥ ¬®£®®¡° §¨¿ ¢ ®¡¹¥© ª®¬¯-«¥ª±®© § ¤ ·¥ ±³²¼ ±®®²¢¥²±²¢¥® ®ª°³¦®±²¨SdC = f(ei'; 0; 0) j ' 2 Rg; T dC = f(0; 0; ei') j ' 2 Rg:�¬»±« ¬¥²ª¨ (d) ¬» ° §º¿±¨¬ ¨¦¥.�² ª, ®¡¹ ¿ ª®¬¯«¥ª± ¿ § ¤ ·  ±² ¢¨²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:i _ = H ;  2 S5; 
1; 
2 2 C ; (0) 2 SdC ;  (t1) 2 T dC ;Z t10 �j
1j2 + j
2j2� dt! min;£¤¥ £ ¬¨«¼²®¨  H § ¤ ¥²±¿ ³° ¢¥¨¥¬ (19:18).�«¿ ¢¥¹¥±²¢¥®-°¥§® ±®£® ±«³· ¿ ¨¬¥¥¬ ³¯° ¢«¿¥¬³¾ ±¨±²¥¬³ (19:17)± £ ¬¨«¼²®¨ ®¬ (19:18), ¤®¯³±²¨¬»¬¨ ³¯° ¢«¥¨¿¬¨ (19:19), (19:20) ¨´³ª¶¨® «®¬ (19:21). �±²¥±²¢¥»¥ ¯°®±²° ±²¢® ±®±²®¿¨©, ¨±²®·¨ª ¨¶¥«¼ ¤«¿ ½²®© § ¤ ·¨ ¬» ®¯°¥¤¥«¨¬ ¨¦¥.19.3.1 �±ª«¾·¥¨¥ ±®± �»¯®«¨¬ § ¬¥³ ¯¥°¥¬¥»µ, ¯°¥®¡° §³¾¹³¾  ´´¨³¾ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾±¨±²¥¬³ (19:17), (19:18) ¢ «¨¥©³¾ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ±¨±²¥¬³, ª ª ¢ ®¡¹¥¬ª®¬¯«¥ª±®¬, ² ª ¨ ¢ ¢¥¹¥±²¢¥®-°¥§® ±®¬ ±«³· ¥.�«¿ 
 2 C ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ Mj(
) ¨ Nj(
) ¬ ²°¨¶» ¯®°¿¤ª  n:Mj(
)k;l = �j;k�j+1;l
 + �j+1;k�j;l
Nj(
)k;l = �j;k�j+1;l
� �j+1;k; �j;l
; j = 1; 2; (19.22)£¤¥ � | ±¨¬¢®« �°®¥ª¥° : �i;j = 1 ¯°¨ i = j, �i;j = 0 ¯°¨ i 6= j. �³±²¼ � =diag(E1; E2; E3), !j = Ej+1 � Ej , j = 1; 2. �» ° ±±¬®²°¨¬ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼®®¡¹³¾ ª®¬¯«¥ª±³¾ § ¤ ·³:i _ = H ; H = �+ 2Xj=1Mj(
j); 
j 2 C ;



280 ����� 19. ������ �� ���������� ������� ��¨ ¢¥¹¥±²¢¥®-°¥§® ±³¾ § ¤ ·³:i _ = H ; H = �+ 2Xj=1Mj(ei(!jt+�j)uj); uj ; �j 2 R:� ®¡®¨µ ±«³· ¿µ, ± · «  ¯°¨¬¥¨¬ § ¬¥³ ¯¥°¥¬¥»µ  = e�it�� ¨¯®«³·¨¬: i _� = 2Xj=1 �Ad eit�Mj(
j)�� = 2Xj=1Mj�e�it!j
j)�:�±²®·¨ª S ¨ ¶¥«¼ T ±®µ° ¿¾²±¿ ½²®© ¯¥°¢®© § ¬¥®© ¯¥°¥¬¥»µ.�¡¹¨© ª®¬¯«¥ª±»© ±«³· ©� ½²®¬ ±«³· ¥ ¢»¯®«¿¥¬ § ¢¨±¿¹³¾ ®² ¢°¥¬¥¨ ¨ ±®µ° ¿¾¹³¾ ´³ª¶¨-® « § ¬¥³ ³¯° ¢«¥¨©: e�it!j
j = i~
j :�®±«¥ ½²®£® § ¤ ·  ¯°¨®¡°¥² ¥² ´®°¬³ (± § ¬¥®© ®¡®§ ·¥¨© �!  , ~
j !uj): _ = 2Xj=1Nj(uj) = eHC  ; uj 2 C ; (19.23)Z t10 �ju1j2 + ju2j2� dt! min; (19.24) (0) 2 SdC ;  (t1) 2 T dC ; (19.25)£¤¥ eHC = 0@ 0 u1(t) 0��u1(t) 0 u2(t)0 ��u2(t) 0 1A : (19.26)�²¬¥²¨¬, ·²® ¬ ²°¨¶» Nj(1); Nj(i) ¯®°®¦¤ ¾² su(3) ª ª  «£¥¡°³ �¨.�³ª¶¨® « ¨ ±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ³¯° ¢«¥¨¿¬¨ ¤® ¨ ¯®±«¥ ¨±ª«¾·¥¨¿ ±®±  ±³²¼±«¥¤³¾¹¨¥: J = Z t10 �ju1(t)j2 + ju2(t)j2� dt; (19.27)
1(t) = u1(t)ei[(E2�E1)t+�=2]; (19.28)
2(t) = u2(t)ei[(E3�E2)t+�=2]: (19.29)



19.3. ���������� ���������� ��������� 281�¥¹¥±²¢¥®-°¥§® ±»© ±«³· ©� ½²®¬ ±«³· ¥ 
j = ujei(!jt+�j ), ¨ ¬» ¯®«³· ¥¬:i _� = 2Xj=1Mj �ei�juj��; uj 2 R:�»¯®«¨¬ ¥¹¥ ®¤³ ¤¨ £® «¼³¾ «¨¥©³¾ § ¬¥³ ¯¥°¥¬¥»µ:� = eiL�; L = diag(�1; �2; �3); �j 2 R;¯®±«¥ ª®²®°®© ¯®«³· ¥¬:i _� = 2Xj=1Mj �ei(�j+�j+1��j )uj��:�»¡¥°¥¬ ² ª¨¥ ¯ ° ¬¥²°» �j , ·²® ei(�j+�j+1��j ) = i, ²®£¤  ³° ¢¥¨¥ ¯¥°¥-¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥: _� = 2Xj=1Nj(uj)�; uj 2 R: (19.30)�±²®·¨ª ¨ ¶¥«¼ ² ª¦¥ ±®µ° ¿¾²±¿ ½²®© § ¬¥®© ¯¥°¥¬¥»µ. �²¬¥²¨¬,·²® ¬ ²°¨¶» N1(1), N2(1) ¢ (19:30) ¯®°®¦¤ ¾² so(3) ª ª  «£¥¡°³ �¨. �®-½²®¬³ ®°¡¨²  ±¨±²¥¬» (19:30), ¯°®µ®¤¿¹ ¿ ·¥°¥§ ²®·ª¨ (�1; 0; 0), ¥±²¼ ¢¥-¹¥±²¢¥ ¿ ±´¥°  S2. �«¥¤®¢ ²¥«¼® (¨±¯®«¼§³¿ ³¬®¦¥¨¥ ±¯° ¢    ei'),§ ª«¾· ¥¬, ·²® ®°¡¨² , ¯°®µ®¤¿¹ ¿ ·¥°¥§ ²®·ª¨ (�ei'; 0; 0), ¥±²¼ ¬®-¦¥±²¢® S2ei'. �®½²®¬³ (¯®±«¥ § ¬¥» ®¡®§ ·¥¨¿ � !  ) ¢¥¹¥±²¢¥®-°¥§® ± ¿ § ¤ ·  ª®°°¥ª²® ®¯°¥¤¥«¥    ¢¥¹¥±²¢¥®© ±´¥°¥SR = S2 = � = ( 1;  2;  3) 2 R3 j j j2 =  21 +  22 +  23 = 1	 ;±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:_ = 2Xj=1Nj(uj) = ~HR ;  2 S2; uj 2 R; (19.31)Z t10 �u21 + u22� dt! min; (19.32) (0) 2 f(�1; 0; 0)g;  (t1) 2 f(0; 0;�1)g; (19.33)£¤¥ ~HR = 0@ 0 u1(t) 0�u1(t) 0 u2(t)0 �u2(t) 0 1A : (19.34)



282 ����� 19. ������ �� ���������� ������� ���³ª¶¨® «, ª ª ¨ ° ¼¸¥, § ¤ ¥²±¿ ´®°¬³«®© (19:27),   ±®®²®¸¥¨¥ ¬¥¦¤³³¯° ¢«¥¨¿¬¨ ¤® ¨ ¯®±«¥ ³±²° ¥¨¿ ±®±  ¨¬¥¥² ¢¨¤:
j(t) = uj(t) ei(!jt+�j); !j = Ej+1 �Ej ;uj : R ! R; �j 2 [��; �]; j = 1; 2:�» ¡³¤¥¬ ¤ «¥¥ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¬¥²ª¨ (C ) ¨ (R) ¤«¿ ®¡®§ ·¥¨¿ ±®®²-¢¥²±²¢¥® ®¡¹¥© ª®¬¯«¥ª±®© ¨ ¢¥¹¥±²¢¥®-°¥§® ±®© § ¤ ·. �±«¨ ½²¨¬¥²ª¨ ¢ ´®°¬³«¥ ®¯³¹¥», ½²® ®§ · ¥², ·²® ´®°¬³«  ±¯° ¢¥¤«¨¢  ª ª ¤«¿®¡¹¥© ª®¬¯«¥ª±®©, ² ª ¨ ¤«¿ ¢¥¹¥±²¢¥®-°¥§® ±®© § ¤ ·. � ½²¨µ ®¡®-§ ·¥¨¿µ: SdC = f(ei'; 0; 0)g; T dC = f(0; 0; ei')g;SdR = f(�1; 0; 0)g; T dR = f(0; 0;�1)g:19.3.2 �®¤º¥¬ § ¤ ·   £°³¯¯» �¨� ¤ ·¨ (19:23){(19:25) ¨ (19:31){(19:33)   ±´¥° µ SC = S5 ¨ SR = S2 ¥±²¥±²-¢¥® ¯®¤¨¬ ¾²±¿ ¤® ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»µ § ¤ ·   £°³¯¯ µ �¨MC = SU(3)¨ MR = SO(3) ±®®²¢¥²±²¢¥®. �®¤¿² ¿ § ¤ ·  ¨¬¥¥² ¢¨¤_q = eHq; q 2M: (19.35)�¡®§ ·¨¬ ¯°®¥ª¶¨¨�C : SU(3)! S5; �R : SO(3)! S2;ª®²®°»¥ ®¡¥ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ª ªq 7! q0@ 100 1A ;².¥. ¬ ²°¨¶  ¯¥°¥¢®¤¨²±¿ ¢ ±¢®© ¯¥°¢»© ±²®«¡¥¶. �³¤¥¬  §»¢ ²¼ § ¤ -·¨ (19:35)   £°³¯¯ µ �¨ M § ¤ · ¬¨  ¢¥°µ³,   § ¤ ·¨ (19:23), (19:31)  ±´¥° µ S § ¤ · ¬¨ ¢¨§³. �» ®¡®§ · ¥¬ § ¤ ·³  ¢¥°µ³ (upstairs) ¬¥²ª®©(u) ¯ ° ««¥«¼® ± ¬¥²ª®© (d) ¤«¿ § ¤ · ¢¨§³ (downstairs).�»·¨±«¨¬ ²¥¯¥°¼ £° ¨·»¥ ³±«®¢¨¿ ¤«¿ § ¤ ·  ¢¥°µ³. �¡®§ ·¨¬ ±®-®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¨±²®·¨ª¨ ¨ ¶¥«¨:Su = ��1(Sd); T u = ��1(T d):�±²®·¨ª SuC ±®±²®¨² ¨§ ¬ ²°¨¶ q 2 SU(3) ± ¯¥°¢»¬ ±²®«¡¶®¬ ¢ SdC :q = 0BB@ � 00 A 1CCA ; � 2 U(1); A 2 U(2); det q = 1:



19.3. ���������� ���������� ��������� 283�¡®§ ·¨¬ ¯®¤£°³¯¯³ ¢ SU(3), ±®±²®¿¹³¾ ¨§ ² ª¨µ ¬ ²°¨¶, ·¥°¥§ S(U(1)�U(2)). �® ¥±²¼ ¶¥«¼  ¢¥°µ³ ¢ ®¡¹¥© ª®¬¯«¥ª±®© § ¤ ·¥ ¥±²¼ ¯®¤£°³¯¯ SuC = S(U(1)�U(2)):� «¥¥, ¬ ²°¨¶  bq = 0@ 0 1 00 0 11 0 0 1A®²®¡° ¦ ¥² SdC   T dC , ¯®½²®¬³T uC = bq SuC = bq S(U(1)�U(2)):� «®£¨·®, ¢ ¢¥¹¥±²¢¥®¬ ±«³· ¥ ¨±²®·¨ª  ¢¥°µ³ ¥±²¼SuR = S(O(1)�O(2));¯®¤£°³¯¯  ¢ SO(3), ±®±²®¿¹ ¿ ¨§ ¬ ²°¨¶q = 0BB@ � 00 A 1CCA ; � 2 O(1); A 2 O(2); det q = 1;  ¶¥«¼ ¥±²¼ T uR = bq SuR = bq S(O(1)�O(2)):�² ª, ¬» ¬®¦¥¬ ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ § ¤ ·¨  ¢¥°µ³. �¥¹¥±²¢¥ ¿ § ¤ ·  ¢¥°µ³ ¨¬¥¥² ¢¨¤:_q = eHR q = (u1X1 + u2X2) q; q 2 SO(3); u1; u2 2 R; (19.36)q(0) 2 SuR; q(t1) 2 T uR ;Z t10 �u21 + u22� dt! min;£¤¥ X1 = 0@ 0 1 0�1 0 00 0 0 1A ; X2 = 0@ 0 0 00 0 10 �1 0 1A : (19.37)� ¬¥²¨¬, ·²® ¢¥¹¥±²¢¥ ¿ § ¤ ·   ¢¥°µ³ ¥±²¼ ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¿ ±³¡°¨-¬ ®¢  § ¤ ·    ª®¬¯ ª²®© £°³¯¯¥ �¨ SO(3) ± ¯°®±²° ±²¢®¬ ³¯° ¢«¿¾-¹¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢ U � so(3) ª®° £  ®¤¨, ² ª³¾ § ¤ ·³ ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ «¨¢ ° §¤¥«¥ 19.2. �  ¸¥© ¢¥¹¥±²¢¥®© § ¤ ·¥U = span(X1; X2); U? = span(X3); X3 = 0@ 0 0 10 0 0�1 0 0 1A :



284 ����� 19. ������ �� ���������� ������� ���®«¥¥ ²®£®, °¥¯¥° (19:37) ®°²®®°¬ «¥ ®²®±¨²¥«¼® ¨¢ °¨ ²®£® ±ª «¿°-®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿hX;Y i = �12 tr(XY ); X; Y 2 so(3):�®¬¯«¥ª± ¿ § ¤ ·   ¢¥°µ³ ±² ¢¨²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:_q = eHC q = (u1X1 + u2X2 + u3Y1 + u4Y2) q; q 2 SU(3); uj 2 R;(19.38)q(0) 2 SuC ; q(t1) 2 T uC ;Z t10 �u21 + u22 + u23 + u24� dt! min :�¤¥±¼ X1 ¨ X2 § ¤ ¾²±¿ ´®°¬³« ¬¨ (19:37) ¨Y1 = 0@ 0 i 0i 0 00 0 0 1A ; Y2 = 0@ 0 0 00 0 i0 i 0 1A :�°®±²° ±²¢® ³¯° ¢«¿¾¹¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢ ¥±²¼U = span(X1; X2; Y1; Y2):�²¬¥²¨¬, ·²® ¥£® ®°²®£® «¼®¥ ¤®¯®«¥¨¥ ° ¢®U? = span(Z1; Z2; Z3; Z4);£¤¥ Z1 = 0@ 0 0 10 0 0�1 0 0 1A ; Z2 = 0@ 0 0 i0 0 0i 0 0 1A ;Z3 = 0@ i 0 00 �i 00 0 0 1A ; Z4 = 0@ 0 0 00 i 00 0 �i 1A ;¯°¨·¥¬ «¥£ª® ¯°®¢¥°¨²¼, ·²® U? | ¯®¤ «£¥¡°  �¨. �² ª, ®¡¹ ¿ ª®¬¯«¥ª±- ¿ § ¤ ·  ¨¬¥¥² ´®°¬³, ° ±±¬®²°¥³¾ ¢ ³¯° ¦¥¨¨ 19.1. � ±¯°¥¤¥«¥¨¥¯° ¢®¨¢ °¨ ²®,   °¥¯¥° (X1; X2; Y1; Y2) ®°²®®°¬ «¥ ¢ ¬¥²°¨ª¥hX;Y i = �12 tr(XY ); X; Y 2 su(3):� ¤ ·¨  ¢¥°µ³ ¨ ¢¨§³ ±¢¿§ » ¬¥¦¤³ ±®¡®© ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �«¿«¾¡®© ²° ¥ª²®°¨¨  ¢¥°µ³ q(t) 2M , ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥© £° ¨·»¬ ³±«®¢¨-¿¬ ¢ M , ¥¥ ¯°®¥ª¶¨¿  (t) = �(q(t)) 2 S ¥±²¼ ²° ¥ª²®°¨¿ ±¨±²¥¬» ¢¨§³,³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ £° ¨·»¬ ³±«®¢¨¿¬ ¢ S. � ®¡° ²®, «¾¡³¾ ²° ¥ª²®°¨¾



19.3. ���������� ���������� ��������� 285¢¨§³  (t) ± £° ¨·»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨ ¬®¦® ¯®¤¿²¼ ¤® ²° ¥ª²®°¨¨  ¢¥°µ³q(t) ± ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬¨ £° ¨·»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨ (½²  q(t) ¥±²¼ ´³¤ ¬¥-² «¼ ¿ ¬ ²°¨¶  ±¨±²¥¬» ¢¨§³). � ¤ ·¨  ¢¥°µ³ ¨ ¢¨§³ ¨¬¥¾² ®¤¨ ¨ ²®²¦¥ ´³ª¶¨® « ª ·¥±²¢ . �®½²®¬³ °¥¸¥¨¿ § ¤ ·¨ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥-¨¿ ¢¨§³ ±³²¼ ¯°®¥ª¶¨¨ °¥¸¥¨©  ¢¥°µ³.19.3.3 �¯° ¢«¿¥¬®±²¼�®¦¥±²¢® ³¯° ¢«¿¾¹¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢ U ¢ ®¡¥¨µ § ¤ · µ  ¢¥°µ³ (19:38),(19:36) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ±¢®©±²¢³ [U;U ] = U?, ¯®½²®¬³U + [U;U ] =M = TIdM: (19.39)�¨±²¥¬»  ¢¥°µ³ ¨¬¥¾² ¯®«»© ° £ ¨ ±¨¬¬¥²°¨·», ¯®½²®¬³ ®¨ ¢¯®«-¥ ³¯° ¢«¿¥¬»   ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ £°³¯¯ µ �¨ SU(3), SO(3). �¥°¥µ®¤¿ ª¯°®¥ª¶¨¿¬ �, ¯®«³· ¥¬, ·²® ®¡¥ § ¤ ·¨ ¢¨§³ (19:23), (19:31) ¢¯®«¥ ³¯° ¢-«¿¥¬»   ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ±´¥° µ S5, S2.19.3.4 �ª±²°¥¬ «¨� ¤ ·¨  ¢¥°µ³ ¨¬¥¾² ´®°¬³, ° ±±¬®²°¥³¾ ¢ ° §¤¥«¥ 19.2 ¨ ³¯° ¦¥-¨¨ 19.1, ²®«¼ª® ®¨ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²»,   ¥ «¥¢®¨¢ °¨ ²». �®½²®¬³®°¬ «¼»¥ ½ª±²°¥¬ «¨ § ¤ ¾²±¿ ´®°¬³« ¬¨ (19:14){(19:16), ¢ ª®²®°»µ ³¬-®¦¥¨¥ ±«¥¢  § ¬¥¥® ³¬®¦¥¨¥¬ ±¯° ¢ :a? = const;aU (t) = e�t ad a? a0U ; a0U = aU (0);q(t) = e�ta? eta q0; (19.40)¤«¿ «¾¡»µ a? 2 U?, a0U 2 U . �¥®¤¥§¨·¥±ª¨¥ ¯ ° ¬¥²°¨§³¾²±¿ ¤«¨®© ¤³£¨²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ha0U ; a0U i = 1: (19.41)� ¢¥±²¢® (19:39) ®§ · ¥², ·²® ¢ § ¤ · µ  ¢¥°µ³ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ ¢ ¯° -¢®© · ±²¨ ¨ ¨µ ±ª®¡ª¨ �¨ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª  § ¯®«¿¾² ¢±¥ ª ± ²¥«¼®¥ ¯°®-±²° ±²¢®. � ª¨¥ ³¯° ¢«¿¥¬»¥ ±¨±²¥¬»  §»¢ ¾²±¿ 2-¯®°®¦¤ ¾¹¨¬¨. �£« ¢¥ 20 ¬» ¤®ª ¦¥¬, ·²® ¢ ² ª¨µ § ¤ · µ ±²°®£®  ®°¬ «¼»¥ £¥®¤¥§¨·¥±-ª¨¥ (².¥. ²° ¥ª²®°¨¨, ¿¢«¿¾¹¨¥±¿ ¯°®¥ª¶¨¿¬¨  ®°¬ «¼»µ ½ª±²°¥¬ «¥©,® ¥ ¯°®¥ª¶¨¿¬¨ ®°¬ «¼»µ ½ª±²°¥¬ «¥©) ¥ ®¯²¨¬ «¼», ±¬. ° ±±³¦¤¥-¨¥ ¯¥°¥¤ ¯°¨¬¥°®¬ 20.1. �®½²®¬³ ¤ «¥¥ ¬» ¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬  ®°¬ «¼»¥½ª±²°¥¬ «¨.19.3.5 �±«®¢¨¿ ²° ±¢¥°± «¼®±²¨�«¿ ²®£®, ·²®¡» ®²®¡° ²¼ £¥®¤¥§¨·¥±ª¨¥, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ £° ¨·»¬³±«®¢¨¿¬, ¯°®  «¨§¨°³¥¬ ³±«®¢¨¿ ²° ±¢¥°± «¼®±²¨  ¢¥°µ³.



286 ����� 19. ������ �� ���������� ������� ���±«®¢¨¿ ²° ±¢¥°± «¼®±²¨ ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬    T �M , ±®®²¢¥²±²¢³-¾¹¨¥ £° ¨·»¬ ³±«®¢¨¿¬q(0) 2 S; q(t1) 2 T ; S; T �M;¨¬¥¾² ±«¥¤³¾¹¨© ¢¨¤:h�0; Tq(0)Si = h�t1 ; Tq(t1)T i = 0: (19.42)�±¯®«¼§³¿ ²°¨¢¨ «¨§ ¶¨¾ (18:12) ª®ª ± ²¥«¼®£® ° ±±«®¥¨¿ T �M , ¯¥°¥-¯¨¸¥¬ ³±«®¢¨¿ ²° ±¢¥°± «¼®±²¨ (19:42) ¤«¿ ½ª±²°¥¬ «¨ (x(t); q(t)) 2M� �M ¢ ´®°¬¥:
x(0); q(0)�1 Tq(0)S � = 
x(t1); q(t1)�1 Tq(t1)T � = 0:�¤¥±¼ ³£«®¢»¥ ±ª®¡ª¨ h � ; � i ®¡®§ · ¾² ¤¥©±²¢¨¥ ª®¢¥ª²®°    ¢¥ª²®°. �±«®-¢¨¿ ²° ±¢¥°± «¼®±²¨ ¤«¿ ½ª±²°¥¬ «¨ (a(t); q(t)) 2 M�M ¨¬¥¾² ¢¨¤:
a(0); q(0)�1 Tq(0)S � = 
a(t1); q(t1)�1 Tq(t1)T � = 0;£¤¥ ³£«®¢»¥ ±ª®¡ª¨ ®¡®§ · ¾² ¨¢ °¨ ²®¥ ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢M.�«¿ ¯° ¢®¨¢ °¨ ²®© § ¤ ·¨ ³±«®¢¨¿ ²° ±¢¥°± «¼®±²¨ § ¯¨±»¢ ¾²-±¿ ¢ ²¥°¬¨ µ ¯° ¢»µ ±¤¢¨£®¢:
a(0); (Tq(0)S) q(0)�1 � = 
a(t1); (Tq(t1)T ) q(t1)�1 � = 0: (19.43)�«¥¤³¾¹¨¥ ®±®¡¥®±²¨ ³±«®¢¨© ²° ±¢¥°± «¼®±²¨ ¤«¿ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥-¬»µ § ¤ ·  ¢¥°µ³ ®¡«¥£· ¾² ¨µ   «¨§.�¥¬¬  19.1. (1) �±«®¢¨¿ ²° ±¢¥°± «¼®±²¨ ¢ ¨±²®·¨ª¥ ²°¥¡³¾²±¿²®«¼ª® ¢ ¥¤¨¨¶¥.(2) �§ ³±«®¢¨© ²° ±¢¥°± «¼®±²¨ ¢ ¨±²®·¨ª¥ ±«¥¤³¾² ³±«®¢¨¿ ²° ±-¢¥°± «¼®±²¨ ¢ ¶¥«¨.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³ª² (1) ±«¥¤³¥² ¨§ ²®£®, ·²® § ¤ ·  ¯° ¢®¨¢ °¨ ² ¨ ¨±²®·¨ª Su ¥±²¼ ¯®¤£°³¯¯ .�³ª² (2). �³±²¼ �t 2 T �q(t)M ¥±²¼ ² ª ¿ ®°¬ «¼ ¿ ½ª±²°¥¬ «¼ ¤«¿ § -¤ ·¨  ¢¥°µ³, ·²® q(0) = Id. �³±²¼ ¢»¯®«¿¾²±¿ ³±«®¢¨¿ ²° ±¢¥°± «¼®±²¨¢ ¨±²®·¨ª¥: h�0; TIdSui = 0:�®ª ¦¥¬ ³±«®¢¨¿ ²° ±¢¥°± «¼®±²¨ ¢ ¶¥«¨:h�t1 ; Tq(t1)T ui = 0: (19.44)�²¬¥²¨¬ ¯°¥¦¤¥ ¢±¥£®, ·²® ¢ ±¨«³ ¢ª«¾·¥¨¿ q(t1) 2 T u = bq Su ¯®«³· ¥¬bq�1q(t1) 2 Su ¨ T u = bq Su = bq (bq�1q(t1))Su = q(t1)Su:



19.3. ���������� ���������� ��������� 287�±«®¢¨¿ ²° ±¢¥°± «¼®±²¨ ¢ ¶¥«¨ (19:44) § ¯¨±»¢ ¾²±¿ ¢ ¢¨¤¥:h�t1 ; Tq(t1) (q(t1)Su)i = 0:�«¿ § ¢¥°¸¥¨¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¯®ª ¦¥¬, ·²® ´³ª¶¨¿I(t) = h�t; Tq(t) (q(t)Su)i; t 2 [0; t1];¯®±²®¿ . �¡®§ ·¨¬ ª ± ²¥«¼®¥ ¯°®±²° ±²¢® S = TIdSu. �®«³· ¥¬:I(t) = h�t; q(t)Si = 
x(t); q(t)Sq(t)�1�= hx(t); (Ad q(t))Si = ha(t); (Ad q(t))Si= D(Ad e�ta?)a(0); (Ad e�ta?)(Ad e�ta(0))SE¯® ¨¢ °¨ ²®±²¨ ±ª «¿°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿= Da(0); (Ad e�ta(0))SE = D(Ad e�ta(0))a(0); SE = ha(0); Si= I(0):�® ¥±²¼ I(t) � const, ¨ ¯³ª² (2) ¤ ®© «¥¬¬» ¤®ª § .19.3.6 �¯²¨¬ «¼»¥ £¥®¤¥§¨·¥±ª¨¥  ¢¥°µ³ ¨ ¢¨§³�®   «®£¨¨ ± N1, N2 (±¬. ´®°¬³«³ (19:22)), ®¯°¥¤¥«¨¬ N1;3 ±«¥¤³¾¹¨¬®¡° §®¬: N1;3(a3ei�3) = 0@ 0 0 a3ei�30 0 0�a3e�i�3 0 0 1A :�®«®¦¨¬ ¢ ¢¥¹¥±²¢¥®-°¥§® ±®¬ ±«³· ¥a0U = a1N1(1) + a2N2(1); a? = a3N1;3(1):� ®¡¹¥¬ ª®¬¯«¥ª±®¬ ±«³· ¥ ¯®«®¦¨¬a0U = N1(a1ei�1) +N2(a2ei�2); a? = a4Z3 + a5Z4 +N1;3(a3ei�3):�¤¥±¼ ai 2 R ¨ �i 2 [��; �].�¥¹¥±²¢¥®-°¥§® ±»© ±«³· ©�°¥¤«®¦¥¨¥ 19.1. � ¢¥¹¥±²¢¥®-°¥§® ±®¬ ±«³· ¥ ³±«®¢¨¥ ²° ±¢¥°-± «¼®±²¨ ¢ ¥¤¨¨¶¥ ¢ ¨±²®·¨ª¥ ha; TIdSuRi = 0 ®§ · ¥², ·²® a2 = 0.�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±¨«³ ²®£®, ·²®TIdSuR = 8<:0@ 0 0 00 0 ��0 � 0 1A ; � 2 R9=; ;³° ¢¥¨¥ ha; TIdSuRi = 0 ³¤®¢«¥²¢®°¿¥²±¿ ¤«¿ ¢±¥µ � 2 R ²®£¤  ¨ ²®«¼ª®²®£¤ , ª®£¤  a2 = 0.



288 ����� 19. ������ �� ���������� ������� ���§ ¯°¥¤«®¦¥¨¿ 19.1 ¨ ³±«®¢¨¿ (19:41) ¯®«³· ¥¬ ª®¢¥ª²®°», ª®²®°»¥³¦® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¢ ´®°¬³«¥ (19:40):a� = 0@ 0 �1 a3�1 0 0�a3 0 0 1A : (19.45)�°¥¤«®¦¥¨¥ 19.2. �¥®¤¥§¨·¥±ª¨¥ (19:40) ±  · «¼»¬ ³±«®¢¨¥¬ q(0) = Id¨ ¬ ²°¨¶¥© a ¢¨¤  (19:45) ¤®±²¨£ ¾² ¶¥«¨ T uR §  ª° ²· ©¸¥¥ ¢°¥¬¿ (° ¢®¥¤«¨¥ ¯³²¨) jtj ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  a3 = �1=p3. �®«¥¥ ²®£®, 4£¥®¤¥§¨·¥±ª¨¥ (±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ a� ¨ § ª ¬ � ¢ a3) ¨¬¥¾² ®¤³ ¨ ²³ ¦¥¤«¨³ ¨ ¤®±²¨£ ¾² ¶¥«¨ §  ¢°¥¬¿t1 = p32 �:�®ª § ²¥«¼±²¢®. �»·¨±«¿¿ q(t) = e�a?te(a?+a0U )t ¤«¿ ¬ ²°¨¶» a, § ¤ ®©´®°¬³«®© (19:45), ¨ ¢±¯®¬¨ ¿, ·²® (t) = q(t)0@ 100 1A ;¯®«³· ¥¬ ª¢ ¤° ² ²°¥²¼¥© ª®¬¯®¥²» ¢®«®¢®© ´³ª¶¨¨:( 3(t))2 = �cos(t a3) sin (t ) a3  � cos (t ) sin(t a3) 2�24 ; (19.46) =q1 + a23:�®ª § ²¥«¼±²¢® ¤ ®£® ¯°¥¤«®¦¥¨¿ § ¢¥°¸ ¥² ±«¥¤³¾¹ ¿ «¥¬¬ .�¥¬¬  19.2. �±«¨ fa = cos(ta) sin(tp1 + a2) ap1+a2 � cos(tp1 + a2) sin(ta),²® jfaj 6 1. �®«¥¥ ²®£®, jfaj = 1 ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  jajp1+a2 =��� 12k + k0k ��� < 1, k 6= 0 ¨ t = k�p1+a2 . � · ±²®±²¨,  ¨¬¥¼¸¥¥ jtj ¯®«³· ¥²±¿¯°¨ k = �1, a = � 1p3 , t = ��p32 .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®«®¦¨¬ � = ap1+a2 , � = tp1 + a2, ²®£¤ fa(t) = � cos(��) sin(�)� cos(�) sin(��)= h(� cos(��); sin(��)); (sin(�);� cos(�))i= hv1; v2i:�¡  v1; v2 ¨¬¥¾² ®°¬³ 6 1 ¨ jfaj 6 1. �®½²®¬³ ¤«¿ jfaj = 1 ¥®¡µ®¤¨¬®,·²®¡» jv1j = jv2j = 1, v1 = �v2. �®«³· ¥¬ cos(��) = 0 ¨ cos(�) = �1. �®½²®¬³� = k�, �� = �2 +k0�, � = 12k + k0k . �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ��� 12k + k0k ��� = � < 1. �¡° ²®,



19.3. ���������� ���������� ��������� 289¢»¡¥°¥¬ k; k0, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ½²®¬³ ³±«®¢¨¾, ¨ � = k�. �®£¤  cos(�) =�1, sin(��) = �1, fa(t) = �1. �¬¥¥¬ jtj = k�p1+a2 , ¯°¨·¥¬  ¨¬¥¼¸¥¥ jtj¯®«³· ¥²±¿ ¤«¿ k = �1 (¥±«¨ k = 0, ²® � = 0 ¨ fa(t) = 0). �®«¥¥ ²®£®,��� 12k + k0k ��� < 1 ¢®§¬®¦® ²®«¼ª® ¤«¿ (k; k0) = (1; 0) ¨«¨ (1;�1) ¨«¨ (�1; 0) ¨«¨(�1;�1). �® ¢±¥µ ±«³· ¿µ j�j = 12 , a = � 1p3 , ¨ t = ��p32 .� ´¨ª±¨°³¥¬ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥®±²¨ § ª � ¢ (19:45) ¨ a3 = +1=p3. �®«³-· ¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¢»° ¦¥¨¿ ¤«¿ ²°¥µ ª®¬¯®¥² ¢®«®¢®© ´³ª¶¨¨: 1(t) = cos� tp3�3 ; 2(t) = p32 sin� 2 tp3� ; 3(t) = �sin� tp3�3:�²¬¥²¨¬, ·²® ½²  ª°¨¢ ¿ ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ®ª°³¦®±²¼¾   S2.�¯° ¢«¥¨¿ ¬®¦®  ©²¨ ¨§ ±«¥¤³¾¹¨µ ¢»° ¦¥¨©:u1 = ( _qq�1)1;2; u2 = ( _qq�1)2;3:�®«³· ¥¬: u1(t) = � cos� tp3� ;u2(t) = sin� tp3� :�§ ³±«®¢¨© (19:19){(19:20) (£¨¯®²¥§  °¥§® ± ) ¯®«³· ¥¬ ¢¥¸¨¥ ¯®«¿:
1(t) = � cos�t=p3� ei(!1t+�1);
2(t) = sin�t=p3� ei(!2t+�2):�²¬¥²¨¬, ·²® ´ §» �1; �2 ¯°®¨§¢®«¼».�¡¹¨© ª®¬¯«¥ª±»© ±«³· ©�°¥¤«®¦¥¨¥ 19.3. �«¿ ®¡¹¥© ª®¬¯«¥ª±®© § ¤ ·¨ ³±«®¢¨¿ ²° ±¢¥°± «¼-®±²¨ ¢ ¥¤¨¨¶¥ ¢ ¨±²®·¨ª¥ ha; TIdSuC i = 0 ®§ · ¾², ·²® a2 = a4 = a5 = 0.�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ±¨«³ ²®£®, ·²®TIdSuC =8<:0@ i�1 0 00 i(�2 � �1) �1 + i�20 ��1 + i�2 �i�2 1A ; �1; �2; �1; �2 2 R9=; ;³° ¢¥¨¥ ha; TIdSuC i = 0 ³¤®¢«¥²¢®°¿¥²±¿ ¤«¿ ¢±¥µ �1; �2; �1; �2 2 R ²®£¤  ¨²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  a2 = a4 = a5 = 0.



290 ����� 19. ������ �� ���������� ������� ���®½²®¬³ ¢ ´®°¬³«¥ (19:40) ³¦® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ª®¢¥ª²®°a(�1;�3) = 0@ 0 ei�1 a3ei�3�e�i�1 0 0�a3e�i�3 0 0 1A : (19.47)�°¥¤«®¦¥¨¥ 19.4. �¥®¤¥§¨·¥±ª¨¥ (19:40) ± q(0) = Id, ¤«¿ ª®²®°»µ a § ¤ -¥²±¿ ´®°¬³«®© (19:47), ¤®±²¨£ ¾² ¶¥«¨ T uC §  ª° ²· ©¸¥¥ ¢°¥¬¿ (±®¢¯ ¤ -¾¹¥¥ ± ¤«¨®© ¤³£¨) jtj ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  a3 = �1=p3. �®«¥¥ ²®-£®, ¢±¥ £¥®¤¥§¨·¥±ª¨¥ ¤¢³µ¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª®£® ±¥¬¥©±²¢ , ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥£®�1; �3 2 [��; �], ¨¬¥¾² ®¤³ ¨ ²³ ¦¥ ¤«¨³:t1 = p32 �:�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¢®¥ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ j 3j2 ¤ ¥²±¿ ¯° ¢®© · ±²¼¾ ´®°¬³-«» (19:46). �²¢¥°¦¤¥¨¥ ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ² ª ¦¥, ª ª ¯°¥¤«®¦¥¨¥ 19.2.�°¨ ª®¬¯®¥²» ¢®«®¢®© ´³ª¶¨¨ ¨ ®¯²¨¬ «¼®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ¢»° ¦ -¾²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: 1(t) = cos� tp3�3; 2(t) = �p32 sin� 2 tp3� e�i�1 ; 3(t) = �sin� tp3�3e�i�3 ;¨ u1(t) = cos�t=p3� ei�1 ;u2(t) = � sin�t=p3� ei(�3��1):�²¬¥²¨¬, ·²® ¢±¥ £¥®¤¥§¨·¥±ª¨¥ ±¥¬¥©±²¢ , ®¯¨± ®£® ¢ ¯°¥¤«®¦¥-¨¨ 19.4, ¨¬¥¾² ²³ ¦¥ ¤«¨³, ·²® ¨ 4 £¥®¤¥§¨·¥±ª¨¥, ®¯¨± »¥ ¢ ¯°¥¤-«®¦¥¨¨ 19.2. �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ¨±¯®«¼§®¢ ¨¥ ª®¬¯«¥ª±»µ £ ¬¨«¼²®-¨ ®¢ (19:26) ¢¬¥±²® ¢¥¹¥±²¢¥»µ (19:34) ¥ ¯®§¢®«¿¥² ³¬¥¼¸¨²¼ ´³ª-¶¨® « (19:27). �®ª § ® ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.�°¥¤«®¦¥¨¥ 19.5. �«¿ ²°¥µ³°®¢¥¢®© § ¤ ·¨ ± ª®¬¯«¥ª±»¬¨ ³¯° ¢«¥¨-¿¬¨ ¨§ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ±«¥¤³¥² °¥§® ±. �®«¥¥ ²®·®, ³¯° ¢«¥¨¿ 
1, 
2®¯²¨¬ «¼» ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ®¨ ¨¬¥¾² ±«¥¤³¾¹¨© ¢¨¤:
1(t) = cos(t=p3)ei[(E2�E1)t+'1];
2(t) = sin(t=p3)ei[(E3�E2)t+'2];£¤¥ '1; '2 ±³²¼ ¤¢¥ ¯°®¨§¢®«¼»¥ ´ §». �¤¥±¼ ª®¥·®¥ ¢°¥¬¿ t1 ¢»¡° ® ² ª,·²®¡» ±³¡°¨¬ ®¢» £¥®¤¥§¨·¥±ª¨¥ ¡»«¨ ¯ ° ¬¥²°¨§®¢ » ¤«¨®© ¤³£¨, ¨ ®®° ¢® t1 = p32 �.



19.4. ������ �������������� �� SO(3) 29119.4 � ¤ ·  ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿   SO(3)� ±±¬®²°¨¬ ²¢¥°¤®¥ ²¥«® ¢ R3 , ª®²®°®¥ ¬®¦¥² ¢° ¹ ²¼±¿ ¢®ª°³£ ¥ª®²®°®©®±¨, § ª°¥¯«¥®© ¢ ²¥«¥. � ª ¦¤»© ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨ ®°¨¥² ¶¨¿ ²¥«  ¢ R3®¯°¥¤¥«¿¥² ®°²®£® «¼®¥ ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ q 2 SO(3). �» ¡³¤¥¬ ¬¨¨¬¨§¨-°®¢ ²¼ ¤«¨³ ª°¨¢®© ¢ SO(3), ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ¤¢¨¦¥¨¾ ²¥« . �»¡¥°¥¬ ²³° «¼»© ¯ ° ¬¥²° (¤«¨³ ¤³£¨) t, ²®£¤  ª°¨¢ ¿ q = q(t) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥²¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¬³ ³° ¢¥¨¾ _q = qf;£¤¥ f 2 so(3); jf j = 1;¥±²¼ ¥¤¨¨·»© ¢¥ª²®° ³£«®¢®© ±ª®°®±²¨, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ´¨ª±¨°®¢ -®© ®±¨ ¢° ¹¥¨¿ ¢ ²¥«¥. �²  ª°¨¢ ¿ | ®¤®¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª ¿ ¯®¤£°³¯¯  ¢SO(3): q(t) = q(0)etf ;¨ ®·¥¢¨¤®, ·²® ³¯° ¢«¿¥¬®±²¼   SO(3) ¥¢®§¬®¦ .�²®¡» ° ±¸¨°¨²¼ ¢®§¬®¦®±²¨ ¤¢¨¦¥¨¿ ¢ SO(3), ¢»¡¥°¥¬ ²¥¯¥°¼ ¤¢¥«¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»¥ ®±¨ ¢ ²¥«¥:f; g 2 so(3); jf j = jgj = 1; f ^ g 6= 0;¨ ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ²¥«® ¬®¦¥² ¢° ¹ ²¼±¿ ¢®ª°³£ ½²¨µ ®±¥© ¢ ®¯°¥¤¥«¥»µ ¯° ¢«¥¨¿µ. �®³· ¥¬ ³¯° ¢«¿¥¬³¾ ±¨±²¥¬³_q = (qfqg ;³¯° ¢«¿¥¬³¾   SO(3):Lie(qf; qg) = span(qf; qg; q[f; g]) = q so(3) = Tq SO(3):�«¿ ³¯°®¹¥¨¿ ®¡®§ ·¥¨©, ¢»¡¥°¥¬ ² ª¨¥ ¢¥ª²®°»a; b 2 so(3);·²® f = a+ b; g = a� b:�®£¤  ³¯° ¢«¿¥¬ ¿ ±¨±²¥¬  § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ª_q = q(a� b):�» µ®²¨¬  ©²¨ ª° ²· ©¸¥¥ ¢° ¹¥¨¥ ²¥« , ¯¥°¥¢®¤¿¹¥¥  · «¼³¾ ®°¨-¥² ¶¨¾ q0 ¢ ª®¥·³¾ ª®´¨£³° ¶¨¾ q1. �®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ § ¤ ·  ®¯²¨-¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿ ¨¬¥¥² ¢¨¤:q(0) = q(0); q(t1) = q1;l = Z t10 j _qj dt! min :



292 ����� 19. ������ �� ���������� ������� ��� ª ª ª j _qj = ja� bj = 1, ½²  § ¤ ·  ½ª¢¨¢ «¥²  § ¤ ·¥ ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿:t1 ! min :�²¬¥²¨¬, ·²® ha; bi = h(f + g)=2; (f � g)=2i = 0: (19.48)�®«¥¥ ²®£®, §  ±·¥² ¨§¬¥¥¨¿ ¬ ±¸² ¡  ¢°¥¬¥¨ ¬®¦® ¤®¡¨²¼±¿, ·²®¡»jaj = 1: (19.49)�¥°¥µ®¤¿ ª ®¢»¯³ª«¥¨¾, ¯®«³· ¥¬ ®ª®· ²¥«¼³¾ ´®°¬³«¨°®¢ª³ § ¤ ·¨:_q = q(a+ ub); u 2 [�1; 1]; q 2 SO(3);q(0) = q0; q(t1) = q1;t1 ! min;£¤¥ a; b 2 so(3) | § ¤ »¥ ¢¥ª²®°», ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ° ¢¥±²¢ ¬ (19:48),(19:49). �±±«¥¤³¥¬ ½²³ § ¤ ·³ ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿.�® ¯°¨¶¨¯³ ¬ ª±¨¬³¬ , ¥±«¨ ¯ °  (u(�); q(�)) ®¯²¨¬ «¼ , ²® ±³¹¥±²¢³-¥² ² ª ¿ «¨¯¸¨¶¥¢  ª°¨¢ ¿ x(t) 2 so(3), ·²®:( _q = q(a+ u(t)b);_x = [x; a+ u(t)b];hu(t)(x(t)) = hx(t); a+ u(t)bi = maxjvj61hx(t); a+ vbi > 0;¡®«¥¥ ²®£®, hu(t)(x(t)) = const :�±«®¢¨¥ ¬ ª±¨¬³¬  ¤«¿ ´³ª¶¨¨v 7! hx(t); a+ vbi = hx(t); ai + vhx(t); bi; v 2 [�1; 1];«¥£ª® ° §°¥¸ ¥²±¿, ¥±«¨ ´³ª¶¨¿ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿x 7! hx; bi; x 2M;¥ ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ³«¼ ¢ ²®·ª¥ x(t). �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢ ½²®¬ ±«³· ¥ ®¯²¨¬ «¼-®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ¬®¦¥² ¯°¨¨¬ ²¼ ²®«¼ª® ½ª±²°¥¬ «¼»¥ § ·¥¨¿ �1:hx(t); bi 6= 0 ) u(t) = sgnhx(t); bi:�±«¨ ´³ª¶¨¿ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿ ¨¬¥¥² ²®«¼ª® ¨§®«¨°®¢ »¥ ª®°¨   ¥ª®-²®°®¬ ¢°¥¬¥®¬ ®²°¥§ª¥, ²® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ³¯° ¢«¥¨¥ u(t) ¯°¨¨¬ ¥²



19.4. ������ �������������� �� SO(3) 293  ½²®¬ ®²°¥§ª¥ ²®«¼ª® ½ª±²°¥¬ «¼»¥ § ·¥¨¿. �®«¥¥ ²®£®, ¬®¬¥²» ¢°¥-¬¥¨, ¢ ª®²®°»¥ u(t) ¯¥°¥ª«¾· ¥²±¿ ± ®¤®£® ½ª±²°¥¬ «¼®£® § ·¥¨¿  ¤°³£®¥, ¨§®«¨°®¢ ». � ª®¥ ³¯° ¢«¥¨¥  §»¢ ¥²±¿ °¥«¥©»¬.�±±«¥¤³¥¬ ±²°³ª²³°³ ®¯²¨¬ «¼»µ ³¯° ¢«¥¨©. �®§¼¬¥¬ «¾¡³¾ ½ª±²°¥-¬ «¼, ¤«¿ ª®²®°®© ª°¨¢ ¿ x(t) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥²  · «¼®¬³ ³±«®¢¨¾hx(0); bi 6= 0:�®£¤  ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ³° ¢¥¨¥_x = [x; a� b]; � = sgnhx(0); bi¢»¯®«¿¥²±¿ ¯°¨ t > 0 ¤® ²¥µ ¯®°, ¯®ª  ´³ª¶¨¿ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿ hx(t); bi®±² ¥²±¿ ®²«¨·®© ®² ³«¿. �  ½²®¬ ¢°¥¬¥®¬ ®²°¥§ª¥x(t) = e�t ad(a�b)x(0):�±±«¥¤³¥¬ ¯®¢¥¤¥¨¥ ´³ª¶¨¨ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿ hx(t); bi. � ¬¥²¨¬, ·²® ¥¥ ¯°®-¨§¢®¤»¥ ¥ § ¢¨±¿² ®² ³¯° ¢«¥¨¿:dd t hx(t); bi = h[x(t); a + u(t)b]; bi = �hx(t); [a; b]i:�±«¨ ´³ª¶¨¿ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿ ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ³«¼:hx(t); bi = 0¢ ²®·ª¥, £¤¥ hx(t); [a; b]i 6= 0;²® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ¯¥°¥ª«¾· ¥²±¿, ².¥. ¨§¬¥¿¥² ±¢®¥ § ·¥¨¥± +1   �1 ¨«¨ ± �1   +1. �«¿ ²®£® ·²®¡» ¢»¿±¨²¼, ª ª¨¥ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼-®±²¨ ¯¥°¥ª«¾·¥¨© ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿ ¢®§¬®¦», ³¤®¡® ¢¢¥±²¨ª®®°¤¨ ²»    «£¥¡°¥ �¨ M.� ±¨«³ ° ¢¥±²¢ (19:48), (19:49), ±ª®¡ª  �¨ [a; b] ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬[a; b] ? a; [a; b] ? b; j[a; b]j = jbj;½²® ±«¥¤³¥² ¨§ ±¢®©±²¢ ¢¥ª²®°®£® ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¢ R3 . �®½²®¬³ ¬®¦® ¢»-¡° ²¼ ² ª®© ®°²®®°¬¨°®¢ »© ¡ §¨±so(3) = span(e1; e2; e3);·²® a = e2; b = �e3; [a; b] = �e1; � > 0:� ½²®¬ ¡ §¨±¥ ²®·ª¨ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿ ¯°¨ ¤«¥¦ ² £®°¨§®² «¼®© ¯«®±ª®±²¨span(e1; e2).�³±²¼ x(�0) | ²®·ª  ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿, ².¥. t = �0 ¥±²¼ ¯®«®¦¨²¥«¼»©ª®°¥¼ ´³ª¶¨¨ hx(t); bi. �³±²¼ ¢ ½²®© ²®·ª¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ¯¥°¥ª«¾· ¥²±¿ ±



294 ����� 19. ������ �� ���������� ������� ��+1   �1 (±«³· © ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿ ± �1   +1 ¯®«®±²¼¾   «®£¨·¥, ¬»¯®ª ¦¥¬ ½²® ¨¦¥). �®£¤ h _x(�0); bi = �h _x(�0); [a; b]i 6 0;¯®½²®¬³ hx(�0); e1i > 0:� «¥¥, ² ª ª ª £ ¬¨«¼²®¨  ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬  ¥®²°¨¶ ²¥«¥, ¯®«³· ¥¬hu(�0)(x(�0)) = hx(�0); ai = hx(�0); e2i > 0:�®½²®¬³ ²®·ª  x(�0) «¥¦¨² ¢ ¯¥°¢®¬ ª¢ ¤° ²¥ ¯«®±ª®±²¨ span(e1; e2):x(�0) 2 cone(e1; e2):�³±²¼ x(�1) | ±«¥¤³¾¹ ¿ ¯®±«¥ �0 ²®·ª  ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿. �¯° ¢«¥¨¥ ¨¬¥¥²¢¨¤ u(t) = (1; t 2 [�0 � "; �0];�1; t 2 [�0; �1];  ª°¨¢ ¿ x(t) ¬¥¦¤³ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿¬¨ ¿¢«¿¥²±¿ ¤³£®© ®ª°³¦®±²¨, ¯®«³·¥-®© ¢° ¹¥¨¥¬ ²®·ª¨ x(�0) ¢®ª°³£ ¢¥ª²®°  a� b = e2 � �e3:x(t) = e�t ad(a�b)x(�0); t 2 [�0; �1]:�®·ª¨ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿ x(�0), x(�1) ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ° ¢¥±²¢ ¬:hx(�0); e3i = hx(�1); e3i = 0;hx(�0); e2i = hx(�1); e2i = hu(�0�")(x(�0 � "));jx(�0) = jx(�1)j:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, hx(�0); e1i = �hx(�1); e1i;².¥. x(�1) ¥±²¼ ®²° ¦¥¨¥ x(�0) ®²®±¨²¥«¼® ¯«®±ª®±²¨ span(e2; e3). �¥®¬¥²-°¨·¥±ª¨ «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ³£®« ¯®¢®°®²  � ®² x(�0) ¤® x(�1) ¢®ª°³£ a � b®£° ¨·¥ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: � 2 [�; 2�];±¬. °¨±. 19.2. �ª±²°¥¬ «¼»¥ § ·¥¨¿ � ¤®±²¨£ ¾²±¿, ª®£¤  ²®·ª  x(�0)«¥¦¨²   £° ¨¶¥ ª®³±  cone(e1; e2):x(�0) 2 R+e1 ) � = �;x(�0) 2 R+e2 ) � = 2�:�® ¢²®°®¬ ±«³· ¥ ²®·ª  x(t), ² ª¦¥ ª ª ¨ ²®·ª  q(t), ±®¢¥°¸ ¥² ¯®«»© ¯®¢®-°®²   ³£®« 2�. � ª ¿ ¤³£  ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ · ±²¼¾ ®¯²¨¬ «¼®© ²° ¥ª²®°¨¨:



19.4. ������ �������������� �� SO(3) 295e1 e2 = ae3b = �e3[a; b] = �e1 a� b� x(�0)x(�1)
�¨±. 19.2: �¶¥ª  ³£«  ¯®¢®°®²  �¥¥ ¬®¦® ¨±ª«¾·¨²¼ ± ³¬¥¼¸¥¨¥¬ ª®¥·®£® ¢°¥¬¥¨ t1. �«¥¤®¢ ²¥«¼®,³£®« ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿¬¨ ¥±²¼� 2 [�; 2�):�³±²¼ x(�2) | ±«¥¤³¾¹¥¥ ¯®±«¥ x(�1) ¯¥°¥ª«¾·¥¨¥. �®¢¥¤¥¨¥ ³¯° ¢-«¥¨¿ ¯®±«¥ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿ x(�1) ± �1   +1   «®£¨·® ¯®¢¥¤¥¨¾ ¯®±«¥x(�0). �¥©±²¢¨²¥«¼®,  ¸  § ¤ ·  ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿ ¤®¯³±ª ¥² ±¨¬¬¥²°¨¾b 7! �b:�®±«¥ § ¬¥» ¡ §¨± e3 7! �e3; e1 7! �e1; e2 7! e2ª°¨¢ ¿ x(t) ±®µ° ¿¥²±¿, ® ²¥¯¥°¼ ®  ¯¥°¥ª«¾· ¥²±¿ ¢ ²®·ª¥ x(�1) ± +1  �1. �²®² ±«³· © ³¦¥ ¡»« ¨§³·¥, ¯®½²®¬³ ³£®« ¯®¢®°®²  ®² x(�1) ¤® x(�2)®¯¿²¼ ° ¢¥ �, ¡®«¥¥ ²®£®, x(�2) = x(�0). �«¥¤³¾¹ ¿ ²®·ª  ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿¥±²¼ x(�3) = x(�1), ¨ ² ª ¤ «¥¥.�®½²®¬³ ±²°³ª²³°  °¥«¥©»µ ®¯²¨¬ «¼»µ ²° ¥ª²®°¨© ¤®¢®«¼® ¯°®±-² . � ª¨¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ±®¤¥°¦ ² ¥ª®²®°®¥ ª®«¨·¥±²¢® ²®·¥ª ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿.�¥¦¤³ ½²¨¬¨ ²®·ª ¬¨ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿ ¢¥ª²®° x(t) ¯®¢®° ·¨¢ ¥²±¿ ¯®¯¥°¥-¬¥® ¢®ª°³£ ¢¥ª²®°®¢ a + b ¨ a � b   ³£®« � 2 [�; 2�), ¯®±²®¿»© ¢¤®«¼ª ¦¤®© °¥«¥©®© ²° ¥ª²®°¨¨. �¥°¥¤ ¯¥°¢»¬ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¥¬ ¨ ¯®±«¥ ¯®±«¥¤-¥£® ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿ ¢¥ª²®° x(t) ¬®¦¥² ¯®¢¥°³²¼±¿ ±®®²¢¥²±²¢¥®   ³£«»�0 ¨ �1, 0 < �0; �1 6 �. �¨±²¥¬  ¢±¥µ ®¯²¨¬ «¼»µ °¥«¥©»µ ²° ¥ª²®°¨©



296 ����� 19. ������ �� ���������� ������� ��¯ ° ¬¥²°¨§®¢   ²°¥¬¿ ¥¯°¥°»¢»¬¨ ¯ ° ¬¥²° ¬¨ �0, �, �1 ¨ ¤¢³¬¿ ¤¨±-ª°¥²»¬¨ ¯ ° ¬¥²° ¬¨: ª®«¨·¥±²¢®¬ ¯¥°¥ª«¾·¥¨© ¨  · «¼»¬ ³¯° ¢«¥-¨¥¬ sgnhx(0); bi.�¯²¨¬ «¼ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ ¬®¦¥² ¥ ¡»²¼ °¥«¥©®© ²®«¼ª® ¥±«¨ ¢ ²®·-ª¥ x(�0), ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ¯¥°¢®¬³ ¥®²°¨¶ ²¥«¼®¬³ ª®°¾ ³° ¢¥¨¿hx(t); bi = 0, ¢»¯®«¿¾²±¿ ° ¢¥±²¢ hx(�0); bi = hx(�0); [a; b]i = 0:�®£¤  x(�0) = �e2; � 6= 0:�®£³² ¡»²¼ ¤¢¥ ¢®§¬®¦®±²¨:(1) «¨¡® ´³ª¶¨¿ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿ hx(t); bi ¯°¨¨¬ ¥² ¥³«¥¢»¥ § ·¥¨¿¤«¿ ¥ª®²®°»µ t > �0 ¨ ±ª®«¼ ³£®¤® ¡«¨§ª¨µ ª �0,(2) «¨¡® hx(t); bi � 0; t 2 [�0; �0 + "]; (19.50)¤«¿ ¥ª®²®°®£® " > 0.� ·¥¬ ± ¯¥°¢®© ¢®§¬®¦®±²¨. �§   «¨§  °¥«¥©»µ ²° ¥ª²®°¨© ±«¥¤³¥²,·²® ¬®¬¥²» ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿ ¥ ¬®£³²  ª ¯«¨¢ ²¼±¿ ª �0 ±¯° ¢ : ³£®« ¯®-¢®°®²  ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼»¬¨ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿¬¨ � > �. �®½²®¬³¢ ±«³· ¥ (1) ¨¬¥¥¬ hx(t); bi > 0; t 2 [�0; �0 + �];¤«¿ ¥ª®²®°®£® � > 0. �® ¥±²¼ �0 | ¬®¬¥² ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿. � ª ª ª x(�0) 2Re1 , ³£®« ¯®¢®°®²  ¤® ±«¥¤³¾¹¥© ²®·ª¨ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿ ¥±²¼ � = 2�, ·²®¥®¯²¨¬ «¼®. �®½²®¬³ ¢ ±«³· ¥ (1) ®¯²¨¬ «¼»µ ²° ¥ª²®°¨© ¥².� ±±¬®²°¨¬ ±«³· © (2). �°®¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬ ²®¦¤¥±²¢® (19:50) ¤¢ ¦¤»¯® t: dd t hx(t); bi = �hx(t); [a; b]i � 0;dd t hx(t); [a; b]i = h[x(t); a + u(t)b; [a; b]i = u(t)h[x(t); b]; [a; b]i= 0:�®£¤  x(t) = �(t)e2, t 2 [�0; �0 + "], ¯®½²®¬³u(t)h[a; b]; [a; b]i = 0;²® ¥±²¼ u(t) � 0; t 2 [�0; �0 + "]:



19.4. ������ �������������� �� SO(3) 297�²® ³¯° ¢«¥¨¥ ¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ¨§ ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬ (¬»  ¸«¨ ¥£® ± ¯®¬®¹¼¾ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¿). � ª®¥ ³¯° ¢«¥¨¥  §»¢ -¥²±¿ ®±®¡»¬.�¯²¨¬ «¼»¥ ²° ¥ª²®°¨¨, ±®¤¥°¦ ¹¨¥ ®±®¡³¾ ¤³£³ (±®®²¢¥²±²¢³¾¹³¾³¯° ¢«¥¨¾ u(t) � 0) ¬®£³² ¨¬¥²¼ ¤³£³ ± u � �1 ¯¥°¥¤ ®±®¡®© ¤³£®© ± ³£«®¬¯®¢®°®²  ¢®ª°³£ a� b ¬¥¼¸¥ ·¥¬ 2�; ² ª ¿ ¤³£  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¨ ¯®±«¥ ®±®-¡®£® ³· ±²ª . �®½²®¬³ ¬®¦¥² ¡»²¼ ·¥²»°¥ ²¨¯  ®¯²¨¬ «¼»µ ²° ¥ª²®°¨©,±®¤¥°¦ ¹¨µ ®±®¡³¾ ¤³£³:+ 0 +; + 0 �; � 0 +; � 0 � :�¥¬¥©±²¢® ² ª¨µ ²° ¥ª²®°¨© ¯ ° ¬¥²°¨§®¢ ® ²°¥¬¿ ¥¯°¥°»¢»¬¨ ¯ ° -¬¥²° ¬¨ (³£«®¬ ¯®¢®°®²    ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨µ ¤³£ µ) ¨ ¤¢³¬¿ ¤¨±ª°¥²»-¬¨ ¯ ° ¬¥²° ¬¨ (§ ª ¬¨    · «¼®¬ ¨ ª®¥·®¬ ®²°¥§ª µ).�² ª, ¬» ®¯¨± «¨ ±²°³ª²³°³ ¢±¥µ ¢®§¬®¦»µ ®¯²¨¬ «¼»µ ²° ¥ª²®°¨©:°¥«¥©»µ ¨ ±²° ²¥£¨© ± ®±®¡»¬ ³· ±²ª®¬. �®¦¥±²¢  ²®·¥ª ¢ SO(3), ¤®-±²¨¦¨¬»µ ± ¯®¬®¹¼¾ ² ª¨µ ±²° ²¥£¨©, ²°¥µ¬¥°», ¨ ®¡º¥¤¨¥¨¥ ½²¨µ¬®¦¥±²¢ ¯®ª°»¢ ¥² ¢±¾ £°³¯¯³ SO(3). �® «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¤®±² ²®·®¤«¨»¥ ²° ¥ª²®°¨¨, ±«¥¤³¾¹¨¥ «¾¡®© ¨§ ¤¢³µ ±²° ²¥£¨©, ¥®¯²¨¬ «¼»:½²¨ ¤¢  ¬®¦¥±²¢  ¢ SO(3) ¯¥°¥±¥ª ¾²±¿. �®«¥¥ ²®£®, ª ¦¤ ¿ ¨§ ±²° ²¥-£¨© ¯¥°¥±¥ª ¥²±¿ ± ¬  ± ±®¡®©. �«¿ ²®£®, ·²®¡» ®¯°¥¤¥«¨²¼ ®¯²¨¬ «¼³¾²° ¥ª²®°¨¾ ¤«¿ ª ¦¤®© ²®·ª¨ ¢ SO(3), ¥®¡µ®¤¨¬® ¨±±«¥¤®¢ ²¼ ¢§ ¨¬®¤¥©-±²¢¨¥ ¤¢³µ ±²° ²¥£¨© ¨ ¯¥°¥±¥·¥¨¥ ²° ¥ª²®°¨©, ±«¥¤³¾¹¨µ ®¤®© ¨ ²®© ¦¥±²° ²¥£¨¨. �²  ¨²¥°¥± ¿ § ¤ ·  ®±² ¥²±¿ ®²ª°»²®©.�²¬¥²¨¬, ·²® ±²°³ª²³°  ®¯²¨¬ «¼»µ ²° ¥ª²®°¨© ¢ ½²®© «¥¢®¨¢ °¨- ²®© § ¤ ·¥ ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿   SO(3) ¯®µ®¦    ±²°³ª²³°³ ®¯²¨¬ «¼»µ²° ¥ª²®°¨© ¤«¿ ¬ ¸¨» �³¡¨±  (° §¤¥« 13.5). �²® ±µ®¤±²¢® ¥±«³· ©®:§ ¤ ·³ ® ¬ ¸¨¥ �³¡¨±  ¬®¦® ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ª ª «¥¢®¨¢ °¨ ²³¾§ ¤ ·³ ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿   £°³¯¯¥ ¨§®¬¥²°¨© ¯«®±ª®±²¨.



298 ����� 19. ������ �� ���������� ������� ��



�« ¢  20�±«®¢¨¿ ®¯²¨¬ «¼®±²¨¢²®°®£® ¯®°¿¤ª 20.1 �¥±±¨ � ½²®© £« ¢¥ ¬» ¯®«³·¨¬ ¥®¡µ®¤¨¬»¥ ³±«®¢¨¿ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ¢²®°®£® ¯®-°¿¤ª  ¤«¿ § ¤ · ³¯° ¢«¥¨¿. � ª ¨§¢¥±²®, £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ¨±±«¥¤®¢ ¨¥ ®¯-²¨¬ «¼®±²¨ ±¢®¤¨²±¿ ª ¨§³·¥¨¾ £° ¨¶» ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ (±¬.° §¤¥« 10.2). � ±±¬®²°¨¬ ³¯° ¢«¿¥¬³¾ ±¨±²¥¬³_q = fu(q); q 2M; u 2 U = intU � Rm ; (20.1)£¤¥ ¯°®±²° ±²¢® ±®±²®¿¨© M ¥±²¼, ª ª ®¡»·®, £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥,  ¯°®±²° ±²¢® ³¯° ¢«¿¾¹¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢ U ®²ª°»²® (¯® ±³¹¥±²¢³, ½²® ®§ -· ¥², ·²® ¬» ¨§³· ¥¬ ®¯²¨¬ «¼»¥ ³¯° ¢«¥¨¿, ¥ ¢»µ®¤¿¹¨¥   £° ¨-¶³ U , µ®²¿   «®£¨·³¾ ²¥®°¨¾ ¤«¿ °¥«¥©»µ ³¯° ¢«¥¨© ² ª¦¥ ¬®¦®¯®±²°®¨²¼). �®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ Aq0(t1) ±¨±²¥¬» (20:1) ¥±²¼ ®¡° §®²®¡° ¦¥¨¿ ¢ ª®¥¶Ft1 : u(�) 7! q0� �!exp Z t10 fu(t) dt:�° ¥ª²®°¨¿ q(t), t 2 [0; t1],  §»¢ ¥²±¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ®¯²¨¬ «¼®© ¤«¿ ±¨±-²¥¬» (20:1), ¥±«¨ ¢ ®  ¯®¯ ¤ ¥²   £° ¨¶³ ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ¢¬®¬¥² t1: q(t1) 2 @Aq0(t1):�¥®¡µ®¤¨¬»¥ ³±«®¢¨¿ ¤«¿ ½²®£® ¢ª«¾·¥¨¿ ¤ ¾²±¿ ¯°¨¶¨¯®¬ ¬ ª±¨¬³¬ �®²°¿£¨ . � ±²¼ ³²¢¥°¦¤¥¨© ��� ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ³±«®¢¨¿®¯²¨¬ «¼®±²¨ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª  (¬» ³¢¨¤¨¬ ½²® ¯®§¦¥). �¥©· ± ¦¥ ¬» µ®-²¨¬  ©²¨ ³±«®¢¨¿ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª .� ±±¬®²°¨¬ § ¤ ·³ ¢ ®¡¹¥© ¯®±² ®¢ª¥. �³±²¼F : U !M299



300 ����� 20. ������� ������������� ������� �������¥±²¼ £« ¤ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥, £¤¥ U | ®²ª°»²®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¡  µ®¢  ¯°®-±²° ±²¢ ,   M | £« ¤ª®¥ n-¬¥°®¥ ¬®£®®¡° §¨¥ (®¡»·® ³  ± U ¡³¤¥²¯°®±²° ±²¢®¬ ¤®¯³±²¨¬»µ ³¯° ¢«¥¨© L1([0; t1]; U),   F = Ft1 | ®²®¡° -¦¥¨¥¬ ¢ ª®¥¶ ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬»). �¥°¢»© ¤¨´´¥°¥¶¨ «DuF : Tu U ! TF (u)Mª®°°¥ª²® ®¯°¥¤¥«¥ ¥§ ¢¨±¨¬® ®² ª®®°¤¨ ². �«¿ ¢²®°®£® ¤¨´´¥°¥¶¨ « ½²® ¥ ² ª. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ° ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©, ª®£¤  u ¥±²¼ °¥£³«¿° ¿²®·ª  F , ²® ¥±²¼ ¤¨´´¥°¥¶¨ « DuF ±¾°º¥ª²¨¢¥. �® ²¥®°¥¬¥ ® ¥¿¢®©´³ª¶¨¨, ®²®¡° ¦¥¨¥ F ±² ®¢¨²±¿ «¨¥©»¬ ¢ ¯®¤µ®¤¿¹¨µ ª®®°¤¨ ² µ¢ U ¨ M , ¯®½²®¬³ ¨¢ °¨ ²® ®¯°¥¤¥«¥®£® ¢²®°®£® ¤¨´´¥°¥¶¨ «  ¥².� ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ ª®°°¥ª²® ®¯°¥¤¥«¥®© ¥§ ¢¨±¨¬® ®² ª®®°¤¨ ² ¿¢«¿¥²±¿²®«¼ª® ¥ª®²®° ¿ · ±²¼ ¢²®°®£® ¤¨´´¥°¥¶¨ « .�¨´´¥°¥¶¨ « £« ¤ª®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ F : U ! M ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ±¯®¬®¹¼¾ ¯°®¨§¢®¤®© ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª DuF v = dd " ����"=0 F ('(")) (20.2)¢¤®«¼ ª°¨¢®© ' : (�"0; "0)! U ±  · «¼»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨'(0) = u 2 U ; _'(0) = v 2 Tu U :� «®ª «¼»µ ª®®°¤¨ ² µ ½²  ¯°®¨§¢®¤ ¿ ¢»·¨±«¿¥²±¿ ª ªdFdu _'; _' = _'(0):� ¤°³£¨µ ª®®°¤¨ ² µ ~q   M ¯°®¨§¢®¤ ¿ (20:2) ¢»·¨±«¿¥²±¿ ª ªd eFdu _' = d ~qd q dFd u _':�®®°¤¨ ²®¥ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¥ ¯¥°¢®© ¯°®¨§¢®¤®© (20:2) ¯°¥®¡° §³¥²±¿ ¯°¨§ ¬¥ µ ª®®°¤¨ ² ª ª ª ± ²¥«¼»© ¢¥ª²®° ªM | ®® ³¬®¦ ¥²±¿   ¬ ²-°¨¶³ �ª®¡¨ d ~qd q .�²®° ¿ ¯°®¨§¢®¤ ¿d2d "2 ����"=0 F ('(")); (20.3)'(0) = u 2 U ; _'(0) = v 2 Tu U ;¢»·¨±«¿¥²±¿ ª ª d2 Fdu2 ( _'; _') + dFdu �':



20.1. ������� 301�° ¢¨«® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ¢²®°®© ¯°®¨§¢®¤®© ¯®  ¯° ¢«¥¨¾ ¯°¨ § ¬¥ µª®®°¤¨ ² ¨¬¥¥² ¢¨¤:d2 eFdu2 ( _'; _') + d eFdu �' = d ~qd q �d2 Fdu2 ( _'; _') + dFdu �'�+ d2 ~qd q2 �dFdu _'; dFd u _'� : (20.4)�²®° ¿ ¯°®¨§¢®¤ ¿ (20:3) ¯°¥®¡° §³¥²±¿ ª ª ª ± ²¥«¼»© ¢¥ª²®° ¢ TF (u)M ,²®«¼ª® ¥±«¨ _' = v 2 KerDuF , ².¥. ¥±«¨ ±« £ ¥¬®¥ (20:4) ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ³«¼.�®«¥¥ ²®£®, ®  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ § ·¥¨¿¬¨ u ¨ v ²®«¼ª® ¯® ¬®¤³«¾ ¯®¤¯°®-±²° ±²¢  ImDuF , ¯®°®¦¤¥®£® ±« £ ¥¬»¬ dFdu �'.�®½²®¬³ ¨¢ °¨ ²® ®¯°¥¤¥«¥»¬ ¿¢«¿¥²±¿ ª¢ ¤° ²¨·®¥ ®²®¡° ¦¥-¨¥ KerDuF ! TF (u)M= ImDuF;v 7! d2d "2 ����"=0 F ('(")) mod ImDuF: (20.5)�®±«¥ ½²®£® ¯°¥¤¢ °¨²¥«¼®£® ®¡±³¦¤¥¨¿, ¯¥°¥©¤¥¬ ª ´®°¬ «¼»¬ ®¯°¥-¤¥«¥¨¿¬.�¥±±¨  £« ¤ª®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ F : U ! M ¢ ²®·ª¥ u 2 U ¥±²¼ ¡¨«¨¥©-®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥Hessu F : KerDuF �KerDuF ! CokerDuF = TF (u)M= ImDuF: (20.6)� · ±²®±²¨, ¢ °¥£³«¿°®© ²®·ª¥ CokerDuF = 0, ¯®½²®¬³ Hessu F = 0.�¥±±¨  ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �³±²¼v; w 2 KerDuF¨ � 2 (ImDuF )? � T �F (u)M:�²®¡» ®¯°¥¤¥«¨²¼ § ·¥¨¥ �Hessu F (v; w);¢®§¼¬¥¬ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿V; W 2 Vec U ; V (u) = v; W (u) = w;¨ ´³ª¶¨¾ a 2 C1(M); dF (u)a = �:�®£¤  �Hessu F (v; w) def= V �W (a � F )ju : (20.7)



302 ����� 20. ������� ������������� ������� ��������®ª ¦¥¬, ·²® ¯° ¢ ¿ · ±²¼ ¥ § ¢¨±¨² ®² ¢»¡®°  V , W ¨ a. �¥°¢ ¿ ¯°®-¨§¢®¤ ¿ �¨ ¥±²¼ W (a � F ) = hdF (�)a; F�W (�)i;¨ ¢²®° ¿ ¯°®¨§¢®¤ ¿ �¨ V �W (a � F )ju ¥ § ¢¨±¨² ®² ¢²®°»µ ¯°®¨§¢®¤-»µ a, ² ª ª ª F�W (u) = 0. �®«¥¥ ²®£®, ®·¥¢¨¤®, ·²® ¢²®° ¿ ¯°®¨§¢®¤ ¿�¨ § ¢¨±¨² ²®«¼ª® ®² § ·¥¨¿ V ¢ u, ® ¥ ®² ¯°®¨§¢®¤»µ V ¢ u. �²®¡»¤®ª § ²¼ ²® ¦¥ ± ¬®¥ ¤«¿ ¯®«¿ W , ¯®ª ¦¥¬, ·²® ¯° ¢ ¿ · ±²¼ ®¯°¥¤¥«¥¨¿£¥±±¨   ±¨¬¬¥²°¨·  ¯® V ¨ W :(W � V (a � F )� V �W (a � F ))ju = [W;V ] (a � F )ju = dF (u)a| {z }=� �DuF [W;V ](u)= 0;² ª ª ª � ? ImDuF . �» ¯®ª § «¨, ·²® ®²®¡° ¦¥¨¥ Hessu F , § ¤ ®¥ ° -¢¥±²¢®¬ (20:7), ®¯°¥¤¥«¥® ¥§ ¢¨±¨¬® ®² ¢»¡®°  ª®®°¤¨ ², ª ª ½²® ³ª -§ ® ¢ (20:6).�¯° ¦¥¨¥ 20.1. �®ª ¦¨²¥, ·²® ª¢ ¤° ²¨·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ (20:5), ®¯°¥-¤¥«¥®¥ ± ¯®¬®¹¼¾ ¢²®°®© ¯°®¨§¢®¤®© ¯®  ¯° ¢«¥¨¾, ±®¢¯ ¤ ¥² ±Hessu F (v; v).�±«¨ ° §°¥¸¨²¼ ²®«¼ª® «¨¥©»¥ § ¬¥» ¯¥°¥¬¥»µ ¢ U , ¢®§¬®¦®®¯°¥¤¥«¨²¼ ¯®«»© ¢²®°®© ¤¨´´¥°¥¶¨ «D2uF : KerDuF �KerDuF ! TF (u)M² ª ¦¥, ª ª £¥±±¨  (20:7), ® ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼®£® ª®¢¥ª²®° :� 2 T �F (u)M;¨ ¯®±²®¿»µ ¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©:V � v; W � w:�¥±±¨  ¥±²¼ · ±²¼ ¢²®°®£® ¤¨´´¥°¥¶¨ « , ¥ § ¢¨±¿¹ ¿ ®² ¢»¡®°  «¨¥©-®© ±²°³ª²³°» ¢ ¯°®®¡° §¥.�¯° ¦¥¨¥ 20.2. �»·¨±«¨²¥ £¥±±¨  ®£° ¨·¥¨¿ F jf�1(0) £« ¤ª®£® ®²®-¡° ¦¥¨¿ F   ¯®¢¥°µ®±²¼ ³°®¢¿ £« ¤ª®© ´³ª¶¨¨ f . � ±±¬®²°¨²¥ ®£° -¨·¥¨¥ £« ¤ª®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ F : U ! M   £« ¤ª³¾ £¨¯¥°¯®¢¥°µ®±²¼S = f�1(0), f : U ! R, df 6= 0, ¨ ¯³±²¼ u 2 S | °¥£³«¿° ¿ ²®·ª  F .�®ª ¦¨²¥, ·²® £¥±±¨  ®²®¡° ¦¥¨¿ ¢»·¨±«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:�Hessu (F jS) = �D2uF � d2uf; � ? ImDu F jS ; � 2 T �F (u)M n f0g;£¤¥ ª®¢¥ª²®° � ®°¬ «¨§®¢  ² ª, ·²®�DuF = duf:



20.2. ��������� ���������� ����������� 30320.2 �®ª «¼ ¿ ®²ª°»²®±²¼ ®²®¡° ¦¥¨©�²®¡° ¦¥¨¥ F : U ! M  §»¢ ¥²±¿ «®ª «¼® ®²ª°»²»¬ ¢ ²®·ª¥ u 2 U ,¥±«¨ F (u) 2 intF (Ou)¤«¿ «¾¡®© ®ª°¥±²®±²¨ Ou � U of u. � ¯°®²¨¢®¬ ±«³· ¥, ².¥. ª®£¤ F (u) 2 @F (Ou)¤«¿ ¥ª®²®°®© ®ª°¥±²®±²¨ Ou, ²®·ª  u  §»¢ ¥²±¿ «®ª «¼® £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨®¯²¨¬ «¼®© ¤«¿ F .�®·ª  u 2 U  §»¢ ¥²±¿ «®ª «¼® ª®¥·®¬¥°® ®¯²¨¬ «¼®© ¤«¿ ®²®-¡° ¦¥¨¿ F , ¥±«¨ ¤«¿ «¾¡®£® £« ¤ª®£® ª®¥·®¬¥°®£® ¯®¤¬®£®®¡° §¨¿S � U , u 2 S, ²®·ª  u «®ª «¼® £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ®¯²¨¬ «¼  ¤«¿ ®£° ¨·¥-¨¿ F jS .20.2.1 �°¨²¨·¥±ª¨¥ ²®·ª¨ ª®° £  ®¤¨�®° £ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨ u £« ¤ª®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ F ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ° ¢¥ª®° £³ ¤¨´´¥°¥¶¨ «  DuF :corankDuF = codim ImDuF:� ¤ «¼¥©¸¥¬ ¬» ¡³¤¥¬ · ±²® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª°¨²¨·¥±ª¨¥ ²®·ª¨ ª®° £ ®¤¨. � ½²®¬ ±«³· ¥ ¬®¦¨²¥«¼ � £° ¦ � 2 (ImDuF )?; � 6= 0;®¯°¥¤¥«¥ ®¤®§ ·® ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¥³«¥¢®£® ¬®¦¨²¥«¿ ¨ ®²®¡° ¦¥¨¥�Hessu F : KerDuF �KerDuF ! R¥±²¼ ¯°®±²® ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  (¢ ±«³· ¥ corankDuF > 1 ¯°¨µ®¤¨²±¿ ° ±-±¬ ²°¨¢ ²¼ ±¥¬¥©±²¢® ª¢ ¤° ²¨·»µ ´®°¬).�´®°¬³«¨°³¥¬ ³±«®¢¨¿ «®ª «¼®© ®²ª°»²®±²¨ ®²®¡° ¦¥¨¿ F ¢ ª°¨²¨-·¥±ª®© ²®·ª¥ u ª®° £  ®¤¨ ¢ ²¥°¬¨ µ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» �Hessu F .�¥®°¥¬  20.1. �³±²¼ F : U ! M ¥±²¼ ¥¯°¥°»¢®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥, ¨¬¥-¾¹¥¥ £« ¤ª¨¥ ®£° ¨·¥¨¿   ª®¥·®¬¥°»¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¿ ¢ U . �³±²¼u 2 U | ª°¨²¨·¥±ª ¿ ²®·ª  F ª®° £  ®¤¨, ¨ ¯³±²¼ � 2 (ImDuF )?,� 6= 0.(1) �±«¨ ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  �Hessu F § ª®¯¥°¥¬¥ , ²® F «®ª «¼®®²ª°»²® ¢ u.(2) �±«¨ ´®°¬  �Hessu F ®²°¨¶ ²¥«¼  (¨«¨ ¯®«®¦¨²¥«¼ ), ²® ²®·ª  u«®ª «¼® ª®¥·®¬¥°® ®¯²¨¬ «¼  ¤«¿ F .



304 ����� 20. ������� ������������� ������� �������� ¬¥· ¨¥. �¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  «®ª «¼® ®²ª°»²  ¢ ³«¥ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª®²®£¤ , ª®£¤  ®  § ª®¯¥°¥¬¥ .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �²¢¥°¦¤¥¨¿ ²¥®°¥¬» «®ª «¼», ¯®½²®¬³ ¢»¡¥°¥¬ «®-ª «¼»¥ ª®®°¤¨ ²» ¢ U ¨ M , ¶¥²°¨°®¢ »¥ ±®®²¢¥²±²¢¥® ¢ u ¨ F (u),¨ ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® U | ¡  µ®¢® ¯°®±²° ±²¢®,   M = Rn .(1) � ±±¬®²°¨¬ ° §«®¦¥¨¥ ¢ ¯°¿¬³¾ ±³¬¬³ ¢ ¯°®®¡° §¥:Tu U = E �KerDuF; dimE = n� 1; (20.8)¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ° §«®¦¥¨¥ ¢ ®¡° §¥:TF (u)M = ImDuF � V; dimV = 1: (20.9)�¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  �Hessu F § ª®¯¥°¥¬¥ , ².¥. ®  ¯°¨¨¬ ¥² § -·¥¨¿ ®¡®¨µ § ª®¢   KerDuF . �®½²®¬³ ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ² ª¨¥ ¢¥ª²®°»v; w 2 KerDuF;·²® �F 00u (v; v) = 0; �F 00u (v; w) 6= 0;¬» ®¡®§ · ¥¬ ·¥°¥§ F 0, F 00 ¯°®¨§¢®¤»¥ ¢¥ª²®°-´³ª¶¨¨ F ¢ «®ª «¼»µª®®°¤¨ ² µ. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼ ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  Q = �F 00u ¯°¨¨-¬ ¥² § ·¥¨¿ ¯°®²¨¢®¯®«®¦»µ § ª®¢   ¥ª®²®°»µ v0; w 2 KerDuF . �±¨«³ ¥¯°¥°»¢®±²¨ Q, ±³¹¥±²¢³¥² ¥³«¥¢®© ¢¥ª²®° v 2 span(v0; w),  ª®²®°®¬ Q(v; v) = 0. �®«¥¥ ²®£®, «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® Q(v; w) 6= 0.� ª ª ª ¯¥°¢»© ¤¨´´¥°¥¶¨ « § ¤ ¥² ¨§®¬®°´¨§¬DuF = F 0u : E ! ImDuF = �?;±³¹¥±²¢³¥² ² ª®© ¢¥ª²®° x0 2 E, ·²®F 0ux0 = �12F 00u (v; v):�¢¥¤¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ±¥¬¥©±²¢® ®²®¡° ¦¥¨©:�" : E � R !M; " 2 R;�"(x; y) = F ("2v + "3yw + "4x0 + "5x); x 2 E; y 2 R;§ ¬¥²¨¬, ·²® Im�" � ImF¤«¿ ¬ «»µ ". �®½²®¬³ ¤®±² ²®·® ¤®ª § ²¼ ®²ª°»²®±²¼ �". �§ ´®°¬³«»�¥©«®°  �"(x; y) = "5(F 0ux+ yF 00u (v; w)) +O("6); "! 0;±«¥¤³¥², ·²® ±¥¬¥©±²¢® 1"5�" £« ¤ª® ¯® ¯ ° ¬¥²°³ " ¢ ²®·ª¥ " = 0. �°¨ " = 0½²® ±¥¬¥©±²¢® § ¤ ¥² ±¾°º¥ª²¨¢®¥ «¨¥©®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥. �® ²¥®°¥¬¥ ®



20.2. ��������� ���������� ����������� 305¥¿¢®© ´³ª¶¨¨, ®²®¡° ¦¥¨¿ 1"5�" ±³²¼ ±³¡¬¥°±¨¨, ¯®²®¬³ ®¨ «®ª «¼®®²ª°»²» ¯°¨ ¬ «»µ " > 0. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ®²®¡° ¦¥¨¥ F ² ª¦¥ «®ª «¼®®²ª°»²® ¢ ²®·ª¥ u.(2) �®§¼¬¥¬ «¾¡®¥ £« ¤ª®¥ ª®¥·®¬¥°®¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥ S � U , u 2S. � ª ¦¥ ª ª ¢ (20:8), (20:9), ° ±±¬®²°¨¬ ° §«®¦¥¨¿ ¢ ¯°®®¡° §¥:S �= TuS = L�KerDu F jS ;¨ ¢ ®¡° §¥e: M �= TF (u)M = ImDu F jS �W;dimW = k = corankDu F jS > 1:� ª ª ª ¤¨´´¥°¥¶¨ « DuF : E ! ImDuF § ¤ ¥² ¨§®¬®°´¨§¬, ¯® ²¥®°¥¬¥® ¥¿¢®© ´³ª¶¨¨ ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ² ª¨¥ ª®®°¤¨ ²» (x; y) ¢ S ¨ ª®®°¤¨- ²» ¢ M , ·²® ®²®¡° ¦¥¨¥ F ¯°¨¨¬ ¥² ´®°¬³F (x; y) = � x'(x; y) � ; x 2 L; y 2 KerDu F jS :� «¥¥, ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ² ª¨¥ ª®®°¤¨ ²» ' = ('1; : : : ; 'k) ¢ W , ·²®�F (x; y) = '1(x; y):�»¯¨¸¥¬ ³±«®¢¨¿ ¤ ®© ²¥®°¥¬» ¢ ½²¨µ ª®®°¤¨ ² µ. � ª ª ª ImDu F jS\W = f0g, ¯®«³· ¥¬ D(0;0)'1 = 0:� «¥¥, ³±«®¢¨¥ ®²°¨¶ ²¥«¼®±²¨ ´®°¬» �Hessu F § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ª@2 '1@ y2 ����(0;0) < 0:�®£¤  ´³ª¶¨¿ '1(0; y) < 0 ¯°¨ ¬ «»µ y.�®½²®¬³ ®²®¡° ¦¥¨¥ F jS ¥ ¿¢«¿¥²±¿ «®ª «¼® ®²ª°»²»¬ ¢ ²®·ª¥ u.�¯° ¢¥¤«¨¢® ±«¥¤³¾¹¥¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¥, £®° §¤® ¡®«¥¥ ±¨«¼®¥, ·¥¬ ¯°¥-¤»¤³¹¥¥.�¥®°¥¬  20.2 (�¡®¡¹¥ ¿ «¥¬¬  �®°± ). �³±²¼ u 2 U ¥±²¼ ² ª ¿ª°¨²¨·¥±ª ¿ ²®·ª  ª®° £  ®¤¨ £« ¤ª®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ F : U ! M , ·²®ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  Hessu F ¥¢»°®¦¤¥ . �®£¤  ±³¹¥±²¢³¾² «®ª «¼»¥ª®®°¤¨ ²» ¢ U ¨ M , ¢ ª®²®°»µ F ¨¬¥¥² ²®«¼ª® ·«¥» ¯¥°¢®£® ¨ ¢²®°®£®¯®°¿¤ª®¢: F (x; v) = DuF x+ 12 Hessu F (v; v);(x; v) 2 U �= E �KerDuF:�» ¥ ¤®ª §»¢ ¥¬ ½²³ ²¥®°¥¬³, ² ª ª ª ¥ ¡³¤¥¬ ¥¥ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¢¤ «¼¥©¸¥¬.



306 ����� 20. ������� ������������� ������� �������20.2.2 �°¨²¨·¥±ª¨¥ ²®·ª¨ ¯°®¨§¢®«¼®£® ª®° £ �¥®¡µ®¤¨¬®¥ ³±«®¢¨¥ «®ª «¼®© ®²ª°»²®±²¨ ¯³ª²  (1) ²¥®°¥¬» 20.1 ®¡®¡-¹ ¥²±¿ ¤«¿ ª°¨²¨·¥±ª¨µ ²®·¥ª ¯°®¨§¢®«¼®£® ª®° £ .� ¯®¬¨¬, ·²® ¯®«®¦¨²¥«¼»¬ (®²°¨¶ ²¥«¼»¬) ¨¤¥ª±®¬ ª¢ ¤° ²¨·-®© ´®°¬» Q  §»¢ ¥²±¿ ¬ ª±¨¬ «¼ ¿ ° §¬¥°®±²¼ ¯®«®¦¨²¥«¼®£® (®²-°¨¶ ²¥«¼®£®) ¯®¤¯°®±²° ±²¢  ´®°¬» Q:ind+Q = maxndimL j QjLnf0g > 0o ;ind�Q = maxndimL j QjLnf0g < 0o :�¥®°¥¬  20.3. �³±²¼ F : U ! M ¥±²¼ ¥¯°¥°»¢®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥, ¨¬¥¾-¹¥¥ £« ¤ª¨¥ ®£° ¨·¥¨¿   ª®¥·®¬¥°»¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¿. �³±²¼ u 2 U| ª°¨²¨·¥±ª ¿ ²®·ª  F ª®° £  m. �±«¨ind� �Hessu F > m 8 � ? ImDuF; � 6= 0;²® ®²®¡° ¦¥¨¥ F «®ª «¼® ®²ª°»²® ¢ ²®·ª¥ u.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �²¢¥°¦¤¥¨¥ ²¥®°¥¬» «®ª «¼®, ¯®½²®¬³ ¬®¦® ¢»¡° ²¼ª®®°¤¨ ²» ¨ ±·¨² ²¼, ·²® U | ¡  µ®¢® ¯°®±²° ±²¢®, u = 0, M = Rn ¨F (0) = 0.�®«¥¥ ²®£®, ¬®¦® ±·¨² ²¼, ·²® ¯°®±²° ±²¢® U ª®¥·®¬¥°®, ±¥©· ±¬» ¤®ª ¦¥¬ ½²®. �«¿ «¾¡®£® � ? ImDuF , � 6= 0, ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ ¯®¤¯°®-±²° ±²¢® E� � U ; dimE� = m;·²® �Hessu F jE�nf0g < 0:�³¤¥¬ ¡° ²¼ �   ¥¤¨¨·®© ±´¥°¥Sm�1 = n� 2 (ImDuF )? j j�j = 1o :�«¿ «¾¡®£® � 2 Sm�1 ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ®ª°¥±²®±²¼ O� � Sm�1, � 2 O�,·²® E�0 = E� ¤«¿ «¾¡»µ �0 2 O�, ½²® «¥£ª® ±«¥¤³¥² ¨§ ¥¯°¥°»¢®±²¨´®°¬» �0 Hessu F   ¥¤¨¨·®© ±´¥°¥ ¢ E�. �»¡¥°¥¬ ª®¥·®¥ ¯®ª°»²¨¥:Sm�1 = N[i=1O�i :�®£¤  ®£° ¨·¥¨¥ F   ª®¥·®¬¥°®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® PNi=1 E�i ³¤®¢«¥-²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ ¤ ®© ²¥®°¥¬». �®½²®¬³ ¬®¦® ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® Uª®¥·®¬¥°®. �® ²®£¤  ²¥®°¥¬  ±«¥¤³¥² ¨§ ¯°¨¢¥¤¥»µ ¤ «¥¥ «¥¬¬ 20.1¨ 20.2.



20.2. ��������� ���������� ����������� 307�¥¬¬  20.1. �³±²¼ F : RN ! Rn ¥±²¼ £« ¤ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥, ¨ ¯³±²¼F (0) = 0. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ª¢ ¤° ²¨·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥Q = Hess0 F : KerD0F ! CokerD0F¨¬¥¥² °¥£³«¿°»© ³«¼:9 v 2 KerD0F ².·. Q(v) = 0; DvQ ±¾°º¥ª²¨¢®:�®£¤  ®²®¡° ¦¥¨¥ F ¨¬¥¥² °¥£³«¿°»¥ ³«¨ ±ª®«¼ ³£®¤® ¡«¨§ª® ª  · «³ª®®°¤¨ ² ¢ RN .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �«¥£ª  ¬®¤¨´¨¶¨°³¥¬ ° ±±³¦¤¥¨¥, ¨±¯®«¼§®¢ ®¥ ¯°¨¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ¯³ª²  (1) ²¥®°¥¬» 20.1. � §«®¦¨¬ ¯°®®¡° § ¯¥°¢®£® ¤¨´-´¥°¥¶¨ « : RN = E �KerD0F; dimE = n�m;²®£¤  ®£° ¨·¥¨¥ D0F : E ! ImD0F¢§ ¨¬® ®¤®§ ·®. � ¢¥±²¢® Q(v) = Hess0 F (v) = 0 ®§ · ¥², ·²®F 000 (v; v) 2 ImD0F:�®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ x0 2 E, ·²®F 00x0 = �12F 000 (v; v):�¯°¥¤¥«¨¬ ±¥¬¥©±²¢® ®²®¡° ¦¥¨©�"(x; y) = F ("2v + "3y + "4x0 + "5x); x 2 E; y 2 KerD0F:�¥°¢»¥ ·¥²»°¥ ¯°®¨§¢®¤»¥ �" ®¡° ¹ ¾²±¿ ¢ ³«¼ ¯°¨ " = 0, ¯®½²®¬³¯®«³· ¥¬ ²¥©«®°®¢±ª®¥ ° §«®¦¥¨¥1"5�"(x; y) = F 00x+ F 000 (v; y) +O("); "! 0:� ²¥¬ ° ±±³¦¤ ¥¬ ² ª ¦¥, ª ª ¢ ²¥®°¥¬¥ 20.1. �¥¬¥©±²¢® 1"5�" £« ¤ª® ¨«¨¥©® ±¾°º¥ª²¨¢® ¯°¨ " = 0. �® ²¥®°¥¬¥ ® ¥¿¢®© ´³ª¶¨¨, ®²®¡° -¦¥¨¿ 1"5�" ±³²¼ ±³¡¬¥°±¨¨ ¯°¨ ¬ «»µ " > 0, ¯®½²®¬³ ®¨ ¨¬¥¾² °¥£³-«¿°»¥ ³«¨ ¢ «¾¡®© ®ª°¥±²®±²¨  · «  ª®®°¤¨ ² ¢ RN . �«¥¤®¢ ²¥«¼®,®²®¡° ¦¥¨¥ F ² ª¦¥ ¨¬¥¥² °¥£³«¿°»¥ ³«¨ ±ª®«¼ ³£®¤® ¡«¨§ª® ª  · «³ª®®°¤¨ ² ¢ RN .�¥¬¬  20.2. �³±²¼ Q : RN ! Rm ¥±²¼ ² ª®¥ ª¢ ¤° ²¨·®¥ ®²®¡° ¦¥-¨¥, ·²® ind� �Q > m 8 � 2 Rm� ; � 6= 0:�®£¤  ®²®¡° ¦¥¨¥ Q ¨¬¥¥² °¥£³«¿°»© ³«¼.



308 ����� 20. ������� ������������� ������� ��������®ª § ²¥«¼±²¢®. �®¦® ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ³ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» Q ¥²¿¤° : Q(v; �) 6= 0 8 v 6= 0: (20.10)�±«¨ ½²® ¥ ² ª, ¯°®´ ª²®°¨§³¥¬ ¯® ¿¤°³ Q. � ª ª ª DvQ = 2Q(v; �), ³±«®-¢¨¥ (20:10) ®§ · ¥², ·²® DvQ 6= 0 ¯°¨ v 6= 0.�¥¯¥°¼ ¤®ª ¦¥¬ «¥¬¬³ ¨¤³ª¶¨¥© ¯® m.� ±«³· ¥ m = 1 ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ®·¥¢¨¤®: § ª®¯¥°¥¬¥ ¿ ª¢ ¤° ²¨· ¿´®°¬  ¨¬¥¥² °¥£³«¿°»© ³«¼.� £ ¨¤³ª¶¨¨: ¤®ª ¦¥¬ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ «¥¬¬» ¤«¿ ¯°®¨§¢®«¼®£® m > 1¢ ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¨, ·²® ®  ¤®ª §   ¤«¿ ¢±¥µ § ·¥¨© ¬¥¼¸¥ m.(1) �°¥¤¯®«®¦¨¬ ± · « , ·²® Q�1(0) 6= f0g. �®§¼¬¥¬ ² ª®¥ v 6= 0, ·²®Q(v) = 0. �±«¨ v | °¥£³«¿° ¿ ²®·ª  Q, ²® ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ¤ ®© «¥¬¬»¤®ª § ®. �®½²®¬³ ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® v | ª°¨²¨·¥±ª ¿ ²®·ª  Q. � ª ª ªDvQ 6= 0, ¨¬¥¥¬ rankDvQ = k; 0 < k < m:� ±±¬®²°¨¬ £¥±±¨  ®²®¡° ¦¥¨¿ Q:Hessv Q : KerDvQ! Rm�k :�²®°®© ¤¨´´¥°¥¶¨ « ª¢ ¤° ²¨·®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ ° ¢¥ ³¤¢®¥®¬³ ½²®¬³®²®¡° ¦¥¨¾, ¯®½²®¬³ �Hessv Q = 2 �QjKerDvQ :� «¥¥, ² ª ª ª ind� �Q > m ¨ codimKerDvQ = k, ¯®«³· ¥¬ind� �Hessv Q = ind� �QjKerDvQ > m� k:�® ¯°¥¤¯®«®¦¥¨¾ ¨¤³ª¶¨¨, ª¢ ¤° ²¨·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ Hessv Q ¨¬¥¥² °¥-£³«¿°»© ³«¼. �°¨¬¥¿¿ «¥¬¬³ 20.1 ª ®²®¡° ¦¥¨¾ Q, § ª«¾· ¥¬, ·²® Q² ª¦¥ ¨¬¥¥² °¥£³«¿°»© ³«¼. �²¢¥°¦¤¥¨¥ ¤ ®© «¥¬¬» ¢ ±«³· ¥ (1)¤®ª § ®.(2) �¥¯¥°¼ ° ±±¬®²°¨¬ ¢²®°®© ±«³· ©: Q�1(0) = f0g.(2.a) �·¥¢¨¤®, ·²® ImQ ¥±²¼ § ¬ª³²»© ª®³±.(2.b) �®«¥¥ ²®£®, ¬®¦® ±·¨² ²¼, ·²® ImQ n f0g ®²ª°»². �¥©±²¢¨²¥«¼®,¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ±³¹¥±²¢³¥²x = Q(v) 2 @ ImQ; x 6= 0:�®£¤  v | ª°¨²¨·¥±ª ¿ ²®·ª  Q, ¨ ²®·® ² ª ¦¥, ª ª ¢ ±«³· ¥ (1), ¨§ ¯°¥¤-¯®«®¦¥¨¿ ¨¤³ª¶¨¨ ¤«¿ Hessv Q ±«¥¤³¥², ·²® Hessv Q ¨¬¥¥² °¥£³«¿°»©³«¼. �® «¥¬¬¥ 20.1, Q «®ª «¼® ®²ª°»²® ¢ ²®·ª¥ v ¨ Q(v) 2 int ImQ. �®½-²®¬³ ¡³¤¥¬ ¤ «¥¥ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ¬®¦¥±²¢® ImQ n f0g ®²ª°»²®. �¬¥±²¥± ¯³ª²®¬ (a) ½²® ®§ · ¥², ·²® Q ±¾°º¥ª²¨¢®.



20.2. ��������� ���������� ����������� 309(2.c) �®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ½²® ±¢®©±²¢® ¯°¨¢®¤¨² ª ¯°®²¨¢®°¥·¨¾, ·²®¨ ¤®ª ¦¥² ¤ ³¾ «¥¬¬³.�« ¤ª®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥QjQj : SN�1 ! Sm�1; v 7! Q(v)jQ(v)j ; v 2 SN�1;±¾°º¥ª²¨¢®. �® ²¥®°¥¬¥ � °¤ , ®® ¨¬¥¥² °¥£³«¿°®¥ § ·¥¨¥. �³±²¼ x 2Sm�1 ¥±²¼ °¥£³«¿°®¥ § ·¥¨¥ ®²®¡° ¦¥¨¿ Q=jQj.� «¥¥ ° ±±³¦¤ ¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. � ©¤¥¬  ¨¬¥¼¸¥¥ a > 0, ¤«¿ª®²®°®£® Q(v) = ax; v 2 SN�1;¨ ¯°¨¬¥¨¬ ³±«®¢¨¿ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ª ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¬³ °¥¸¥¨¾ v0, ·²®-¡» ¯®ª § ²¼, ·²® ind� �Q 6 m� 1, ¯°®²¨¢®°¥·¨¥.� ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹³¾ ª®¥·®¬¥°³¾ § ¤ ·³ ®¯²¨¬¨§ ¶¨¨ ±® ±¢¿§¿-¬¨: a! min; Q(v) = ax; a > 0; v 2 SN�1: (20.11)�·¥¢¨¤®, ·²® ½²  § ¤ ·  ¨¬¥¥² °¥¸¥¨¥, ¯³±²¼ ¯ °  (v0; a0) °¥ «¨§³¥² ¬¨-¨¬³¬. �»¯¨¸¥¬ ³±«®¢¨¿ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ¯¥°¢®£® ¨ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  ¤«¿§ ¤ ·¨ (20:11). �³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ ¬®¦¨²¥«¨ � £° ¦ (�; �) 6= 0; � 2 R; � 2 T �a0xRm ;·²® ´³ª¶¨¿ � £° ¦ L(�; �; a; v) = �a+ �(Q(v) � ax)³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬ ±² ¶¨® °®±²¨:@ L@ a = � � �x = 0; (20.12)@ L@ v ����(v0;a0) = �Dv0QjSN�1 = 0:� ª ª ª v0 ¥±²¼ °¥£³«¿° ¿ ²®·ª  ®²®¡° ¦¥¨¿ Q=jQj, ¨¬¥¥¬ � 6= 0, ¯®½²®¬³¬®¦® ¯®«®¦¨²¼ � = 1:�®£¤  ¥®¡µ®¤¨¬»¥ ³±«®¢¨¿ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ¤«¿ § ¤ ·¨ (20:11) § ¯¨±»¢ ¾²-±¿ ª ª �Hessv0 QjSN�1 > 0: (20.13)� ¯®¬¨¬, ·²® £¥±±¨  ®£° ¨·¥¨¿ ®²®¡° ¦¥¨¿ ®²«¨·¥ ®² ®£° ¨·¥-¨¿ £¥±±¨   ½²®£® ®²®¡° ¦¥¨¿, ±¬. ³¯° ¦¥¨¥ 20.2 ¢»¸¥.



310 ����� 20. ������� ������������� ������� ��������¯° ¦¥¨¥ 20.3. �®ª ¦¨²¥, ·²®� (Hessv QjSN�1) (u) = 2(�Q(u)� juj2�Q(v));v 2 SN�1; u 2 KerDv QjSN�1 :�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¨§ ¥° ¢¥±²¢  (20:13) ±«¥¤³¥², ·²®�Q(u)� juj2�Q(v0) > 0; u 2 KerDv0 QjSN�1 ;¯®½²®¬³ �Q(u) > juj2�Q(v0) = juj2a0�x = juj2a0� = juj2a0 > 0;²® ¥±²¼ �Q(u) > 0; u 2 KerDv0 QjSN�1 :�®«¥¥ ²®£®, ² ª ª ª v0 =2 Tv0SN�1, ¯®«³· ¥¬�QjL > 0; L = KerDv0 QjSN�1 � Rv0 :�¥¯¥°¼ ¢»·¨±«¨¬ ° §¬¥°®±²¼ ¥®²°¨¶ ²¥«¼®£® ¯®¤¯°®±²° ±²¢  L ª¢ ¤-° ²¨·®© ´®°¬» �Q. � ª ª ª v0 | °¥£³«¿°®¥ § ·¥¨¥ QjQj , ¨¬¥¥¬dim ImDv0 QjQj = m� 1:�®½²®¬³ ImDv0 QjSN�1 ¬®¦¥² ¨¬¥²¼ ° §¬¥°®±²¼ m ¨«¨ m � 1. �® v0 |ª°¨²¨·¥±ª ¿ ²®·ª  QjSN�1 , ¯®½²®¬³dim ImDv0 QjSN�1 = m� 1¨ dimKerDv0 QjSN�1 = N � 1� (m� 1) = N �m:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, dimL = N �m+ 1, ¯®½²®¬³ ind� �Q 6 m� 1, ·²® ¯°®²¨¢®-°¥·¨² ³±«®¢¨¾ ¤ ®© «¥¬¬».�®½²®¬³ ±«³· © (c) ¥¢®§¬®¦¥, ¨ ¸ £ ¨¤³ª¶¨¨ ¤ ®© «¥¬¬» ¤®ª § .�¥®°¥¬  20.3 ¯®«®±²¼¾ ¤®ª §  .20.3 �¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¥ ®²®¡° ¦¥¨¿¢ ª®¥¶� ½²®¬ ° §¤¥«¥ ¬» ¢»·¨±«¨¬ ¤¨´´¥°¥¶¨ « ¨ £¥±±¨  ®²®¡° ¦¥¨¿ ¢ ª®¥¶¤«¿ ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬»_q = fu(q); u 2 U � Rm ; U = intU; q 2M; (20.14)q(0) = q0;u(�) 2 U = L1([0; t1]; U);



20.3. ����������������� ����������� � ����� 311± ¯° ¢®© · ±²¼¾ fu(q), £« ¤ª®© ¯® (u; q). �» ¨±±«¥¤³¥¬ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¢ ª®¥¶Ft1 : U !M;Ft1 : u(�) 7! q0� �!exp Z t10 fu(t) dt¢ ®ª°¥±²®±²¨ ´¨ª±¨°®¢ ®£® ¤®¯³±²¨¬®£® ³¯° ¢«¥¨¿~u = ~u(�) 2 U :� ª ¦¥ ª ª ¢ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬  (±¬. ° §¤¥« 12.2), ¨§´®°¬³«» ¢ °¨ ¶¨© ±«¥¤³¥² ° §«®¦¥¨¥ ¯®²®ª :Ft1(u) = q0 � �!exp Z t10 gt;u(t) dt � Pt1 ;£¤¥ Pt = �!exp Z t0 f~u(�) d�;gt;u = P�1t� (fu � f~u(t)):� «¥¥, ¢¢¥¤¥¬ ¯°®¬¥¦³²®·®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥Gt1 : U !M;Gt1 : u 7! q0 � �!exp Z t10 gt;u(t) dt:�®£¤  Ft1(u) = Pt1(Gt1(u));±«¥¤®¢ ²¥«¼®, D~uFt1 = Pt1�D~uGt1 ;Hess~u Ft1 = Pt1�Hess~uGt1 ;¯®½²®¬³ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¥ Ft1 ±¢®¤¨²±¿ ª ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¾ Gt1 . �»¢»·¨±«¨¬ ¯°®¨§¢®¤»¥ ®²®¡° ¦¥¨¿ Gt1 ± ¯®¬®¹¼¾  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£® ° §-«®¦¥¨¿ µ°®®«®£¨·¥±ª®© ½ª±¯®¥²»:a(Gt1(u))= q0 �0@Id+ Z t10 g�;u(�) d� + ZZ06�26�16t1 g�2;u(�2) � g�1;u(�1) d�1 d�21Aa+O �ku� ~uk3L1� : (20.15)



312 ����� 20. ������� ������������� ������� ��������¢¥¤¥¬ ¥¹¥ ¥±ª®«¼ª® ®¡®§ ·¥¨©:g0� = @@ u ����~u(�) g�;u;g00� = @2@ u2 ����~u(�) g�;u;hu(�) = h�; fu(q)i; � 2 T �qM;h0� = @@ u ����~u(�) hu;h00� = @2@ u2 ����~u(�) hu:�®£¤  ¤¨´´¥°¥¶¨ « (¯¥°¢ ¿ ¢ °¨ ¶¨¿) ®²®¡° ¦¥¨¿ Gt1 ° ¢¥(D~uGt1)v = q0 � Z t10 g0tv(t) dt; v = v(�) 2 T~u U :�¯° ¢«¥¨¥ ~u ¥±²¼ ª°¨²¨·¥±ª ¿ ²®·ª  Ft1 (¨«¨, ·²® ½ª¢¨¢ «¥²®, Gt1) ²®£¤ ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®© ¬®¦¨²¥«¼ � £° ¦ �0 2 T �q0M; �0 6= 0;·²® �0(D~uGt1)v = 0 8 v 2 T~u U ;²® ¥±²¼ �0g0t(q0) = 0; t 2 [0; t1]:�¥°¥®±¿ ª®¢¥ª²®° �0 ¢¤®«¼ ¨±±«¥¤³¥¬®© ²° ¥ª²®°¨¨q(t) = q0 � Pt;¯®«³· ¥¬ ª°¨¢³¾ ª®¢¥ª²®°®¢�t = P ��1t �0 = �0P�1t� 2 T �q(t)M;¿¢«¿¾¹³¾±¿ ²° ¥ª²®°¨¥© £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬»_�t = ~h~u(t)(�t); t 2 [0; t1];±¬. ¯°¥¤«®¦¥¨¥ 11.3. �®£¤ �0g0t(q0) = �0P�1t� @@ u ����~u(t) fu(q(t)) = h0t(�t):�» ¯®ª § «¨, ·²® ~u ¥±²¼ ª°¨²¨·¥±ª ¿ ²®·ª  ®²®¡° ¦¥¨¿ ¢ ª®¥¶ Ft1 ²®£¤ ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ª°¨¢ ¿ ª®¢¥ª²®°®¢�t 2 T �q(t)M; �t 6= 0; t 2 [0; t1];



20.3. ����������������� ����������� � ����� 313·²® _�t = ~h~u(t)(�t); (20.16)@ hu@ u ����~u(t) (�t) = 0; t 2 [0; t1]: (20.17)� · ±²®±²¨, «¾¡ ¿ ¯®²°¿£¨±ª ¿ ½ª±²°¥¬ «¼ ¥±²¼ ª°¨²¨·¥±ª ¿ ²®·ª  ®²®-¡° ¦¥¨¿ ¢ ª®¥¶. �§ ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬  �®²°¿£¨  ±«¥¤³¾² ³±«®¢¨¿®¯²¨¬ «¼®±²¨ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª  (20:16), (20:17). �²¬¥²¨¬, ·²® ��� ±®¤¥°-¦¨² ¡®«¼¸¥, ·¥¬ ½²¨ ³±«®¢¨¿: ±®£« ±® ���, £ ¬¨«¼²®¨  hu(�t) ¥ ²®«¼-ª® ª°¨²¨·¥, ª ª ¢ (20:17), ® ¤®±²¨£ ¥² ¬ ª±¨¬³¬  ¢¤®«¼ ®¯²¨¬ «¼®£®³¯° ¢«¥¨¿ ~u(t). �¡° ²¨¬±¿ ª ³±«®¢¨¿¬ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª .�§  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£® ° §«®¦¥¨¿ (20:15) ±«¥¤³¥² ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ¢²®°®£®¤¨´´¥°¥¶¨ « :D2~uGt1(v; w) a= q0 �0@Z t10 g00� (v(�); w(�)) d� + 2 ZZ06�26�16t1(g0�2v(�2)) � g0�1w(�1) d�1d�21Aa;£¤¥ a 2 C1(M) ¨ v; w 2 KerD~uGt1 = KerD~uFt1 ;²® ¥±²¼ q0 � Z t10 g0tv(t) dt = q0 � Z t10 g0tw(t) dt = 0:�°¥®¡° §³¥¬ ½²³ ´®°¬³«³ ¤«¿ ¢²®°®© ¢ °¨ ¶¨¨ ± ¯®¬®¹¼¾ ±«¥¤³¾¹¥£® ° §-«®¦¥¨¿   ±¨¬¬¥²°¨·³¾ ¨ ª®±®±¨¬¬¥²°¨·³¾ · ±²¨.�¯° ¦¥¨¥ 20.4. �³±²¼ X� | ¥ ¢²®®¬®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥  M . �®£¤ ZZ06�26�16tX�2 �X�1 d�1d�2= 12 Z t0 X� d� � Z t0 X� d� + 12 ZZ06�26�16t[X�2 ; X�1 ] d�1d�2:�®« £ ¿ Xt = g0tv(t) ¨ ³·¨²»¢ ¿, ·²® q0 � Z t10 g0tv(t) dt = 0, ¯®«³· ¥¬:q0 � ZZ06�26�16t1X�2 �X�1 d�1d�2 = 12 q0 � ZZ06�26�16t1[X�2 ; X�1 ] d�1d�2;



314 ����� 20. ������� ������������� ������� �������¯®½²®¬³D2~uGt1(v; w)a= q0 �0@Z t10 g00� (v(�); w(�)) d� + ZZ06�26�16t1[g0�2v(�2); g0�1w(�1)] d�1 d�21A a= q0 ��Z t10 g00� (v(�); w(�)) d� + Z t10 �Z �10 g0�2v(�2) d�2; g0�1w(�1)� d�1� a:�¥°¢»© ·«¥ ³¤®¡® ¢»° ¦ ¥²±¿ ¢ £ ¬¨«¼²®®¢»µ ²¥°¬¨ µ, ² ª ª ª�0g�;u = �0P�1�� (fu � f~u(�)) = hu(�� )� h~u(�)(�� ):�®£¤ �t1D2~uFt1(v; w) = �0D2~uGt1(v; w)= Z t10 h00� (�� )(v(�); w(�)) d� + Z t10 �0 �Z �10 g0�2v(�2) d�2; g0�1w(�1)� d�1:(20.18)�«¿ ²®£®, ·²®¡» § ¯¨± ²¼ ¨ ¢²®°®© ·«¥ ½²®£® ¢»° ¦¥¨¿ ¢ £ ¬¨«¼²®®-¢»µ ²¥°¬¨ µ, ¢»·¨±«¨¬ «¨¥©»©   ±«®¿µ £ ¬¨«¼²®¨ , ±®®²¢¥²±²¢³¾-¹¨© ¢¥ª²®°®¬³ ¯®«¾ g0�v:�0g0�v = ��0; P�1�� @@ ufuv� = �P ��1� �0; @@ ufuv�= @@ u 
P ��1� �0; fu� v = @@ uhu � P ��1� (�0)v;£¤¥ ¯°®¨§¢®¤»¥ ¯® u ¡¥°³²±¿ ¯°¨ u = ~u(�). �¢®¤¿ £ ¬¨«¼²®¨ hu;� (�) = hu(P ��1� (�));¬®¦® § ¯¨± ²¼ ¢²®°®© ·«¥ ¢»° ¦¥¨¿ (20:18) ¤«¿ ¢²®°®© ¢ °¨ ¶¨¨ ¢ ±«¥-¤³¾¹¥¬ ¢¨¤¥:Z t10 Z �10 �0 �g0�2v(�2); g0�1w(�1)� d�2d�1= Z t10 Z �10 � @@ uhu;�2 v(�2); @@ uhu;�1 w(�1)� (�0) d�2 d�1= Z t10 Z �10 ��0 � @@ u �!hu;�2 v(�2); @@ u �!hu;�1 w(�1)� d�2 d�1: (20.19)�¤¥±¼ ¯°®¨§¢®¤»¥ @@ uhu;�i ¨ @@ u �!hu;�i ¡¥°³²±¿ ¯°¨ u = ~u(�i).



20.4. ����������� ������� ������������� 31520.4 �¥®¡µ®¤¨¬»¥ ³±«®¢¨¿ ®¯²¨¬ «¼®±²¨�°¨¬¥¨¬ ¯®«³·¥»¥ °¥§³«¼² ²» ® ¢²®°®© ¢ °¨ ¶¨¨ ¨ ¤®ª ¦¥¬ ¥®¡µ®-¤¨¬»¥ ³±«®¢¨¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ½ª±²°¥¬ «¼®© ²° ¥ª²®°¨¨±¨±²¥¬» (20:1).20.4.1 �±«®¢¨¥ �¥¦ ¤° � ´¨ª±¨°³¥¬ ¤®¯³±²¨¬®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ~u, ¿¢«¿¾¹¥¥±¿ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª®©ª®° £  m > 1 ®²®¡° ¦¥¨¿ ¢ ª®¥¶ Ft1 . �«¿ ¯°®±²®²», ¡³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼,·²® ~u(�) ª³±®·® £« ¤ª®. �®§¼¬¥¬ «¾¡®© ¬®¦¨²¥«¼ � £° ¦ �0 2 (ImD~uFt1)? n f0g;²®£¤  �t = P ��1t �0 = �0 � �!exp Z t0 ~h~u(�) d�; t 2 [0; t1];¥±²¼ ²° ¥ª²®°¨¿ £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬» ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬ . �¢¥¤¥¬ ®¡®-§ ·¥¨¥ ¤«¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬», ¢»·¨±«¿¾¹¥© £¥±±¨ ®²®¡° ¦¥¨¿ ¢ ª®¥¶ ¢ (20:18):Q : T~u U ! R;Q(v) = Z t10 h00� (�� )(v(�); v(�)) d� + Z t10 �0 �Z �10 g0�2v(�2) d�2; g0�1v(�1)� d�1:�®£¤  ° ¢¥±²¢® (20:18) § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ª�t1 Hess~u Ft1(v; v) = Q(v); v 2 KerD~uFt1 :�® ²¥®°¥¬¥ 20.3, ¥±«¨ ³¯° ¢«¥¨¥ ~u «®ª «¼® £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ®¯²¨¬ «¼-® (².¥. ®²®¡° ¦¥¨¥ ¢ ª®¥¶ Ft1 ¥ ¿¢«¿¥²±¿ «®ª «¼® ®²ª°»²»¬ ¢ ~u), ²®±³¹¥±²¢³¥² ² ª®© ¬®¦¨²¥«¼ � £° ¦  �0, ·²® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ´®°¬  Q³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¾ind� QjKerD~uFt1 < m = corankD~uFt1 : (20.20)�¤°® ¤¨´´¥°¥¶¨ «  D~uFt1 ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ª®¥·»¬ ·¨±«®¬ ±ª «¿°»µ «¨-¥©»µ ³° ¢¥¨©:KerD~uFt1 = �v 2 T~u U j q0 � Z t10 g0tv(t) dt = 0� ;²® ¥±²¼ ®® ¨¬¥¥² ª®¥·³¾ ª®° §¬¥°®±²¼ ¢ T~u U . �®½²®¬³ ¨§ ¥° ¢¥±²-¢  (20:20) ±«¥¤³¥², ·²® ind�Q < +1¤«¿ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ½ª±²°¥¬ «¨ �t. �±«¨ ¢§¿²¼ ½ª±²°¥¬ «¼ ��t, ¯°®¥¶¨-°³¾¹³¾±¿ ¢ ²³ ¦¥ ½ª±²°¥¬ «¼³¾ ª°¨¢³¾ q(t), ²® ¯®«³·¨¬ ´®°¬³ Q ª®-¥·®£® ¯®«®¦¨²¥«¼®£® ¨¤¥ª± . �®½²®¬³ ¨§ «®ª «¼®© £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ®¯-²¨¬ «¼®±²¨ ~u ±«¥¤³¥² ª®¥·®±²¼ ¯®«®¦¨²¥«¼®£® ¨¤¥ª±  ´®°¬» Q ¤«¿¥ª®²®°®£® ¬®¦¨²¥«¿ � £° ¦  �0.



316 ����� 20. ������� ������������� ������� ��������°¥¤«®¦¥¨¥ 20.1. �±«¨ ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  Q ¨¬¥¥² ª®¥·»© ¯®«®¦¨-²¥«¼»© ¨¤¥ª±, ²® ¢¤®«¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ½ª±²°¥¬ «¨ �t ¢»¯®«¿¥²±¿±«¥¤³¾¹¥¥ ¥° ¢¥±²¢®:h00t (�t)(v; v) 6 0; t 2 [0; t1]; v 2 Rm : (20.21)�¥° ¢¥±²¢® (20:21)  §»¢ ¥²±¿ ³±«®¢¨¥¬ �¥¦ ¤° .� · ±²®±²¨, ¥±«¨ ²° ¥ª²®°¨¿ q(t) «®ª «¼® £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ®¯²¨¬ «¼ ,²® ³±«®¢¨¥ �¥¦ ¤°  ¢»¯®«¿¥²±¿ ¤«¿ ¥ª®²®°®© ½ª±²°¥¬ «¨ �t, �(�t) =q(t). �¯°®·¥¬, ¥®¡µ®¤¨¬®±²¼ ³±«®¢¨¿ �¥¦ ¤°  ¤«¿ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ¥¯®-±°¥¤±²¢¥® ±«¥¤³¥² ¨§ ³±«®¢¨¿ ¬ ª±¨¬³¬  ��� (³¯° ¦¥¨¥). �® ¤ «¥¥ ¬ ¯® ¤®¡¨²±¿ ¡®«¥¥ ±¨«¼®¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ®¡ ¨¤¥ª±¥ Q, ±´®°¬³«¨°®¢ -®¥ ¢ ¯°¥¤«®¦¥¨¨ 20.1.�²¬¥²¨¬ ¥¹¥ ° §, ·²® ¯°¨ ¨§³·¥¨¨ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ¢±¥§ ª¨ ¬®¦® ®¡° ²¨²¼: ³¬®¦ ¿ �t   �1, ¯®«³· ¥¬ ª¢ ¤° ²¨·³¾ ´®°¬³ ±ind�Q < +1 ¨ ¯°®²¨¢®¯®«®¦®¥ ³±«®¢¨¥ �¥¦ ¤°  h00t (�t)(v; v) > 0. �®¥·-®, ½²® ®²®±¨²±¿ ¨ ª ¯®±«¥¤³¾¹¨¬ ³±«®¢¨¿¬, ±¢¿§ »¬ ± £¥®¬¥²°¨·¥±ª®©®¯²¨¬ «¼®±²¼¾.�®ª ¦¥¬ ¯°¥¤«®¦¥¨¥ 20.1.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®§¼¬¥¬ ¯°®¨§¢®«¼³¾ £« ¤ª³¾ ¢¥ª²®°-´³ª¶¨¾v : R ! Rm ; supp v � [0; 1];¨ ¢¢¥¤¥¬ ±¥¬¥©±²¢® ¢ °¨ ¶¨© ¢¨¤ :v��;"(�) = v�� � ��" � ; �� 2 [0; t1); " > 0:�²¬¥²¨¬, ·²® ¢¥ª²®°-´³ª¶¨¿ v��;" ±®±°¥¤®²®·¥    ®²°¥§ª¥ [�� ; �� + "]. � ©-¤¥¬  ±¨¬¯²®²¨ª³ ´®°¬» Q   ¢¢¥¤¥®¬ ±¥¬¥©±²¢¥:Q(v��;") = " Z 10 h00��+"s(���+"s)(v(s); v(s)) ds+ "2 Z 10 �0 �Z 10 g0��+"s2v(s2) ds2; g0��+"s1v(s1)� ds1 (20.22)= " Z 10 h00�� (��� )(v(s); v(s)) ds +O("2);£¤¥ O("2) ° ¢®¬¥°® ¯® v ¢ ®°¬¥ L1.�°¥¤¯®«®¦¨¬, ®² ¯°®²¨¢®£®, ·²®h00�� (��� )(v; v) > 0¤«¿ ¥ª®²®°®£® �� 2 [0; t1), v 2 Rm . � £« ¢»µ ®±¿µ ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬ ±² ®¢¨²±¿ ±³¬¬®© ª¢ ¤° ²®¢:h00�� (��� )(v; v) = mXi=1 �i�� (vi)2



20.4. ����������� ������� ������������� 317£¤¥ ¯® ¬¥¼¸¥© ¬¥°¥ ®¤¨ ª®½´´¨¶¨¥²�i�� > 0:�»¡¥°¥¬ ¢¥ª²®°-´³ª¶¨¾ v ¢¨¤ v(s) = 0BBBB@ v1(s)� � �vi(s)� � �vm(s) 1CCCCA = 0BBBB@ 0� � �vi(s)� � �0 1CCCCA± ¥¤¨±²¢¥®© ¥³«¥¢®© ª®¬¯®¥²®© vi(s). �«¿ ¤®±² ²®·® ¬ «»µ " > 0,Q(v��;") > 0. �® ¯°¨ «¾¡»µ ´¨ª±¨°®¢ »µ �� ¨ " ¯°®±²° ±²¢® ¢¥ª²®°-´³ª¶¨© v��;" ¡¥±ª®¥·®¬¥°®. �®½²®¬³ ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  Q ¨¬¥¥² ¡¥±-ª®¥·»© ¯®«®¦¨²¥«¼»© ¨¤¥ª±. �®«³·¥®¥ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥ § ¢¥°¸ ¥² ¤®-ª § ²¥«¼±²¢®.20.4.2 �¥£³«¿°»¥ ½ª±²°¥¬ «¨�» ¤®ª § «¨, ·²® ³±«®¢¨¥ �¥¦ ¤°  ¥®¡µ®¤¨¬® ¤«¿ ª®¥·®±²¨ ¯®«®¦¨-²¥«¼®£® ¨¤¥ª±  ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» Q. �®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¤®±² ²®·®¥³±«®¢¨¥ ¤ ¥²±¿ ³±¨«¥»¬ ³±«®¢¨¥¬ �¥¦ ¤° :h00t (�t)(v; v) < ��jvj2; t 2 [0; t1]; v 2 Rm ; (20.23)� > 0:�ª±²°¥¬ «¼, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ ³±¨«¥®¬³ ³±«®¢¨¾ �¥¦ ¤° ,  §»¢ ¥²±¿°¥£³«¿°®© (®²¬¥²¨¬, ·²® ½²® ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ®²®±¨²±¿ ²®«¼ª® ¢ ±«³· ¥ ®²ª°»-²®£® ¯°®±²° ±²¢  ³¯° ¢«¿¾¹¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢ U , ª®£¤  ³±«®¢¨¥ �¥¦ ¤° ±¢¿§ ® ± ¬ ª±¨¬ «¼®±²¼¾ hu).�°¥¤«®¦¥¨¥ 20.2. �±«¨ �t, t 2 [0; t1], ¥±²¼ °¥£³«¿° ¿ ½ª±²°¥¬ «¼, ²®:(1) ¤«¿ «¾¡®£® � 2 [0; t1) ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ " > 0, ·²® ´®°¬  Q ®²°¨¶ -²¥«¼    ¯°®±²° ±²¢¥ Lm1[�; � + "],(2) ´®°¬  Q ¨¬¥¥² ª®¥·»© ¯®«®¦¨²¥«¼»© ¨¤¥ª±   ¯°®±²° ±²¢¥T~u U = Lm1[0; t1].�®ª § ²¥«¼±²¢®. (1) � §«®¦¨¬ ´®°¬³ Q:Q(v) = Q1(v) +Q2(v);Q1(v) = Z t10 h00� (�� )(v(�); v(�)) d�;Q2(v) = Z t10 �0 �Z �10 g0�2v(�2) d�2; g0�1v(�1)� d�1= Z t10 ��0 �Z �10 @@ u �!hu;�2 v(�2); @@ u �!hu;�1 v(�1)� d�2 d�1:



318 ����� 20. ������� ������������� ������� �������� ±¨«³ ¥¯°¥°»¢®±²¨ h00� (�� ) ¯® � , ¨§ ³±¨«¥®£® ³±«®¢¨¿ �¥¦ ¤°  ±«¥¤³¥²,·²® Q1 �vj[�;�+"]� < ��2 " kvk2L2¯°¨ ¬ «»µ " > 0. �® ¦¥ ° ±±³¦¤¥¨¥, ·²® ¨ ¢ (20:22), ¤®ª §»¢ ¥², ·²®·«¥ Q1 ¤®¬¨¨°³¥²   ¬ «»µ ®²°¥§ª µ:Q2 �vj[�;�+"]� = O("2)kvk2L2 ; "! 0;¯®½²®¬³ Q�vj[�;�+"]� < 0¤«¿ ¤®±² ²®·® ¬ «»µ " > 0 ¨ ¢±¥µ v 2 Lm1[0; t1], v 6= 0.(2) �®ª ¦¥¬, ·²® ´®°¬  Q ®²°¨¶ ²¥«¼    «¾¡®¬ ¯®¤¯°®±²° ±²¢¥Lm1[0; t1] ª®¥·®© ª®° §¬¥°®±²¨, ®²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® ind+Q <1.� ª®¥ ¦¥ ° ±±³¦¤¥¨¥, ª ª ¨ ¯°¨¬¥¥®¥ ¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ¯³ª-²  (1), ¯®ª §»¢ ¥², ·²® «¾¡ ¿ ²®·ª  � 2 [0; t1] ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®ª°»²  ² -ª¨¬ ®²°¥§ª®¬ [� � "; � + "], ·²® ´®°¬  Q ®²°¨¶ ²¥«¼    ¯°®±²° ±²¢¥Lm1[� � "; � + "]. �»¡¥°¥¬ ² ª¨¥ ²®·ª¨ 0 = �0 < �1 < � � � < �N = t1, ·²® Q®²°¨¶ ²¥«¼    ¯°®±²° ±²¢ µ Lm1[�i�1; �i], i = 1; : : : ; N . �¯°¥¤¥«¨¬ ±«¥¤³-¾¹¥¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ª®¥·®© ª®° §¬¥°®±²¨ ¢ Lm1[0; t1]:L = (v 2 Lm1[0; t1] j �0 � Z �i�i�1 @@ u �!hu;� v(�) d� = 0; i = 1; : : : ; N) :�«¿ «¾¡®£® v 2 L, v 6= 0,Q(v) = NXi=1 Q�vj[�i�1;�i]� < 0:�®½²®¬³ L ¥±²¼ ¨±ª®¬®¥ ®²°¨¶ ²¥«¼®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ª®¥·®© ª®° §-¬¥°®±²¨ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» Q. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ´®°¬  Q ¨¬¥¥² ª®¥·»©¯®«®¦¨²¥«¼»© ¨¤¥ª±.�°¥¤«®¦¥¨¿ 20.1 ¨ 20.2 ³±²  ¢«¨¢ ¾² ±¢¿§¼ § ª®®¯°¥¤¥«¥®±²¨ ´®°-¬» h00� (�t) ± § ª®®¯°¥¤¥«¥®±²¼¾ ´®°¬» Q, ¯®½²®¬³ ¢ ±«³· ¥ ª®° £  ®¤¨± «®ª «¼®© £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ®¯²¨¬ «¼®±²¼¾ ³¯° ¢«¥¨¿ ~u (·¥°¥§ ²¥®°¥-¬³ 20.1). �±«®¢¨¥ �¥¦ ¤°  ¥®¡µ®¤¨¬® ¤«¿ ª®¥·®±²¨ ind+Q,   ¯®²®¬³¨ ¤«¿ «®ª «¼®© £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ~u. � ¤°³£®© ±²®°®», ³±¨-«¥®¥ ³±«®¢¨¥ �¥¦ ¤°  ¤®±² ²®·® ¤«¿ ®²°¨¶ ²¥«¼®±²¨ Q   ¬ «»µ ®²-°¥§ª µ, ¯®½²®¬³ ¤«¿ «®ª «¼®© ª®¥·®¬¥°®© ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ~u   ¬ «»µ®²°¥§ª µ. �²¬¥²¨¬, ·²® £®° §¤® ¡®«¥¥ ±¨«¼»© °¥§³«¼² ² ¯®«³· ¥²±¿ ¨§ ²¥®-°¨¨ ¯®«¥© ½ª±²°¥¬ «¥© (° §¤¥« 17.1). �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯°¨ ³±¨«¥®¬ ³±«®¢¨¨�¥¦ ¤°  ¬ ª±¨¬¨§¨°®¢ »© £ ¬¨«¼²®¨  ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬  £« ¤®ª,¨ ±«¥¤±²¢¨¥ 17.1 ¤ ¥² «®ª «¼³¾ ®¯²¨¬ «¼®±²¼   ¬ «»µ ®²°¥§ª µ (¢ ²®-¯®«®£¨¨ C([0; t1];M),   ¯®²®¬³ ¨ ¢ L1([0; t1]; U), ¨ ¢ ²®¯®«®£¨¨ ±µ®¤¨¬®±²¨  ª®¥·®¬¥°»µ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¿µ ¢ U).



20.4. ����������� ������� ������������� 31920.4.3 �±®¡»¥ ½ª±²°¥¬ «¨� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ±«³· ©, ª®£¤  ¢²®° ¿ ¯°®¨§¢®¤ ¿ £ ¬¨«¼²®¨   hu ®¡-° ¹ ¥²±¿ ¢ ³«¼ ²®¦¤¥±²¢¥® ¢¤®«¼ ½ª±²°¥¬ «¨, ¢ · ±²®±²¨, ±«³· ©  ´-´¨»µ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ±¨±²¥¬ _q = f0(q) +Pmi=1 uifi(q). �² ª, ¡³¤¥¬ ¯°¥¤-¯®« £ ²¼, ·²® ½ª±²°¥¬ «¼ �t ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ²®¦¤¥±²¢³h00t (�t) � 0; t 2 [0; t1]: (20.24)� ª ¿ ½ª±²°¥¬ «¼  §»¢ ¥²±¿ ¢¯®«¥ ®±®¡®©. � ª ¨ ¢ ±«³· ¥ °¥£³«¿°»µ½ª±²°¥¬ «¥©, ½²® ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ®²®±¨²±¿ ²®«¼ª® ª ±«³· ¾ ®²ª°»²®£® ¬®-¦¥±²¢  ³¯° ¢«¿¾¹¨µ ¯ ° ¬¥²°®¢ U .�«¿ ¢¯®«¥ ®±®¡®© ½ª±²°¥¬ «¨ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ £¥±±¨   (20:18) ¯°¨¨¬ -¥² ´®°¬³:�t1 Hess~u Ft1(v1; v2) = �0 Z t10 �Z �10 g0�2v1(�2) d�2; g0�1v2(�1)� d�1:�²®¡»  ©²¨ ¤®¬¨¨°³¾¹¨© ·«¥ £¥±±¨   (±®±°¥¤®²®·¥»©   ¤¨ £® «¨�1 = �2), ¯°®¨²¥£°¨°³¥¬ ¯® · ±²¿¬. �¡®§ ·¨¬wi(�) = Z t1� vi(s) ds;_g0� = dd � g0� :�®£¤ �t1 Hess~u Ft1(v1; v2)= �0�Z t10 ��g0�1w1(�1) + g00w1(0) + Z �10 _g0�2w1(�2) d�2; g0�1v2(�1)� d�1�= �0�� Z t10 [g0�w1(�); g0�v2(�)] d� + [g00w1(0); g00w2(0)]+ �g00w1(0); Z t10 _g0�w2(�) d�� + Z t10 [ _g0�w1(�); g0�w2(�)] d�+ Z t10 � _g0�2w1(�2); Z t1�2 _g0�1w2(�1) d�1� d�2� : (20.25)�°®¨²¥£°¨°³¥¬ ¯® · ±²¿¬ ² ª¦¥ ³±«®¢¨¥ ¤®¯³±²¨¬®±²¨ q0�Z t10 g0tvi(t) dt =0: q0 ��Z t10 _g0twi(t) dt+ g00wi(0)� = 0: (20.26)� «¥¥ ¬» ¡³¤¥¬ ¡° ²¼ ¢ °¨ ¶¨¨ vi, ¯®¤·¨¥»¥ ®£° ¨·¥¨¾wi(0) = Z t10 vi(t) dt = 0; i = 1; 2:



320 ����� 20. ������� ������������� ������� ��������°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ´³ª¶¨¨ v(s), ¨±¯®«¼§®¢ »¥ ¯°¨ ¯®±²°®¥¨¨ ±¥¬¥©±²¢ v��;"(�) = v � ����" �, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ° ¢¥±²¢³Z 10 v(s) ds = 0;²®£¤  ¯¥°¢®®¡° § ¿ w(s) = Z s0 v(s0) ds0² ª¦¥ ±®±°¥¤®²®·¥    ®²°¥§ª¥ [0; 1]. �®£¤  ¯®±«¥¤¨© ·«¥ ¢ ¢»° ¦¥¨¨£¥±±¨   (20:25) ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ³«¼, ¨ ° ¢¥±²¢® (20:26) ±¢®¤¨²±¿ ª ±«¥¤³¾-¹¥¬³: q0 � Z t10 _g0twi(t) dt = 0:�±¨¬¯²®²¨ª  £¥±±¨     ±¥¬¥©±²¢¥ v��;" ¨¬¥¥² ¢¨¤:�t1 Hess~u Ft1(v��;"; v��;") = Q(v��;") = "2�0 Z 10 [g0��w(s); g0��v(s)] ds +O("3):�±±«¥¤®¢ ¨¥ ½²®£® ¤®¬¨¨°³¾¹¥£® ·«¥  ¯°¨¢®¤¨² ª ¥®¡µ®¤¨¬»¬ ³±«®-¢¨¿¬ ®¯²¨¬ «¼®±²¨.�°¥¤«®¦¥¨¥ 20.3. �³±²¼ �t, t 2 [0; t1], ¥±²¼ ¢¯®«¥ ®±®¡ ¿ ½ª±²°¥¬ «¼.�±«¨ ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  Q = �t1 Hess~u Ft1 ¨¬¥¥² ª®¥·»© ¯®«®¦¨²¥«¼-»© ¨¤¥ª±, ²®�0[g0tv1; g0tv2] = 0 8 v1; v2 2 Rm ; t 2 [0; t1]: (20.27)� ¢¥±²¢® (20:27)  §»¢ ¥²±¿ ³±«®¢¨¥¬ �®µ . �£® ¬®¦® ² ª¦¥ § ¯¨± ²¼±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬: �t �@ fu@ u v1; @ fu@ u v2� = 0;¨«¨ ¢ £ ¬¨«¼²®®¢®© ´®°¬¥:�@ hu@ ui ; @ hu@ uj � (�t) = ��t � @@ ui~hu; @@ uj~hu� = 0;i; j = 1; : : : ;m; t 2 [0; t1]:� ª ¨ ° ¼¸¥, ¯°®¨§¢®¤»¥ ¯® u ¢»·¨±«¿¾²±¿ ¯°¨ u = ~u(t).�®ª ¦¥¬ ¯°¥¤«®¦¥¨¥ 20.3.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®§¼¬¥¬ ² ª³¾ £« ¤ª³¾ ¢¥ª²®°-´³ª¶¨¾ v : R ! Rm ,±®±°¥¤®²®·¥³¾   ®²°¥§ª¥ [0; 2�], ·²® Z 2�0 v(s) ds = 0, ¨ ¯®±²°®¨¬, ª ª° ¼¸¥, ¢ °¨ ¶¨¾ ³¯° ¢«¥¨©v��;"(�) = v� � � ��" � :



20.4. ����������� ������� ������������� 321�®«³· ¥¬ Q(v��;") = "2 Z 2�0 �0[g0��w(s); g0��v(s)] ds+O("3)kvk2L2 ;£¤¥ w(s) = Z s0 v(s0) ds0. �®¬¨¨°³¾¹¨© ·«¥ ¥±²¼ ¨²¥£° «Z 2�0 �0[g0��w(s); g0��v(s)] ds = Z 2�0 !(w(s); v(s)) ds; (20.28)!(x; y) = �0[g0��x; g0��y]; x; y 2 Rm ;§ ¬¥²¨¬, ·²® ¡¨«¨¥© ¿ ª®±®±¨¬¬¥²°¨· ¿ ´®°¬  ! ¢µ®¤¨² ¢ ³±«®¢¨¥ �®-µ  (20:27). �²®¡» ¤®ª § ²¼ ¯°¥¤«®¦¥¨¥, ¯®ª ¦¥¬, ·²® ¥±«¨ ! 6� 0, ²® ¤®-¬¨¨°³¾¹¨© ·«¥ £¥±±¨   (20:28) ¨¬¥¥² ¯®«®¦¨²¥«¼®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®±ª®«¼ ³£®¤® ¡®«¼¸®© ° §¬¥°®±²¨.�³±²¼ ! 6� 0 ¤«¿ ¥ª®²®°®£® �� 2 [0; t1], ²®£¤  rank! = 2l > 0 ¨ ±³¹¥±²¢³-¾² ª®®°¤¨ ²» ¢ Rm , ¢ ª®²®°»µ ´®°¬  ! ¨¬¥¥² ¢¨¤!(x; y) = lXi=1(xiyi+l � xi+lyi);x = 0@ x1� � �xm 1A ; y = 0@ y1� � �ym 1A :�®§¼¬¥¬ ¢¥ª²®°-´³ª¶¨¾ v ¢¨¤ v(s) = 0BBBBBBBBBB@
v1(s)0� � �0vl+1(s)0� � �0

1CCCCCCCCCCA ;v1(s) =Xk>0 �k cos ks; vl+1(s) =Xk>0 �k sin ks:�®¤±² ¢«¿¿ v(s) ¢ (20:28), ¯®«³· ¥¬:Z 2�0 !(w(s); v(s)) ds = �2�Xk>0 1k �k�k:�·¥¢¨¤®, ·²® ½²  ´®°¬  ¨¬¥¥² ¯®«®¦¨²¥«¼®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ¡¥±ª®¥·-®© ° §¬¥°®±²¨.�«¿ ±ª®«¼ ³£®¤® ¡®«¼¸®£® N ¬®¦®  ©²¨ N -¬¥°®¥ ¯®«®¦¨²¥«¼®¥¯°®±²° ±²¢® LN ´®°¬» (20:28). �³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ "N > 0, ·²® Q(v��;"N ) > 0¤«¿ «¾¡»µ v 2 LN . �®½²®¬³ ind+Q = 1. �®«³·¥®¥ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥ ¤®ª -§»¢ ¥² ³±«®¢¨¥ �®µ .



322 ����� 20. ������� ������������� ������� ��������¯° ¦¥¨¥ 20.5. �®ª ¦¨²¥, ·²® ³±«®¢¨¥ �®µ  ¢»¯®«¿¥²±¿ ¥ ²®«¼ª® ¤«¿ª³±®·®-£« ¤ª¨µ, ® ¨ ¤«¿ ¨§¬¥°¨¬»µ ®£° ¨·¥»µ ½ª±²°¥¬ «¼»µ ³¯° ¢-«¥¨© ~u ¢ ²®·ª µ �¥¡¥£ .�±«®¢¨¥ �®µ  ¤ ¥² ±¨«¼»¥ ®£° ¨·¥¨¿   ¢¯®«¥ ®±®¡®¥ ®¯²¨¬ «¼®¥³¯° ¢«¥¨¥ ~u. �«¿ ¢¯®«¥ ®±®¡®© ½ª±²°¥¬ «¨ ¯¥°¢»¥ ¤¢  ·«¥  ¢ (20:25) ®¡-° ¹ ¾²±¿ ¢ ³«¼ ¯® ³±«®¢¨¾ �®µ . �®«¥¥ ²®£®, ¯°¨ ³±«®¢¨¨ w(0) = 0 ²°¥²¨©·«¥ ¢ (20:25) ² ª¦¥ ° ¢¥ ³«¾. �®£¤  ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ £¥±±¨   (20:25)±¢®¤¨²±¿ ª ±«¥¤³¾¹¨¬ ¤¢³¬ ±« £ ¥¬»¬:�t1 Hess~u Ft1(v; v) = Q(v)= �0 �Z t10 [ _g0�w(�); g0�w(�)] d� + Z t10 � _g0�2w(�2); Z t1�2 _g0�1w(�1) d�1� d�2� :(20.29)�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  Q ¨¬¥¥² ª®¥·»© ¯®«®¦¨²¥«¼»©¨¤¥ª±. � ¯®¬®¹¼¾ ²®£® ¦¥ ° ±±³¦¤¥¨¿, ·²® ¨ ¢ ¯°¥¤«®¦¥¨¨ 20.1, ¤®ª -§»¢ ¥¬ ¥¹¥ ®¤® ¯®²®·¥·®¥ ³±«®¢¨¥:�0[ _g0tv; g0tv] 6 0 8 v 2 Rm ; t 2 [0; t1]: (20.30)�²® ¥° ¢¥±²¢®  §»¢ ¥²±¿ ®¡®¡¹¥»¬ ³±«®¢¨¥¬ �¥¦ ¤° .� ¬¥²¨¬, ·²® ®¡®¡¹¥®¥ ³±«®¢¨¥ �¥¦ ¤°  ¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ¢ £ ¬¨«¼-²®®¢»µ ²¥°¬¨ µ:��h~u(t); h0tv	 ; h0tv	 (�t) + nh00t ( _~u(t); v); h0tvo (�t) 6 0; v 2 Rm ; t 2 [0; t1]:�²® «¥£ª® ±«¥¤³¥² ¨§ ° ¢¥±²¢:g0tv = P�1t� @ fu@ u v = AdPt @ fu@ u v;_g0tv = dd t �!exp Z t0 ad f~u(�) d� @ fu@ u v= P�1t� �f~u(t); @ fu@ u v�+ P�1t� @2 fu@ u2 ( _~u(t); v):�¨«¼ ¿ ¢¥°±¨¿ (20:31) ®¡®¡¹¥®£® ³±«®¢¨¿ �¥¦ ¤°  ¨£° ¥² ¢® ¢¯®«¥®±®¡®¬ ±«³· ¥ ² ª³¾ ¦¥ °®«¼, ª ª ³±¨«¥®¥ ³±«®¢¨¥ �¥¦ ¤°  ¢ °¥£³«¿°-®¬ ±«³· ¥.�°¥¤«®¦¥¨¥ 20.4. �³±²¼ ½ª±²°¥¬ «¼ �t ¢¯®«¥ ®±®¡ , ³¤®¢«¥²¢®°¿¥²³±«®¢¨¾ �®µ , ³±¨«¥®¬³ ®¡®¡¹¥®¬³ ³±«®¢¨¾ �¥¦ ¤° :��h~u(t); h0tv	 ; h0tv	 (�t) + nh00t ( _~u(t); v); h0tvo (�t) 6 ��jvj2;v 2 Rm ; t 2 [0; t1]; (20.31)



20.4. ����������� ������� ������������� 323¤«¿ ¥ª®²®°®£® � > 0, ¨ ±«¥¤³¾¹¥¬³ ³±«®¢¨¾ ¥¢»°®¦¤¥®±²¨:«¨¥©®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ @ fu(q0)@ u ����~u(0) : Rm ! Tq0M ¨º¥ª²¨¢®: (20.32)�®£¤  ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  QjKerD~uFt ®²°¨¶ ²¥«¼    ¬ «»µ ®²°¥§ª µ ¨¨¬¥¥² ª®¥·»© ¯®«®¦¨²¥«¼»© ¨¤¥ª±   Lm1[0; t1].�®ª § ²¥«¼±²¢®. �²® ¯°¥¤«®¦¥¨¥ ¤®ª §»¢ ¥²±¿   «®£¨·® ³²¢¥°¦¤¥-¨¾ 20.2. � ° §«®¦¥¨¨ (20:25) ¯¥°¢»¥ ¤¢  ±« £ ¥¬»¥ ®¡° ¹ ¾²±¿ ¢ ³«¼¯® ³±«®¢¨¾ �®µ ,   ·¥²¢¥°²»© ·«¥ ®²°¨¶ ²¥«¥ ¨ ¤®¬¨¨°³¥²   ¬ «»µ®²°¥§ª µ. �°¥²¨© ·«¥ ¬ «   ª®°®²ª¨µ ®²°¥§ª µ, ² ª ª ªq0 � g00w1(0) = @ fu(q0)@ u ����~u(0) w1(0);  ³±«®¢¨¥ (20:32) ¯®§¢®«¿¥² ¢»° §¨²¼ w1(0) ·¥°¥§ ¨²¥£° « Z t10 w1(�) d�  ¿¤°¥ D~uFt1 , ®¯°¥¤¥«¥®¬ ° ¢¥±²¢®¬ (20:26).�» ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ½ª±²°¥¬ «¼, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹³¾ ¢±¥¬ ³±«®¢¨¿¬ ¯°¥¤-«®¦¥¨¿ 20.4, µ®°®¸¥© ®±®¡®© ½ª±²°¥¬ «¼¾ .20.4.4 �¥®¡µ®¤¨¬»¥ ³±«®¢¨¿�³¬¬¨°³¿ °¥§³«¼² ²» ½²®£® ° §¤¥« , ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¥®¡µ®¤¨¬»¥³±«®¢¨¿ ¤«¿ ²®£®, ·²®¡» ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  Q ¨¬¥«  ª®¥·»© ¯®«®¦¨-²¥«¼»© ¨¤¥ª±.�¥®°¥¬  20.4. �³±²¼ ª³±®·®-£« ¤ª®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ~u = ~u(t), t 2 [0; t1],¥±²¼ ª°¨²¨·¥±ª ¿ ²®·ª  ®²®¡° ¦¥¨¿ ¢ ª®¥¶ Ft1 . �³±²¼ ª®¢¥ª²®° �t1 2T �Ft1 (~u)M ¿¢«¿¥²±¿ ¬®¦¨²¥«¥¬ � £° ¦ :�t1D~uFt1 = 0; �t1 6= 0:�±«¨ ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  Q ¨¬¥¥² ª®¥·»© ¯®«®¦¨²¥«¼»© ¨¤¥ª±, ²®:(I) ²° ¥ª²®°¨¿ �t £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬» ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬ _�t = ~h~u(t)(�t);hu(�) = h�; fu(q)i;³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ° ¢¥±²¢³h0t(�t) = 0; t 2 [0; t1];(II.1) ¢»¯®«¿¥²±¿ ³±«®¢¨¥ �¥¦ ¤° :h00t (�t)(v; v) 6 0; v 2 Rm ; t 2 [0; t1]:



324 ����� 20. ������� ������������� ������� �������(II.2) �±«¨ ½ª±²°¥¬ «¼ �t ¢¯®«¥ ®±®¡ ¿:h00t (�t)(v; v) � 0; v 2 Rm ; t 2 [0; t1];²® ¢»¯®«¿¾²±¿ ³±«®¢¨¥ �®µ :fh0tv1; h0tv2g (�t) � 0; v1; v2 2 Rm ; t 2 [0; t1]; (20.33)¨ ®¡®¡¹¥®¥ ³±«®¢¨¥ �¥¦ ¤° :��h~u(t); h0tv	 ; h0tv	 (�t) + nh00t ( _~u(t); v); h0tvo (�t) 6 0;v 2 Rm ; t 2 [0; t1]: (20.34)� ¬¥· ¨¥. �±«¨ £ ¬¨«¼²®¨  hu § ¢¨±¨² ®² u  ´´¨® ( ´´¨»¥ ¯®³¯° ¢«¥¨¾ ±¨±²¥¬»), ²® ¢²®°®¥ ±« £ ¥¬®¥ ¢ ®¡®¡¹¥®¬ ³±«®¢¨¨ �¥¦ ¤-°  (20:34) ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ³«¼.� ¯®¬¨¬, ·²® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¤®±² ²®·»¥ ³±«®¢¨¿ ª®¥·®±²¨ ¨-¤¥ª±  ¢²®°®© ¢ °¨ ¶¨¨ ¤ ¾²±¿ ¢ ¯°¥¤«®¦¥¨¿µ 20.2 ¨ 20.4.�®¬¡¨¨°³¿ ²¥®°¥¬» 20.4 ¨ 20.3, ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹¨¥ ¥®¡µ®¤¨¬»¥³±«®¢¨¿ ®¯²¨¬ «¼®±²¨.�«¥¤±²¢¨¥ 20.1. �±«¨ ª³±®·®-£« ¤ª®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ~u = ~u(t) «®ª «¼® £¥®-¬¥²°¨·¥±ª¨ ®¯²¨¬ «¼® ¤«¿ ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬» (20:14), ²®£¤  ¢¤®«¼ ±®-®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ½ª±²°¥¬ «¨ �t ¢»¯®«¿¾²±¿ ³±«®¢¨¿ ¯¥°¢®£® ¯®°¿¤ª  (I) ¨¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  (II.1), (II.2) ²¥®°¥¬» 20:4.20.5 �°¨«®¦¥¨¿� ½²®¬ ° §¤¥«¥ ¬» ¯°¨¬¥¨¬ ¯®«³·¥»¥ ³±«®¢¨¿ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ¢²®°®£®¯®°¿¤ª  ª ª®ª°¥²»¬ § ¤ · ¬.20.5.1 �®°¬ «¼»¥ ±³¡°¨¬ ®¢» £¥®¤¥§¨·¥±ª¨¥� ±±¬®²°¨¬ ±³¡°¨¬ ®¢³ § ¤ ·³:_q = mXi=1 uifi(q); q 2M; u = (u1; : : : ; um) 2 Rm ;q(0) = q0; q(1) = q1;J(u) = 12 Z 10 mXi=1 u2i dt = 12 Z 10 juj2 dt! min :�±±«¥¤®¢ ¨¥ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ½ª¢¨¢ «¥²® ¨§³·¥¨¾ £° ¨¶» ¬®¦¥±²¢ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ¤«¿ ° ±¸¨°¥®© ±¨±²¥¬»8>><>>: _q = mXi=1 uifi(q); q 2M;_y = 12 juj2; y 2 R:



20.5. ���������� 325� ¬¨«¼²®¨  ° ¢¥hu(�; �) = mXi=1 uih�; fi(q)i+ �2 juj2; � 2 T �M; � 2 R� = R:� ° ¬¥²° � ¯®±²®¿¥ ¢¤®«¼ «¾¡®© £¥®¤¥§¨·¥±ª®© (½ª±²°¥¬ «¨). �±«¨ � 6= 0(®°¬ «¼»© ±«³· ©), ²® ½ª±²°¥¬ «¼®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¨§¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬ . � «¥¥ ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼  ®°¬ «¼»© ±«³· ©:� = 0:�®£¤  hu(�) = hu(�; 0) = mXi=1 uihi(�);hi(�) = h�; fi(q)i; i = 1; : : : ;m:�  ®°¬ «¼®¬ ±«³· ¥ ³±«®¢¨¥ ¬ ª±¨¬³¬  ��� ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ¥ ®¯°¥¤¥-«¿¥² ³¯° ¢«¥¨¿ ( ®°¬ «¼»¥ ½ª±²°¥¬ «¨ ¢¯®«¥ ®±®¡»¥). �§ ½²®£® ³±«®-¢¨¿ ±«¥¤³¥², ·²®  ®°¬ «¼»¥ ½ª±²°¥¬ «¨ �t ³¤®¢«¥²¢®°¿¾², ¢¤®¡ ¢®ª ª£ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬¥ _�t = mXi=1 ui(t)~hi(�t);±«¥¤³¾¹¨¬ ²®¦¤¥±²¢ ¬:hi(�t) � 0; i = 1; : : : ;m:�°¨¬¥¨¬ ³±«®¢¨¿ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª . � ª ¬» ³¦¥ ®²¬¥· «¨, ³±«®¢¨¥ �¥-¦ ¤°  ¢»°®¦¤ ¥²±¿. �±«®¢¨¥ �®µ  ¯°¨¨¬ ¥² ´®°¬³:fhi; hjg(�t) � 0; i; j = 1; : : :m:�±«¨  ®°¬ «¼ ¿ ½ª±²°¥¬ «¼ �t ¯°®¥¶¨°³¥²±¿ ¢ ®¯²¨¬ «¼³¾ ²° ¥ª²®-°¨¾ q(t), ²® ¢ «¾¡®© ²®·ª¥ q ½²®© ²° ¥ª²®°¨¨ ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®© ª®¢¥ª²®°� 2 T �qM; � 6= 0;·²® h�; fi(q)i = 0; i = 1; : : : ;m;h�; [fi; fj ](q)i = 0; i; j = 1; : : : ;m:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¥±«¨ span(fi(q); [fi; fj ](q)) = TqM; (20.35)



326 ����� 20. ������� ������������� ������� �������²® ·¥°¥§ ²®·ª³ q ¥ ¯°®µ®¤¿² «®ª «¼® ®¯²¨¬ «¼»¥ ±²°®£®  ®°¬ «¼»¥²° ¥ª²®°¨¨. �ª±²°¥¬ «¼ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿  §»¢ ¥²±¿ ±²°®£®  ®°¬ «¼®©, ¥±-«¨ ®  ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®¥ª¶¨¥©  ®°¬ «¼®© ½ª±²°¥¬ «¨ ¨ ¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¯°®¥ª¶¨-¥© ®°¬ «¼®© ½ª±²°¥¬ «¨. �²¬¥²¨¬, ·²® ¢ ±«³· ¥ corank > 1 ½ª±²°¥¬ «¼-»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ¬®£³² ¡»²¼  ®°¬ «¼»¬¨, ® ¥ ±²°®£®  ®°¬ «¼»¬¨(².¥. ¬®£³² ¡»²¼  ®°¬ «¼»¬¨ ¨ ®°¬ «¼»¬¨ ®¤®¢°¥¬¥®): ¬®£³² ±³-¹¥±²¢®¢ ²¼ ¤¢  ¬®¦¨²¥«¿ � £° ¦  (�; 0) ¨ (�0; � 6= 0). � «»¥ ¤³£¨ ² ª¨µ²° ¥ª²®°¨© ¢±¥£¤  «®ª «¼® ®¯²¨¬ «¼» ¢ ±¨«³ £« ¤ª®±²¨ ®°¬ «¼®£® £ -¬¨«¼²®¨   H = 12Pmi=1 h2i (±¬. ±«¥¤±²¢¨¥ 17.1).� ±¯°¥¤¥«¥¨¿ span(fi(q)), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ³±«®¢¨¾ (20:35),  §»¢ -¾²±¿ 2-¯®°®¦¤ ¾¹¨¬¨. � ¯°¨¬¥°, «¥¢®¨¢ °¨ ²»¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ ¯®«®-£® ° £ , ¢®§¨ª ¾¹¨¥ ¢ ±³¡°¨¬ ®¢®© § ¤ ·¥   ª®¬¯ ª²®© £°³¯¯¥ �¨¢ ° §¤¥«¥ 19.2 ¨ ³¯° ¦¥¨¨ 19.1, ¿¢«¿¾²±¿ 2-¯®°®¦¤ ¾¹¨¬¨, ¯®½²®¬³ ¢½²¨µ § ¤ · µ ¥² ±²°®£®  ®°¬ «¼»µ ²° ¥ª²®°¨©.�°¨¬¥° 20.1. � ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹³¾ «¥¢®¨¢ °¨ ²³¾ ±³¡°¨¬ ®¢³§ ¤ ·³   GL(n) ± ¥±²¥±²¢¥»¬ ª°¨²¥°¨¥¬:_Q = QV; Q 2 GL(n); V = V �; (20.36)J(V ) = 12 Z 10 trV 2 dt! min : (20.37)�¯° ¦¥¨¥ 20.6. �®ª ¦¨²¥, ·²® ®°¬ «¼»¥ ½ª±²°¥¬ «¨ ¢ ½²®© § ¤ ·¥±³²¼ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¤¢³µ ®¤®¯ ° ¬¥²°¨·¥±ª¨µ ¯®¤£°³¯¯. (�ª § ¨¥: ¯®¢²®-°¨²¥ ° ±±³¦¤¥¨¥ ° §¤¥«  19.2.) �²±¾¤  ±«¥¤³¥², ·²® «¾¡ ¿ ¥¢»°®¦¤¥- ¿ ¬ ²°¨¶  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥  ¢ ¢¨¤¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¿ ¤¢³µ ½ª±¯®¥²eV e(V�V �)=2. � ¬¥²¨¬, ·²® ¥ «¾¡ ¿ ¥¢»°®¦¤¥ ¿ ¬ ²°¨¶  ¯°¥¤±² ¢«¿-¥²±¿ ¢ ¢¨¤¥ ®¤®© ½ª±¯®¥²» eV .� § ¤ ·¥ (20:36), (20:37) ¨¬¥¥²±¿ ¬®£®  ®°¬ «¼»µ ½ª±²°¥¬ «¥©, ®®¨ ¥ ¬®£³² ¡»²¼ ®¯²¨¬ «¼»¬¨. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥, § ¤ ®¥¯° ¢®© · ±²¼¾ ½²®© ±¨±²¥¬», 2-¯®°®¦¤ ¾¹¥¥. �¥©±²¢¨²¥«¼®,[QV1; QV2] = Q[V1; V2];¯°¨·¥¬ ¥±«¨ ¬ ²°¨¶» Vi ±¨¬¬¥²°¨·», ²® ¨µ ª®¬¬³² ²®° [V1; V2] ª®±®±¨¬-¬¥²°¨·¥. �®«¥¥ ²®£®, «¾¡ ¿ ª®±®±¨¬¬¥²°¨· ¿ ¬ ²°¨¶  ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®-«³·¥  ² ª¨¬ ®¡° §®¬. �® «¾¡ ¿ n � n ¬ ²°¨¶  ¥±²¼ ±³¬¬  ±¨¬¬¥²°¨·-®© ¨ ª®±®±¨¬¬¥²°¨·®© ¬ ²°¨¶. �®½²®¬³ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ fQV j V � = V g2-¯®°®¦¤ ¾¹¥¥, ¨ ±²°®£®  ®°¬ «¼»¥ ½ª±²°¥¬ «¼»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ¥®¯²¨-¬ «¼».20.5.2 �®ª «¼ ¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¼ ¡¨«¨¥©»µ ±¨±²¥¬� ±±¬®²°¨¬ ¡¨«¨¥©³¾ ³¯° ¢«¿¥¬³¾ ±¨±²¥¬³ ¢¨¤ _x = Ax+ uBx+ vb; u; v 2 R; x 2 Rn : (20.38)



20.5. ���������� 327�» ¨²¥°¥±³¥¬±¿, ª®£¤  ½²  ±¨±²¥¬  «®ª «¼® ³¯° ¢«¿¥¬  ¢  · «¥ ª®®°¤¨- ², ².¥. 0 2 intA0(t) 8 t > 0:�²°¨¶ ¨¥ ¥®¡µ®¤¨¬»µ ³±«®¢¨© £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ¤ ¥² ¤®-±² ²®·»¥ ³±«®¢¨¿ «®ª «¼®© ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨. �°¨¬¥¨¬ ª  ¸¥© ±¨±²¥¬¥³±«®¢¨¿ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª  ±«¥¤±²¢¨¿ 20.1. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²®0 2 @A0(t) ¤«¿ ¥ª®²®°®£® t > 0:�®£¤  ²° ¥ª²®°¨¿ x(t) � 0 £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ®¯²¨¬ «¼ , ¯®½²®¬³ ®  ³¤®¢-«¥²¢®°¿¥² ¯°¨¶¨¯³ ¬ ª±¨¬³¬ . � ¢¨±¿¹¨© ®² ³¯° ¢«¥¨¿ £ ¬¨«¼²®¨ ° ¢¥hu;v(p; x) = pAx+ upBx+ vpb; � = (p; x) 2 T �Rn = Rn� � Rn :�¥°²¨ª «¼ ¿ · ±²¼ £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬» ¢¤®«¼ ²° ¥ª²®°¨¨ x(t) ¨¬¥¥²¢¨¤: _p = �pA; p 2 Rn� : (20.39)�§ ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬  ±«¥¤³¥², ·²®p(�)b = p(0)e�A�b � 0; � 2 [0; t];²® ¥±²¼ p(0)Aib = 0; i = 0; : : : ; n� 1; (20.40)¤«¿ ¥ª®²®°®£® ª®¢¥ª²®°  p(0) 6= 0, ¯®½²®¬³span(b; Ab; : : : ; An�1b) 6= Rn :�¥°¥µ®¤¨¬ ª ³±«®¢¨¿¬ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª . �±«®¢¨¥ �¥¦ ¤°  ¢»°®¦¤ ¥²±¿,² ª ª ª ±¨±²¥¬   ´´¨  ¯® ³¯° ¢«¥¨¾,   ³±«®¢¨¥ �®µ  ¯°¨¨¬ ¥² ´®°¬³:p(�)Bb � 0; � 2 [0; t]:�¨´´¥°¥¶¨°³¿ ½²® ²®¦¤¥±²¢® ¢ ±¨«³ £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬» (20:39), ¯®-«³· ¥¬, ¢¤®¡ ¢®ª ª (20:40), ¤®¯®«¨²¥«¼»¥ ®£° ¨·¥¨¿   p(0):p(0)AiBb = 0; i = 0; : : : ; n� 1:�¡®¡¹¥®¥ ³±«®¢¨¥ �¥¦ ¤°  ¢»°®¦¤ ¥²±¿.�² ª, ¥° ¢¥±²¢®span(b; Ab; : : : ; An�1b; Bb;ABb; : : : ; An�1Bb) 6= Rn¥®¡µ®¤¨¬® ¤«¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ²° ¥ª²®°¨¨ x(t) � 0. �»-¬¨ ±«®¢ ¬¨, ° ¢¥±²¢®span(b; Ab; : : : ; An�1b; Bb;ABb; : : : ; An�1Bb) = Rn¤®±² ²®·® ¤«¿ «®ª «¼®© ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨ ¡¨«¨¥©®© ±¨±²¥¬» (20:38) ¢  -· «¥ ª®®°¤¨ ².



328 ����� 20. ������� ������������� ������� �������20.6 �¨±²¥¬» ±® ±ª «¿°»¬ ³¯° ¢«¥¨¥¬� ½²®¬ ° §¤¥«¥ ¬» ¯°¨¬¥¨¬ ³±«®¢¨¿ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ¯¥°¢®£® ¨ ¢²®°®£® ¯®-°¿¤ª  ª ¯°®±²¥©¸¥¬³ (¨  ¨¡®«¥¥ ±«®¦®¬³ ¤«¿ ³¯° ¢«¥¨¿) ±«³· ¾ ±¨±²¥¬±® ±ª «¿°»¬ ³¯° ¢«¥¨¥¬:_q = f0(q) + uf1(q); u 2 [�; �] � R; q 2M: (20.41)�¨±²¥¬   ´´¨  ¯® ³¯° ¢«¥¨¾, ¨ ³±«®¢¨¥ �¥¦ ¤°   ¢²®¬ ²¨·¥±ª¨ ¢»-°®¦¤ ¥²±¿. � «¥¥, ³¯° ¢«¥¨¥ ®¤®¬¥°®, ¯®½²®¬³ ³±«®¢¨¥ �®µ  ²°¨¢¨ «¼®.�¯°®·¥¬, ®¡®¡¹¥®¥ ³±«®¢¨¥ �¥¦ ¤°  ° ¡®² ¥² (¬» ¢»¯¨¸¥¬ ¥£® ¨¦¥).� · «  ¯°¨¬¥¨¬ ¯°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬  �®²°¿£¨ . �¢¥¤¥¬ «¨¥©»¥  ±«®¿µ ª®ª ± ²¥«¼®£® ° ±±«®¥¨¿ £ ¬¨«¼²®¨ »hi(�) = h�; fi(q)i; i = 0; 1;²®£¤  £ ¬¨«¼²®¨  ±¨±²¥¬» ° ¢¥hu(�) = h0(�) + uh1(�):�» ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ½ª±²°¥¬ «¨, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ³¯° ¢«¥¨¾u(t) 2 (�; �): (20.42)� ¬¨«¼²®®¢  ±¨±²¥¬  ��� ¨¬¥¥² ¢¨¤_�t = ~h0(�t) + u(t)~h1(�t); (20.43)  ³±«®¢¨¥ ¬ ª±¨¬³¬  ±¢®¤¨²±¿ ª ²®¦¤¥±²¢³h1(�t) � 0: (20.44)�ª±²°¥¬ «¨ �t «¨¯¸¨¶¥¢», ¯®½²®¬³ ¯°¥¤»¤³¹¥¥ ²®¦¤¥±²¢® ¬®¦® ¤¨´´¥-°¥¶¨°®¢ ²¼:_h1(�t) = dd th1(�t) = fh0 + u(t)h1; h1g(�t) = fh0; h1g(�t) � 0: (20.45)� ¢¥±²¢  (20:44), (20:45), ¢»¯®«¿¾¹¨¥±¿ ²®¦¤¥±²¢¥® ¢¤®«¼ «¾¡®© ½ª-±²°¥¬ «¨ �t, ª®²®° ¿ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² (20:42), ¥ ¯®§¢®«¿¾² ®¯°¥¤¥«¨²¼ ±®®²-¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ³¯° ¢«¥¨¥ u(t). �²®¡» ¯®«³·¨²¼ ° ¢¥±²¢®, ±®¤¥°¦ ¹¥¥ u(t),¯°®¤®«¦ ¥¬ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ²¼:�h1(�t) = fh0 + u(t)h1; fh0; h1gg(�t)= fh0; fh0; h1gg(�t) + u(t)fh1; fh0; h1gg(�t) � 0:�¢¥¤¥¬ ®¡®§ ·¥¨¥ ¤«¿ £ ¬¨«¼²®¨ ®¢:hi1i2:::ik = fhi1 ; fhi2 ; : : : ; fhik�1 ; hikg : : : gg; ij 2 f0; 1g:



20.6. ������� �� ��������� ����������� 329²®£¤  «¾¡ ¿ ½ª±²°¥¬ «¼ �t ± ®£° ¨·¥¨¥¬ (20:42) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ²®¦¤¥±²-¢ ¬ h1(�t) = h01(�t) � 0; (20.46)h001(�t) + u(t)h101(�t) � 0: (20.47)�±«¨ h101(�t) 6= 0, ²® ½ª±²°¥¬ «¼®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ u = u(�t) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿®¤®§ ·® ²®·ª®© �t: u(�t) = �h001(�t)h101(�t) : (20.48)� ¬¥²¨¬, ·²® ³±«®¢¨¥ °¥£³«¿°®±²¨ h101(�t) 6= 0 ²¥±® ±¢¿§ ® ± ®¡®¡¹¥-»¬ ³±«®¢¨¥¬ �¥¦ ¤° . �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¤«¿ £ ¬¨«¼²®¨   hu = h0 + uh1®¡®¡¹¥®¥ ³±«®¢¨¥ �¥¦ ¤°  ¯°¨¨¬ ¥² ¢¨¤ffh0 + uh1; h1g; h1g(�t) = �h101(�t) 6 0;²® ¥±²¼ h101(�t) > 0:�±«¨ ¦¥ ½²® ¥° ¢¥±²¢® ±² ®¢¨²±¿ ±²°®£¨¬, ²® ³¯° ¢«¥¨¥ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿±®®²®¸¥¨¥¬ (20:48).�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® h101(�t) 6= 0 ¨ ¯®¤±² ¢¨¬ ³¯° ¢«¥¨¥ u(�) =�h001(�)=h101(�), ®¯°¥¤¥«¿¥¬®¥ ° ¢¥±²¢®¬ (20:48), ¢ £ ¬¨«¼²®®¢³ ±¨±²¥-¬³ (20:43): _� = ~h0(�) + u(�)~h1(�): (20.49)�¾¡ ¿ ½ª±²°¥¬ «¼,   ª®²®°®© ¢»¯®«¿¾²±¿ ³±«®¢¨¿ (20:42) ¨ h101(�t) 6= 0,¥±²¼ ²° ¥ª²®°¨¿ ½²®© ±¨±²¥¬».�¥¬¬  20.3. �®£®®¡° §¨¥f� 2 T �M j h1(�) = h01(�) = 0; h101(�) 6= 0g (20.50)¨¢ °¨ ²® ¤«¿ ±¨±²¥¬» (20:49).�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¥¦¤¥ ¢±¥£® § ¬¥²¨¬, ·²® ³±«®¢¨¥ °¥£³«¿°®±²¨ h101(�) 6=0 £ ° ²¨°³¥², ·²® ³±«®¢¨¿ (20:50) ®¯°¥¤¥«¿¾² £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥, ² ªª ª d�h1 ¨ d�h01 «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬». �¢¥¤¥¬ £ ¬¨«¼²®¨ '(�) = h0(�) + u(�)h1(�):�®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ £ ¬¨«¼²®®¢® ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥~'(�) = ~h0(�) + u(�)~h1(�) + h1(�) ~u(�)±®¢¯ ¤ ¥² ± ¯®«¥¬ (20:49)   ¬®£®®¡° §¨¨ fh1 = h01 = 0g, ¯®½²®¬³ ¤®±² -²®·® ¯®ª § ²¼, ·²® ~' ª ± ¥²±¿ ½²®£® ¬®£®®¡° §¨¿.



330 ����� 20. ������� ������������� ������� ��������»·¨±«¨¬ ¯°®¨§¢®¤»¥ ¢¤®«¼ ¯®«¿ ~':_h1 = fh0 + uh1; h1g = h01 � (~h1u)h1;_h01 = fh0 + uh1; h01g = h001 + uh101| {z }�0 �(~h01u)h1 = �(~h01u)h1:�¨¥© ¿ ±¨±²¥¬  ± ¯¥°¥¬¥»¬¨ ª®½´´¨¶¨¥² ¬¨ ¤«¿ h1(t) = h1(�t),h01(t) = h01(�t) ( _h1(t) = h01(t)� (~h1u)(�t)h1(t);_h01(t) = �(~h01u)(�t)h1(t)¨¬¥¥² ¥¤¨±²¢¥®¥ °¥¸¥¨¥. �®½²®¬³ ¤«¿  · «¼»µ ³±«®¢¨© h1(0) =h01(0) = 0 ¯®«³· ¥¬ °¥¸¥¨¥ h1(t) = h01(t) � 0. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¬®£®-®¡° §¨¥ (20:50) ¨¢ °¨ ²® ¤«¿ ¯®«¿ ~'(�),   ¯®²®¬³ ¨ ¤«¿ ¯®«¿ (20:49).�¥¯¥°¼ ®¯¨¸¥¬ ¢±¥ ½ª±²°¥¬ «¨ ±¨±²¥¬» (20:41), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨¥ ³±«®-¢¨¿¬ (20:42) ¨ h101 6= 0. �¾¡ ¿ ² ª ¿ ½ª±²°¥¬ «¼ ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¬®£®®¡° -§¨¾ fh1 = h01 = 0g, ¨ ·¥°¥§ «¾¡³¾ ²®·ª³ �0 ½²®£® ¬®£®®¡° §¨¿, ³¤®¢«¥-²¢®°¿¾¹³¾ £° ¨·»¬ ³±«®¢¨¿¬   ³¯° ¢«¥¨¥:u(�0) = �h001(�0)h101(�0) 2 (�; �);¯°®µ®¤¨² ¥¤¨±²¢¥ ¿ ² ª ¿ ½ª±²°¥¬ «¼ | ²° ¥ª²®°¨¿ �t ±¨±²¥¬» (20:49).� § ¤ · µ, ° ±±¬®²°¥»µ ¢ £« ¢ µ 13 ¨ 18 (¬ ¸¨  �³¡¨± , ¢° ¹¥-¨¥ ¢®ª°³£ ¤¢³µ ®±¥© ¢ SO(3)), ¢±¥ ®±®¡»¥ ½ª±²°¥¬ «¨ ¢®§¨ª «¨ ¨¬¥®² ª¨¬ ®¡° §®¬. � ®¡¹¥¬ ±«³· ¥ h101 6= 0, ¨ ¢±¥ ½ª±²°¥¬ «¨, ³¤®¢«¥²¢®°¿-¾¹¨¥ (20:42), ¬®£³² ¡»²¼ ¨§³·¥», ª ª ½²® ±¤¥« ® ¢»¸¥. �® ¢ ¥ª®²®°»µ¢ ¦»µ ¯°¨¬¥° µ £ ¬¨«¼²®¨  h101 ¬®¦¥² ®¡° ¹ ²¼±¿ ¢ ³«¼. � ¯°¨¬¥°,° ±±¬®²°¨¬ ¬¥µ ¨·¥±ª³¾ ±¨±²¥¬³ ± ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨«®©:�y = g(y) + ub; y; b 2 Rn ; u 2 [�; �] � R;¨«¨ ¢ ±² ¤ °²®© ´®°¬¥: ( _y1 = y2;_y2 = g(y1) + ub:�¥ª²®°»¥ ¯®«¿ ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ ° ¢»f0 = y2 @@ y1 + g(y1) @@ y2 ;f1 = b @@ y2 ;¯®½²®¬³ h101(�) = h�; [f1; [f0; f1]]| {z }�0 i � 0:



20.6. ������� �� ��������� ����������� 331�®«¥¥ ®¡¹®, h101 ² ª¦¥ ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ³«¼ ¤«¿ ±¨±²¥¬ ¢¨¤ ( _x = f(x; y);�y = g(x; y) + ub; x 2M; y; b 2 Rn ; u 2 [�; �] � R: (20.51)�²¥°¥±»© ¯°¨¬¥° ±¨±²¥¬» ² ª®£® °®¤  | ¬ ¸¨  �³¡¨±  ± ³¯° ¢«¥¨¥¬³£«®¢»¬ ³±ª®°¥¨¥¬:8>>><>>>: _x1 = cos �;_x2 = sin �;_� = y;_y = u; (x1; x2) 2 R2 ; � 2 S1; y 2 R; juj 6 1:�¬¥¿ ¢¢¨¤³ ² ª³¾ ¬®²¨¢ ¶¨¾, ° ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ ±«³· ©, ª®£¤ h101(�) � 0: (20.52)�®£¤  ° ¢¥±²¢® (20:47) ¥ ±®¤¥°¦¨² u(t), ¨ ¬» ¯°®¤®«¦¨¬ ¤¨´´¥°¥¶¨°®-¢ ¨¥, ·²®¡» ¯®«³·¨²¼ ³° ¢¥¨¥, ®¯°¥¤¥«¿¾¹¥¥ ³¯° ¢«¥¨¥:h(3)1 (�t) = _h001(�t) = h0001(�t) + u(t)h1001(�t) � 0:�ª §»¢ ¥²±¿, ±®¬®¦¨²¥«¼ ¯°¨ u(t) ²®¦¤¥±²¢¥® ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ³«¼ ¯°¨³±«®¢¨¨ (20:52):h1001 = fh1; fh0; fh0; h1ggg = ffh1; h0g; fh0; h1gg| {z }=0 +fh0; fh1; fh0; h1ggg= fh0; h101g = 0:�®½²®¬³ ¯®«³· ¥¬, ¢ ¤®¯®«¥¨¥ ª (20:46), (20:47) ¨ (20:52), ¥¹¥ ®¤® ²®¦-¤¥±²¢® ¡¥§ u(t): h0001(�t) � 0:�°®¤®«¦¨¬ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¥:h(4)1 (�t) = _h0001(�t) = h00001(�t) + u(t)h10001(�t) � 0: (20.53)�«¿ ¬ ¸¨» �³¡¨±  ± ³¯° ¢«¥¨¥¬ ³£«®¢»¬ ³±ª®°¥¨¥¬ h10001(�t) 6= 0,¨ ¢ ±«³· ¥ ®¡¹¥£® ¯®«®¦¥¨¿ (¢ ª« ±±¥ ±¨±²¥¬ (20:51)) ½²® ² ª¦¥ ¢¥°®.�°¨ ³±«®¢¨¨ h10001(�t) 6= 0 ¬®¦® ¢»° §¨²¼ ³¯° ¢«¥¨¥ ¢ ¢¨¤¥ u = u(�) ¨§³° ¢¥¨¿ (20:53) ¨  ©²¨ ¢±¥ ½ª±²°¥¬ «¨ ² ª ¦¥, ª ª ¢ ±«³· ¥ h101(�t) 6= 0.�¯° ¦¥¨¥ 20.7. �®ª ¦¨²¥, ·²® ¤«¿ ¬ ¸¨» �³¡¨±  ± ³¯° ¢«¥¨¥¬ ³£-«®¢»¬ ³±ª®°¥¨¥¬ ®±®¡»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ±³²¼ ¯°¿¬»¥   ¯«®±ª®±²¨ (x1; x2):x1 = x01 + t cos �0; x2 = x02 + t sin �0; � = �0; y = 0:



332 ����� 20. ������� ������������� ������� ��������¯°®·¥¬, ½²  ±¨±²¥¬  ³±²°®¥  ¯®-®¢®¬³. �®¿¢«¿¥²±¿ ®¢»© ²¨¯ ®¯²¨-¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿, ª®£¤  ³¯° ¢«¥¨¥ ¨¬¥¥² ¡¥±ª®¥·®¥ ·¨±«® ¯¥°¥ª«¾-·¥¨©   ª®¬¯ ª²»µ ¢°¥¬¥»µ ¨²¥°¢ « µ.�«¿ ±² ¤ °²®© ¬ ¸¨» �³¡¨±  (± ³¯° ¢«¥¨¥¬ ³£«®¢®© ±ª®°®±²¼¾)®±®¡»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ¬®£³² ±®¯°¿£ ²¼±¿ ± °¥«¥©»¬¨ ²° ¥ª²®°¨¿¬¨ ±«¥¤³¾-¹¨¬ ®¡° §®¬: u(t) = �1; t < �t; u(t) = 0; t > �t; (20.54)¨«¨ u(t) = 0; t < �t; u(t) = �1; t > �t: (20.55)�®ª ¦¥¬, ·²® ¯°¨ ³¯° ¢«¥¨¨ ³£«®¢»¬ ³±ª®°¥¨¥¬ ² ª¨¥ ³¯° ¢«¥¨¿ ¥¬®£³² ¡»²¼ ®¯²¨¬ «¼».�°¨¢¥¤¥®¥ ¨¦¥ ° ±±³¦¤¥¨¥ ¯®ª §»¢ ¥², ª ª  ¸¨ ¬¥²®¤» ¬®£³²¯°¨¬¥¿²¼±¿ ¢ ±¨²³ ¶¨¿µ, ¥ ¯®ª°»¢ ¥¬»µ ´®°¬ «¼®© ²¥®°¨¥©. � µ®¤¥½²®£® ° ±±³¦¤¥¨¿ ¬» ¤®ª ¦¥¬ ¯°¥¤«®¦¥¨¥ 20.5, ±´®°¬³«¨°®¢ ®¥  ±²°. 337.� ±±¬®²°¨¬ § ¤ ·³ ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿ ¤«¿  ¸¥© ±¨±²¥¬» ±® ±ª «¿°»¬³¯° ¢«¥¨¥¬ (20:41). �®ª ¦¥¬, ·²® ¥ ±³¹¥±²¢³¥² ®¯²¨¬ «¼»µ ¯® ¡»±²-°®¤¥©±²¢¨¾ ²° ¥ª²®°¨©, ±®¤¥°¦ ¹¨µ ®±®¡»© ³· ±²®ª, §  ª®²®°»¬ ±«¥¤³¥²°¥«¥©»© ³· ±²®ª. �² ¯°®²¨¢®£®, ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ² ª ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ q(t)±³¹¥±²¢³¥². � ±±¬®²°¨¬ ±³¦¥¨¥ ½²®© ²° ¥ª²®°¨¨   ®±®¡»© ¨ °¥«¥©»©³· ±²ª¨: q(t); t 2 [0; t1];u(t) 2 (�; �); t 2 [0; �t ];u(t) =  2 f�; �g; t 2 [�t; t1]:�³±²¼ �t | ½ª±²°¥¬ «¼, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ½ª±²°¥¬ «¼®© ²° ¥ª²®°¨¨ q(t).�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ² ª ¿ ½ª±²°¥¬ «¼ ¥¤¨±²¢¥  ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¥³«¥¢®-£® ¬®¦¨²¥«¿ (¢ ²¨¯¨·®¬ ±«³· ¥ ½²® ² ª). �¥°¥¯ ° ¬¥²°¨§³¿ ³¯° ¢«¥¨¥(².¥. ¢»¡¨° ¿ u� u(�t� 0) ¢ ª ·¥±²¢¥ ®¢®£® ³¯° ¢«¥¨¿), ¯®«³· ¥¬u(�t� 0) = 0; � < 0 < �;¡¥§ ¨§¬¥¥¨¿ ±²°³ª²³°» ±ª®¡®ª �¨. � ¬¥²¨¬, ·²® ±¥©· ± ¬» ¨§³· ¥¬ ®¯-²¨¬ «¼³¾ ¯® ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¾ ²° ¥ª²®°¨¾,   ¥ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ®¯²¨¬ «¼-³¾, ª ª ° ¼¸¥. �¯°®·¥¬, £ ¬¨«¼²®¨  ��� hu = h0 + uh1 ¤«¿ § ¤ ·¨¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿ ² ª®© ¦¥, ª ª ¤«¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© § ¤ ·¨, ¯®½²®¬³ ¯°®-¢¥¤¥»© ¢»¸¥   «¨§ ®±®¡»µ ½ª±²°¥¬ «¥© ¯°¨¬¥¨¬. �® ±³²¨, ¨¦¥ ¬»¤®ª ¦¥¬, ·²® ®±®¡»© ¨ °¥«¥©»© ³· ±²ª¨ ¥ ¬®£³² ±®¯°¿£ ²¼±¿ ¥ ²®«¼ª®  ®¯²¨¬ «¼®© ¯® ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¾ ²° ¥ª²®°¨¨, ® ² ª¦¥ ¨   ®¯²¨¬ «¼®©¯® ¬¥¤«¥®¤¥©±²¢¨¾ ¨«¨ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ®¯²¨¬ «¼®© ²° ¥ª²®°¨¨.�» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²® ¯®«¿ f0, f1 ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ²®¦¤¥±²¢³[f1; [f0; f1]] � 0;



20.6. ������� �� ��������� ����������� 333  ½ª±²°¥¬ «¼ �t ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¥° ¢¥±²¢³h10001(��t) 6= 0:� ª ª ª u(�t� 0) = 0, ¨§ ° ¢¥±²¢  (20:53) ±«¥¤³¥², ·²® h00001(��t) = 0.�§ ³±«®¢¨¿ ¬ ª±¨¬³¬  ��� ±«¥¤³¥², ·²®hu(t)(�t) = h0(�t) + u(t)h1(�t) > h0(�t);²® ¥±²¼ ¢¤®«¼ ¢±¥© ½ª±²°¥¬ «¨u(t)h1(�t) > 0; t 2 [0; t1]:�®   ®±®¡®¬ ³· ±²ª¥ h1(�t) � 0, ¯®½²®¬³u(t)h1(�t) � 0; t 2 [0; �t ]:�¥°¢ ¿ ®²«¨· ¿ ®² ³«¿ ¯°®¨§¢®¤ ¿ ´³ª¶¨¨ u1(t)h1(�t) ¯°¨ t = �t + 0¯®«®¦¨²¥«¼ . �¬¥¿ ¢¢¨¤³ ·²® u(t) �    ®±®¡®¬ ³· ±²ª¥ t 2 [�t; t1], ¬» ¢»-·¨±«¨¬ ½²³ ¯°®¨§¢®¤³¾. � ª ª ª h1(��t) = h01(��t) = h001(��t) = h0001(��t) =h1001(��t) = 0, ¯¥°¢»¥ ²°¨ ¯°®¨§¢®¤»¥ ®¡° ¹ ¾²±¿ ¢ ³«¼:dkdtk ����t=�t+0 u(t)h1(�t) = 0; k = 0; 1; 2; 3:�®½²®¬³ ·¥²¢¥°² ¿ ¯°®¨§¢®¤ ¿ ¥®²°¨¶ ²¥«¼ :d4dt4 ����t=�t+0 u(t)h1(�t) = (h00001(��t) + h10001(��t))= 2h10001(��t) > 0:� ª ª ª 2 > 0, ¯®«³· ¥¬ h10001(��t) > 0: (20.56)�¥©· ± ¬» ¨±¯®«¼§³¥¬ ½²® ¥° ¢¥±²¢® ± ²¥¬, ·²®¡» ¯®«³·¨²¼ ¯°®²¨¢®°¥·¨¥·¥°¥§ ²¥®°¨¾ ¢²®°®© ¢ °¨ ¶¨¨.� ¯®¬¨¬ ¢»° ¦¥¨¥ (20:29) ¤«¿ £¥±±¨   ®²®¡° ¦¥¨¿ ¢ ª®¥¶:�tHessu Ft(v)= Z t0 �0 [ _g0� ; g0� ]w2(�) d� + Z t0 Z �10 �0 � _g0�2 ; _g0�1�w(�2)w(�1) d�2d�1: (20.57)�¤¥±¼ w(�) = Z t� v(�) d�; w(0) = 0;g0� = P�1�� f1;_g0� = P�1�� [f0; f1];P� = �!exp Z �0 fu(�) d�:



334 ����� 20. ������� ������������� ������� ��������¥°¢»© ·«¥ ¢ ¢»° ¦¥¨¨ ¤«¿ £¥±±¨   (20:57) ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ³«¼:�0 [ _g0� ; g0� ] = �h101(�� ) � 0:�¢ ¦¤» ¨²¥£°¨°³¿ ¢²®°®© ·«¥ ¯® · ±²¿¬, ¯®«³· ¥¬:�tHessu Ft(v) = Z t0 �0 [�g0� ; _g0� ] �2(�) d� + Z t0 Z �10 �0 ��g0�2 ; �g0�1� �(�2)�(�1) d�2 d�1;(20.58)£¤¥ �g0� = P�1�� [f0; [f0; f1]];�(�) = Z �0 w(�1) d�1; �(t) = 0:�¥°¢»© ·«¥ ¢ (20:58) ¤®¬¨¨°³¥²   ¨£®«¼· ²»µ ¢ °¨ ¶¨¿µ v = v�t;":��tHessu F�t(v�t;") = "4�0[ �g0�t; _g0�t ] +O("5);¢»·¨±«¨¬ £« ¢»© ·«¥ ¢ £ ¬¨«¼²®®¢®© ´®°¬¥:�0[ �g0�t; _g0�t ] = ��t[[f0; [f0; f1]]; [f0; f1]] = fh001; h01g(��t) = ffh1; h0g; h001g(��t)= fh1; fh0; h001gg(��t)� fh0; fh1; h001g| {z }=h1001�0 g(��t) = h10001(��t):� ±¨«³ ¥° ¢¥±²¢  (20:56), ��t Hessu F�t(v0) > 0;£¤¥ v0 = v�t;"¤«¿ ¤®±² ²®·® ¬ «»µ " > 0. �²® ®§ · ¥², ·²®d2d s2 ����s=0 a � F�t(u+ sv0) = ��tHessu F�t(v0) > 0¤«¿ «¾¡®© ´³ª¶¨¨ a 2 C1(M), a(q(�t )) = 0, dq(�t )a = ��t. �®£¤ a � F�t(u+ sv0) = s22 ��t Hessu F�t(v0) +O(s3); s! 0;².¥. ª°¨¢ ¿ F�t(u+psv0) ¿¢«¿¥²±¿ £« ¤ª®© ¯°¨ s = +0 ¨ ¨¬¥¥² ª ± ²¥«¼»©¢¥ª²®° dd s ����s=+0 F�t(u+psv0) = �0;h��t; �0i > 0: (20.59)



20.6. ������� �� ��������� ����������� 335�² ª, ¢ °¨ ¶¨¿ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿ u ¢  ¯° ¢«¥¨¨ v0 ¯®°®¦¤ ¥²ª ± ²¥«¼»© ¢¥ª²®° �0 ª® ¬®¦¥±²¢³ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ Aq0(�t ), ¯°¨ ¤«¥¦ ¹¨©¯®«³¯°®±²° ±²¢³ h��t; � i > 0 ¢ Tq(�t )M .� ª ª ª ½ª±²°¥¬ «¼ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ q(t) ¥±²¼ ¯°®¥ª¶¨¿ ¥¤¨±²¢¥®©, ±²®·®±²¼¾ ¤® ±ª «¿°®£® ¬®¦¨²¥«¿, ½ª±²°¥¬ «¨ �t, ²® ³¯° ¢«¥¨¥ u ¿¢«¿-¥²±¿ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª®© ª®° £  ®¤¨ ®²®¡° ¦¥¨¿ ¢ ª®¥¶:dim ImDuF�t = dimM � 1 = n� 1:�²® ®§ · ¥², ·²® ±³¹¥±²¢³¾² ¢ °¨ ¶¨¨ ³¯° ¢«¥¨¿, ¯®°®¦¤ ¾¹¨¥ £¨¯¥°-¯«®±ª®±²¼ ª ± ²¥«¼»µ ¢¥ª²®°®¢ ª Aq0(�t ):9 v1; : : : ; vn�1 2 TuU ² ª¨¥, ·²®dd s ����s=0 F�t(u+ svi) = �i; i = 1; : : : ; n� 1;span(�1; : : : ; �n�1) = ImDuF�t:�² ª, ¢ °¨ ¶¨¨ v0, v1, : : : , vn�1 ³¯° ¢«¥¨¿ u   ®±®¡®¬ ³· ±²ª¥ ¯®°®¦¤ ¾²¥®²°¨¶ ²¥«¼®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ª®¢¥ª²®°  ��t:us = u+ps0v0 + n�1Xi=1 sivi; s = (s0; s1; : : : ; sn�1) 2 R+ � Rn�1 ;@@ si ����s=0 F�t(us) = �i; i = 0; 1; : : : ; n� 1;R+�0 + span(�1; : : : ; �n�1) = fh��t; � i > 0g:�®¡ ¢¨¬ ¨£®«¼· ²³¾ ¢ °¨ ¶¨¾   °¥«¥©®¬ ³· ±²ª¥. � ª ª ª ³¯° ¢-«¥¨¥ u(t), t 2 [�t; t1], ¥®±®¡®¥, § ª«¾· ¥¬, ·²® ´³ª¶¨¿ ¯¥°¥ª«¾·¥¨¿h1(�t) 6� 0, t 2 [�t; t1]. �»¡¥°¥¬ «¾¡®© ¬®¬¥²�t1 2 (�t; t1) ² ª®©, ·²® h1(��t1 ) 6= 0:�®¡ ¢¨¬ ¨£®«¼· ²³¾ ¢ °¨ ¶¨¾, ±®±°¥¤®²®·¥³¾   ¬ «»µ ®²°¥§ª µ ¢¡«¨-§¨ �t1: us;"(t) =8><>:us(t); t 2 [0; �t ];u(t) = ; t 2 [�t; �t1] [ [�t1 + "; t1];0; t 2 [�t1; �t1 + "]:�£®«¼· ² ¿ ¢ °¨ ¶¨¿ ¯®°®¦¤ ¥² ª ± ²¥«¼»© ¢¥ª²®°@@ " ����(";s)=(+0;0) Ft1(us;") = � h�P t1�t1 �� f1i (q(t1));P t� = �!exp Z t� fu(�) d�;



336 ����� 20. ������� ������������� ������� �������½²  ¯°®¨§¢®¤ ¿ ¢»·¨±«¿¥²±¿ ª ª ¢ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬ ,±¬. «¥¬¬³ 12.2. �¯°¥¤¥«¨¬ ° ±¯®«®¦¥¨¥ ¢¥ª²®° �n = � h�P t1�t1 �� f1i (q(t1))®²®±¨²¥«¼® £¨¯¥°¯«®±ª®±²¨ ImDuFt1 :h�t1 ; �ni = �h��t1 ; f1i = �h1(��t1 ):� ª ª ª h1(��t1) 6= 0, ²® ¨§ ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬  ±«¥¤³¥², ·²® h1(��t1 ) =u(�t1)h1(��t1 ) > 0, ¯®½²®¬³ h�t1 ; �ni < 0:�¥°¥¥±¥¬ ª ± ²¥«¼»¥ ¢¥ª²®°» �i, i = 0; : : : ; n� 1, ¨§ q(�t ) ¢ q(t1):@@ " ����(";s)=(0;0) Ft1(us;") = @@ " ����(";s)=(0;0) P t1�t (F�t(us))= �P t1�t �� �i = �i; i = 0; : : : ; n� 1:�¥° ¢¥±²¢® (20:59) ¯¥°¥®±¨²±¿ ¢ ¥° ¢¥±²¢®h�t1 ; �0i = h��t; �0i > 0¯®¬¨¬® ½²®£®, ª®¥·®,h�t1 ; �ii = h��t; �ii = 0; i = 1; : : : ; n� 1:�¥° ¢¥±²¢® h�t1 ; �ni < 0 ®§ · ¥², ·²® ¨£®«¼· ² ¿ ¢ °¨ ¶¨¿   °¥«¥©®¬³· ±²ª¥ ¯®°®¦¤ ¥² ª ± ²¥«¼»© ¢¥ª²®° ¢ ¯®«³¯°®±²° ±²¢¥ h�t1 ; � i < 0, ¤®-¯®«¨²¥«¼®¬ ª ¯®«³¯°®±²° ±²¢³ h�t1 ; � i > 0, ¯®°®¦¤¥®¬³ ¢ °¨ ¶¨¿¬¨  ®±®¡®¬ ³· ±²ª¥.�®¤¢¥¤¥¬ ¨²®£¨. �²®¡° ¦¥¨¥F : R+ � Rn�1 � R+ !M; F (s; ") = Ft1(us;");³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¾D(0;0)F (R+ � Rn�1 � R+ ) = R+�0 + span(�1; : : : ; �n�1) + R+�n = Tq(t1)M:�® «¥¬¬¥ 12.1 ¨ § ¬¥· ¨¾ ¯®±«¥ ¥¥, ®²®¡° ¦¥¨¥ F «®ª «¼® ®²ª°»-²® ¢ ²®·ª¥ (s; ") = (0; 0). �®½²®¬³ ®¡° § ®²®¡° ¦¥¨¿ Ft1(us;") ±®¤¥°¦¨²®ª°¥±²®±²¼ ª®¥·®© ²®·ª¨ q(t1). �® ¥¯°¥°»¢®±²¨, q(t1) ®±² ¥²±¿ ¢ ®¡-° §¥ Ft1��(us;") ¤«¿ ¤®±² ²®·® ¬ «»µ � > 0. �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ²®·ª  q(t1)¤®±²¨¦¨¬  ¨§ q0 §  ¢°¥¬¿ t1��, ².¥. ²° ¥ª²®°¨¿ q(t), t 2 [0; t1], ¥®¯²¨¬ «¼ ¯® ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¾, ¯°®²¨¢®°¥·¨¥.�» ¤®ª § «¨, ·²® ®¯²¨¬ «¼ ¿ ¯® ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¾ ²° ¥ª²®°¨¿ q(t) ¥¬®¦¥² ±®¤¥°¦ ²¼ ®±®¡®£® ³· ±²ª , §  ª®²®°»¬ ±«¥¤³¥² °¥«¥©»© ³· ±²®ª.� «®£¨·®, ®±®¡»© ³· ±²®ª ¥ ¬®¦¥² ±«¥¤®¢ ²¼ §  °¥«¥©»¬.�®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ® ¢®§¬®¦®© ±²°³ª²³°¥ ®¯²¨¬ «¼®-£® ³¯° ¢«¥¨¿.



20.6. ������� �� ��������� ����������� 337�°¥¤«®¦¥¨¥ 20.5. �³±²¼ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ ³¯° ¢«¿¥¬®©±¨±²¥¬» (20:41) ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ²®¦¤¥±²¢³[f1; [f0; f1]] = 0: (20.60)�³±²¼ ®¯²¨¬ «¼ ¿ ¯® ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¾ ²° ¥ª²®°¨¿ q(t) ½²®© ±¨±²¥¬» ¿¢-«¿¥²±¿ ¯°®¥ª¶¨¥© ¥¤¨±²¢¥®©, ± ²®·®±²¼¾ ¤® ±ª «¿°®£® ¬®¦¨²¥«¿,½ª±²°¥¬ «¨ �t, ¨ ¯³±²¼ h10001(�t) 6= 0. �®£¤  ²° ¥ª²®°¨¿ q(t) ¥ ¬®¦¥²±®¤¥°¦ ²¼ ®±®¡®£® ³· ±²ª  ¨ °¥«¥©®£® ³· ±²ª , ¯°¨«¥£ ¾¹¨µ ¤°³£ ª ¤°³£³.� ¬¥· ¨¥. � ½²®¬ ° ±±³¦¤¥¨¨ ®¯²¨¬ «¼»¥ ¯® ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¾ ³¯° ¢-«¥¨¿ ¬®¦® § ¬¥¨²¼ ®¯²¨¬ «¼»¬¨ ¯® ¬¥¤«¥®¤¥©±²¢¨¾ ¨«¨ £¥®¬¥²°¨-·¥±ª¨ ®¯²¨¬ «¼»¬¨ ³¯° ¢«¥¨¿¬¨.�²® ¯°®¨±µ®¤¨² ¢¡«¨§¨ ®±®¡»µ ²° ¥ª²®°¨© ¯°¨ ³±«®¢¨¨ (20:60)? �°¥¤¯®-«®¦¨¬, ·²® ®±®¡ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ ®¯²¨¬ «¼  (ª ª ¯°¿¬»¥ ¤«¿ § ¤ ·¨ �³¡¨± ± ³¯° ¢«¥¨¥¬ ³£«®¢»¬ ³±ª®°¥¨¥¬). � ¬¥²¨¬, ·²® ®¯²¨¬ «¼®¥ ³¯° ¢«¥-¨¥ ±³¹¥±²¢³¥², ¯®½²®¬³ ´³ª¶¨¿ ª ·¥±²¢  ¢±¾¤³ ®¯°¥¤¥«¥ . �«¿ £° ¨·-»µ ³±«®¢¨©, ¤®±² ²®·® ¡«¨§ª¨µ ª ®±®¡®© ²° ¥ª²®°¨¨, ¥±²¼ ¤¢  ¢®§¬®¦»µ²¨¯  ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿:(1) «¨¡® ®® ±®¢¥°¸ ¥² ¡¥±ª®¥·®¥ ·¨±«® ¯¥°¥ª«¾·¥¨©   ª®¬¯ ª²®¬¢°¥¬¥®¬ ®²°¥§ª¥, ¯°¨«¥£ ¾¹¥¬ ª ®±®¡®¬³ ³· ±²ª³, ² ª ·²® ®¯²¨-¬ «¼ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ æ±µ®¤¨²ç ± ®±®¡®© ²° ¥ª²®°¨¨ ± ¡¥±ª®¥·»¬ ·¨±-«®¬ ¯¥°¥ª«¾·¥¨©,(2) «¨¡® ®¯²¨¬ «¼®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ °¥«¥©®, ® ·¨±«® ¯¥°¥ª«¾·¥¨© ¡¥±ª®-¥·® ¢®§° ±² ¥², ª®£¤  ª®¥· ¿ ²®·ª  ¯°¨¡«¨¦ ¥²±¿ ª ®±®¡®© ²° ¥ª-²®°¨¨.� ±«³· ¥ (1) £®¢®°¿², ·²® ¨¬¥¥² ¬¥±²® ¿¢«¥¨¥ �³««¥° . �ª §»¢ ¥²±¿,·²® ¿¢«¥¨¥ �³««¥°  ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ¢®§¨ª ¥² ¢ § ¤ ·¥ �³¡¨±  ± ³¯° ¢«¥-¨¥¬ ³£«®¢»¬ ³±ª®°¥¨¥¬, ±¬. °¨±. 20.1. �°¨¢¥¤¥»¥ ¢»¸¥ ° ±±³¦¤¥¨¿¯®¤±ª §»¢ ¾², ·²® ½²® ¿¢«¥¨¥ | ¥ ¯ ²®«®£¨¿, ® ¥¨§¡¥¦®±²¼ ¤«¿ ¥-ª®²®°»µ ª« ±±®¢ ±¨±²¥¬ (¢ · ±²®±²¨, ¢ ¯°¨«®¦¥¨¿µ). �²® ¿¢«¥¨¥ ¬®¦® ¡«¾¤ ²¼, ®±²  ¢«¨¢ ¿ ²¥¨±»© ¬¿·¨ª ¬¥¦¤³ ±²®«®¬ ¨ ®¯³±ª ¾¹¥©-±¿ ° ª¥²ª®©. �¥®°¨¿ ¿¢«¥¨¿ �³««¥°  ®¯¨±   ¢ ª¨£¥ [18]. �§ ½²®© ²¥®°¨¨±«¥¤³¥², ·²® ¢ § ¤ ·¥ �³¡¨±  ± ³¯° ¢«¥¨¥¬ ³£«®¢»¬ ³±ª®°¥¨¥¬ ¤¥©±²¢¨-²¥«¼® °¥ «¨§³¥²±¿  «¼²¥° ²¨¢  (1).



338 ����� 20. ������� ������������� ������� �������

�¨±. 20.1: �®¯°¿¦¥¨¥ ®±®¡®£® ³· ±²ª  ¨ ³· ±²ª  ± ¿¢«¥¨¥¬ �³««¥° 



�« ¢  21�° ¢¥¨¥ �ª®¡¨� £« ¢¥ 20 ³±² ®¢«¥®, ·²® § ª ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» �t Hess~u Ft ±¢¿§  ±®¯²¨¬ «¼®±²¼¾ ½ª±²°¥¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿ ~u. �°¨ ¥±²¥±²¢¥»µ ¯°¥¤¯®-«®¦¥¨¿µ ¢²®° ¿ ¢ °¨ ¶¨¿ ®²°¨¶ ²¥«¼    ¬ «»µ ®²°¥§ª µ. �¥¯¥°¼ ¬» µ®-²¨¬  ©²¨ ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨, ª®£¤  ½²  ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  ¯¥°¥±² ¥² ¡»²¼®²°¨¶ ²¥«¼®©. �» ¢»¢¥¤¥¬ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ³° ¢¥¨¥ (³° ¢¥¨¥ �ª®-¡¨), ª®²®°®¥ ¯®§¢®«¿¥²  ©²¨ ² ª®© ¬®¬¥² (±®¯°¿¦¥®¥ ¢°¥¬¿). �®«¥¥²®£®, ¬» ¤ ¤¨¬ ¥®¡µ®¤¨¬»¥ ¨ ¤®±² ²®·»¥ ³±«®¢¨¿ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ¢ ½²¨µ²¥°¬¨ µ.� ¯®¬¨¬ ¢»° ¦¥¨¥ (20:18) ¤«¿ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» Q, �t Hess~u Ft =QjKerD~uFt , ¯®«³·¥®¥ ¢ ° §¤¥«¥ 20.3:Q(v) = Z t0 h00� (v(�)) d� + Z t0 �0 �Z �10 g0�2v(�2) d�2; g0�1v(�1)� d�1:�°®¤®«¦¨¬ ´®°¬³ Q ± ¯°®±²° ±²¢  L1   L2 ¯® ¥¯°¥°»¢®±²¨.�» ¡³¤¥¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ±¥¬¥©±²¢® § ¤ ·   ®²°¥§ª µ [0; t], t 2 [0; t1],¯®½²®¬³ ¢¢¥¤¥¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¬®¦¥±²¢  ¤®¯³±²¨¬»µ ³¯° ¢«¥¨©:Ut = fu 2 L2([0; t1]; U) j u(�) = 0 ¯°¨ � > tg;¨ ¯°®±²° ±²¢  ¢ °¨ ¶¨© ³¯° ¢«¥¨©:Vt = T~u Ut = fv 2 Lm2 [0; t1] j v(�) = 0 ¯°¨ � > tg �= Lm2 [0; t]:�¡®§ ·¨¬ ¢²®°³¾ ¢ °¨ ¶¨¾   ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¬ ®²°¥§ª¥ ·¥°¥§Qt = QjVt :� ¬¥²¨¬, ·²® ±¥¬¥©±²¢® ¯°®±²° ±²¢ Vt ³¯®°¿¤®·¥® ¯® ¢ª«¾·¥¨¾:t0 < t00 ) Vt0 � Vt00 ;339



340 ����� 21. ��������� �����  ±¥¬¥©±²¢® ´®°¬ Qt ±®£« ±®¢ ® ± ½²¨¬ ¯®°¿¤ª®¬:Qt0 = Qt00 jVt0 :� · ±²®±²¨, Qt00 < 0 ) Qt0 < 0:�¡®§ ·¨¬ ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨, ª®£¤  ´®°¬» Qt ¯¥°¥±² ¾² ¡»²¼ ®²°¨¶ -²¥«¼»¬¨: t� def= sup�t 2 (0; t1] j QtjKt < 0	 ;£¤¥ Kt = �v 2 Vt j q0 � Z t0 g0�v(�) d� = 0�¥±²¼ § ¬»ª ¨¥ ¯°®±²° ±²¢  KerD~uFt ¢ L2. �±«¨ ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°-¬  QtjKt ®²°¨¶ ²¥«¼  ¤«¿ ¢±¥µ t 2 (0; t1], ²® ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ t� = +1.21.1 �¥£³«¿°»© ±«³· ©:¢»¢®¤ ³° ¢¥¨¿ �ª®¡¨�°¥¤«®¦¥¨¥ 21.1. �³±²¼ �t | °¥£³«¿° ¿ ½ª±²°¥¬ «¼, ¤«¿ ª®²®°®© t� 2(0; t1]. �®£¤  ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  Qt� jKt� ¢»°®¦¤¥ .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �® ³±¨«¥®¬³ ³±«®¢¨¾ �¥¦ ¤° , ®°¬ kvkh00 = �Z t�0 �h00� (v(�)) d��1=2½ª¢¨¢ «¥²  ±² ¤ °²®© Lm2 -®°¬¥. �®£¤ Qt� = Z t�0 h00� (v(�)) d� + Z t�0 �0 �Z �10 g0�2v(�2) d�2; g0�1v(�1)� d�1= �kvk2h00 + hRv; vi;£¤¥ R | ª®¬¯ ª²»© ®¯¥° ²®° ¢ Lm2 [0; t�].� · «  ¤®ª ¦¥¬, ·²® ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  Qt� ¥¯®«®¦¨²¥«¼    ¿¤-°¥ Kt� . �² ¯°®²¨¢®£®, ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ v 2 Vt� , ·²®Qt�(v) > 0; v 2 Kt� :�¨¥©®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ D~uFt� ¨¬¥¥² ª®¥·®¬¥°»© ®¡° §, ¯®½²®¬³Vt� = Kt� �E; dimE <1:�¥¬¥©±²¢® D~uFt ±« ¡® ¥¯°¥°»¢® ¯® t, ¯®½²®¬³ ®¯¥° ²®° D~uFt��"jE ®¡° -²¨¬ ¨ Vt� = Kt��" �E



21.1. ���������� ������: ����� ��������� ����� 341¯°¨ ¬ «»µ " > 0. � ±±¬®²°¨¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ° §«®¦¥¨¥v = v" + x"; v" 2 Kt��"; x" 2 E:�®£¤  x" ! 0 ±« ¡® ¯°¨ " ! 0, ¯®½²®¬³ x" ! 0 ±¨«¼® ¢ ±¨«³ ª®¥·®-¬¥°®±²¨ E. �«¥¤®¢ ²¥«¼®, v" ! v ±¨«¼® ¯°¨ " ! 0. � «¥¥, Qt��"(v") =Qt�(v") ! Qt�(v) ¯°¨ " ! 0 ² ª ª ª ª¢ ¤° ²¨·»¥ ´®°¬» Qt ¥¯°¥°»¢».�² ª, Qt��"(v") > 0 ¯°¨ ¬ «»µ " > 0, ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ®¯°¥¤¥«¥¨¾ t�.�» ¤®ª § «¨, ·²® Qt� jKt� 6 0: (21.1)�¥¯¥°¼ ¯®ª ¦¥¬, ·²®9 v 2 Kt� ; v 6= 0; ² ª®¥, ·²® Qt�(v) = 0:� ¯®¬®¹¼¾ ° ±±³¦¤¥¨¿,   «®£¨·®£® ¨±¯®«¼§®¢ ®¬³ ¯°¨ ¤®ª § -²¥«¼±²¢¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¿ 16.2 (¯°¨ ¨§³·¥¨¨ ±®¯°¿¦¥»µ ²®·¥ª ¢ «¨¥©®-ª¢ ¤° ²¨·®© § ¤ ·¥), ¯®ª §»¢ ¥¬, ·²® ´³ª¶¨¿�(t) = sup fQt(v) j v 2 Kt; kvkh00 = 1g (21.2)³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ±«¥¤³¾¹¨¬ ±¢®©±²¢ ¬: �(t) ¥ ³¡»¢ ¥², ¢¥°µ¿¿ £° ¼¢ (21:2) ¤®±²¨£ ¥²±¿, ¨ �(t) ¥¯°¥°»¢  ±¯° ¢ .�¥° ¢¥±²¢® (21:1) ®§ · ¥², ·²® �(t�) 6 0. �±«¨ �(t�) < 0, ²® �(t�+") < 0¯°¨ ¬ «»µ " > 0, ·²® ¯°®²¨¢®°¥·¨² ®¯°¥¤¥«¥¨¾ t�. �®½²®¬³ �(t�) = 0,¡®«¥¥ ²®£®, ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥v 2 Kt� ; kvkh00 = 1;·²® Qt�(v) = 0:�·¨²»¢ ¿ ¥¯®«®¦¨²¥«¼®±²¼ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» Qt� , § ª«¾· ¥¬, ·²®½«¥¬¥² v 6= 0 ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¿¤°³ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬» Qt� jKt� .�°¥¤«®¦¥¨¥ 21.1 ¬®²¨¢¨°³¥² ¢¢¥¤¥¨¥ ±«¥¤³¾¹¥£® ¢ ¦®£® ¯®¿²¨¿.�®¬¥² tc 2 (0; t1]  §»¢ ¥²±¿ ±®¯°¿¦¥»¬ ¢°¥¬¥¥¬ (¤«¿  · «¼®£® ¬®-¬¥²  t = 0) ¢¤®«¼ °¥£³«¿°®© ½ª±²°¥¬ «¨ �t, ¥±«¨ ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬ Qtc jKtc ¢»°®¦¤¥ . �²¬¥²¨¬, ·²® ¯® ¯°¥¤«®¦¥¨¾ 20.2 ´®°¬» QtjKt ®²°¨-¶ ²¥«¼» ¯°¨ ¬ «»µ t > 0, ¯®½²®¬³ ¬ «»¥ ¤³£¨ °¥£³«¿°»µ ½ª±²°¥¬ «¥© ¥±®¤¥°¦ ² ±®¯°¿¦¥»µ ²®·¥ª: ¤«¿ ¨µ t� > 0. �°¥¤«®¦¥¨¥ 21.1 ®§ · ¥²,·²® ¬®¬¥² t�, ª®£¤  ª¢ ¤° ²¨·»¥ ´®°¬» QtjKt ¯¥°¥±² ¾² ¡»²¼ ®²°¨¶ -²¥«¼»¬¨, ¿¢«¿¥²±¿ ¯¥°¢»¬ ±®¯°¿¦¥»¬ ¢°¥¬¥¥¬.� ·¨ ¥¬ ¢»¢®¤ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®£® ³° ¢¥¨¿, ¯®§¢®«¿¾¹¥£®  µ®¤¨²¼±®¯°¿¦¥®¥ ¢°¥¬¿ ¤«¿ °¥£³«¿°®© ½ª±²°¥¬ «¼®© ¯ °» (~u(t); �t). �¨¬¯«¥ª-²¨·¥±ª®¥ ¯°®±²° ±²¢® � = T�0(T �M)



342 ����� 21. ��������� �����¡³¤¥² ¯°®±²° ±²¢®¬ ±®±²®¿¨© ½²®£® ³° ¢¥¨¿. �¢¥¤¥¬ ±¥¬¥©±²¢® ®²®¡° -¦¥¨© Jt : Rm ! �;Jt v = @@ u ����~u(t) �!hu;t v:� ½²¨µ ²¥°¬¨ µ ¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬  Qt § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ªQt(v1; v2) = Z t0 h00� (v1(�); v2(�)) dt + ZZ06�26�16t�(J�2v1(�2); J�1v2(�1)) d�1d�2;(21.3)±¬. (20:18), (20:19). � ±±¬®²°¨¬ ´®°¬³ Qt   ¯®¤¯°®±²° ±²¢¥Kt = KerD~uFt = �vi 2 Vt j Z t0 J�vi(�) d� 2 �0� ; (21.4)£¤¥ �0 = T�0(T �q0M) � �¥±²¼ ¢¥°²¨ª «¼®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢®.� °¨ ¶¨¿ ³¯° ¢«¥¨¿ v 2 Vt ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¢ª«¾·¥¨¾v 2 Ker �QtjKt�²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  «¨¥© ¿ ´®°¬  Qt(v; �)  ³«¨°³¥² ¯®¤¯°®-±²° ±²¢® Kt � Vt. � ª ª ª ¢¥°²¨ª «¼®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® �0 � � « £° -¦¥¢®, ° ¢¥±²¢® (21:4) ¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:Kt = �vi 2 Vt j ��Z t0 J�vi(�) d�; �� = 0 8� 2 �0� :�® ¥±²¼  ³«¿²®° ¯®¤¯°®±²° ±²¢  Kt � Vt ±®¢¯ ¤ ¥² ±® ±«¥¤³¾¹¨¬ ª®-¥·®¬¥°»¬ ¯°®±²° ±²¢®¬ «¨¥©»µ ´®°¬   Vt:�Z t0 �(J� � ; �) d� j � 2 �0� : (21.5)�² ª, ¯®«³· ¥¬, ·²® v 2 Ker �QtjKt� ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ´®°-¬  Qt(v; � )   Vt ¯°¨ ¤«¥¦¨² ¯®¤¯°®±²° ±²¢³ (21:5). �® ¥±²¼ v 2Ker �QtjKt� ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ � 2 �0, ·²®Qt(v; � ) = Z t0 �(J� � ; �) d�: (21.6)



21.1. ���������� ������: ����� ��������� ����� 343�°¥®¡° §³¥¬ ° ¢¥±²¢® ´®°¬ (21:6):Z t0 �(J� � ; �) d� = Z t0 h00� (v(�); � ) d� + ZZ06�26�16t�(J�2v(�2); J�1 � ) d�1d�2= Z t0 h00� (v(�); � ) d� + Z t0 ��Z �0 J�v(�) d�; J� �� d�:�²® ° ¢¥±²¢® ´®°¬ ®§ · ¥², ·²® ¯®¤»²¥£° «¼»¥ ¢»° ¦¥¨¿ ¤®«¦» ±®¢-¯ ¤ ²¼ ¤°³£ ± ¤°³£®¬:�(J� � ; �) = h00� (v(�); � ) + ��Z �0 J�v(�) d�; J� �� ; � 2 [0; t]: (21.7)� ²¥°¬¨ µ ª°¨¢®© ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ ��� = Z �0 J�v(�) d� + �; � 2 [0; t]; (21.8)° ¢¥±²¢® ´®°¬ (21:7) ¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:h00� (v(�); � ) + �(�� ; J� � ) = 0; � 2 [0; t]: (21.9)�§ ³±¨«¥®£® ³±«®¢¨¿ �¥¦ ¤°  ±«¥¤³¥², ·²® «¨¥©®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥h00� : Rm ! Rm�¥¢»°®¦¤¥® (¬» ®¡®§ · ¥¬ §¤¥±¼ ¨ ¨¦¥ «¨¥©®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¢ ±®¯°¿-¦¥®¥ ¯°®±²° ±²¢® ²¥¬ ¦¥ ±¨¬¢®«®¬, ·²® ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ª¢ ¤° ²¨·-®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥), ¯®½²®¬³ ®¯°¥¤¥«¥® ®¡° ²®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥:(h00� )�1 : Rm� ! Rm :�®£¤  ° ¢¥±²¢® (21:9) § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ªv(�) + (h00� )�1 �(�� ; J� � ) = 0; � 2 [0; t]: (21.10)�®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.�¥®°¥¬  21.1. �³±²¼ �t, t 2 [0; t1], ¥±²¼ °¥£³«¿° ¿ ½ª±²°¥¬ «¼. �®¬¥²t 2 (0; t1] ¿¢«¿¥²±¿ ±®¯°¿¦¥»¬ ¢°¥¬¥¥¬ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ ±³¹¥±²¢³¥² ¥¯®±²®¿®¥ °¥¸¥¨¥ �� ³° ¢¥¨¿ �ª®¡¨_�� = J� (h00� )�1 �(J� � ; �� ); � 2 [0; t]; (21.11)³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥ £° ¨·»¬ ³±«®¢¨¿¬�0 2 �0; �t 2 �0: (21.12)



344 ����� 21. ��������� ������° ¢¥¨¥ �ª®¡¨ (21:11) ¥±²¼ «¨¥© ¿ ¥ ¢²®®¬ ¿ £ ¬¨«¼²®®¢  ±¨±²¥-¬    �: _�� = ~b� (�� ) (21.13)± ª¢ ¤° ²¨·»¬ £ ¬¨«¼²®¨ ®¬b� (�) = �12 (h00� )�1 (�(J� � ; �); �(J� � ; �)) ; � 2 �;£¤¥ (h00� )�1 | ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬    Rm� .�®ª § ²¥«¼±²¢®. �» ³¦¥ ¤®ª § «¨, ·²® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ v 2 Ker QtjKt ° ¢-®±¨«¼® ±³¹¥±²¢®¢ ¨¾ °¥¸¥¨¿ �� ³° ¢¥¨¿ �ª®¡¨, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥£®£° ¨·»¬ ³±«®¢¨¿¬ (21:12).�±«¨ v � 0, ²® �� � const ¢ ±¨«³ (21:8). �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¥±«¨ �� � const,²® J�v(�) = _�� � 0. � ±¨«³ (21:3), ¢²®° ¿ ¢ °¨ ¶¨¿ ¯°¨¨¬ ¥² ´®°¬³Qt(v) = Z t0 h00� (v(�)) d� < ��kvk2L2 ¤«¿ ¥ª®²®°®£® � > 0:�® v 2 KerQt, ¯®½²®¬³ Qt(v) = 0, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, v � 0. �®½²®¬³ ¥³«¥¢»¥v ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¥¯®±²®¿»¬ �� ¨ ®¡° ²®.�±² ¥²±¿ ¤®ª § ²¼, ·²® b� | ´³ª¶¨¿ � ¬¨«¼²®  ¤«¿ ³° ¢¥¨¿ �ª®-¡¨ (21:11). �¡®§ ·¨¬A� (�) = (h00� )�1 �(J� � ; �) 2 Rm ; � 2 �;²®£¤  ³° ¢¥¨¥ �ª®¡¨ § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ª_�� = J�A� (�� );²® ¥±²¼ ¬» ¤®«¦» ¤®ª § ²¼. ·²®J�A� (�) = ~b� (�); � 2 �: (21.14)� ª ª ªb� (�) = �12 D�(J� � ; �); (h00� )�1 �(J� � ; �)E = �12 h�(J� � ; �); A� (�)i ;¯®«³· ¥¬ hd�b� ; �i = �h�(J� � ; �); A� (�)i = �(�; J�A� (�)):�®½²®¬³ ° ¢¥±²¢® (21:14) ¤®ª § ®, ª ª ¨ ¢±¿ ²¥®°¥¬ .21.2 �±®¡»© ±«³· ©:¢»¢®¤ ³° ¢¥¨¿ �ª®¡¨� ½²®¬ ° §¤¥«¥ ¬» ¢»¢¥¤¥¬ ³° ¢¥¨¥ �ª®¡¨ ¤«¿ µ®°®¸¥© ®±®¡®© ½ª±²°¥-¬ «¼®© ¯ °» (~u(t); �t).



21.2. ������ ������: ����� ��������� ����� 345� ®²«¨·¨¥ ®² °¥£³«¿°®£® ±«³· ¿, ¢ ®±®¡®¬ ±«³· ¥ ¢²®° ¿ ¢ °¨ ¶¨¿ ¬®-¦¥² ¡»²¼ ¥¢»°®¦¤¥®© ¢ ¬®¬¥² t�, ª®£¤  ®  ¯¥°¥±² ¥² ¡»²¼ ®²°¨¶ -²¥«¼®©. �«¿ ²®£®, ·²®¡» ¯®±²°®¨²¼ ²¥®°¨¾ ±®¯°¿¦¥»µ ²®·¥ª ¤«¿ ®±®¡®£®±«³· ¿, ¬» ¯°®¨§¢¥¤¥¬ § ¬¥³ ¯¥°¥¬¥»µ ¢ ´®°¬¥ Qt. �¡®§ ·¨¬, ª ª ¨° ¼¸¥, ¨²¥£° «» wi(�) = Z t� vi(s) ds; i = 1; 2;¨ ®¡®§ ·¨¬ ¡¨«¨¥©³¾ ´®°¬³, ¢µ®¤¿¹³¾ ¢ ®¡®¡¹¥®¥ ¥° ¢¥±²¢® �¥-¦ ¤° : lt(w1; w2) = �( _Jtw1; Jtw2); wi 2 Rm :�«¿ µ®°®¸¥© ®±®¡®© ½ª±²°¥¬ «¨ ¢»° ¦¥¨¥ ¤«¿ ¢²®°®© ¢ °¨ ¶¨¨ (20:25)§ ¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ªQt(v1; v2) = Z t0 l� (w1(�); w2(�)) d� + Z t0 �� _J�w1(�); Z t� _J�w2(�) d�� d�+ ��J0w1(0); Z t0 _J�w2(�) d�� :�±«®¢¨¥ ¤®¯³±²¨¬®±²¨ (20:26) ¤«¿ ¢ °¨ ¶¨© ³¯° ¢«¥¨¿ vi(�) ¬®¦® § ¯¨-± ²¼ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:Z t0 _J�w(�) d� + J0w(0) 2 �0: (21.15)�²®¡° ¦¥¨¥ v(�) 7! (w(�); w(0)) 2 Lm2 � Rm¨¬¥¥² ¢±¾¤³ ¯«®²»© ®¡° § ¢ Lm2 � Rm , ¨ £¥±±¨  Qt ¢¬¥±²¥ ± ³±«®¢¨¥¬¤®¯³±²¨¬®±²¨ (21:15) ¯°®¤®«¦ ¾²±¿   Lm2 � Rm ¯® ¥¯°¥°»¢®±²¨.�¡®§ ·¨¬  = J0w(0) 2 �0¨ ° ±±¬®²°¨¬ ¯°®¤®«¦¥³¾ ´®°¬³Qt(w1; w2) = Z t0 l� (w1(�); w2(�)) d� + Z t0 �� _J�w1(�); Z t� _J�w2(�) d�� d�+ ��1; Z t0 _J�w2(�) d��  ¯°®±²° ±²¢¥ Z t0 _J�w(�) d� +  2 �0: (21.16)�®£¤  ² ª ¦¥, ª ª ¢ °¥£³«¿°®¬ ±«³· ¥, ¯®«³· ¥¬, ·²® ®£° ¨·¥¨¥ ª¢ ¤-° ²¨·®© ´®°¬» Qt(w)   ¯°®±²° ±²¢® (21:16) ¢»°®¦¤¥® ¢ ¬®¬¥² t = t�.



346 ����� 21. ��������� ������®¬¥² t, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¨© ½²®¬³ ±¢®©±²¢³,  §»¢ ¥²±¿ ±®¯°¿¦¥»¬ ¢°¥-¬¥¥¬ ¤«¿ µ®°®¸¥© ®±®¡®© ½ª±²°¥¬ «¨ �t.� «®£¨·® °¥£³«¿°®¬³ ±«³· ¾, ±¥©· ± ¬» ¢»¢¥¤¥¬ £ ¬¨«¼²®®¢®³° ¢¥¨¥ �ª®¡¨ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ±®¯°¿¦¥®£® ¢°¥¬¥¨   µ®°®¸¨µ ®±®-¡»µ ½ª±²°¥¬ «¿µ, µ®²¿ ´³ª¶¨¿ � ¬¨«¼²®  ¨ £° ¨·»¥ ³±«®¢¨¿ ±¥©· ±¡³¤³² ®²«¨·»¬¨ ®² ¯®«³·¥»µ ¤«¿ °¥£³«¿°®£® ±«³· ¿.�³±²¼ t 2 (0; t1] | ±®¯°¿¦¥®¥ ¢°¥¬¿, ²® ¥±²¼ ¯³±²¼ ´®°¬  Qt(w1; w2)¨¬¥¥² ¥²°¨¢¨ «¼®¥ ¿¤°®   ¯°®±²° ±²¢¥ (21:16). �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿¯ °  (w; ) 2 Lm2 [0; t]� �0; Z t0 _J�w(�) d� +  2 �0;·²® «¨¥© ¿ ´®°¬    ¯°®±²° ±²¢¥ Lm2 [0; t]� �0Qt( � ; w) = Z t0 l� ( �L2 ; w(�)) d� + Z t0 �� _J� �L2 ; Z t� _J�w(�) d�� d�+ �� ��0 ; Z t0 _J�w(�) d�� (21.17) ³«¨°³¥² ¤®¯³±²¨¬®¥ ¯°®±²° ±²¢® (21:16). � ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼,  ³«¿²®°¤®¯³±²¨¬®£® ¯°®±²° ±²¢  (21:16) ¥±²¼ ¯°®±²° ±²¢® «¨¥©»µ ´®°¬Z t0 � � _J� �L2 ; �� d� + � ( ��0 ; �) ; � 2 �0:�®½²®¬³, ¯®¤®¡® °¥£³«¿°®¬³ ±«³· ¾, ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ � 2 �0, ·²®Qt( � ; w) = Z t0 � � _J� �L2 ; �� d� + � ( ��0 ; �) :� ±¨«³ ¯°¥¤±² ¢«¥¨¿ (21:17), ¯°¥¤»¤³¹¥¥ ° ¢¥±²¢® ´®°¬ ° ±¹¥¯«¿¥²±¿:l� ( �Rm ; w(�)) + �� _J� �Rm ; Z t� _J�w(�) d�� = � � _J� �Rm ; �� ; � 2 [0; t];�� ��0 ; Z t0 _J�w(�) d�� = � ( ��0 ; �) :�® ¥±²¼ l�w(�) = ��� _J� �Rm ; Z t� _J�w(�) d� � �� ; (21.18)�� ��0 ; Z t0 _J�w(�) d� � �� = 0: (21.19)� ²¥°¬¨ µ ª°¨¢®© ¢ ¯°®±²° ±²¢¥ � = T�0(T �M)�� = Z t� _J�w(�) d� � �; � 2 [0; t]; (21.20)



21.2. ������ ������: ����� ��������� ����� 347° ¢¥±²¢  (21:18), (21:19) ¯°¨¨¬ ¾² ´®°¬³l�w(�) = �� � _J� �Rm ; ��� ; � 2 [0; t]; (21.21)� (�0; �0) = 0:�®±«¥¤¥¥ ° ¢¥±²¢® ®§ · ¥², ·²® �0 ¯°¨ ¤«¥¦¨² ª®±®®°²®£® «¼®¬³ ¤®-¯®«¥¨¾ �\0 . � ¤°³£®© ±²®°®», �0 2 �0+�0, ±° ¢¨²¥ ®¯°¥¤¥«¥¨¥ (21:20)± (21:16). �® ¥±²¼ �0 2 (�0 + �0) \ �\0 = ��00 :� ¯®¬¨¬, ·²® ��00 ¥±²¼ « £° ¦¥¢® ¯°®±²° ±²¢® ¢ ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª®¬ ¯°®-±²° ±²¢¥ �, ±®¤¥°¦ ¹¥¥ ¨§®²°®¯®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® �0, ±¬. ®¯°¥¤¥«¥-¨¥ (11:28). � ¬¥²¨¬, ·²® ³±«®¢¨¥ �®µ �(Jtv1; Jtv2) � 0; v1; v2 2 Rm ; t 2 [0; t1]®§ · ¥², ·²® ¯®¤¯°®±²° ±²¢ �t = spanfJtv j v 2 Rmg � �¨§®²°®¯». �®«³· ¥¬ £° ¨·»¥ ³±«®¢¨¿ ¤«¿ ª°¨¢®© �� :�0 2 ��00 ; �t 2 �0: (21.22)�®«¥¥ ²®£®, ° ¢¥±²¢® (21:21) ¤ ¥² ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ³° ¢¥¨¥ ¤«¿ �� :_�� = � _J�w(�) = _J� l�1� (�( _J� � ; �� )); � 2 [0; t]: (21.23)� «®£¨·® °¥£³«¿°®¬³ ±«³· ¾, ¯®«³· ¥¬, ·²® ½²® ³° ¢¥¨¥ £ ¬¨«¼²®®-¢® ± £ ¬¨«¼²®¨ ®¬b̂� (�) = �12 l�1� (�( _J� � ; �); �( _J� � ; �)); � 2 �:�¨¥©®¥ ¥ ¢²®®¬®¥ ³° ¢¥¨¥ (21:23)  §»¢ ¥²±¿ ³° ¢¥¨¥¬ �ª®¡¨ ¤«¿¢¯®«¥ ®±®¡®£® ±«³· ¿.�«¥¤³¾¹¥¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¥ ¤®ª §»¢ ¥²±¿ ² ª ¦¥, ª ª ²¥®°¥¬  21.1 ¤«¿ °¥-£³«¿°®£® ±«³· ¿.�¥®°¥¬  21.2. �³±²¼ �t | µ®°®¸ ¿ ®±®¡ ¿ ½ª±²°¥¬ «¼. �®¬¥² t 2 (0; t1]¿¢«¿¥²±¿ ±®¯°¿¦¥»¬ ¢°¥¬¥¥¬ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ±³¹¥±²¢³¥²¥¯®±²®¿®¥ °¥¸¥¨¥ �� ³° ¢¥¨¿ �ª®¡¨_�� = _J� l�1� ��( _J� � ; �� )� ; � 2 [0; t]; (21.24)± £° ¨·»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨ �0 2 ��00 ; �t 2 �0: (21.25)



348 ����� 21. ��������� ������° ¢¥¨¥ �ª®¡¨ (21:24) £ ¬¨«¼²®®¢®:_�� = ~̂b� (�� ) (21.26)± ¥ ¢²®®¬®© ª¢ ¤° ²¨·®© ´³ª¶¨¥© � ¬¨«¼²® b̂� (�) = �12 l�1� ��( _J� � ; �); �( _J� � ; �)� ; � 2 �:� ±«¥¤³¾¹¥¬ ³²¢¥°¦¤¥¨¨ ¯°¨¢¥¤¥ ¯¥°¢»© ¨²¥£° « ³° ¢¥¨¿ (21:23),® ¬®¦¥² ¡»²¼ ¯®«¥§¥ ¯°¨ ¨§³·¥¨¨ ³° ¢¥¨¿ �ª®¡¨ ¢ ®±®¡®¬ ±«³· ¥.�¥¬¬  21.1. �«¿ «¾¡®£® ¯®±²®¿®£® ¢¥ª²®°  v 2 Rm ´³ª¶¨¿ �(�; J�v)¥±²¼ ¯¥°¢»© ¨²¥£° « ³° ¢¥¨¿ �ª®¡¨ (21:23).�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¥¡³¥²±¿ ¯®ª § ²¼, ·²®�( _�� ; J�v) + �(�� ; _J�v) � 0 (21.27)¤«¿ °¥¸¥¨¿ �� ³° ¢¥¨¿ (21:23). �¥°¢®¥ ±« £ ¥¬®¥ ¢»·¨±«¿¥²±¿ ± ¯®¬®-¹¼¾ ³° ¢¥¨¿ �ª®¡¨:�( _�� ; J�v) = �hd�� b̂� ; J�vi= l�1� ��( _J� � ; J�v); �( _J� � ; �� )�£¤¥ l�1� | ¡¨«¨¥© ¿ ´®°¬ = D�( _J� � ; �� ); l�1� �( _J� � ; J�v)E£¤¥ l�1� | «¨¥©®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ ¢ ±®¯°¿¦¥®¥ ¯°®±²° ±²¢®= D�( _J� � ; �� ); vE = ��(�� ; _J�v);¨ ° ¢¥±²¢® (21:27) ¤®ª § ®.� · ±²®±²¨, ½²  «¥¬¬  ®§ · ¥², ·²®�0 2 �\0 , �� 2 �\� ;²® ¥±²¼ ¯®²®ª ³° ¢¥¨¿ �ª®¡¨ ±®µ° ¿¥² ±¥¬¥©±²¢® ¯°®±²° ±²¢ �\� . � ªª ª ½²® ³° ¢¥¨¥ £ ¬¨«¼²®®¢®, ¥£® ¯®²®ª ±®µ° ¿¥² ² ª¦¥ ¨ ±¥¬¥©±²¢® �� .�«¥¤®¢ ²¥«¼®, £° ¨·»¥ ³±«®¢¨¿ (21:22) ¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ¢ ¤°³£®© ´®°-¬¥: �0 2 �0; �t 2 ��t0 :



21.3. ����������� ������� ������������� 34921.3 �¥®¡µ®¤¨¬»¥ ³±«®¢¨¿ ®¯²¨¬ «¼®±²¨�°¥¤«®¦¥¨¥ 21.2. �³±²¼ (~u; �t) | ½ª±²°¥¬ «¼ ¿ ¯ °  ª®° £  ®¤¨.�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® �t | °¥£³«¿° ¿ ¨«¨ µ®°®¸ ¿ ®±®¡ ¿ ½ª±²°¥¬ «¼. �³±²¼t� 2 (0; t1]. �®£¤ :(1) �¨¡® ¤«¿ «¾¡®£® ¥¯®±²®¿®£® °¥¸¥¨¿ �t, t 2 [0; t�], ³° ¢¥¨¿ �ª®-¡¨ (21:13) ¨«¨ (21:26), ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥£® £° ¨·»¬ ³±«®¢¨¿¬ (21:12)¨«¨ (21:25) ¯°®¤®«¦¥¨¥��t = (�t; t 2 [0; t�];�t� ; t 2 [t�; t1]; (21.28)³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³° ¢¥¨¾ �ª®¡¨   [0; t1],(2) «¨¡® ³¯° ¢«¥¨¥ ~u ¥ ¿¢«¿¥²±¿ «®ª «¼® £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ®¯²¨¬ «¼»¬  [0; t1].�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ³±«®¢¨¥ (1) ¥ ¢»¯®«¿¥²±¿, ¨ ¤®ª -¦¥¬, ·²® ²®£¤  ±¯° ¢¥¤«¨¢® ³±«®¢¨¥ (2). �®§¼¬¥¬ «¾¡®¥ ¥³«¥¢®¥ v 2Ker�Qt� jKt�� ¨ ¯³±²¼ �t, t 2 [0; t�], ¥±²¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¥¯®±²®¿®¥°¥¸¥¨¥ ³° ¢¥¨¿ �ª®¡¨ ± £° ¨·»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨. � ±±¬®²°¨¬ ¯°®¤®«-¦¥¨¥ v ³«¥¬: �v(t) = (v(t); t 2 [0; t�];0; t 2 [t�; t1]:¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¯°®¤®«¦¥¨¥ ª®±² ²®© ��t ª ª ¢ (21:28). � ª ª ª ��t ¥³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³° ¢¥¨¾ �ª®¡¨   [0; t1], ¨¬¥¥¬ �v =2 Ker(Qt1 jKt1 ). � ¬¥²¨¬,·²® Qt1(�v) = Qt�(v) = 0. � ¤°³£®© ±²®°®», ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ w 2 Kt1 , ·²®Qt1(�v; w) 6= 0. �®£¤  ª¢ ¤° ²¨· ¿ ´®°¬  Qt1 ¯°¨¨¬ ¥² § ·¥¨¿ ®¡®¨µ§ ª®¢ ¢ ¯«®±ª®±²¨ span(�v; w).� ®±®¡®¬ ±«³· ¥ ° ±¸¨°¥ ¿ ´®°¬  Qt § ª®¯¥°¥¬¥ , ¯®½²®¬³ § ª®-¯¥°¥¬¥  ¨ ¨±µ®¤ ¿ ´®°¬ .�² ª, ´®°¬  Qt1 ¬¥¿¥² § ª   Kt1 . �® ²¥®°¥¬¥ 20.1, ³¯° ¢«¥¨¥ ~u(t)¥®¯²¨¬ «¼®   [0; t1].� ¬¥²¨¬, ·²® ±«³· © (1) ¯°¥¤«®¦¥¨¿ 21.2 ¤ ¥² ±¨«¼»¥ ®£° ¨·¥¨¿  ½ª±²°¥¬ «¼ �t. �±«¨ ½²®² ±«³· © °¥ «¨§³¥²±¿, ²® ¬®¦¥±²¢® ±®¯°¿¦¥»µ²®·¥ª ±®¢¯ ¤ ¥² ± ®²°¥§ª®¬ [t�; t1].�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¨§³· ¥¬®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ~u(t)   «¨²¨·®, ²®£¤  °¥¸¥-¨¿ �t ³° ¢¥¨¿ �ª®¡¨ ² ª¦¥   «¨²¨·». �±«¨ �t ¯®±²®¿®   ¥ª®²®-°®¬ ®²°¥§ª¥, ²® ®® ¯®±²®¿®   ¢±¥© ±¢®¥© ®¡« ±²¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¿. �®½²®¬³¢   «¨²¨·¥±ª®¬ ±«³· ¥  «¼²¥° ²¨¢  (1) ¯°¥¤«®¦¥¨¿ 21.2 ¥¢®§¬®¦ ,¨ ¯¥°¢®¥ ±®¯°¿¦¥®¥ ¢°¥¬¿ t� ¤ ¥² ¥®¡µ®¤¨¬®¥ ³±«®¢¨¥ ®¯²¨¬ «¼®±²¨:²° ¥ª²®°¨¿ ¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ «®ª «¼® £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ®¯²¨¬ «¼®© ¯®±«¥ t�.�²±³²±²¢¨¥ ±®¯°¿¦¥»µ ²®·¥ª ¢«¥·¥² ª®¥·®¬¥°³¾ «®ª «¼³¾ ®¯-²¨¬ «¼®±²¼ ¢ ±«³· ¥ ª®° £  ®¤¨, ±¬. ²¥®°¥¬³ 20.1. � ±«¥¤³¾¹¨µ ¤¢³µ



350 ����� 21. ��������� �����° §¤¥« µ ¬» ¤®ª ¦¥¬ £®° §¤® ¡®«¥¥ ±¨«¼»© °¥§³«¼² ² ¤«¿ °¥£³«¿°®£®±«³· ¿: ®²±³²±²¢¨¥ ±®¯°¿¦¥»µ ²®·¥ª ¤®±² ²®·® ¤«¿ ±¨«¼®© ®¯²¨¬ «¼-®±²¨.21.4 �¥£³«¿°»© ±«³· ©:¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ³° ¢¥¨¿ �ª®¡¨�³±²¼ �t | °¥£³«¿° ¿ ½ª±²°¥¬ «¼. �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¬ ª±¨¬¨§¨°®¢ »©£ ¬¨«¼²®¨  H(�) £« ¤®ª ¢ ®ª°¥±²®±²¨ �t. �§ ³±«®¢¨¿ ¬ ª±¨¬³¬  ���¯®«³· ¥¬ ³° ¢¥¨¥ @ hu@ u (�) = 0;ª®²®°®¥ ¬®¦® ° §°¥¸¨²¼ ¢ ®ª°¥±²®±²¨ �t:@ hu@ u (�) = 0 , u = u(�):�²®¡° ¦¥¨¥ � 7! u(�) £« ¤ª® ¢¡«¨§¨ �t ¨ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ° ¢¥±²¢³u(�t) = ~u(t):� ª±¨¬¨§¨°®¢ »© £ ¬¨«¼²®¨  ��� ¢»° ¦ ¥²±¿ ¢ ®ª°¥±²®±²¨ �t ª ªH(�) = hu(�)(�);±¬. ¯°¥¤«®¦¥¨¥ 12.1. � ±±¬®²°¨¬ ¯®²®ª   T �M :et ~H�  �exp Z t0 �~h~u(�) d� = et ~H � P �t :�® ´®°¬³«¥ ¢ °¨ ¶¨© ¢ £ ¬¨«¼²®®¢®© ´®°¬¥, ±¬. (2:27) ¨ (11:22), ½²®² ¯®-²®ª £ ¬¨«¼²®®¢: et ~H � P �t = �!exp Z t0 ~'� d� (21.29)± ´³ª¶¨¥© � ¬¨«¼²® 't(�) = (H � h~u(t))(P ��1t (�)):� ¬¥²¨¬, ·²® �0 � et ~H � P �t = �t � P �t = �0;²® ¥±²¼ �0 | ®±®¡ ¿ ²®·ª  ¯®«¿ ~'t. �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, �0 | ª°¨²¨·¥±ª ¿²®·ª  £ ¬¨«¼²®¨  :'t(�) > 0 = 't(�0) ) d�0't = 0:



21.4. �������������� ��������� ����� 351�±²¥±²¢¥® ¯°¥¤¯®«®¦¨²¼, ·²® ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© £¥±±¨  ±¢¿§  ± ®¯²¨-¬ «¼®±²¼¾ ½ª±²°¥¬ «¨ �t.�«¥¤³¾¹¥¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¥ ³±²  ¢«¨¢ ¥² ±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ £ ¬¨«¼²®-®¢»¬¨ ±¨±²¥¬ ¬¨: ³° ¢¥¨¥¬ �ª®¡¨   � ¨ £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬®© ±¬ ª±¨¬¨§¨°®¢ »¬ £ ¬¨«¼²®¨ ®¬   T �M . �» ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ½²¨¬ ±®-®²®¸¥¨¥¬ ¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ¤®±² ²®·»µ ³±«®¢¨© ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ¢ ° §-¤¥«¥ 21.5.�°¥¤«®¦¥¨¥ 21.3. � ¬¨«¼²®¨  bt ³° ¢¥¨¿ �ª®¡¨ ° ¢¥ ¯®«®¢¨¥ £¥±-±¨   ´³ª¶¨¨ � ¬¨«¼²®  't ¢ ²®·ª¥ �0:bt = 12 Hess�0 't:�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ¯®¬¨¬, ·²® £ ¬¨«¼²®¨  ³° ¢¥¨¿ �ª®¡¨ ¢ °¥£³«¿°-®¬ ±«³· ¥ ° ¢¥ bt(�) = �12 
�(Jt � ; �); (h00t )�1�(Jt � ; �)� :�°¥®¡° §³¥¬ «¨¥©³¾ ´®°¬³:�(Jt � ; �) = �� @@ u �!hu;t � ; ��£¤¥ hu;t(�) = hu(P ��1t (�))= ��d�0 @@ uhu;t � ; �� = ���d�t @ hu@ u ���P ��1t ���0 ; ��£¤¥ �P ��1t �� | ¤¨´´¥°¥¶¨ « ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬  �P ��1t � : T �M ! T �M= ��d�t @ hu@ u � ; �� ;� = �P ��1t ���0 � 2 T�t(T �M):�®£¤  £ ¬¨«¼²®¨  bt ¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ª ªbt(�) = �12 ��d�t @ hu@ u � ; �� ; (h00t )�1 �d�t @ hu@ u � ; ��� :�»·¨±«¨¬ £¥±±¨  ´³ª¶¨¨ � ¬¨«¼²® 't(�) = (hu(�) � h~u(t))(P ��1t (�)):�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® Hess�0 't(�) = Hess�t(hu(�) � h~u(t))(�):



352 ����� 21. ��������� ������ «¥¥, d�(hu(�) � h~u(t)) = @ hu@ u ����u(�)| {z }�0 d�u+ (d�hu)ju(�) � d�h~u(t);D2�t(hu(�) � h~u(t)) =  d�t @ hu@ u ����u(�t)! d�tu:�¨´´¥°¥¶¨ « d�tu ¬®¦®  ©²¨ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¥¬ ²®¦¤¥±²¢ @ hu@ u ����u(�) � 0¢ ²®·ª¥ � = �t. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯®«³· ¥¬@2 hu@ u2 d�u+ d� @ hu@ u = 0;¯®½²®¬³ d�tu = �(h00t )�1 d�t @ hu@ u :�«¥¤®¢ ²¥«¼®, D2�t(hu(�) � h~u(t)) = �d�t @ hu@ u (h00t )�1d�t @ hu@ u ;²® ¥±²¼ Hess�0 't(�) = Hess�t(hu(�) � h~u(t))(�) = 2bt(�);¨ ¯°¥¤«®¦¥¨¥ ¤®ª § ®.� ±¨«³ ²®£®, ·²® £ ¬¨«¼²®¨  't ¤®±²¨£ ¥² ¬¨¨¬³¬  ¢ ²®·ª¥ �0, ª¢ ¤-° ²¨· ¿ ´®°¬  bt ¥®²°¨¶ ²¥«¼ :bt > 0:�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ Ct ¯°®±²° ±²¢® ¯®±²®¿»µ ¢¥°²¨ª «¼»µ °¥¸¥¨©³° ¢¥¨¿ �ª®¡¨   ®²°¥§ª¥ [0; t]:Ct = n� 2 �0 j ~b� (�) � 0; � 2 [0; t]o : (21.30)�» ¬®¦¥¬ ¤ ²¼ ±«¥¤³¾¹¥¥ ¯°®±²®¥ ®¯¨± ¨¥ ½²®£® ¯°®±²° ±²¢ :Ct = �0 \ �\�2[0;t]Ker b�� :�¥©±²¢¨²¥«¼®, ®±®¡»¥ ²®·ª¨ £ ¬¨«¼²®®¢  ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ ±³²¼ ª°¨²¨·¥±-ª¨¥ ²®·ª¨ £ ¬¨«¼²®¨  ,   ª°¨²¨·¥±ª¨¥ ²®·ª¨ ¥¢»°®¦¤¥®© ª¢ ¤° ²¨·-®© ´®°¬» ±³²¼ ½«¥¬¥²» ¥¥ ¿¤° .



21.5. ����������� ������� ������������� 35321.5 �®±² ²®·»¥ ³±«®¢¨¿ ®¯²¨¬ «¼®±²¨� ½²®¬ ° §¤¥«¥ ¬» ¯®«³·¨¬ ¤®±² ²®·»¥ ³±«®¢¨¿ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ¤«¿ § ¤ ·¨± ¨²¥£° «¼»¬ ´³ª¶¨® «®¬:_q = fu(q); q 2M; u 2 U = intU � Rm ;q(0) = q0; q(t1) = q1;Z t10 '(q(t); u(t)) dt ! min;± § ª°¥¯«¥»¬ ¨«¨ ±¢®¡®¤»¬ ª®¥·»¬ ¢°¥¬¥¥¬. �²¬¥²¨¬, ·²® ±¥©· ±¬» ¡³¤¥¬ ¨§³· ²¼ ®¯²¨¬ «¼³¾ § ¤ ·³,   ¥ £¥®¬¥²°¨·¥±ª³¾, ª ª ° ¼-¸¥. �¤ ª® ²¥®°¨¿ ³° ¢¥¨¿ �ª®¡¨ ®±² ¥²±¿ ¯°¨¬¥¨¬®©, ² ª ª ª ³° ¢¥-¨¥ �ª®¡¨ § ¢¨±¨² ²®«¼ª® ®² £ ¬¨«¼²®¨   hu(�) ¨ ½ª±²°¥¬ «¼®© ¯ °»(~u(t); �t).�«¿ ®°¬ «¼®£® £ ¬¨«¼²®¨   ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬ hu(�) = h�; fu(q)i � '(q; u); � 2 T �M;¨ °¥£³«¿°®© ½ª±²°¥¬ «¼®© ¯ °» (~u(t); �t) § ¤ ·¨ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥-¨¿ ° ±±¬®²°¨¬ ³° ¢¥¨¥ �ª®¡¨_� = ~bt(�); � 2 � = T�0(T �M):� ° §¤¥«¥ 21.3 ¬» ¯®ª § «¨, ·²® ®²±³²±²¢¨¥ ±®¯°¿¦¥»µ ²®·¥ª   ¨²¥°¢ -«¥ (0; t1) ¥®¡µ®¤¨¬® ¤«¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ®¯²¨¬ «¼®±²¨ (¯® ª° ©¥© ¬¥°¥¢   «¨²¨·¥±ª®¬ ±«³· ¥ ª®° £  ®¤¨).�¯° ¦¥¨¥ 21.1. �®ª ¦¨²¥, ·²® ®²±³²±²¢¨¥ ±®¯°¿¦¥»µ ²®·¥ª  (0; t1) ¥®¡µ®¤¨¬® ¨ ¤«¿ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ (¢   «¨²¨·¥±ª®¬ ±«³· ¥), ±¢®¤¿§ ¤ ·³ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿ ª £¥®¬¥²°¨·¥±ª®©.�®ª ¦¥¬ ²¥¯¥°¼, ·²® ®²±³²±²¢¨¥ ±®¯°¿¦¥»µ ²®·¥ª ² ª¦¥ ¤®±² ²®·®¤«¿ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ (¢ °¥£³«¿°®¬ ±«³· ¥).�° ¥ª²®°¨¿ q(t), t 2 [0; t1],  §»¢ ¥²±¿ ±¨«¼® ®¯²¨¬ «¼®© ¤«¿ § ¤ ·¨®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿, ¥±«¨ ®  °¥ «¨§³¥² «®ª «¼»© ¬¨¨¬³¬ ´³ª-¶¨® «  ª ·¥±²¢  ®²®±¨²¥«¼® ¢±¥µ ²° ¥ª²®°¨© ±¨±²¥¬», ¡«¨§ª¨µ ª q(t) ¢° ¢®¬¥°®© ²®¯®«®£¨¨ C([0; t1];M) ¨ ¨¬¥¾¹¨µ ²¥ ¦¥ £° ¨·»¥ ²®·ª¨, ·²®¨ q(t). �±«¨ ½²®² ¬¨¨¬³¬ ±²°®£¨©, ²® ²° ¥ª²®°¨¿ q(t)  §»¢ ¥²±¿ ±²°®£®±¨«¼® ®¯²¨¬ «¼®©.�¥®°¥¬  21.3. �³±²¼ �t, t 2 [0; t1], ¥±²¼ °¥£³«¿° ¿ ®°¬ «¼ ¿ ½ª±²°¥-¬ «¼ ¢ § ¤ ·¥ ± ¨²¥£° «¼»¬ ´³ª¶¨® «®¬ ¨ § ª°¥¯«¥»¬ ¢°¥¬¥¥¬, ¨¯³±²¼ ¬ ª±¨¬¨§¨°®¢ »© £ ¬¨«¼²®¨  H(�) £« ¤®ª ¢ ®ª°¥±²®±²¨ �t. �±-«¨ ¯°®¬¥¦³²®ª (0; t1] ¥ ±®¤¥°¦¨² ±®¯°¿¦¥»µ ²®·¥ª, ²® ½ª±²°¥¬ «¼ ¿²° ¥ª²®°¨¿ q(t) = �(�t), t 2 [0; t1], ±²°®£® ±¨«¼® ®¯²¨¬ «¼ .



354 ����� 21. ��������� ������®ª § ²¥«¼±²¢®. �» ¨±¯®«¼§³¥¬ ²¥®°¨¾ ¯®«¥© ½ª±²°¥¬ «¥© (±¬. ° §-¤¥« 17.1) ¨ ¢«®¦¨¬ �t ¢ ±¥¬¥©±²¢® ½ª±²°¥¬ «¥©, µ®°®¸® ¯°®¥¶¨°³¾¹¥¥±¿  M .� ª±¨¬¨§¨°®¢ »© £ ¬¨«¼²®¨ H(�) = maxu2U hu(�); � 2 T �M;®¯°¥¤¥«¥ ¨ £« ¤®ª. �®£¤  ¯® ²¥®°¥¬¥ 17.1 ¤®±² ²®·® ¯®±²°®¨²¼ ² ª³¾´³ª¶¨¾ a 2 C1(M), ·²® ±¥¬¥©±²¢® ¬®£®®¡° §¨©Lt = et ~H(L0) � T �M; t 2 [0; t1];L0 = f� = dqag � T �M;�0 2 L0;µ®°®¸® ¯°®¥¶¨°³¥²±¿   M :� : Lt !M ¥±²¼ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬ ¢¡«¨§¨ �t; t 2 [0; t1]:�»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ²°¥¡³¥²±¿, ·²®¡» ª ± ²¥«¼»¥ ¯°®±²° ±²¢  T�tLt =et ~H� (T�0L0) ¨¬¥«¨ ³«¥¢®¥ ¯¥°¥±¥·¥¨¥ ± ¢¥°²¨ª «¼»¬¨ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ -¬¨ �t = T�t(T �q(t)M):et ~H� (T�0L0) \ �t = f0g; t 2 [0; t1]:�²® ¢®§¬®¦® ¡« £®¤ °¿ ®²±³²±²¢¨¾ ±®¯°¿¦¥»µ ²®·¥ª (²¨¯¨· ¿ ±¨²³ -¶¨¿ ¤«¿ ±®¯°¿¦¥®© ²®·ª¨ | ±ª« ¤ª  ¯°¨ ¯°®¥ª¶¨¨   M | ¨§®¡° ¦¥   °¨±. 21.1).�» ¤®ª ¦¥¬ ¨¦¥ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ ² ª®£® ¬®£®®¡° §¨¿ L0 ¡« £®¤ °¿ ¯¥-°¥µ®¤³ ª ¥£® ª ± ²¥«¼®¬³ ¯°®±²° ±²¢³ L0 | « £° ¦¥¢³ ¯®¤¯°®±²° -±²¢³ ¢ � (±¬. ®¯°¥¤¥«¥¨¥ ¢ ° §¤¥«¥ 11.5.3). �«¿ «¾¡®£® « £° ¦¥¢  ¯®¤-¯°®±²° ±²¢  L0 � �, ²° ±¢¥°± «¼®£® �0, ¬®¦®  ©²¨ ² ª³¾ ´³ª¶¨¾a 2 C1(M), ·²® £° ´¨ª ¥¥ ¤¨´´¥°¥¶¨ «  L0 = f� = dqag � T �M ³¤®¢«¥-²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬:(1) �0 2 L0,(2) T�0L0 = L0:�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¢ ª ®¨·¥±ª¨µ ª®®°¤¨ ² µ (p; q)   T �M ¢®§¼¬¥¬ ´³ª-¶¨¾ ¢¨¤  a(q) = hp0; qi+ 12qTSq; �0 = (p0; 0);± ±¨¬¬¥²°¨·®© n� n ¬ ²°¨¶¥© S. �®£¤ L0 = f� = (p; q) j p = p0 + Sqg;T�0L0 = f(dp; dq) j dp = Sdqg



21.5. ����������� ������� ������������� 355

Mq0 q(t)� �t�t�0 et ~HL0 \ T �q0M
�¨±. 21.1: �®¯°¿¦¥ ¿ ²®·ª  | ±ª« ¤ª ¨ ®±² ¥²±¿ ²®«¼ª® ¢»¡° ²¼ «¨¥©®¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ S ± £° ´¨ª®¬ L0. � ¬¥-²¨¬, ·²® ±¨¬¬¥²°¨·®±²¼ ¬ ²°¨¶» S ±®®²¢¥²±²¢³¥² « £° ¦¥¢®±²¨ ¯®¤¯°®-±²° ±²¢  L0. �¨¦¥ ¬» ¨±¯®«¼§³¥¬   «®£¨·³¾ ª®±²°³ª¶¨¾ ¤«¿ ¯ ° ¬¥²-°¨§ ¶¨¨ « £° ¦¥¢»µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ ª¢ ¤° ²¨·»¬¨ ´®°¬ ¬¨.�«¿ § ¢¥°¸¥¨¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ®±² «®±¼  ©²¨ ² ª®¥ « £° ¦¥¢® ¯®¤-¯°®±²° ±²¢® L0 � �, ·²®�et ~H� L0� \ �t = f0g; t 2 [0; t1]:� ±¨«³ (21:29), £ ¬¨«¼²®®¢ ¯®²®ª ± ¬ ª±¨¬¨§¨°®¢ »¬ £ ¬¨«¼²®¨ ®¬¨¬¥¥² ° §«®¦¥¨¥et ~H = �t � P ��1t ; �t = �!exp Z t0 ~'� d�:� ¬¥²¨¬, ·²® ¯®²®ª P ��1t   T �M ¯®°®¦¤¥ ¯®²®ª®¬ Pt   M , ¯®½²®¬³ ®±®µ° ¿¥² ±¥¬¥©±²¢® ¢¥°²¨ª «¼»µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢:�P ��1t ���0 = �t:� ª¨¬ ®¡° §®¬, ®±² ¥²±¿ ¤®ª § ²¼ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ « £° ¦¥¢  ¯®¤¯°®±²° -±²¢  L0 � �, ¤«¿ ª®²®°®£®(�t�L0) \ �0 = f0g; t 2 [0; t1]: (21.31)



356 ����� 21. ��������� ������°¥¤«®¦¥¨¥ 21.3 ³±²  ¢«¨¢ ¥² ±¢¿§¼ ¬¥¦¤³ £ ¬¨«¼²®¨ ®¬ bt ³° ¢-¥¨¿ �ª®¡¨ ¨ £ ¬¨«¼²®¨ ®¬ 't:12 Hess�0 't = bt:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯®«¥ ~bt ¥±²¼ «¨¥ °¨§ ¶¨¿ ¯®«¿ ~'t ¢ ®±®¡®© ²®·ª¥ �0: £ -¬¨«¼²®¨  bt ¨ £ ¬¨«¼²®®¢® ¯®«¥ ~bt ±³²¼ ±®®²¢¥²±²¢¥® £« ¢»¥ ·«¥»²¥©«®°®¢±ª®£® ° §«®¦¥¨¿ 't ¨ ~'t ¢ ²®·ª¥ �0. �¨¥ °¨§ ¶¨¿ ¯®²®ª  ¥±²¼¯®²®ª «¨¥ °¨§ ¶¨¨, ¯®½²®¬³� �!exp Z t0 ~'� d����0 = �!exp Z t0 ~b� d�:�¢¥¤¥¬ ®¡®§ ·¥¨¥ ¤«¿ ¯®²®ª  ³° ¢¥¨¿ �ª®¡¨:Bt = �!exp Z t0 ~b� d�;²®£¤  �t��0 = Bt;¨ ° ¢¥±²¢® (21:31) ¯¥°¥¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ª(BtL0) \�0 = f0g; t 2 [0; t1]: (21.32)�±² ¥²±¿ ¤®ª § ²¼ ±³¹¥±²¢®¢ ¨¥ « £° ¦¥¢  ¯®¤¯°®±²° ±²¢  L0, ³¤®¢«¥-²¢®°¿¾¹¥£® ½²®¬³ ° ¢¥±²¢³.� ¯®¬¨¬, ·²® ®²°¥§®ª (0; t1] ¥ ±®¤¥°¦¨² ±®¯°¿¦¥»µ ²®·¥ª:(Bt�0) \ �0 = Ct; t 2 (0; t1];£¤¥ Ct | ¯°®±²° ±²¢® ¯®±²®¿»µ ¢¥°²¨ª «¼»µ °¥¸¥¨© ³° ¢¥¨¿ �ª®-¡¨   [0; t], ±¬. (21:30).�«¿ ²®£®, ·²®¡» ¯°®¿±¨²¼ ®±®¢»¥ ¨¤¥¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢ , ° ±±¬®²°¨¬± · «  ¯°®±²®© ±«³· ©, ª®£¤ Ct = f0g; t 2 (0; t1]; (21.33)²® ¥±²¼ (Bt�0) \ �0 = f0g; t 2 (0; t1]:� ´¨ª±¨°³¥¬ «¾¡®¥ " 2 (0; t1). � ±¨«³ ¥¯°¥°»¢®±²¨ ¯®²®ª  Bt, ±³¹¥±²-¢³¥² ² ª ¿ ®ª°¥±²®±²¼ ¢¥°²¨ª «¼®£® ¯®¤¯°®±²° ±²¢  �0, ·²® ¤«¿ «¾¡®£®« £° ¦¥¢  ¯®¤¯°®±²° ±²¢  L0 ¨§ ½²®© ®ª°¥±²®±²¨(BtL0) \ �0 = f0g; t 2 ["; t1]:�«¿ § ¢¥°¸¥¨¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ®±² ¥²±¿  ©²¨ ² ª®¥ « £° ¦¥¢® ¯®¤¯°®-±²° ±²¢® L0, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥ ³±«®¢¨¾(BtL0) \ �0 = f0g; t 2 [0; "]:



21.5. ����������� ������� ������������� 357�¢¥¤¥¬ ¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¾ ¬®¦¥±²¢  « £° ¦¥¢»µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ L0 ��, ¤®±² ²®·® ¡«¨§ª¨µ ª �0. �®§¼¬¥¬ «¾¡®¥ « £° ¦¥¢® ¯®¤¯°®±²° ±²¢®H � �, ¿¢«¿¾¹¥¥±¿ £®°¨§®² «¼»¬, ².¥. ²° ±¢¥°± «¼»¬ ¢¥°²¨ª «¼®¬³¯®¤¯°®±²° ±²¢³ �0. �®£¤  ¯°®±²° ±²¢® � ° ±¯ ¤ ¥²±¿ ¢ ¯°¿¬³¾ ±³¬¬³:� = �0 �H:�¢¥¤¥¬ ª®®°¤¨ ²» � °¡³ (p; q)   �, ¢ ª®²®°»µ�0 = f(p; 0)g; H = f(0; q)g:� ª¨¥ ª®®°¤¨ ²» ¬®¦® ¢»¡° ²¼ ¬®£¨¬¨ ±¯®±®¡ ¬¨. �¥©±²¢¨²¥«¼®, ±¨¬-¯«¥ª²¨·¥±ª ¿ ´®°¬  � § ¤ ¥² ¥¢»°®¦¤¥®¥ ±¯ °¨¢ ¨¥ ¢§ ¨¬® ²° ±¢¥°-± «¼»µ « £° ¦¥¢»µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ �0 ¨ H :H = ��0;hf; ei = �(e; f); e 2 �0; f 2 H:�®§¼¬¥¬ «¾¡®© ¡ §¨± e1; : : : ; en ¢ �0 ¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ¡ §¨± f1; : : : ; fn¢ H , ¤¢®©±²¢¥»© ®²®±¨²¥«¼® ½²®£® ±¯ °¨¢ ¨¿, ¨ ¬» ¯®«³·¨¬ ¡ §¨±� °¡³ ¢ �. � ª®®°¤¨ ² µ � °¡³ ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª ¿ ´®°¬  § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ª�((p1; q1); (p2; q2)) = hp1; q2i � hp2; q1i:�¾¡®¥ n-¬¥°®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® L � �, ²° ±¢¥°± «¼®¥ H , ¥±²¼ £° ´¨ª«¨¥©®£® ®²®¡° ¦¥¨¿ S : �0 ! H;²® ¥±²¼ L = f(p; Sp) j p 2 �0g:�®¤¯°®±²° ±²¢® L « £° ¦¥¢® ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ±®®²¢¥²±²¢³-¾¹¥¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ S ¨¬¥¥² ±¨¬¬¥²°¨·¥±ª³¾ ¬ ²°¨¶³ ¢ ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª®¬¡ §¨±¥ (³¯° ¦¥¨¥): S = S�:�¢¥¤¥¬ ª¢ ¤° ²¨·³¾ ´®°¬³   �0 ± ¬ ²°¨¶¥© S:S(p; p) = hp; Spi:�®¦¥±²¢® « £° ¦¥¢»µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ L � �, ²° ±¢¥°± «¼»µ £®°¨-§®² «¼®¬³ ¯°®±²° ±²¢³ H , ¯ ° ¬¥²°¨§®¢ ® ª¢ ¤° ²¨·»¬¨ ´®°¬ ¬¨S   �0. �«¿ ² ª®© ¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¨ « £° ¦¥¢»µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ L � �,L \H = f0g, ¡³¤¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ²¥°¬¨ (�0; H)-¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¿.� ±±¬®²°¨¬ ±¥¬¥©±²¢® ª¢ ¤° ²¨·»µ ´®°¬ St, ¯ ° ¬¥²°¨§³¾¹¥¥ ±¥¬¥©-±²¢® « £° ¦¥¢»µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ ¢¨¤ Lt = BtL0;



358 ����� 21. ��������� �����²® ¥±²¼ Lt = f(p; Stp) j p 2 �0g:�¥¬¬  21.2. _St(p; p) = 2bt(p; Stp):�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®§¼¬¥¬ «¾¡³¾ ²° ¥ª²®°¨¾ (p; q) = (pt; qt) £ ¬¨«¼²®®¢ ¯®«¿ ~bt. �§ ° ¢¥±²¢  q = Stp;¯®«³· ¥¬ _q = _Stp+ St _p;²® ¥±²¼ ~bt(p; q) = � _p; _Stp+ St _p� :� ±¨«³ ª¢ ¤° ²¨·®±²¨ £ ¬¨«¼²®¨   bt, ¯®«³· ¥¬� �(p; q);~bt(p; q)� = 2bt(p; q):�® «¥¢³¾ · ±²¼ «¥£ª® ¢»·¨±«¨²¼:� �(p; q);~bt(p; q)� = � ((p; q); ( _p; _q))= � �(p; Stp); ( _p; _Stp+ St _p)� = Dp; _Stp+ St _pE� h _p; Stpi= Dp; _StpE¢ ±¨«³ ±¨¬¬¥²°¨·®±²¨ St.� ª ª ª £ ¬¨«¼²®¨  't ¤®±²¨£ ¥² ¬¨¨¬³¬  ¢ �0, ¨¬¥¥¬ bt > 0, ¯®½-²®¬³ _St > 0:�»¡¥°¥¬  · «¼®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® L0 ± ¯®¬®¹¼¾ · ±²¨·®£® ¯®°¿¤ª   ª¢ ¤° ²¨·»µ ´®°¬ µ, ¨¤³¶¨°®¢ ®£® ¯®«®¦¨²¥«¼»¬¨ ´®°¬ ¬¨. �»¡¨-° ¿ «¾¡®¥ « £° ¦¥¢® ¯®¤¯°®±²° ±²¢® L0 � � ± ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥© ª¢ ¤° -²¨·®© ´®°¬®© S0 > 0;¤®±² ²®·® ¡«¨§ª®© ª ³«¥¢®© ´®°¬¥, ¯®«³· ¥¬St > 0; t 2 [0; "]:�® ¥±²¼ Lt \ �0 = f0g  [0; "],   ¯®²®¬³ ¨   ¢±¥¬ ®²°¥§ª¥ [0; t1].



21.5. ����������� ������� ������������� 359� ¢¥±²¢® (21:32) ¤®ª § ® ¢ ¯°®±²®¬ ±«³· ¥ (21:33). �¥¯¥°¼ ° ±±¬®²°¨¬®¡¹¨© ±«³· ©. �¥©· ± ¯¥°¥±¥·¥¨¥ (Bt�0) \ �0 = Ct ¥¯³±²®, ® ®² ¥£®¬®¦® ¨§¡ ¢¨²¼±¿, ¯¥°¥µ®¤¿ ª ³° ¢¥¨¾ �ª®¡¨   ´ ª²®°¯°®±²° ±²¢¥C\t =Ct.�¥¬¥©±²¢® ¯®±²®¿»µ ¢¥°²¨ª «¼»µ °¥¸¥¨© Ct ¥ ¢®§° ±² ¥²:Ct0 � Ct00 ¯°¨ t0 < t00:�¬¥¥¬ C0 = �0 ¨ ¯®«®¦¨¬, ¯® ®¯°¥¤¥«¥¨¾, Ct1+0 = f0g. �¥¬¥©±²¢® Ct¥¯°¥°»¢® ±«¥¢ , ®¡®§ ·¨¬ ¥£® ²®·ª¨ ° §°»¢ :0 6 s1 < s2 < � � � < sk 6 t1(®²¬¥²¨¬, ·²® ¢ ¯°®±²®¬ ±«³· ¥ (21:33) ¡»«® k = 1, s1 = 0). �¥¬¥©±²¢® Ct¯®±²®¿®   ¯°®¬¥¦³²ª µ (si; si+1].�®±²°®¨¬ ² ª¨¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢  Ei � �0, i = 1; : : : ; k, ·²®Ct = Ei+1 �Ei+2 � � � � �Ek ; t 2 (si; si+1]:� ¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨ t = 0 ¯®«³· ¥¬ ° §«®¦¥¨¥ ¢¥°²¨ª «¼®£® ¯®¤¯°®±²° -±²¢ : �0 = C0 = E1 � � � � �Ek:�«¿ «¾¡®£® £®°¨§®² «¼®£® « £° ¦¥¢  ¯®¤¯°®±²° ±²¢  H � � ¬®¦®¯®±²°®¨²¼ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ° §«®¦¥¨¥ H :H = F1 � � � � � Fk; �(Ei; Fj) = 0; i 6= j: (21.34)� ´¨ª±¨°³¥¬ «¾¡®¥  · «¼®¥ £®°¨§®² «¼®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® H0 � �,H0 \ �0 = f0g. �«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥ § ¢¥°¸ ¥² ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ²¥®°¥-¬» 21.3 ¢ ®¡¹¥¬ ±«³· ¥.�¥¬¬  21.3. �«¿ «¾¡®£® i = 1; : : : ; k ±³¹¥±²¢³¾² ² ª¨¥ ·¨±«® "i > 0 ¨« £° ¦¥¢® ¯®¤¯°®±²° ±²¢® Hi � �, Hi \�0 = f0g, ·²® «¾¡®¥ « £° ¦¥¢®¯®¤¯°®±²° ±²¢® L0 � �, L0\H0 = f0g, ¨¬¥¾¹¥¥ (�0; H0)-¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¾S0(p; p) = "hp; pi, 0 < " < "i, ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®¢¨¿¬:(1) Lt \ �0 = f0g; t 2 [0; si],(2) Lt \ Hi = f0g, t 2 [0; si], ¨ « £° ¦¥¢® ¯®¤¯°®±²° ±²¢® Lt ¨¬¥¥²(�0; Hi)-¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¾ St > 0.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®ª ¦¥¬ «¥¬¬³ ¨¤³ª¶¨¥© ¯® i.�³±²¼ i = 1. �°¨ s1 = 0 ³²¢¥°¦¤¥¨¥ ²°¨¢¨ «¼®, ¯®½²®¬³ ±·¨² ¥¬, ·²®s1 > 0. �®§¼¬¥¬ «¾¡®¥ "1 > 0 ¨ «¾¡®¥ « £° ¦¥¢® ¯®¤¯°®±²° ±²¢® L0 � �± ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬®© "hp; pi, 0 < " < "1, ¢ (�0; H0)-¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¨.� ¬¥²¨¬, ·²® Ct = �0, ²® ¥±²¼ Btj�0 = Id ¯°¨ t 2 (0; s1]. � «¥¥,Lt \�0 = BtL0 \ Bt�0 = Bt(L0 \ �0) = f0g; t 2 [0; s1]:



360 ����� 21. ��������� ������ ±¨«³ ¥¯°¥°»¢®±²¨ ¯®²®ª  Bt, ±³¹¥±²¢³¥² £®°¨§®² «¼®¥ « £° ¦¥¢®¯®¤¯°®±²° ±²¢® H1 ± ² ª®© (�0; H0)-¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¥© ��hp; pi, � > 0, ·²®Lt \ H1 = f0g, t 2 [0; s1]. �¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¯®¤¯°®±²° ±²¢® L0 § ¤ ¥²±¿¢ (�0; H1)-¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¨ ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬®© S0(p; p) = "0hp; pi > 0,"0 = "=(1 + "=�) < ". �» ³¦¥ ¤®ª § «¨, ·²® _St > 0, ¯®½²®¬³St > 0; t 2 [0; s1];¢ (�0; H1)-¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¨.� §¨± ¨¤³ª¶¨¨ (i = 1) ¤®ª § .�®ª ¦¥¬ ¸ £ ¨¤³ª¶¨¨. � ´¨ª±¨°³¥¬ i > 1, ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ³²¢¥°¦-¤¥¨¥ «¥¬¬» 21.3 ¤®ª § ® ¤«¿ i, ¨ ¤®ª ¦¥¬ ¥£® ¤«¿ i+ 1.�³±²¼ t 2 (si; si+1], ²®£¤  Ct = Ei+1 � � � � �Ek. �¢¥¤¥¬ ° §«®¦¥¨¥ £®°¨-§®² «¼®£® ¯®¤¯°®±²° ±²¢  Hi ª ª ¢ (21:34):Hi = F1 � � � � � Fk :�¡®§ ·¨¬E01 = E1 � � � � �Ei; E02 = Ct = Ei+1 � � � � �Ek;F 01 = F1 � � � � � Fi; F 02 = Fi+1 � � � � � Fk;L10 = L0 \ (E01 � F 01); L20 = L0 \ (E02 � F 02):� ª ª ª BtE02 = E02, ª®±®®°²®£® «¼®¥ ¤®¯®«¥¨¥ (E02)\ = E01 � E02 �F 01 ² ª¦¥ ¨¢ °¨ ²® ®²®±¨²¥«¼® ¯®²®ª  ³° ¢¥¨¿ �ª®¡¨: Bt(E02)\ =(E02)\.�«¿ ²®£®, ·²®¡» ¤®ª § ²¼, ·²® Lt \�0 = f0g, ¢»·¨±«¨¬ ½²® ¯¥°¥±¥·¥¨¥.� ±¨«³ ¢ª«¾·¥¨¿ �0 � (E02)\, ¯®«³· ¥¬BtL0 \ �0 = BtL0 \Bt(E02)\ \�0 = Bt(L0 \ (E02)\) \ �0 = BtL10 \ �0:(21.35)�®½²®¬³ ²°¥¡³¥²±¿ ¤®ª § ²¼, ·²® BtL10 \ �0 = f0g, t 2 (si; si+1].� ª ª ª ¯®¤¯°®±²° ±²¢  E02 ¨ (E02)\ ¨¢ °¨ ²» ®²®±¨²¥«¼® ¯®²®ª Bt, ´ ª²®°-¯®²®ª ®¯°¥¤¥«¥ ª®°°¥ª²®:eBt : e�! e�; e� = (E02)\=E02:� ´ ª²®°¥ ¯®²®ª eBt ¥ ¨¬¥¥² ¯®±²®¿»µ ¢¥°²¨ª «¼»µ °¥¸¥¨©:eBte�0 \ e�0 = f0g; t 2 (si; si+1];e�0 = �0=E02:�§ ° ±±³¦¤¥¨¿, ¯°¨¢¥¤¥®£® ¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ¯°®±²®£® ±«³· ¿ (21:33),±«¥¤³¥², ·²® eBteL10 \ e�0 = f0g; t 2 (si; si+1];eL10 = L10=E02;



21.5. ����������� ������� ������������� 361¤«¿ L0, ¤®±² ²®·® ¡«¨§ª¨µ ª �0, ².¥. ¤«¿ ¤®±² ²®·® ¬ «»µ ". �®½²®¬³BtL10 \ �0 � E02; t 2 (si; si+1]:�¥¯¥°¼ «¥£ª® ¤®ª § ²¼, ·²® ½²® ¯¥°¥±¥·¥¨¥ ¯³±²®:BtL10 \�0 � BtL10 \E02 = BtL10 \BtE02 = Bt(L10 \E02) = f0g; t 2 (si; si+1]:�¢¨¤³ ¶¥¯®·ª¨ (21:35),Lt \ �0 = f0g; t 2 (si; si+1];²® ¥±²¼ ¬» ¤®ª § «¨ ³±«®¢¨¥ (1) ¨§ ´®°¬³«¨°®¢ª¨ «¥¬¬» 21.3 ¤«¿ i+ 1.�¥°¥µ®¤¨¬ ª ³±«®¢¨¾ (2). � ª ¦¥ ª ª ¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ¡ §¨±  ¨¤³ª-¶¨¨, ¯®ª §»¢ ¥¬, ·²® ±³¹¥±²¢³¥² ² ª®¥ £®°¨§®² «¼®¥ « £° ¦¥¢® ¯®¤-¯°®±²° ±²¢® Hi+1 � �, ·²® ª°¨¢ ¿ « £° ¦¥¢»µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ Lt, t 2[0; si+1], ²° ±¢¥°± «¼  Hi+1. � (�0; Hi+1)-¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¨  · «¼®¥ ¯®¤-¯°®±²° ±²¢® L0 § ¤ ¥²±¿ ¯®«®¦¨²¥«¼®© ª¢ ¤° ²¨·®© ´®°¬®© S0(p; p) ="0hp; pi, 0 < "0 < ". � ª ª ª _St > 0, ¯®«³· ¥¬St > 0; t 2 [0; si+1]:�±«®¢¨¥ (2) ¤®ª § ® ¤«¿ i+ 1.� £ ¨¤³ª¶¨¨ ¤®ª § , ¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢® ¤ ®© «¥¬¬» § ¢¥°¸¥®.� ±¨«³ ½²®© «¥¬¬», Lt \ �0 = f0g; t 2 [0; t1];¤«¿ ¢±¥µ  · «¼»µ ¯®¤¯°®±²° ±²¢ L0, § ¤ ¢ ¥¬»µ ª¢ ¤° ²¨·»¬¨ ´®°-¬ ¬¨ S0 = "hp; pi, 0 < " < "k, ¤«¿ ¥ª®²®°®£® "k > 0 ¢ (�0; H0)-¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¨. �²® ®§ · ¥², ·²® ¬» ¯®±²°®¨«¨ ±¥¬¥©±²¢® ½ª±²°¥¬ «¥©,±®¤¥°¦ ¹¥¥ �t ¨ µ®°®¸® ¯°®¥¶¨°³¾¹¥¥±¿   M . �® ²¥®°¥¬¥ 17.1, ½ª±²°¥-¬ «¼ �t, t 2 [0; t1], ±¨«¼® ®¯²¨¬ «¼ . �¥®°¥¬  21.3 ¤®ª §  .�«¿ § ¤ ·¨ ± ¨²¥£° «¼»¬ ´³ª¶¨® «®¬ ¨ ±¢®¡®¤»¬ ª®¥·»¬ ¢°¥-¬¥¥¬ t1   «®£¨·®¥ ° ±±³¦¤¥¨¥ ¨ ²¥®°¥¬  17.2 ¤ ¾² ±«¥¤³¾¹¥¥ ¤®±² -²®·®¥ ³±«®¢¨¥ ®¯²¨¬ «¼®±²¨.�¥®°¥¬  21.4. �³±²¼ �t, t 2 [0; t1], ¥±²¼ °¥£³«¿° ¿ ®°¬ «¼ ¿ ½ª±²°¥-¬ «¼ ¢ § ¤ ·¥ ± ¨²¥£° «¼»¬ ´³ª¶¨® «®¬ ¨ ±¢®¡®¤»¬ ¢°¥¬¥¥¬, ¨ ¯³±²¼£ ¬¨«¼²®¨  H(�) £« ¤®ª ¢ ®ª°¥±²®±²¨ �t. �±«¨   ®²°¥§ª¥ (0; t1] ¥² ±®-¯°¿¦¥»µ ²®·¥ª, ²® ½ª±²°¥¬ «¼ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ q(t) = �(�t), t 2 [0; t1],±²°®£® ±¨«¼® ®¯²¨¬ «¼ .



362 ����� 21. ��������� �����



�« ¢  22�¥¤³ª¶¨¿� ½²®© £« ¢¥ ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ¬¥²®¤ ±¢¥¤¥¨¿  ´´¨®© ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ±¨±-²¥¬» ª ¥«¨¥©®© ±¨±²¥¬¥   ¬®£®®¡° §¨¨ ¬¥¼¸¥© ° §¬¥°®±²¨.22.1 �¥¤³ª¶¨¿� ±±¬®²°¨¬  ´´¨³¾ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ±¨±²¥¬³_q = f(q) + mXi=1 uigi(q); ui 2 R; q 2M; (22.1)± ¯®¯ °® ª®¬¬³²¨°³¾¹¨¬¨ ¢¥ª²®°»¬¨ ¯®«¿¬¨ ¯°¨ ³¯° ¢«¥¨¿µ:[gi; gj ] � 0; i; j = 1; : : : ;m:�®²®ª ±¨±²¥¬» ¬®¦® ° §«®¦¨²¼ ¯® ´®°¬³«¥ ¢ °¨ ¶¨©:�!exp Z t0  f + mXi=1 ui(�)gi! d� = �!exp Z t0 ePmi=1 wi(�) ad gif d� � ePmi=1 wi(t)gi ;(22.2)wi(t) = Z t0 ui(�) d�:�¤¥±¼ ¬» ±·¨² ¥¬ Pmi=1 ui(�)gi ¥¢®§¬³¹¥»¬ ¯®²®ª®¬ ¨ ³·¨²»¢ ¥¬, ·²®¯®«¿ gi ¢§ ¨¬® ª®¬¬³²¨°³¾². �¢¥¤¥¬ · ±²¨·³¾ ±¨±²¥¬³, ±®®²¢¥²±²¢³¾-¹³¾ ¢²®°®¬³ ·«¥³ ¢ ° §«®¦¥¨¨ (22:2):_q = ePmi=1 wi ad gif(q); wi 2 R; q 2M; (22.3)£¤¥ wi | ®¢»¥ ³¯° ¢«¥¨¿. �®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ A1(t) ¨±µ®¤®© ±¨±-²¥¬» (22:1) ¨ A2(t) · ±²¨·®© ±¨±²¥¬» (22:3) §  ¢°¥¬¿ t ¨§ ²®·ª¨ q0 2 M²¥±® ±¢¿§ » ¤°³£ ± ¤°³£®¬:A1(t) � A2(t) � nePmi=1 wigi j wi 2 Ro � cl(A1(t)): (22.4)363



364 ����� 22. ���������¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯¥°¢®¥ ¢ª«¾·¥¨¥ ±«¥¤³¥² ¥¯®±°¥¤±²¢¥® ¨§ ° §«®¦¥-¨¿ (22:2). �²®¡» ¤®ª § ²¼ ¢²®°®¥ ° §«®¦¥¨¥ ¢ (22:4), § ¬¥²¨¬, ·²® ®²®-¡° ¦¥¨¥ w(�) 7! q0 � �!exp Z t0 ePmi=1 wi(�) ad gif d�¥¯°¥°»¢® ¢ ²®¯®«®£¨¨ L1, ½²® ±«¥¤³¥² ¨§  ±¨¬¯²®²¨·¥±ª®£® ° §«®¦¥¨¿µ°®®«®£¨·¥±ª®© ½ª±¯®¥²». �®½²®¬³ ®²®¡° ¦¥¨¥(w(�); v) 7! q0 � �!exp Z t0 ePmi=1 wi(�) ad gif d� � ePmi=1 vigi¥¯°¥°»¢® ¢ ²®¯®«®£¨¨ L1 � Rm . � ª®¥¶, ®²®¡° ¦¥¨¥u(�) 7! (w(�); v) = 0@ �Z0 u(�) d�; tZ0 u(�) d�1A¨¬¥¥² ¢±¾¤³ ¯«®²»© ®¡° § ¢ L1�Rm . �®£¤  ¨§ ° §«®¦¥¨¿ (22:2) ±«¥¤³¥²¢²®°®¥ ¢ª«¾·¥¨¥ ¢ (22:4).� ±²¨· ¿ ±¨±²¥¬  (22:3) ¨¢ °¨ ²  ®²®±¨²¥«¼® ¯®«¥© gi:�ePmi=1 vigi�� ePmi=1 wi ad gif = ePmi=1(wi�vi) ad gif: (22.5)�®½²®¬³ ¶¥¯®·ª  (22:4) ¨ ° ¢¥±²¢® (22:5) ®§ · ¾², ·²® ¨±µ®¤³¾ ±¨±²¥-¬³ (22:1) ¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ª®¬¯®§¨¶¨¾ · ±²¨·®© ±¨±²¥¬» (22:3)± ¯®²®ª®¬ ¯®«¥© gi: «¾¡®¥ ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ¨±µ®¤®© ±¨±²¥¬» § ¢°¥¬¿ t ¥±²¼ (± ²®·®±²¼¾ ¤® § ¬»ª ¨¿) ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ · ±²¨·-®© ±¨±²¥¬» §  ¢°¥¬¿ t ¯«¾± ±ª ·®ª ¢¤®«¼ gi, ¡®«¥¥ ²®£®, ±ª ·®ª ¢¤®«¼ gi¢®§¬®¦¥ ¢ «¾¡®© ¬®¬¥² ¢°¥¬¥¨.�³±²¼ (u(t); �t) | ½ª±²°¥¬ «¼ ¨±µ®¤®©  ´´¨®© ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ±¨±-²¥¬». �ª±²°¥¬ «¼ �t ¢¯®«¥ ®±®¡ ¿, ¡®«¥¥ ²®£®, ³±«®¢¨¥ ¬ ª±¨¬³¬  ���° ¢®±¨«¼® ²®¦¤¥±²¢³ h�t; gii � 0:�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® �t = �ePmi=1 wi(t)gi�� �t¥±²¼ ½ª±²°¥¬ «¼ ±¨±²¥¬» (22:3), ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ³¯° ¢«¥¨¾w(t) = Z t0 u(�) d�;¡®«¥¥ ²®£®, h�t; gii � 0: (22.6)(�» ¨±¯®«¼§³¥¬ §¤¥±¼ ²¥°¬¨ ½ª±²°¥¬ «¼ ª ª ±¨®¨¬ ª°¨²¨·¥±ª®© ²®·ª¨®²®¡° ¦¥¨¿ ¢ ª®¥¶, ².¥. ¬» ²°¥¡³¥¬, ·²®¡» ½ª±²°¥¬ «¼®¥ ³¯° ¢«¥¨¥



22.1. �������� 365¡»«® ª°¨²¨·¥±ª¨¬, ® ¥ ®¡¿§ ²¥«¼® ¬¨¨¬¨§¨°³¾¹¨¬, ¤«¿ § ¢¨±¿¹¥£®®² ³¯° ¢«¥¨¿ £ ¬¨«¼²®¨   ���). �¡° ²®, ¥±«¨ �t | ½ª±²°¥¬ «¼ (22:3)± «¨¯¸¨¶¥¢»¬ ³¯° ¢«¥¨¥¬ w(t) ¨ ¢»¯®«¿¥²±¿ ²®¦¤¥±²¢® (22:6), ²®�t = �e�Pmi=1 wi(t)gi�� �t¥±²¼ ½ª±²°¥¬ «¼ ¨±µ®¤®© ±¨±²¥¬» (22:1) ± ³¯° ¢«¥¨¥¬u(t) = _w(t):�®«¥¥ ²®£®, ³±¨«¥®¥ ®¡®¡¹¥®¥ ³±«®¢¨¥ �¥¦ ¤°  ¤«¿ ½ª±²°¥¬ «¨ �t ¨±-µ®¤®© ±¨±²¥¬» ±®¢¯ ¤ ¥² ± ³±¨«¥»¬ ³±«®¢¨¥¬ �¥¦ ¤°  ¤«¿ ±®®²¢¥²-±²¢³¾¹¥© ½ª±²°¥¬ «¨ �t · ±²¨·®© ±¨±²¥¬». �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ¯¥°¥µ®¤ ®²±¨±²¥¬» (22:1) ª ±¨±²¥¬¥ (22:3) ¯¥°¥¢®¤¨² µ®°®¸¨¥ ®±®¡»¥ ½ª±²°¥¬ «¨ �t ¢°¥£³«¿°»¥ ½ª±²°¥¬ «¨ �t.�¯° ¦¥¨¥ 22.1. �°®¢¥°¼²¥, ·²® ½ª±²°¥¬ «¨ �t ¨ �t ¨¬¥¾² ®¤® ¨ ²® ¦¥±®¯°¿¦¥®¥ ¢°¥¬¿.� ª ª ª ±¨±²¥¬  (22:3) ¨¢ °¨ ²  ®²®±¨²¥«¼® ¯®«¥© gi, ½²³ ±¨±²¥¬³¬®¦® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼   ´ ª²®°¥ ¬®£®®¡° §¨¿ M ¯® ¬®¤³«¾ ¤¥©±²¢¨¿ ¯®-«¥© gi, ¥±«¨ ² ª®¥ ´ ª²®°-¬®£®®¡° §¨¥ ª®°°¥ª²® ®¯°¥¤¥«¥®. � ±±¬®²°¨¬±«¥¤³¾¹¥¥ ®²®¸¥¨¥ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨   M :q0 � q , q0 2 Oq(g1; : : : ; gm):�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¢±¥ ®°¡¨²» Oq(g1; : : : ; gm) ¨¬¥¾² ®¤¨ ª®¢³¾ ° §¬¥°-®±²¼ ¨ ¡®«¥¥ ²®£®, ¢»¯®«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¥¥ ³±«®¢¨¥ ¥°¥ª³°°¥²®±²¨: ¤«¿«¾¡®© ²®·ª¨ q 2 M ±³¹¥±²¢³¥² ² ª¨¥ ®ª°¥±²®±²¼ Oq 3 q ¨ ¬®£®®¡° -§¨¥ Nq � M , q 2 Nq , ²° ±¢¥°± «¼®¥ Oq(g1; : : : ; gm), ·²® «¾¡ ¿ ®°¡¨² Oq0(g1; : : : ; gm), q0 2 Oq , ¯¥°¥±¥ª ¥² Nq ¢ ¥¤¨±²¢¥®© ²®·ª¥. �²¨ ³±«®¢¨¿¢»¯®«¿¾²±¿,  ¯°¨¬¥°, ¥±«¨ M = Rn ,   gi ±³²¼ ¯®±²®¿»¥ ¢¥ª²®°»¥¯®«¿, ¨«¨ ¥±«¨ m = 1,   ¯®«¥ g1 ¥®±®¡®¥ ¨ ¥°¥ª³°°¥²®¥. �±«¨ ½²¨ ³±«®-¢¨¿ ¢»¯®«¿¾²±¿, ²® ¯°®±²° ±²¢® ®°¡¨² M=� ¥±²¼ £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥.�®£¤  ±¨±²¥¬  (22:3) ª®°°¥ª²® ®¯°¥¤¥«¥    ´ ª²®°-¬®£®®¡° §¨¨ M=�:_q = ePmi=1 wi ad gif(q); wi 2 R; q 2M=�: (22.7)�¥°¥µ®¤ ®² ¨±µ®¤®©  ´´¨®© ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ±¨±²¥¬» (22:1) ª ¥«¨¥©-®© ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ °¥¤³¶¨°®¢ ®© ±¨±²¥¬¥ (22:7) ³¬¥¼¸ ¥² ° §¬¥°®±²¼¯°®±²° ±²¢  ±®±²®¿¨© ¨ ¯°¥®¡° §³¥² ®±®¡»¥ ½ª±²°¥¬ «¨ ¢ °¥£³«¿°»¥.�³±²¼ � : M !M=� ¥±²¼ ¯°®¥ª¶¨¿. �«¿ ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ A3(t)°¥¤³¶¨°®¢ ®© ±¨±²¥¬» (22:7) ¨§ ²®·ª¨ �(q0) ¢ª«¾·¥¨¿ (22:4) ¯°¨¨¬ ¾²´®°¬³ A1(t) � ��1(A3(t)) � cl(A1(t)): (22.8)�§ ¯°¨¢¥¤¥®£® ¢»¸¥   «¨§  ½ª±²°¥¬ «¥© ±«¥¤³¥², ·²® q(t) ¥±²¼ ½ª±²°¥-¬ «¼ ¿ ª°¨¢ ¿ ¨±µ®¤®© ±¨±²¥¬» (22:1) ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¥¥ ¯°®-¥ª¶¨¿ �(q(t)) ¥±²¼ ½ª±²°¥¬ «¼ ¿ ª°¨¢ ¿ °¥¤³¶¨°®¢ ®© ±¨±²¥¬» (22:7).



366 ����� 22. ���������¥°¢®¥ ¢ª«¾·¥¨¥ ¢ (22:8) ®§ · ¥², ·²® ¥±«¨ �(q(�)), � 2 [0; t], £¥®¬¥²°¨-·¥±ª¨ ®¯²¨¬ «¼ , ²® q(�), � 2 [0; t], ² ª¦¥ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ®¯²¨¬ «¼ .�®¦® ² ª¦¥ ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¯°®¶¥¤³°³ ®¡° ²®© °¥¤³ª¶¨¨. �®§¼¬¥¬ ³¯° ¢-«¿¥¬³¾ ±¨±²¥¬³ _q = f(q; w); q 2M; w 2 Rn ; (22.9)®£° ¨·¨¬ ¥¥   «¨¯¸¨¶¥¢» ³¯° ¢«¥¨¿ w(�) ¨ ¤®¡ ¢¨¬ ¨²¥£° ²®°:( _q = f(q; w);_w = u; (q; w) 2M � Rn ; u 2 Rn : (22.10)�¯° ¦¥¨¥ 22.2. �®ª ¦¨²¥, ·²® ±¨±²¥¬  (22:9) ¿¢«¿¥²±¿ °¥¤³ª¶¨¥© ±¨±-²¥¬» (22:10).22.2 �¯° ¢«¥¨¥ ²¢¥°¤»¬ ²¥«®¬� ±±¬®²°¨¬ § ¤ ·³ ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿ ¤«¿ ±¨±²¥¬», ®¯¨±»¢ ¾¹¥© ¢° ¹¥¨¿²¢¥°¤®£® ²¥« , ±¬. ° §¤¥« 19.4:_q = q(a+ ub); q 2 SO(3); u 2 R; (22.11)£¤¥ a; b 2 so(3); ha; bi = 0; jbj = 1; a 6= 0:�²¬¥²¨¬, ·²® ¢ ° §¤¥«¥ 19.4 ¬» ¯°¥¤¯®« £ «¨, ·²® jaj = 1,   ¥ jbj = 1, ª ª±¥©· ±, ®¤ ª® ®¤¨ ±«³· © ¯®«³· ¥²±¿ ¨§ ¤°³£®£® ¤¥«¥¨¥¬ ¯° ¢®© · ±²¨±¨±²¥¬»   ª®±² ²³.�¥¤³¶¨°³¥¬ ±¨±²¥¬³ (22:11). �°®±²° ±²¢® ±®±²®¿¨© SO(3) ¥®¡µ®¤¨-¬® ¯°®´ ª²®°¨§®¢ ²¼ ¯® ®°¡¨² ¬ qesb, s 2 R, ¯®«¿ qb. �®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥®²®¸¥¨¥ ½ª¢¨¢ «¥²®±²¨ ¨¬¥¥² ¢¨¤:q � qesb; s 2 R;¨ ±²°³ª²³°  ´ ª²®°-¯°®±²° ±²¢  ®¯¨±   ¢ ±«¥¤³¾¹¥¬ ³²¢¥°¦¤¥¨¨.�°¥¤«®¦¥¨¥ 22.1. SO(3)=� ' S2;¯°¨·¥¬ ª ®¨·¥±ª ¿ ¯°®¥ª¶¨¿ ¥±²¼q 7! q�; q 2 SO(3); � 2 S2: (22.12)�¤¥±¼ � 2 S2 � R3 ¥±²¼ ¥¤¨¨·»© ¢¥ª²®°, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨© ¬ ²°¨¶¥b 2 so(3): � = 0@ b1b2b3 1A ; b = 0@ 0 �b3 b2b3 0 �b1�b2 b1 0 1A :



22.3. ���������� ������� ��������� 367�®ª § ²¥«¼±²¢®. �°³¯¯  SO(3) ²° §¨²¨¢® ¤¥©±²¢³¥²   ±´¥°¥ S2. �®¤-£°³¯¯  ¢ SO(3), ®±² ¢«¿¾¹ ¿ ²®·ª³ � 2 S2 ¥¯®¤¢¨¦®©, ±®±²®¨² ¨§ ¢° -¹¥¨© ¢®ª°³£ ¯°¿¬®© �, ².¥. ®  ° ¢ eRb = fesb j s 2 Rg:�®½²®¬³ ´ ª²®° SO(3)=eRb = SO(3)=� ¤¨´´¥®¬®°´¥ S2, ¯°®¥ª¶¨¿SO(3) ! S2 § ¤ ¥²±¿ ±®®²®¸¥¨¥¬ (22:12), ¨ ¬®¦¥±²¢  ³°®¢¿ ½²®£®®²®¡° ¦¥¨¿ ±®¢¯ ¤ ¾² ± ®°¡¨² ¬¨ ¯®«¿ qb.� ±²¨· ¿ ±¨±²¥¬  (22:3) ¢ ½²®¬ ¯°¨¬¥°¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤_q = qew ad ba; q 2 SO(3); w 2 R;  °¥¤³¶¨°®¢  ¿ ±¨±²¥¬  (22:7) ¥±²¼dd t (q�) = qew ad ba�; q� 2 S2: (22.13)�° ¢ ¿ · ±²¼ ½²®© ±¨¬¬¥²°¨·®© ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬» § ¤ ¥² ®ª°³¦®±²¼° ¤¨³±  jaj ¢ ª ± ²¥«¼®© ¯«®±ª®±²¨ (q�)? = Tq�S2. �»¬¨ ±«®¢ ¬¨, ±¨±²¥-¬  (22:13) § ¤ ¥² °¨¬ ®¢³ ¬¥²°¨ª³   S2. � ª ª ª ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ ¢ ¯° -¢®© · ±²¨ ±¨±²¥¬» (22:13) ¯®±²®¿» ¯® ¬®¤³«¾, § ¤ ·  ¡»±²°®¤¥©±²¢¨¿½ª¢¨¢ «¥²  °¨¬ ®¢®© § ¤ ·¥ (¬¨¨¬¨§ ¶¨¿ ¢°¥¬¥¨ ° ¢®±¨«¼  ¬¨¨-¬¨§ ¶¨¨ ¤«¨», ¥±«¨ ±ª®°®±²¼ ¯®±²®¿  ¯® ¬®¤³«¾).�ª±²°¥¬ «¼»¥ ª°¨¢»¥ (£¥®¤¥§¨·¥±ª¨¥) °¨¬ ®¢®© ¬¥²°¨ª¨   S2 |¤³£¨ ¡®«¼¸¨µ ®ª°³¦®±²¥©, ®¨ ®¯²¨¬ «¼» ¢¯«®²¼ ¤® ¯®«³®ª°³¦®±²¥©.�®¯°¿¦¥»¥ ²®·ª¨ ¤«¿ ¨±µ®¤®© ¨ °¥¤³¶¨°®¢ ®© ±¨±²¥¬ ®¤¨ ¨ ²¥ ¦¥,¯®½²®¬³ ¤«¿ ®¡¥¨µ ±¨±²¥¬ ½ª±²°¥¬ «¼»¥ ª°¨¢»¥ ®¯²¨¬ «¼» ¢¯«®²¼ ¤®¤¨ ¬¥²° «¼® ¯°®²¨¢®¯®«®¦»µ ²®·¥ª.22.3 �¯° ¢«¥¨¥ ³£«®¢®© ±ª®°®±²¼¾� ±±¬®²°¨¬ ±¨±²¥¬³, ®¯¨±»¢ ¾¹³¾ ³¯° ¢«¥¨¥ ³£«®¢®© ±ª®°®±²¼¾ ¢° ¹ -¾¹¥£®±¿ ²¢¥°¤®£® ²¥« , ±¬. (6:19):_� = �� ��+ ul; u 2 R; � 2 R3 : (22.14)�¤¥±¼ �| ¢¥ª²®° ³£«®¢®© ±ª®°®±²¨ ²¢¥°¤®£® ²¥«  ¢ ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨ ², ±¢¿-§ ®© ± ²¥«®¬,   l 2 R3 | ¥¤¨¨·»© ¢¥ª²®° ¢ ®¡¹¥¬ ¯®«®¦¥¨¨, ¢¤®«¼ª®²®°®£® ¯°¨ª« ¤»¢ ¥²±¿ ¬®¬¥². � ¬¥²¨¬, ·²® ¢ ° §¤¥«¥ 6.4 ¤®¯³±ª «±¿²®«¼ª® ¬®¬¥² u = �1, ±¥©· ± ¦¥ ¬®¬¥² ¥®£° ¨·¥. � ° §¤¥«¥ 8.4 ¡»-«® ¤®ª § ®, ·²® ±¨±²¥¬  ± ®£° ¨·¥»¬ ³¯° ¢«¥¨¥¬ ¢¯®«¥ ³¯° ¢«¿¥¬ (¤ ¦¥ ¢ ¸¥±²¨¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥). �¥©· ± ¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²® ± ¥®£° ¨-·¥»¬ ³¯° ¢«¥¨¥¬ ¯®«³· ¥²±¿ ¯®« ¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¼ ¢ R3 §  ±ª®«¼ ³£®¤®¬ «®¥ ¢°¥¬¿.



368 ����� 22. ���������°¨¬¥¨¬ ¯°®¶¥¤³°³ °¥¤³ª¶¨¨ ª ¨±µ®¤®© ±¨±²¥¬¥ (22:14). � ±²¨· ¿±¨±²¥¬  ²¥¯¥°¼ ¨¬¥¥² ¢¨¤_� = ew ad l(�� ��)= (�+ wl)� �(�+ wl); w 2 R; � 2 R3 :� ª²®° R3 ¯® ¬®¤³«¾ ®°¡¨² ¯®±²®¿®£® ¯®«¿ l ¬®¦¥² ¡»²¼ °¥ «¨§®¢  ª ª¯«®±ª®±²¼ R2 , ¯°®µ®¤¿¹ ¿ ·¥°¥§  · «® ª®®°¤¨ ² ¨ ®°²®£® «¼ ¿ l. �®£¤ ¯°®¥ª¶¨¿ R3 ! R2 ¥±²¼ ®°²®£® «¼ ¿ ¯°®¥ª¶¨¿ ¢¤®«¼ l, ¨ °¥¤³¶¨°®¢  ¿±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² ¢¨¤_x = (x+ wl)� �(x + wl)� hx � �(x+ wl); li l; x 2 R2 ; w 2 R: (22.15)�¢¥¤¥¬ ¤¥ª °²®¢» ª®®°¤¨ ²» ¢ R3 , ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ®°²®®°¬¨°®¢ ®¬³°¥¯¥°³ ± ¡ §¨±»¬¨ ¢¥ª²®° ¬¨, ª®««¨¥ °»¬¨ ¢¥ª²®° ¬ l, l��l, l�(l��l).� ½²¨µ ª®®°¤¨ ² µ x = (x1; x2) ¨ °¥¤³¶¨°®¢  ¿ ±¨±²¥¬  (22:15) ¯°¨¨-¬ ¥² ´®°¬³: _x1 = b13x22 + ((b11 � b33)x2 � b23x1)w � b13w2; (22.16)_x2 = �b13x1x2 + ((b22 � b11)x1 + b23x2)w; (22.17)£¤¥ b = (bij) | ¬ ²°¨¶  ®¯¥° ²®°  � ¢ ¢»¡° ®¬ ®°²®®°¬¨°®¢ ®¬ °¥-¯¥°¥. �°¿¬®¥ ¢»·¨±«¥¨¥ ¯®ª §»¢ ¥², ·²® b13 < 0 ¨ b22 � b11 6= 0. � ¯®«¿°-»µ ª®®°¤¨ ² µ (r; ') ¢ ¯«®±ª®±²¨ (x1; x2) °¥¤³¶¨°®¢  ¿ ±¨±²¥¬  (22:16),(22:17) ¨¬¥¥² ¢¨¤_r = rF (cos'; sin')w � b13 cos'w2;_' = �b13r sin'� (1=r) sin'w2 +G(cos'; sin')w;£¤¥ F ¨ G| ®¤®°®¤»¥ ¬®£®·«¥» ±²¥¯¥¨ 2, ¯°¨·¥¬ G(�1; 0) = b22�b11.�®¤¡¨° ¿ ¯®¤µ®¤¿¹¨¥ ³¯° ¢«¥¨¿, ¬®¦® ¯®±²°®¨²¼ ²° ¥ª²®°¨¨ ±¨±²¥-¬» ¢ R2 ±«¥¤³¾¹¨µ ¤¢³µ ²¨¯®¢:(1) æ±¯¨° «¨ç, ².¥. ²° ¥ª²®°¨¨,  ·¨ ¾¹¨¥±¿ ¨ § ª ·¨¢ ¾¹¨¥±¿   ¯®-«®¦¨²¥«¼®© ¯®«³®±¨ x1, ¥ ¯°®µ®¤¿¹¨¥ ·¥°¥§  · «® ª®®°¤¨ ² (r 6=0), ¨ ¢° ¹ ¾¹¨¥±¿ ¯°®²¨¢ · ±®¢®© ±²°¥«ª¨ ( _' > 0),(2) æ£®°¨§®² «¼»¥ç ²° ¥ª²®°¨¨, ¯®·²¨ ¯ ° ««¥«¼»¥ ®±¨ x1 ( _x1 � _x2).�®«¥¥ ²®£®, ¯® ½²¨¬ ²° ¥ª²®°¨¿¬ ¬®¦® ¤¢¨£ ²¼±¿ ¡»±²°®. �¥©±²¢¨²¥«¼®,±¨±²¥¬  (22:16), (22:17) ¨¬¥¥² ®·¥¢¨¤³¾ ±¨¬¬¥²°¨¾ | ®  ¨¢ °¨ ² ®²®±¨²¥«¼® § ¬¥ ¯¥°¥¬¥»µ x1 7! �x1, x2 7! �x2, w 7! �w, t 7! ��1t(� > 0). �«¥¤®¢ ²¥«¼®, ±³¹¥±²¢³¾² æ±¯¨° «¨ç, ±ª®«¼ ³£®¤® ¤ «¥ª¨¥ ®² · «  ª®®°¤¨ ² ±® ±ª®«¼ ³£®¤® ¬ «»¬ ¢°¥¬¥¥¬ ¯®«®£® ®¡®°®²  ¢®ª°³£³«¿. � «¥¥, ¨§ ³° ¢¥¨© (22:16), (22:17) «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ¯°¨ ¡®«¼¸¨µ ¯®¬®¤³«¾ ³¯° ¢«¥¨¿µ w ¯®«³· ¾²±¿ ±ª®«¼ ³£®¤® ¡»±²°»¥ ¤¢¨¦¥¨¿ ¢¤®«¼æ£®°¨§®² «¼»µç ²° ¥ª²®°¨© ¢ ¯®«®¦¨²¥«¼®¬  ¯° ¢«¥¨¨ ®±¨ x1.



22.3. ���������� ������� ��������� 369x̂x x1x2
�¨±. 22.1: �®« ¿ ³¯° ¢«¿¥¬®±²¼ ±¨±²¥¬» (22:15)�®¬¡¨¨°³¿ ¤¢¨¦¥¨¿ ²¨¯®¢ (1) ¨ (2), ¬®¦® ¯¥°¥¢¥±²¨ «¾¡³¾ ²®·ª³x 2 R2 ¢ «¾¡³¾ ²®·ª³ x̂ 2 R2 §  ¯°®¨§¢®«¼®¥ ¢°¥¬¿ " > 0, ±¬. °¨±. 22.1.�» ®±² ¢«¿¥¬ ¯®¤°®¡®±²¨ ½²®£® ° ±±³¦¤¥¨¿ ·¨² ²¥«¾ ¢ ª ·¥±²¢¥ ³¯° ¦-¥¨¿, ±¬. ² ª¦¥ [41].�² ª, ¤®±²¨¦¨¬»¥ ¬®¦¥±²¢  A3x(t) °¥¤³¶¨°®¢ ®© ±¨±²¥¬» (22:15) ¨§²®·ª¨ x §  ¢°¥¬¿ t ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ±¢®©±²¢³:A3x(") = R2 8 x 2 R2 ; " > 0:� ±¨«³ ¶¥¯®·ª¨ (22:8), ¤®±²¨¦¨¬»¥ ¬®¦¥±²¢  A1�(t) ¨±µ®¤®© ±¨±²¥-¬» (22:14) ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ° ¢¥±²¢³cl(A1�(")) = R3 8 � 2 R3 ; " > 0:� ª ª ª ¢¥ª²®° l  µ®¤¨²±¿ ¢ ®¡¹¥¬ ¯®«®¦¥¨¨, 3-¬¥° ¿ ±¨±²¥¬  (22:14)¨¬¥¥² ¯®«»© ° £ (±¬. ¯°¥¤«®¦¥¨¥ 6.1), ¯®½²®¬³ ®  ¢¯®«¥ ³¯° ¢«¿¥¬ §  ±ª®«¼ ³£®¤® ¬ «®¥ ¢°¥¬¿:A1�(") = R3 8 � 2 R3 ; " > 0:



370 ����� 22. ��������



�« ¢  23�°¨¢¨§ 23.1 �°¨¢¨§  ¤¢³¬¥°»µ ±¨±²¥¬� ±±¬®²°¨¬ ³¯° ¢«¿¥¬³¾ ±¨±²¥¬³ ¢¨¤ _q = fu(q); q 2M; u 2 U; (23.1)£¤¥ dimM = 2; U = R ¨«¨ S1:�» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²® ¯° ¢ ¿ · ±²¼ fu(q) £« ¤ª® § ¢¨±¨² ®² (u; q). �®°®¸®¨§¢¥±²»© ¯°¨¬¥° ² ª®© ±¨±²¥¬» ¤ ¥² ¤¢³¬¥° ¿ °¨¬ ®¢  § ¤ · : «®ª «¼-® ½²  § ¤ ·  § ¤ ¥² ³¯° ¢«¿¥¬³¾ ±¨±²¥¬³_q = cosu f1(q) + sinu f2(q); q 2M; u 2 S1;£¤¥ f1; f2 | «®ª «¼»© ®°²®®°¬¨°®¢ »© °¥¯¥° °¨¬ ®¢®© ±²°³ª²³°».�» ¯®«³·¨¬ ¨¢ °¨ ²®¥ ®²®±¨²¥«¼® ®¡° ²®© ±¢¿§¨ ³° ¢¥¨¥ �ª®-¡¨ ¤«¿ ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥¬» (23:1),   ² ª¦¥ ¯®±²°®¨¬ £« ¢»© ¨¢ °¨ ²½²®© ±¨±²¥¬» ®²®±¨²¥«¼® ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ®¡° ²®© ±¢¿§¨ | ª°¨¢¨§³ (¢°¨¬ ®¢®¬ ±«³· ¥ ½²®² ¨¢ °¨ ² ±®¢¯ ¤ ¥² ± £ ³±±®¢®© ª°¨¢¨§®©). �» ¤®-ª ¦¥¬ ²¥®°¥¬³ ±° ¢¥¨¿ ¤«¿ ±®¯°¿¦¥»µ ²®·¥ª,   «®£¨·³¾ ²¥®°¥¬ ¬±° ¢¥¨¿ ¢ °¨¬ ®¢®© £¥®¬¥²°¨¨.�³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® ª°¨¢ ¿ ¤®¯³±²¨¬»µ ±ª®°®±²¥© ³¯° ¢«¿¥¬®©±¨±²¥¬» (23:1) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ±«¥¤³¾¹¨¬ ³±«®¢¨¿¬ °¥£³«¿°®±²¨:fu(q) ^ @ fu(q)@ u 6= 0;@ fu(q)@ u ^ @2 fu(q)@ u2 6= 0; q 2M; u 2 U: (23.2)�±«®¢¨¥ (23:2) ®§ · ¥², ·²® ª°¨¢ ¿ ffu(q) j u 2 Ug � TqM ±¨«¼® ¢»-¯³ª« , ¨§ ¥£® ±«¥¤³¥² ³±¨«¥®¥ ³±«®¢¨¥ �¥¦ ¤°  ¤«¿ ½ª±²°¥¬ «¥© ±¨±²¥-¬» (23:1). 371



372 ����� 23. ���������¢¥¤¥¬ «¨¥©»©   ±«®¿µ ª®ª ± ²¥«¼®£® ° ±±«®¥¨¿ § ¢¨±¿¹¨© ®²³¯° ¢«¥¨¿ £ ¬¨«¼²®¨  hu(�) = h�; fu(q)i¨ ¬ ª±¨¬¨§¨°®¢ »© £ ¬¨«¼²®¨ H(�) = maxu2U hu(�): (23.3)�³¤¥¬ ¯°¥¤¯®« £ ²¼, ·²® H(�) ®¯°¥¤¥«¥ ¢ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ®¡« ±²¨ ¢ T �M .�®«¥¥ ²®£®, ¬» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²® ¤«¿ «¾¡®£® � ¢ ½²®© ®¡« ±²¨ ¬ ª±¨¬³¬¢ (23:3) ¤®±²¨£ ¥²±¿ ¤«¿ ¥¤¨±²¢¥®£® u 2 U ; ½²® ®§ · ¥², ·²® «¾¡ ¿ ®¯®°- ¿ ¯°¿¬ ¿ ª ± ¥²±¿ ª°¨¢®© ¤®¯³±²¨¬»µ ±ª®°®±²¥© ¢ ¥¤¨±²¢¥®© ²®·ª¥.�®£¤  ¨§ ³±«®¢¨¿ ¢»¯³ª«®±²¨ (23:2) ±«¥¤³¥², ·²® H(�) ¿¢«¿¥²±¿ £« ¤ª¨¬¢ ¤ ®© ®¡« ±²¨ ¨ ±¨«¼® ¢»¯³ª«»¬   ±«®¿µ ¢ T �M . �®«¥¥ ²®£®, H ®¤-®°®¤¥ ¯®°¿¤ª  ®¤¨   ±«®¿µ, ¯®½²®¬³ ¬®¦® ®£° ¨·¨²¼±¿ ¨§³·¥¨¥¬¯®¢¥°µ®±²¨ ³°®¢¿ H = H�1(1) � T �M:�¡®§ ·¨¬ ¯¥°¥±¥·¥¨¥ ±® ±«®¥¬ ·¥°¥§Hq = H \ T �qM:23.1.1 �®¤¢¨¦»© °¥¯¥°�®±²°®¨¬ ¨¢ °¨ ²»© ®²®±¨²¥«¼® ¯°¥®¡° §®¢ ¨© ®¡° ²®© ±¢¿§¨ ¯®-¤¢¨¦»© °¥¯¥°   3-¬¥°®¬ ¬®£®®¡° §¨¨ H ¤«¿ ²®£®, ·²®¡» § ¯¨± ²¼ ³° ¢-¥¨¥ �ª®¡¨ ¢ ½²®¬ °¥¯¥°¥. �²¬¥²¨¬, ·²® ¬ ª±¨¬¨§¨°®¢ »© £ ¬¨«¼²®-¨  H ¨¢ °¨ ²¥ ¯® ®¡° ²®© ±¢¿§¨, ² ª ª ª ® § ¢¨±¨² ®² ¢±¥© ª°¨¢®©¤®¯³±²¨¬»µ ±ª®°®±²¥© fU (q), ® ¥ ®² ¥¥ ¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¨ ³¯° ¢«¥¨¥¬ u.�®½²®¬³ ¯®¢¥°µ®±²¼ ³°®¢¿ H ¨ ±«®© Hq ² ª¦¥ ¨¢ °¨ ²» ¯® ®¡° ²®©±¢¿§¨.� ·¥¬ ±²°®¨²¼ °¥¯¥° ± ¢¥°²¨ª «¼®£® ¯®«¿, ª ± ¾¹¥£®±¿ ª°¨¢®© Hq .�¢¥¤¥¬ ¢ ±«®¥ ¯®«¿°»¥ ª®®°¤¨ ²»:p = (r cos'; r sin') 2 T �qM;²®£¤  Hq ¯ ° ¬¥²°¨§³¥²±¿ ³£«®¬ ':Hq = fp = p(')g:� ª ª ª ª°¨¢ ¿ Hq ¥ ¯°®µ®¤¨² ·¥°¥§  · «® ª®®°¤¨ ²: p(') 6= 0, ¯®«³· ¥¬p(') ^ d pd' (') 6= 0: (23.4)� §«®¦¨¬ ¢²®°³¾ ¯°®¨§¢®¤³¾ ¢ °¥¯¥°¥ p, d pd' :d2 pd'2 (') = a(')p(') + b(') d pd' ('):



23.1. �������� ��������� ������ 373�°¨¢ ¿ Hq ±¨«¼® ¢»¯³ª« , ¯®½²®¬³a(') < 0:�°¨ § ¬¥¥ ¯ ° ¬¥²°  � = �(') ¯®«³· ¥¬d2 pd �2 = a(')�d'd ��2 p(�) + ~b(�)d pd � (�);¯®½²®¬³ ±³¹¥±²¢³¥² ¥¤¨±²¢¥»© (± ²®·®±²¼¾ ¤® ²° ±«¿¶¨© ¨ ®°¨¥² -¶¨¨) ¯ ° ¬¥²° �   ª°¨¢®© Hq , ¤«¿ ª®²®°®£®d2 pd �2 = �p(�) + b(�)d pd � (�):� ´¨ª±¨°³¥¬ ² ª®© ¯ ° ¬¥²° � ¨ ®¯°¥¤¥«¨¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¢¥°²¨ª «¼®¥¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥   H: v = @@ � :� ¨¢ °¨ ²»µ ²¥°¬¨ µ, v | ¥¤¨±²¢¥®¥ (± ²®·®±²¼¾ ¤® ³¬®¦¥¨¿  �1) ¢¥°²¨ª «¼®¥ ¯®«¥   H, ¤«¿ ª®²®°®£®L2vs = �s+ b Lvs; (23.5)£¤¥ s = p dq | ² ¢²®«®£¨·¥±ª ¿ ´®°¬    T �M , ±³¦¥ ¿   H.�¯°¥¤¥«¨¬ ¯®¤¢¨¦»© °¥¯¥°   H ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:V1 = v; V2 = [v; ~H ]; V3 = ~H:� ¬¥²¨¬, ·²® ½²¨ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬», ² ª ª ª v ¢¥°²¨-ª «¼®,   ¤°³£¨¥ ¤¢  ¯®«¿ ¨¬¥¾² «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»¥ £®°¨§®² «¼»¥ ±®-±² ¢«¿¾¹¨¥: �� ~H = f;��[v; ~H ] = @ fu@ u d ud � ; d ud � 6= 0:�¤¥±¼ ¬» ®¡®§ · ¥¬ ·¥°¥§ u(�) ¬ ª±¨¬¨§¨°³¾¹¥¥ ³¯° ¢«¥¨¥   Hq:hp(�); fu(�)i > hp(�); fui; u 2 U:�¨´´¥°¥¶¨°³¿ ²®¦¤¥±²¢®*p(�); @ fu@ u ����u(�)+ � 0¯® �, ¯®«³· ¥¬ d ud � 6= 0.



374 ����� 23. ���������«¿ ²®£®, ·²®¡»  ¯¨± ²¼ ³° ¢¥¨¥ �ª®¡¨ ¢¤®«¼ ½ª±²°¥¬ «¨ �t,  ¬¯®²°¥¡³¾²±¿ ±ª®¡ª¨ �¨ £ ¬¨«¼²®®¢  ¯®«¿ ~H ± ¢¥ª²®°»¬¨ ¯®«¿¬¨ °¥¯¥° :[ ~H; V1] = �V2;[ ~H; V2] = ?;[ ~H; V3] = 0:�»·¨±«¨¬ ¥¤®±² ¾¹³¾ ¢²®°³¾ ±ª®¡ª³.�¥®°¥¬  23.1. [ ~H; [ ~H; v]] = ��v: (23.6)�³ª¶¨¿ � = �(�), � 2 H,  §»¢ ¥²±¿ ª°¨¢¨§®© ¤¢³¬¥°®© ³¯° ¢«¿¥¬®©±¨±²¥¬» (23:1). � ¬¨«¼²®®¢® ¯®«¥ ~H ¨¢ °¨ ²® ¯® ®¡° ²®© ±¢¿§¨,   ¯®«¥v ¨¢ °¨ ²® ¯® ®¡° ²®© ±¢¿§¨ ± ²®·®±²¼¾ ¤® ³¬®¦¥¨¿   �1. �®½²®¬³ª°¨¢¨§  � ¥±²¼ ¨¢ °¨ ² ±¨±²¥¬» (23:1) ®²®±¨²¥«¼® ¯°¥®¡° §®¢ ¨©®¡° ²®© ±¢¿§¨.�®ª ¦¥¬ ²¥®°¥¬³ 23.1.�®ª § ²¥«¼±²¢®. � ° ¬¥²° � § ¤ ¥² ®²®¦¤¥±²¢«¥¨¥H �= f�g �M; (23.7)¯®½²®¬³ ª ± ²¥«¼®¥ ¯°®±²° ±²¢® ª H ¬®¦¥² ¡»²¼ ° §«®¦¥® ¢ ¯°¿¬³¾±³¬¬³ £®°¨§®² «¼®£® ¨ ¢¥°²¨ª «¼®£® ¯®¤¯°®±²° ±²¢. �® ¤¢®©±²¢¥®±-²¨, «¾¡ ¿ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼ ¿ ´®°¬    H ¨¬¥¥² £®°¨§®² «¼³¾ ¨ ¢¥°²¨-ª «¼³¾ · ±²¨. � ¬¥²¨¬, ·²® ²°¨¢¨ «¨§ ¶¨¿ (23:7) ¥¨¢ °¨ ²  ¯® ®¡-° ²®© ±¢¿§¨, ² ª ª ª ¢»¡®° ±¥·¥¨¿ � = 0 ¯°®¨§¢®«¥, ¯®½²®¬³ ´®°¬  d� ¨£®°¨§®² «¼®±²¼ ¯®¤¯°®±²° ±²¢  ¥¨¢ °¨ ²» ¯® ®¡° ²®© ±¢¿§¨.�«¿ ª° ²ª®±²¨ ®¡®§ ·¨¬ ¢ ½²®¬ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ·¥°¥§s = sjH£®°¨§®² «¼³¾ ´®°¬³   H. �¡®§ ·¨¬ ¯°®¨§¢®¤³¾ �¨:Lv = L @@ � = 0¨ ° ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹¨© ª®°¥¯¥°   H:d�; s; s0: (23.8)�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ½²¨ ´®°¬» «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬»: d� ¢¥°²¨ª «¼ ,   £®°¨-§®² «¼»¥ ´®°¬» s, s0 «¨¥©® ¥§ ¢¨±¨¬» ¢ ±¨«³ (23:4). �¥¯¥°¼ ¯®±²°®¨¬°¥¯¥°   H, ¤¢®©±²¢¥»© °¥¯¥°³ (23:8).� §«®¦¨¬ ~H   £®°¨§®² «¼»¥ ¨ ¢¥°²¨ª «¼»¥ · ±²¨:~H = Y|{z}£®°¨§®² «¼®+ � @@ �| {z }¢¥°²¨ª «¼®; � = �(�; q): (23.9)



23.1. �������� ��������� ������ 375�®ª ¦¥¬, ·²® ¯®«¿ @@ � ; Y; Y 0 = � @@ � ; Y �±®±² ¢«¿¾² °¥¯¥°, ¤¢®©±²¢¥»© ª®°¥¯¥°³ (23:8). �³¦® ¯®ª § ²¼ «¨¸¼, ·²®¯ °  £®°¨§®² «¼»µ ¯®«¥© Y , Y 0 ¤¢®©±²¢¥  ¯ °¥ £®°¨§®² «¼»µ ´®°¬s, s0. �®-¯¥°¢»µ, hs�; Y i = hs�; ~Hi = h�; fui = H(�) = 1:� «¥¥, hs�; Y 0i = hs�; ~H 0i = ��; @ fu@ � � = ��; @ fu@ u �| {z }=0 d ud � = 0:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, 0 = hs; Y i0 = hs0; Y i+ hs; Y 0i;²® ¥±²¼ hs0; Y i = 0:� ª®¥¶, 0 = hs0; Y i0 = hs00; Y i+ hs0; Y 0i:� ¢¥±²¢® (23:5) ¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ª ª s00 = �s+ bs0, ¯®½²®¬³hs0; Y 0i = �hs00; Y i = hs� bs0; Y i = 1:�² ª, ¬» ¤®ª § «¨, ·²® °¥¯¥°@@ � ; Y; Y 0 2 VecH¤¢®©±²¢¥¥ ª®°¥¯¥°³ d�; s; s0 2 �1(H):�«¿ § ¢¥°¸¥¨¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¤ ®© ²¥®°¥¬» ¢»·¨±«¨¬ ±ª®¡ª³ [ ~H; [ ~H; v]]± ¯®¬®¹¼¾ ½²¨µ °¥¯¥°®¢.� · «  ° ±±¬®²°¨¬ ±² ¤ °²³¾ ±¨¬¯«¥ª²¨·¥±ª³¾ ´®°¬³:�jH = d (sjH) = ds = d� ^ s0 + dqs;£¤¥ dqs | ¤¨´´¥°¥¶¨ « ´®°¬» s ¯® £®°¨§®² «¼»¬ ª®®°¤¨ ² ¬. �®°¨-§®² «¼ ¿ 2-´®°¬  dqs ¨¬¥¥² ° §«®¦¥¨¥dqs = c s ^ s0; c = c(�; q);¯®½²®¬³ �jH = d� ^ s0 + cs ^ s0:� ª ª ª i ~H �jH = 0;



376 ����� 23. ��������¯®«³· ¥¬ �jH ( ~H; � ) = �jH (Y + � @@ � ; � )= �s0 � hs0; Y i d� + c hs; Y is0 � c hs0; Y is= �s0 + cs0 = 0;²® ¥±²¼ � = �c, ¯®½²®¬³ ~H = Y � c @@ � :�¥¯¥°¼ ¢»·¨±«¨¬ ²°¥¡³¾¹³¾±¿ ±ª®¡ª³ �¨.~H 0 = � @@ � ; ~H� = Y 0 � c0 @@ � ;±«¥¤®¢ ²¥«¼®,� ~H; � ~H; @@ ��� = h ~H;� ~H 0i = �Y � c @@ � ;�Y 0 + c0 @@ ��= � ~Hc0 � ~H 0c� @@ �| {z }¢¥°²¨ª «¼ ¿ · ±²¼+ [Y 0; Y ] + cY 00 � c0Y 0| {z }£®°¨§®² «¼ ¿ · ±²¼ :�«¿ § ¢¥°¸¥¨¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ®±² «®±¼ ³¡¥¤¨²¼±¿, ·²® £®°¨§®² «¼ ¿· ±²¼ ±ª®¡ª¨ [ ~H; [ ~H; @@ � ]] ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ³«¼.�§ ° ¢¥±²¢  s00 = �s + bs0 ±«¥¤³¥², ¢ ±¨«³ ¤¢®©±²¢¥®±²¨ °¥¯¥°®¢ Y ,Y 0 ¨ s, s0, ·²® Y 00 = �Y � bY 0:� «¥¥, ds = d� ^ s0 + cs ^ s0;d(s0) = (ds)0 = d� ^ s00 + c0s ^ s0 + cs ^ s00= �d� ^ s� b d� ^ s0 + (c0 + cb)s ^ s0;¨ ±ª®¡ª³ [Y 0; Y ] ¬®¦® ¢»·¨±«¨²¼, ¨±¯®«¼§³¿ ¤¢®©±²¢¥®±²¼ °¥¯¥°®¢ ¨¯°¥¤«®¦¥¨¥ 18.1: [Y 0; Y ] = cY + (c0 + cb)Y 0:�² ª, £®°¨§®² «¼ ¿ · ±²¼ ¯®«¿ [ ~H; [ ~H; v]] ° ¢ [Y 0; Y ] + cY 00 � c0Y 0 = cY + (c0 + cb)Y 0 � cY � cbY 0 � c0Y 0 = 0:�» ¤®ª § «¨, ·²® � ~H; � ~H; @@ ��� = �� @@ � ;£¤¥ ª°¨¢¨§  ¢»·¨±«¿¥²±¿ ¯® ´®°¬³«¥� = � ~Hc0 + ~H 0c:



23.1. �������� ��������� ������ 377� ¬¥· ¨¥. � ¯®¬¨¬, ·²® ¢¥°²¨ª «¼®¥ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ v, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾-¹¥¥ (23:5), ¥¤¨±²¢¥® ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¬®¦¨²¥«¿ �1. � ¤°³£®© ±²®°®»,¢¥°²¨ª «¼®¥ ¯®«¥ v, ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹¥¥ (23:6), ¥¤¨±²¢¥® ± ²®·®±²¼¾ ¤®¬®¦¨²¥«¿, ¯®±²®¿®£® ¢¤®«¼ ²° ¥ª²®°¨© ~H (¨ ¯®²®¬³ ¥ ¢«¨¿¾¹¥£®   �).�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¤«¿ ¢»·¨±«¥¨¿ ª°¨¢¨§» � ¬®¦® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ «¾¡®¥ ¢¥ª-²®°®¥ ¯®«¥ v, ¤«¿ ª®²®°®£® ¢»¯®«¿¥²±¿ ° ¢¥±²¢® ¢¨¤  (23:6).�² ª, ²¥¯¥°¼  ¬ ¨§¢¥±²» ¢±¥ ±ª®¡ª¨ £ ¬¨«¼²®®¢  ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿X = ~H ± ¢¥ª²®°»¬¨ ¯®«¿¬¨ °¥¯¥°  V1, V2, V3:[ ~H; V1] = �V2; (23.10)[ ~H; V2] = �V1; (23.11)[ ~H; V3] = 0: (23.12)23.1.2 �° ¢¥¨¥ �ª®¡¨ ¢ ¯®¤¢¨¦®¬ °¥¯¥°¥�» ¨±¯®«¼§³¥¬ ¯®±²°®¥»© ¯®¤¢¨¦»© °¥¯¥° ¤«¿ ²®£®, ·²®¡» ¢»¢¥±²¨¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ³° ¢¥¨¥ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥¨¿ ±®¯°¿¦¥®£® ¢°¥¬¥¨  ¸¥©¤¢³¬¥°®© ±¨±²¥¬» | ³° ¢¥¨¥ �ª®¡¨ ¢ ¯®¤¢¨¦®¬ °¥¯¥°¥.� ª ¢ £« ¢¥ 21, ° ±±¬®²°¨¬ ³° ¢¥¨¥ �ª®¡¨ ¢¤®«¼ °¥£³«¿°®© ½ª±²°¥-¬ «¨ �t, t 2 [0; t1], ¤¢³¬¥°®© ±¨±²¥¬» (23:1):_� = ~bt(�); � 2 � = T�0(T �M);¨ ¥£® ¯®²®ª Bt = �!exp Z t0 ~b� d�:� ¯®¬¨¬, ·²® �0 = T�0(T �q0M) | ¢¥°²¨ª «¼®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ¢ �,  Ct � �0 | ¯®¤¯°®±²° ±²¢® ¯®±²®¿»µ ¢¥°²¨ª «¼»µ °¥¸¥¨© ³° ¢¥¨¿�ª®¡¨   [0; t], ±¬. (21:30). �¥°¥±¥·¥¨¥ Bt�0 \�0 ¢±¥£¤  ±®¤¥°¦¨² ¯®¤¯°®-±²° ±²¢® Ct. �®¬¥² t 2 (0; t1] ¥±²¼ ±®¯°¿¦¥®¥ ¢°¥¬¿ ¤«¿ ½ª±²°¥¬ «¨ �t²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ½²® ¯¥°¥±¥·¥¨¥ ¡®«¼¸¥, ·¥¬ Ct:Bt�0 \ �0 6= Ct:�«¿ ²®£®, ·²®¡» ¤®¯®«¨²¼ °¥¯¥° V1, V2, V3 ¤® ¡ §¨±  ¢ T�0(T �M), ° ±-±¬®²°¨¬ ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥, ²° ±¢¥°± «¼®¥ H | ¢¥°²¨ª «¼®¥ ½©«¥°®¢® ¯®«¥E 2 Vec(T �M), ¨¬¥¾¹¥¥ ¯®²®ª� � etE = et � �; � 2 T �M; t 2 R:� ª®®°¤¨ ² µ (p; q)   T �M ½²® ¯®«¥ ¨¬¥¥² ¢¨¤E = p @@ p :�¥ª²®°»¥ ¯®«¿ V1; V2; V3; E ®¡° §³¾² ¡ §¨± ¢ T�(T �M), � 2 H. �®«¿ V1 =@@ � ¨ E ¢¥°²¨ª «¼»: �0 = span(V1(�0); E(�0)):



378 ����� 23. ���������²®¡»  ©²¨ ¢¥°²¨ª «¼®¥ ¯®¤¯°®±²° ±²¢® Ct, ¢»·¨±«¨¬ ¤¥©±²¢¨¥ ¯®-²®ª  Bt   ½²¨ ¯®«¿. �°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬» 21.3 ¬» ° §«®¦¨«¨ ¯®²®ª³° ¢¥¨¿ �ª®¡¨: Bt(�) = (P �t )� et ~H� (�):�®½²®¬³ BtE(�0) = (P �t )� et ~H� E(�0):� ¬¨«¼²®¨  H ®¤®°®¤¥ ¯®°¿¤ª  ®¤¨   ±«®¿µ, ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯®²®ª ~H² ª¦¥ ®¤®°®¤¥: (k�) � et ~H = k �� � et ~H� ; k > 0;  ¯®«¿ ~H ¨ E ª®¬¬³²¨°³¾². �® ¥±²¼ £ ¬¨«¼²®®¢® ¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ ~H ±®-µ° ¿¥² ¢¥°²¨ª «¼®¥ ½©«¥°®¢® ¯®«¥ E. � «¥¥, ¯®²®ª P �t «¨¥¥   ±«®¿µ,¯®½²®¬³ ® ² ª¦¥ ±®µ° ¿¥² ¯®«¥ E. �² ª, ¢¥ª²®° E(�0) ¨¢ °¨ ²¥ ®²®-±¨²¥«¼® ¯®²®ª  ³° ¢¥¨¿ �ª®¡¨, ²® ¥±²¼RE(�0 ) � Ct:�¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® ½²® ¢ª«¾·¥¨¥ |   ± ¬®¬ ¤¥«¥ ° ¢¥±²¢®. �¥©±²¢¨²¥«¼-®, ³·¨²»¢ ¿ ±ª®¡ª³ (23:10), ¯®«³· ¥¬et ~H� V1(�0) = �t � e�t ad ~HV1 = �t � (V1 + tV2 + o(t)) =2 T�t(T �q(t)M);¯®½²®¬³ BtV1(�0) =2 �0¯°¨ ¬ «»µ t > 0. �²® ®§ · ¥², ·²®Ct = RE(�0 ); t 2 (0; t1]:�®½²®¬³ ¬®¬¥² t ¥±²¼ ±®¯°¿¦¥®¥ ¢°¥¬¿ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ Bt�0 \ �0 6= RE(�0 );²® ¥±²¼ et ~H� V1(�0) 2 RV1 (�t);¨«¨, ·²® ° ¢®±¨«¼®, �0 � et ad ~HV1 2 R(�0 � V1): (23.13)�¥¯¥°¼ ®¯¨¸¥¬ ¤¥©±²¢¨¥ ¯®²®ª  ¯°®¨§¢®«¼®£® ¯®«¿   ¯®¤¢¨¦»© °¥-¯¥°.�¥¬¬  23.1. �³±²¼ N | £« ¤ª®¥ ¬®£®®¡° §¨¥, dimN = m, ¨ ¯³±²¼ ¢¥ª-²®°»¥ ¯®«¿ V1; : : : ; Vm 2 VecN ®¡° §³¾² ¯®¤¢¨¦»© °¥¯¥°   N . �®§¼¬¥¬



23.1. �������� ��������� ������ 379¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ X 2 VecN . �³±²¼ ®¯¥° ²®° adX ¨¬¥¥² ¬ ²°¨¶³ A = (aij)¢ ½²®¬ °¥¯¥°¥: (adX)Vj = mXi=1 aijVi; aij 2 C1(N):�®£¤  ¬ ²°¨¶  �(t) = (ij(t)) ®¯¥° ²®°  et ad ~H ¢ ¯®¤¢¨¦®¬ °¥¯¥°¥:et adX Vj = mXi=1 ij(t)Vi; ij(t) 2 C1(N); (23.14)¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥¨¥¬ ±«¥¤³¾¹¥© § ¤ ·¨ �®¸¨:_�(t) = �(t)A(t); (23.15)�(0) = Id; (23.16)£¤¥ A(t) = (etXaij).�®ª § ²¥«¼±²¢®. � · «¼®¥ ³±«®¢¨¥ (23:16) ®·¥¢¨¤®. �«¿ ²®£®, ·²®-¡» ¯®«³·¨²¼ ¬ ²°¨·®¥ ³° ¢¥¨¥ (23:15), ¯°®¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬ ²®¦¤¥±²-¢® (23:14) ¯® t:mXi=1 _ij(t)Vi = et adX [X;Vj ] = et adX  mXk=1 akjVk! = mXk=1 �etXakj� et adXVk= mXk;i=1 �etXakj� ikVi;¨ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®¥ ³° ¢¥¨¥ ¯®«³·¥®.�¢¨¤³ ¢ª«¾·¥¨¿ (23:13), ¬®¬¥² t ¥±²¼ ±®¯°¿¦¥®¥ ¢°¥¬¿ ²®£¤  ¨ ²®«¼-ª® ²®£¤ , ª®£¤  ª®½´´¨¶¨¥²» ° §«®¦¥¨¿�0 � et ad ~HVj = 3Xi=1 ij(t)(�0 � Vi)³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ° ¢¥±²¢ ¬: 21(t) = 31(t) = 0:�® ¯°¥¤»¤³¹¥© «¥¬¬¥, ¬ ²°¨¶  �(t) = (ij(t)) ¿¢«¿¥²±¿ °¥¸¥¨¥¬ § ¤ ·¨�®¸¨ (23:15), (23:16) ± ¬ ²°¨¶¥©A(t) = 0@ 0 �t 0�1 0 00 0 0 1A ; �t = �(�t);±¬. ±®®²®¸¥¨¿ ¬¥¦¤³ ±ª®¡ª ¬¨ �¨ (23:10){(23:12).



380 ����� 23. ���������² ª, ¬®¬¥² t 2 (0; t1] ¥±²¼ ±®¯°¿¦¥®¥ ¢°¥¬¿ ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ ,ª®£¤  °¥¸¥¨¿ § ¤ · �®¸¨( _21 = �22;_22 = �t21; 21(0) = 0; 22(0) = 1¨ ( _31 = �32;_32 = �t31; 31(0) = 0; 32(0) = 0³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ° ¢¥±²¢ ¬ 21(t) = 31(t) = 0:�® § ¤ ·  �®¸¨ ¤«¿ 31, 32 ¨¬¥¥² ²®«¼ª® ²°¨¢¨ «¼®¥ °¥¸¥¨¥. �®½²®¬³¤«¿ ±®¯°¿¦¥®£® ¢°¥¬¥¨ t ¯®«³· ¥¬ «¨¥©³¾ ¥ ¢²®®¬³¾ ±¨±²¥¬³ ¢¯¥°¥¬¥»µ (x1; x2) = (21; 22):( _x1 = �x2;_x2 = �tx1; x1(0) = x1(t) = 0: (23.17)�» ¡³¤¥¬  §»¢ ²¼ ±¨±²¥¬³ (23:17), ¨«¨, ·²® ° ¢®±¨«¼®, ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼-®¥ ³° ¢¥¨¥ ¢²®°®£® ¯®°¿¤ª �x+ �tx = 0; x(0) = x(t) = 0; (23.18)³° ¢¥¨¥¬ �ª®¡¨ ¤«¿ ±¨±²¥¬» (23:1) ¢ ¯®¤¢¨¦®¬ °¥¯¥°¥. �®ª § ® ±«¥¤³-¾¹¥¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¥.�¥®°¥¬  23.2. �®¬¥² t 2 (0; t1] ¥±²¼ ±®¯°¿¦¥®¥ ¢°¥¬¿ ¤«¿ ¤¢³¬¥°®©±¨±²¥¬» (23:1) ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  £° ¨· ¿ § ¤ ·  (23:18) ¨¬¥¥²¥²°¨¢¨ «¼®¥ °¥¸¥¨¥.�§ ²¥®°¥¬» ±° ¢¥¨¿ �²³°¬  ¤«¿ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»µ ³° ¢¥¨© ¢²®-°®£® ¯®°¿¤ª  (±¬.,  ¯°¨¬¥°, [137]) ¢»²¥ª ¥² ±«¥¤³¾¹ ¿ ²¥®°¥¬  ±° ¢¥¨¿¤«¿ ±®¯°¿¦¥»µ ²®·¥ª.�¥®°¥¬  23.3. (1) �±«¨ � < C2 ¤«¿ ¥ª®²®°®£® C > 0 ¢¤®«¼ ½ª±²°¥¬ «¨ �t,²®   ¢°¥¬¥®¬ ®²°¥§ª¥ [0; �C ] ¥² ±®¯°¿¦¥»µ ²®·¥ª. � · ±²®±²¨, ¥±«¨� 6 0 ¢¤®«¼ �t, ²® ±®¯°¿¦¥»µ ²®·¥ª ¥².(2) �±«¨ � > C2 ¢¤®«¼ �t, ²®   ®²°¥§ª¥ [0; �C ] ¥±²¼ ±®¯°¿¦¥ ¿ ²®·ª .� ° ª²¥°®¥ ¯®¢¥¤¥¨¥ ½ª±²°¥¬ «¼»µ ²° ¥ª²®°¨© ¤¢³¬¥°®© ±¨±²¥-¬» (23:1) ¢ ±«³· ¿µ ®²°¨¶ ²¥«¼®© ¨ ¯®«®¦¨²¥«¼®© ª°¨¢¨§» ¨§®¡° ¦¥®  °¨±. 23.1 ¨ 23.2 ±®®²¢¥²±²¢¥®.�°¨¬¥° 23.1. � ±±¬®²°¨¬ ³¯° ¢«¿¥¬³¾ ±¨±²¥¬³, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹³¾ °¨-¬ ®¢®© § ¤ ·¥   2-¬¥°®¬ ¬®£®®¡° §¨¨ M :_q = cosu f1(q) + sinu f2(q); q 2M; u 2 S1;



23.1. �������� ��������� ������ 381q q�¨±. 23.1: � < 0 �¨±. 23.2: � > 0£¤¥ f1; f2 | ®°²®®°¬¨°®¢ »© °¥¯¥° °¨¬ ®¢®© ±²°³ª²³°» h�; �i:hfi; fji = �ij ; i; j = 1; 2:� ½²®¬ ±«³· ¥ � ¥±²¼ £ ³±±®¢  ª°¨¢¨§  °¨¬ ®¢  ¬®£®®¡° §¨¿ M , ¨ ® ¢»·¨±«¿¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬:� = �c21 � c22 + f1c2 � f2c1;£¤¥ ci | ±²°³ª²³°»¥ ª®±² ²» °¥¯¥°  f1, f2: [f1; f2] = c1f1 + c2f2. �»¤®ª ¦¥¬ ½²³ ´®°¬³«³ ¤«¿ � ¢ £« ¢¥ 24.�«¿ °¨¬ ®¢®© § ¤ ·¨ ª°¨¢¨§  � = �(q) § ¢¨±¨² ²®«¼ª® ®² ²®·ª¨   ¡ §¥q 2 M , ® ¥ ®² ª®®°¤¨ ²» � ¢ ±«®¥. �®®¡¹¥ £®¢®°¿, ½²® ¥ ² ª: ª°¨¢¨§ ¥±²¼ ´³ª¶¨¿ ®² (q; �) 2 H.�±«®¢¨¿ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ¢ ²¥°¬¨ µ ±®¯°¿¦¥»µ ²®·¥ª, ¯®«³·¥»¥ ¢£« ¢¥ 21, ¬®£³² ¡»²¼ «¥£ª® ¯°¨¬¥¥» ª ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ¤¢³¬¥°®© ±¨±-²¥¬¥ (23:1).�°¥¤¯®«®¦¨¬ ± · « , ·²® tc 2 (0; t1) ¥±²¼ ±®¯°¿¦¥®¥ ¢°¥¬¿ ¤«¿ ½ª-±²°¥¬ «¨ �t, t 2 [0; t1], ±¨±²¥¬» (23:1). �°®¢¥°¨¬ ¢»¯®«¥¨¥ ³±«®¢¨© ¯°¥¤-«®¦¥¨¿ 21.2. �§ ³±«®¢¨¿ (23:2) ±«¥¤³¥², ·²® ½ª±²°¥¬ «¼ °¥£³«¿° . �®®²-¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ~u ¨¬¥¥² ª®° £ ®¤¨, ² ª ª ª ¬®¦¨²¥«¼ � £° -¦  �t ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¨§ ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬  (± ²®·®±²¼¾ ¤®±ª «¿°®£® ¬®¦¨²¥«¿). � «¥¥, ³° ¢¥¨¥ �ª®¡¨ ¥ ¬®¦¥² ¨¬¥²¼ °¥¸¥¨©¢¨¤  (21:28): ¥±«¨ ¡» ½²® ¡»«® ² ª, ²® ³° ¢¥¨¥ �ª®¡¨ ¢ ¯®¤¢¨¦®¬ °¥¯¥-°¥ �x + �tx = 0 ¨¬¥«® ¡» ¥²°¨¢¨ «¼®¥ °¥¸¥¨¥ ± £° ¨·»¬¨ ³±«®¢¨¿¬¨x(tc) = _x(tc) = 0, ·²® ¥¢®§¬®¦®. �² ª, ½ª±²°¥¬ «¼ �t ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ³±«®-¢¨¿¬ ¯°¥¤«®¦¥¨¿ 21.2, ¨  «¼²¥° ²¨¢  (1) ½²®£® ¯°¥¤«®¦¥¨¿ ¥ °¥ «¨-§³¥²±¿. �®½²®¬³ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ½ª±²°¥¬ «¼ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ ¥ ¿¢«¿¥²±¿«®ª «¼® £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ®¯²¨¬ «¼®©.�±«¨ ®²°¥§®ª [0; t1] ¥ ±®¤¥°¦¨² ±®¯°¿¦¥»µ ²®·¥ª, ²® ¯® ²¥®°¥¬¥ 21.4±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ½ª±²°¥¬ «¼ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ ®¯²¨¬ «¼  ¯® ¡»±²°®¤¥©±²-¢¨¾ ¯® ±° ¢¥¨¾ ±® ¢±¥¬¨ ¤°³£¨¬¨ ¤®¯³±²¨¬»¬¨ ²° ¥ª²®°¨¿¬¨, ¤®±² -²®·® ¡«¨§ª¨¬¨ ¢ M .



382 ����� 23. ��������23.2 �°¨¢¨§  ²°¥µ¬¥°»µ ´´¨»µ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ±¨±²¥¬� ½²®¬ ° §¤¥«¥ ¬» ° ±±¬®²°¨¬  ´´¨»¥ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ²°¥µ¬¥°»¥ ±¨±-²¥¬»: _q = f0(q) + uf1(q); u 2 R; q 2M; (23.19)dimM = 3:�» °¥¤³¶¨°³¥¬ ² ª³¾ ±¨±²¥¬³ ª ¤¢³¬¥°®©, ª ª ¢ £« ¢¥ 22, ¨ ¢»·¨±«¨¬ª°¨¢¨§³ ¯®«³·¥®© ¤¢³¬¥°®© ±¨±²¥¬» | ¨¢ °¨ ² ±¨±²¥¬» (23:19) ¯®®¡° ²®© ±¢¿§¨.�» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²® ¢»¯®«¥» ±«¥¤³¾¹¨¥ ³±«®¢¨¿ °¥£³«¿°®±²¨ ¢M :f0 ^ f1 ^ [f0; f1] 6= 0; (23.20)f1 ^ [f0; f1] ^ [f1; [f0; f1]] 6= 0: (23.21)�¾¡ ¿ ½ª±²°¥¬ «¼ �t  ´´¨®© ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ±¨±²¥¬» (23:19) ¢¯®«¥®±®¡ ¿, ®  ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ° ¢¥±²¢³h1(�t) = h�t; f1i � 0; (23.22)¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ½ª±²°¥¬ «¼®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ¥«¼§¿  ©²¨ ¥¯®±°¥¤±²¢¥-® ¨§ ½²®£® ° ¢¥±²¢ . �¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¥ (23:22) ¯® t ¤ ¥²h01(�t) = h�t; [f0; f1]i � 0;¨ ¥¹¥ ®¤® ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¥ ¯°¨¢®¤¨² ª ° ¢¥±²¢³, ±®¤¥°¦ ¹¥¬³ ³¯° ¢-«¥¨¥:h001(�t) + u(t)h101(�t) = h�t; [f0; [f0; f1]]i+ u(t)h�t; [f1; [f0; f1]]i � 0:�®£¤  ®±®¡®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿:u = ~u(q) = �h001(�)h101(�) ; h1(�) = h01(�) = 0:�°¨¬¥¨¬ ª ±¨±²¥¬¥ (23:19) ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ®¡° ²®© ±¢¿§¨:u 7! u� ~u(q):�²® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¥ ¢«¨¿¥²   ¯®«¥ f0, ® ±®µ° ¿¥² ³±«®¢¨¿ °¥£³«¿°®±²¨(23:20), (23:21). �®±«¥ ½²®£® ¯°¥®¡° §®¢ ¨¿ ®±®¡®¥ ³¯° ¢«¥¨¥ ° ¢®u = 0:�»¬¨ ±«®¢ ¬¨,�f1 = �[f0; f1] = 0 ) �[f0; [f0; f1]] = 0:



23.2. �������� ���������� ������ 383�®½²®¬³ ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼ ¤ «¥¥, ·²®[f0; [f0; f1]] 2 span(f1; [f0; f1]): (23.23)� ²°³¡· ²®© ®ª°¥±²®±²¨ ²° ¥ª²®°¨¨ ¯®«¿ f0 ° ±±¬®²°¨¬ °¥¤³ª¶¨¾²°¥µ¬¥°®© ±¨±²¥¬» (23:19):d ~qd t = ew ad f1f0(~q); w 2 (�"; "); ~q 2 fM =M=eRf1; (23.24)¤«¿ ¤®±² ²®·® ¬ «®£® ".�²  ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥² ²¥ ¦¥ ±®¯°¿¦¥»¥ ²®·ª¨, ·²® ¨ ¨±µ®¤ ¿ ±¨±²¥-¬  (23:19). �±«¨ ±¨±²¥¬  (23:24) ¥ ¨¬¥¥² ±®¯°¿¦¥»µ ²®·¥ª, ²® ±®®²¢¥²-±²¢³¾¹ ¿ ®±®¡ ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ ±¨±²¥¬» (23:19) £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ±¨«¼® ®¯²¨-¬ «¼ , ².¥. «®ª «¼® ¯°¨µ®¤¨²   £° ¨¶³ ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨¬®±²¨.�¯¨¸¥¬ ª®ª ± ²¥«¼®¥ ° ±±«®¥¨¥ ´ ª²®°  fM . � ± ²¥«¼®¥ ¯°®±²° ±²-¢® ª fM ±®±²®¨² ¨§ ª ± ²¥«¼»µ ¢¥ª²®°®¢ ª M ¯® ¬®¤³«¾ f1:T~qfM �= TqM=Rf1 (q); (23.25)q 2M; ~q = q � eRf1 2 fM;®²®¦¤¥±²¢«¥¨¥ (23:25) § ¤ ¥²±¿ ®²®¡° ¦¥¨¥¬v 7! ~v; v 2 TqM; ~v 2 T~qfM;v = dd t ����t=0 q(t); ~v = dd t ����t=0 ~q(t):�®½²®¬³ ª®ª ± ²¥«¼®¥ ¯°®±²° ±²¢® ª fM ±®±²®¨² ¨§ ª®¢¥ª²®°®¢   M ,®°²®£® «¼»µ f1:T �~q fM �= T �qM \ fh1 = 0g;� 7! ~�; � 2 T �qM \ fh1 = 0g; ~� 2 T �~q fM;h~�; ~vi = h�; vi; v 2 TqM; ~v 2 T~qfM:�·¨²»¢ ¿, ·²® ¯®«¥ f1 ¥±²¼ ¯°®¥ª¶¨¿ £ ¬¨«¼²®®¢  ¯®«¿ ~h1, «¥£ª® ¢¨¤¥²¼,·²® T �fM �= fh1 = 0g=eR~h1;£¤¥ ®²®¡° ¦¥¨¥ � 7! ~� ®¯°¥¤¥«¥® ¢»¸¥ (³¯° ¦¥¨¥: ¯®ª ¦¨²¥, ·²®~�1 = ~�2 , �2 2 �1 � eR~h1). �² ª, ª®ª ± ²¥«¼®¥ ° ±±«®¥¨¥ ´ ª²®°  fM¯®«³· ¥²±¿ ¨§ T �M ± ¯®¬®¹¼¾ £ ¬¨«¼²®®¢®© °¥¤³ª¶¨¨ ¯® ~h1 | ®£° ¨·¥-¨¿   ¯®¢¥°µ®±²¼ ³°®¢¿ £ ¬¨«¼²®¨   h1 ± ¯®±«¥¤³¾¹¥© ´ ª²®°¨§ ¶¨¥©¯® ¤¥©±²¢¨¾ ¯®²®ª  ~h1.� «¥¥, ¨§ ³±«®¢¨¿ °¥£³«¿°®±²¨ (23:21) ±«¥¤³¥², ·²® ¯®«¥ ~h1 ²° ±¢¥°-± «¼® ¯®¢¥°µ®±²¨ ³°®¢¿ fh1 = h01 = 0g, ¨ ½²  ¯®¢¥°µ®±²¼ ³°®¢¿ ¤ ¥²¥¹¥ ®¤³ °¥ «¨§ ¶¨¾ ª®ª ± ²¥«¼®£® ° ±±«®¥¨¿ ´ ª²®° :T �fM �= fh1 = h01 = 0g:



384 ����� 23. ��������� ½²®© °¥ «¨§ ¶¨¨ ~h0 ¥±²¼ £ ¬¨«¼²®®¢® ¯®«¥, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¥¥ ¬ ª±¨¬¨-§¨°®¢ ®¬³ £ ¬¨«¼²®¨ ³ | £¥¥° ²®°³ ½ª±²°¥¬ «¥© ( ~H ¢ ° §¤¥«¥ 23.1).�®¢¥°µ®±²¼ ³°®¢¿ ¬ ª±¨¬¨§¨°®¢ ®£® £ ¬¨«¼²®¨   (H ¢ ° §¤¥«¥ 23.1)°¥ «¨§³¥²±¿ ª ª ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥fh1 = h01 = 0; h0 = 1g � T �M:� ¯®¬®¹¼¾ ª ®¨·¥±ª®© ¯°®¥ª¶¨¨ � : T �M ! M ½²® ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥¬®¦® ®²®¦¤¥±²¢¨²¼ ± M , ¯®½²®¬³ ¯®¢¥°µ®±²¼ ³°®¢¿ H ° §¤¥«  23.1 °¥ -«¨§³¥²±¿ ±¥©· ± ª ª M . �» ¨±¯®«¼§³¥¬ ½²³ °¥ «¨§ ¶¨¾, ·²®¡» ¢»·¨±«¨²¼ª°¨¢¨§³ ²°¥µ¬¥°®© ±¨±²¥¬» (23:19) ª ª ª°¨¢¨§³ � ¥¥ ¤¢³¬¥°®© °¥¤³ª-¶¨¨ (23:24).� ¬¨«¼²®®¢® ¯®«¥ ~H ° §¤¥«  23.1 ²¥¯¥°¼ ° ¢® f0,   f1 ¥±²¼ ¢¥°²¨ª «¼-®¥ ¯®«¥. �±² ¥²±¿ ®°¬¨°®¢ ²¼ f1, ².¥.  ©²¨ ² ª®¥ ¢¥°²¨ª «¼®¥ ¯®«¥ af1,a 2 C1(M), ·²® [f0; [f0; af1]] = ��af1; (23.26)±¬. (23:6). �°®©ª  f0; f1; f2 = [f0; f1]®¡° §³¥² ¯®¤¢¨¦»© °¥¯¥°  M , ° ±±¬®²°¨¬ ±²°³ª²³°»¥ ª®±² ²» ½²®£®°¥¯¥° : [fi; fj ] = 2Xk=0 ckjifk; i; j = 0; 1; 2:� ¬¥²¨¬, ·²® ¢ª«¾·¥¨¥ (23:23), ¯®«³·¥®¥ ¯®±«¥ ¯°¥¤¢ °¨²¥«¼®£® ¯°¥-®¡° §®¢ ¨¿ ®¡° ²®© ±¢¿§¨, ²¥¯¥°¼ § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ª c002 = 0. �®½²®¬³[f0; [f0; f1]] = �c102f1 � c202[f0; f1]:�¥¯¥°¼ ¬®¦®  ©²¨ ² ª®© ®°¬¨°³¾¹¨© ´ ª²®° a ¤«¿ f1, ·²®¡» ¢»¯®«¿-«®±¼ ° ¢¥±²¢® (23:26). �®«³· ¥¬[f0; [f0; af1]] = [f0; (f0a) + a[f0; f1]] = (f20a)f1 + 2(f0a)[f0; f1] + a[f0; [f0; f1]]= (f20a� c102a)f1 + (2f0a� c201)[f0; f1]:�¥¯¥°¼ ¨±ª®¬ ¿ ´³ª¶¨¿ a  µ®¤¨²±¿ ¨§ ¯¥°¢®£® ³° ¢¥¨¿ ¢ · ±²»µ ¯°®-¨§¢®¤»µ 2f0a� c202a = 0;¨ ¬®¦® ¢»·¨±«¨²¼ ª°¨¢¨§³:� = �f20a� c102aa :�² ª, ª°¨¢¨§   ´´¨®© ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ²°¥µ¬¥°®© ±¨±²¥¬» (23:19) ¢»° -¦ ¥²±¿ ·¥°¥§ ±²°³ª²³°»¥ ª®±² ²» ª ª� = c102 � 14(c202)2 � 12f0c202;



23.2. �������� ���������� ������ 385´³ª¶¨¿   ¯°®±²° ±²¢¥ ±®±²®¿¨© M .�¶¥ª¨ ª°¨¢¨§» � ¢¤®«¼ (¥®¡µ®¤¨¬® ®±®¡®©) ½ª±²°¥¬ «¨ ²°¥µ¬¥°®© ´´¨®© ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ±¨±²¥¬» ¯®§¢®«¿¾² ¯®«³· ²¼ ®¶¥ª¨ ±®¯°¿¦¥-®£® ¢°¥¬¥¨,   ¯®²®¬³ ¨ ®²°¥§ª®¢,   ª®²®°»µ ½ª±²°¥¬ «¼ «®ª «¼® ®¯²¨-¬ «¼ . �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯® ¯®±²°®¥¨¾, � ¥±²¼ ª°¨¢¨§  °¥¤³¶¨°®¢ ®©¤¢³¬¥°®© ±¨±²¥¬». � ª ¨§¢¥±²® ¨§ £« ¢» 22, °¥¤³ª¶¨¿ ¯¥°¥¢®¤¨² ®±®¡»¥½ª±²°¥¬ «¨ ¢ °¥£³«¿°»¥,   ¨±µ®¤ ¿ ¨ °¥¤³¶¨°®¢  ¿ ±¨±²¥¬» ¨¬¥¾²®¤® ¨ ²® ¦¥ ±®¯°¿¦¥®¥ ¢°¥¬¿. �®½²®¬³ ¯®±°¥¤±²¢®¬ °¥¤³ª¶¨¨ ¬®¦®¯°¨¬¥¨²¼ ²¥®°¥¬³ 23.3 ª ¨±±«¥¤®¢ ¨¾ ®¯²¨¬ «¼®±²¨ ®±®¡»µ ½ª±²°¥¬ -«¥© ²°¥µ¬¥°»µ  ´´¨»µ ¯® ³¯° ¢«¥¨¾ ±¨±²¥¬.



386 ����� 23. ��������



�« ¢  24� ·¥¨¥ ²¥«� ½²®© £« ¢¥ ¬» ¯°¨¬¥¨¬ ²¥®°¥¬³ ®¡ ®°¡¨²¥ ¨ ¯°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬  �®²-°¿£¨  ª ¨¢ °¨ ²®© £¥®¬¥²°¨·¥±ª®© ¬®¤¥«¨ ª ·¥¨¿ ¯ °» ²¢¥°¤»µ ²¥«.�³¤¥² °¥¸¥  § ¤ ·  ³¯° ¢«¿¥¬®±²¨: ¢ · ±²®±²¨, ¬» ¯®ª ¦¥¬, ·²® ±¨±²¥¬ ¢¯®«¥ ³¯° ¢«¿¥¬  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ²¥«  ¥ ¨§®¬¥²°¨·». �»¯®±² ¢¨¬ § ¤ ·³ ®¯²¨¬ «¼®£® ³¯° ¢«¥¨¿ ¨ ¨§³·¨¬ ¥¥ ½ª±²°¥¬ «¨.24.1 �¥®¬¥²°¨·¥±ª ¿ ¬®¤¥«¼� ±±¬®²°¨¬ ¤¢  ²¢¥°¤»µ ²¥«  ¢ ²°¥µ¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥, ª ²¿¹¨µ±¿ ®¤®¯® ¤°³£®¬³ ¡¥§ ¯°®±ª «¼§»¢ ¨¿ ¨ ¯°®ª°³·¨¢ ¨¿.

McM�¨±. 24.1: � ²¿¹¨¥±¿ ²¥« �¬¥±²® ¢«®¦¥¨¿ § ¤ ·¨ ¢ R3 , ¬» ° ±±¬®²°¨¬ ¨¢ °¨ ²³¾ £¥®¬¥²°¨-·¥±ª³¾ ¬®¤¥«¼ ½²®© ±¨±²¥¬». 387



388 ����� 24. ������� ����³±²¼ M ¨ cM ±³²¼ ¤¢³¬¥°»¥ ±¢¿§»¥ ¬®£®®¡° §¨¿ | ¯®¢¥°µ®±²¨ª ²¿¹¨µ±¿ ²¥«. �«¿ ²®£® ·²®¡» ¨§¬¥°¿²¼ ¤«¨» ª°¨¢»µ   M ¨ cM , ¡³¤¥¬±·¨² ²¼, ·²® ª ¦¤®¥ ¨§ ½²¨µ ¬®£®®¡° §¨© °¨¬ ®¢®, ².¥. ¨¬¥¥² °¨¬ ®¢³±²°³ª²³°³ | ±ª «¿°®¥ ¯°®¨§¢¥¤¥¨¥ ¢ ª ± ²¥«¼»µ ¯°®±²° ±²¢ µ, £« ¤ª®§ ¢¨±¿¹¥¥ ®² ²®·ª¨ ¬®£®®¡° §¨¿:hv1; v2iM ; vi 2 TxM;hbv1; bv2icM ; bvi 2 TbxcM:�®«¥¥ ²®£®, ¬» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ·²®M ¨ cM ®°¨¥²¨°®¢ » (¯®¢¥°µ®±²¨ ²¢¥°-¤»µ ²¥« ¢ R3 ®°¨¥²¨°®¢ » ¢¥ª²®°®¬ ¢¥¸¥© ®°¬ «¨).� ²®·ª µ ª®² ª²  ²¥« x 2 M ¨ bx 2 cM ¨µ ª ± ²¥«¼»¥ ¯°®±²° ±²¢ ®²®¦¤¥±²¢«¿¾²±¿ ± ¯®¬®¹¼¾ ¨§®¬¥²°¨¨ (².¥. «¨¥©®£® ®²®¡° ¦¥¨¿, ±®-µ° ¿¾¹¥£® °¨¬ ®¢» ±²°³ª²³°»)q : TxM ! TbxcM;±¬. °¨±. 24.2. �» ¨¬¥¥¬ ¤¥«® ²®«¼ª® ± ±®µ° ¿¾¹¨¬¨ ®°¨¥² ¶¨¾ ¨§®-+ =x M bx cM cMMTxM TbxcM
�¨±. 24.2: �²®¦¤¥±²¢«¥¨¥ ª ± ²¥«¼»µ ¯°®±²° ±²¢ ¢²®·ª¥ ª®² ª² ¬¥²°¨¿¬¨ ¨ ¤ «¥¥ ¡³¤¥¬ ®¯³±ª ²¼ ±«®¢  æ±®µ° ¿¾¹¨¥ ®°¨¥² ¶¨¾ç ¤«¿³¯°®¹¥¨¿ ¿§»ª . �§®¬¥²°¨¿ q ¥±²¼ ±®±²®¿¨¥ ±¨±²¥¬», ¨ ¯°®±²° ±²¢®±®±²®¿¨© ¥±²¼ ±¢¿§®¥ 5-¬¥°®¥ ¬®£®®¡° §¨¥Q = f q : TxM ! TbxcM j x 2M; bx 2 cM; q ¨§®¬¥²°¨¿ g:�¡®§ ·¨¬ ¯°®¥ª¶¨¨ ¨§ Q   M ¨ cM :�(q) = x; b�(q) = bx; q : TxM ! TbxcM;q 2 Q; x 2M; bx 2 cM:�®ª «¼»¥ ª®®°¤¨ ²»   Q ¬®¦® ¢¢¥±²¨ ±«¥¤³¾¹¨¬ ®¡° §®¬. �»¡¥°¥¬¯°®¨§¢®«¼»¥ «®ª «¼»¥ ®°²®®°¬¨°®¢ »¥ °¥¯¥°» e1, e2   M ¨ be1, be2  cM : hei; ejiM = �ij ; hbei; bejicM = �ij ; i; j = 1; 2:



24.2. ��������� �������� ��������� 389�«¿ «¾¡®© ª®´¨£³° ¶¨¨ ²¥« q 2 Q, ®¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ � ³£®« ¯®¢®°®²  ®²°¥¯¥°  be1, be2 ª °¥¯¥°³ qe1, qe2 ¢ ²®·ª¥ ª®² ª² :qe1 = cos � be1 + sin � be2;qe2 = � sin � be1 + cos � be2:�®£¤  «®ª «¼® ²®·ª¨ q 2 Q ¯ ° ¬¥²°¨§³¾²±¿ ²°®©ª ¬¨ (x; bx; �), x = �(q) 2M , bx = b�(q) 2 cM , � 2 S1. �»¡¨° ¿ «®ª «¼»¥ ª®®°¤¨ ²» (x1; x2)   M ¨(bx1; bx2)   cM , ¯®«³· ¥¬ «®ª «¼»¥ ª®®°¤¨ ²» (x1; x2; bx1; bx2; �)   Q.�³±²¼ q(t) 2 Q ¥±²¼ ª°¨¢ ¿, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ ¤¢¨¦¥¨¾ ª ²¿¹¨µ±¿ ²¥«,²®£¤  x(t) = �(q(t)) ¨ bx(t) = b�(q(t)) ±³²¼ ²° ¥ª²®°¨¨ ²®·¥ª ª®² ª²  ¢ M ¨cM ±®®²¢¥²±²¢¥®. �±«®¢¨¥ ®²±³²±²¢¨¿ ¯°®±ª «¼§»¢ ¨¿ ®§ · ¥², ·²®q(t) _x(t) = _bx(t); (24.1)  ³±«®¢¨¥ ®²±³²±²¢¨¿ ¯°®ª°³·¨¢ ¨¿ £¥®¬¥²°¨·¥±ª¨ ´®°¬³«¨°³¥²±¿ ±«¥¤³-¾¹¨¬ ®¡° §®¬:q(t) (¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥, ¯ ° ««¥«¼®¥ ¢¤®«¼ x(t))= (¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥, ¯ ° ««¥«¼®¥ ¢¤®«¼ bx(t)) : (24.2)� ¸  ¬®¤¥«¼ ¨£®°¨°³¥² ®£° ¨·¥¨¿ ±®±²®¿¨¿, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¤®-¯³±²¨¬®±²¨ ª®² ª²  ²¥«, ¢«®¦¥»µ ¢ R3 . �¯°®·¥¬, § ¬¥²¨¬, ·²® ¥±«¨¯®¢¥°µ®±²¨ M ¨ cM ¨¬¥¾² ±®®²¢¥²±²¢¥® ¯®«®¦¨²¥«¼³¾ ¨ ¥®²°¨¶ -²¥«¼³¾ £ ³±±®¢» ª°¨¢¨§» ¢ ²®·ª¥, ²® ¨µ ª®² ª² «®ª «¼® ¤®¯³±²¨¬.�§ ³±«®¢¨© ¤®¯³±²¨¬®±²¨ (24:1) ¨ (24:2) ±«¥¤³¥², ·²® ª°¨¢ ¿ x(t) 2 M®¤®§ ·® ®¯°¥¤¥«¿¥² ¢±¥ ¤¢¨¦¥¨¥ q(t) 2 Q. �® ¥±²¼ ±ª®°®±²¨ ¤®¯³±²¨¬»µ¤¢¨¦¥¨© ®¯°¥¤¥«¿¾² ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ � ° £  2 ¢ 5-¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ Q.�» ¯®ª ¦¥¬ ½²® ´®°¬ «¼® ¨ ¢»·¨±«¨¬ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ � ¿¢® ¨¦¥. �¥°¥¤½²¨¬  ¯®¬¨¬ ¥ª®²®°»¥  · «¼»¥ ±¢¥¤¥¨¿ ¨§ °¨¬ ®¢®© £¥®¬¥²°¨¨.24.2 �¢³¬¥° ¿ °¨¬ ®¢  £¥®¬¥²°¨¿�³±²¼ M | ¤¢³¬¥°®¥ °¨¬ ®¢® ¬®£®®¡° §¨¥. �» ®¯¨¸¥¬ °¨¬ ®¢» £¥®-¤¥§¨·¥±ª¨¥, ±¢¿§®±²¼ �¥¢¨-�¨¢¨²  ¨ ¯ ° ««¥«¼»© ¯¥°¥®±   T �M �= TM .�³±²¼ h � ; � i| °¨¬ ®¢  ±²°³ª²³°  ¨ e1, e2 | ®°²®®°¬¨°®¢ »© °¥¯¥°  M .24.2.1 �¨¬ ®¢» £¥®¤¥§¨·¥±ª¨¥�«¿ ¯°®¨§¢®«¼»µ ²®·¥ª x0; x1 2 M ¡³¤¥¬ ¨±ª ²¼ ª° ²· ©¸³¾ ª°¨¢³¾¢ M , ±®¥¤¨¿¾¹³¾ x0 ¨ x1:_x = u1e1(x) + u2e2(x); x 2M; (u1; u2) 2 R2 ;x(0) = x0; x(t1) = x1;l = Z t10 h _x; _xi1=2 dt = Z t10 (u21 + u22)1=2 dt! min :



390 ����� 24. ������� ���� ª ¦¥ ª ª ¢ ° §¤¥«¥ 19.1, ¨§ ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬  «¥£ª® ±«¥¤³¥², ·²® ¯ ° -¬¥²°¨§®¢ »¥ ¤«¨®© ¤³£¨ ½ª±²°¥¬ «¼»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ¢ ½²®© § ¤ ·¥ (°¨-¬ ®¢» £¥®¤¥§¨·¥±ª¨¥) ¿¢«¿¾²±¿ ¯°®¥ª¶¨¿¬¨ ²° ¥ª²®°¨© ®°¬ «¼®£® £ -¬¨«¼²®®¢  ¯®«¿:x(t) = � � et ~H(�); � 2 H = fH = 1=2g � T �M;H = 12(h21 + h22);hi(�) = h�; eii; i = 1; 2:�®¢¥°µ®±²¼ ³°®¢¿ H ¥±²¼ ±´¥°¨·¥±ª¨¥ ° ±±«®¥¨¥  ¤ M ±® ±«®¥¬Hq = fh21 + h22 = 1g \ T �qM �= S1;¯ ° ¬¥²°¨§®¢ »¬ ³£«®¬ ':h1 = cos'; h2 = sin':�®ª ± ²¥«¼®¥ ° ±±«®¥¨¥ °¨¬ ®¢  ¬®£®®¡° §¨¿ ®²®¦¤¥±²¢«¿¥²±¿ ± ª -± ²¥«¼»¬ ° ±±«®¥¨¥¬ ¡« £®¤ °¿ °¨¬ ®¢®© ±²°³ª²³°¥:TM �= T �M;v 7! � = hv; � i:�®£¤  H � T �M ®²®¦¤¥±²¢«¿¥²±¿ ±® ±´¥°¨·¥±ª¨¬ ° ±±«®¥¨¥¬S = fv 2 TM j kvk = 1g � TM¥¤¨¨·»µ ª ± ²¥«¼»µ ¢¥ª²®°®¢ ª M . �®±«¥ ½²®£® ®²®¦¤¥±²¢«¥¨¿ ¬®¦®° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ et ~H ª ª £¥®¤¥§¨·¥±ª¨© ¯®²®ª   S.24.2.2 �¢¿§®±²¼ �¥¢¨-�¨¢¨² �¢¿§®±²¼¾   ±´¥°¨·¥±ª®¬ ° ±±«®¥¨¨ S ! M  §»¢ ¥²±¿ ¯°®¨§¢®«¼®¥£®°¨§®² «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ D:D = fDv � TvS j v 2 Sg;Dv � Tv(Sx) = TvS; Sx = S \ TxM:�¾¡ ¿ ±¢¿§®±²¼D  M § ¤ ¥² ¯ ° ««¥«¼»© ¯¥°¥®± ¥¤¨¨·»µ ª ± ²¥«¼-»µ ¢¥ª²®°®¢ ¢¤®«¼ ª°¨¢»µ   M . �³±²¼ x(t), t 2 [0; t1], ¥±²¼ ª°¨¢ ¿ ¢M , ¨¯³±²¼ v0 2 Tx(0)M ¥±²¼ ¥¤¨¨·»© ª ± ²¥«¼»© ¢¥ª²®°. �°¨¢ ¿ x(t) ¨¬¥¥²¥¤¨±²¢¥»© £®°¨§®² «¼»© «¨´²   S ±  · «®¬ ¢ v0:v(t) 2 S; � � v(t) = x(t);_v(t) 2 Dv(t);v(0) = v0:



24.2. ��������� �������� ��������� 391�¥©±²¢¨²¥«¼®, ¥±«¨ ª°¨¢ ¿ x(t) ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¥ ¢²®®¬®¬³ ¤¨´´¥°¥-¶¨ «¼®¬³ ³° ¢¥¨¾ _x = u1(t) e1(x) + u2(t) e2(x);²® ¥£® £®°¨§®² «¼»© «¨´² v(t) ¥±²¼ °¥¸¥¨¥ ¯®¤¿²®£® ³° ¢¥¨¿_v = u1(t) �1(v) + u2(t) �2(v); (24.3)£¤¥ �i | £®°¨§®² «¼»¥ «¨´²» ¡ §¨±»µ ¯®«¥© ei:Dv = span(�1(v); �2(v)); ���i = ei:� ¬¥²¨¬, ·²® °¥¸¥¨¿ ³° ¢¥¨¿ (24:3) ¯°®¤®«¦ ¾²±¿   ¢¥±¼ ¢°¥¬¥®©®²°¥§®ª [0; t1], ² ª ª ª ±«®¨ Sx ª®¬¯ ª²». �¥ª²®° v(t1) ¥±²¼ ¯ ° ««¥«¼»©¯¥°¥®± ¢¥ª²®°  v0 ¢¤®«¼ ª°¨¢®© x(t).�¥ª²®°®¥ ¯®«¥ v(t) ¢¤®«¼ ª°¨¢®© x(t)  §»¢ ¥²±¿ ¯ ° ««¥«¼»¬, ¥±«¨®® ±®µ° ¿¥²±¿ ¯ ° ««¥«¼»¬¨ ¯¥°¥®± ¬¨ ¢¤®«¼ x(t).�¢¿§®±²¼ �¥¢¨-�¨¢¨²  ¥±²¼ ¥¤¨±²¢¥ ¿ ±¢¿§®±²¼   ±´¥°¨·¥±ª®¬° ±±«®¥¨¨ S ! M , ³¤®¢«¥²¢®°¿¾¹ ¿ ±¢®©±²¢ ¬:(1) ±ª®°®±²¼ «¾¡®© °¨¬ ®¢®© £¥®¤¥§¨·¥±ª®© ¯ ° ««¥«¼  ¢¤®«¼ £¥®¤¥§¨-·¥±ª®© (².¥. £¥®¤¥§¨·¥±ª®¥ ¯®«¥ ~H £®°¨§®² «¼®),(2) ¯ ° ««¥«¼»¥ ¯¥°¥®±» ±®µ° ¿¾² ³£®«, ².¥. £®°¨§®² «¼»¥ «¨´²»¢¥ª²®°»µ ¯®«¥©   ¡ §¥ M ª®¬¬³²¨°³¾² ± ¢¥ª²®°»¬ ¯®«¥¬ @@ ' ,®¯°¥¤¥«¿¾¹¨¬ ½«¥¬¥² ¤«¨» (¨«¨, ·²® ½ª¢¨¢ «¥²®, ½«¥¬¥² ³£« )¢ ±«®¥ Sx.�»·¨±«¨¬ ±¢¿§®±²¼ �¥¢¨-�¨¢¨²  ª ª £®°¨§®² «¼®¥ ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥  H �= S. � £« ¢¥ 23 ¡»« ¯®±²°®¥ ¨¢ °¨ ²»© ®²®±¨²¥«¼® ®¡° ²®©±¢¿§¨ °¥¯¥°   ¬®£®®¡° §¨¨ H:T�H = span� ~H; @@ '; ~H 0� ; ~H 0 = � @@ '; ~H� :� «¥¥, ~H = h1�e1 + c1 @@ '�+ h2�e2 + c2 @@ '� ; (24.4)~H 0 = �h2�e1 + c1 @@ '�+ h1�e2 + c2 @@ '� ; (24.5)£¤¥ ci | ±²°³ª²³°»¥ ª®±² ²» ®°²®®°¬¨°®¢ ®£® °¥¯¥°    M :[e1; e2] = c1e1 + c2e2; ci 2 C1(M):�¥©±²¢¨²¥«¼®, ±®±² ¢«¿¾¹ ¿ ¯®«¿ ~H = h1~h1 + h2~h2 ¢ ª ± ²¥«¼®¬ ¯°®-±²° ±²¢¥ ¬®£®®¡° §¨¿ M ° ¢  h1e1 + h2e2. �²®¡»  ©²¨ ±®±² ¢«¿¾¹³¾



392 ����� 24. ������� ���¯®«¿ ~H ¢ ±«®¥, ¢»·¨±«¨¬ ¯°®¨§¢®¤»¥ ~Hhi ¤¢³¬¿ ° §»¬¨ ±¯®±®¡ ¬¨:~Hh1 = (h1~h1 + h2~h2)h1 = h2(~h2h1) = h2fh2; h1g = h2(�c1h1 � c2h2);~Hh1 = ~H cos' = � sin'( ~H') = �h2( ~H');  «®£¨·® ~Hh2 = h1(c1h1 + c2h2) = h1( ~H');¯®½²®¬³ ~H' = c1h1 + c2h2:�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ~H = h1e1 + h2e2 + (c1h1 + c2h2) @@ ';¨ ° ¢¥±²¢® (24:4) ¤®ª § ®. �²±¾¤  ° ¢¥±²¢® (24:5) ¯®«³· ¥²±¿ ¥¯®±°¥¤-±²¢¥»¬ ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¥¬.� ¬¥²¨¬, ·²® ± ¯®¬®¹¼¾ ° §«®¦¥¨© (24:4), (24:5) ¬®¦® «¥£ª® ¢»·¨±-«¨²¼ £ ³±±®¢³ ª°¨¢¨§³ k °¨¬ ®¢  ¬®£®®¡° §¨¿ M ¯® ´®°¬³«¥ ²¥®°¥-¬» 23.1: � ~H; � ~H; @@ '�� = �k @@ ':� ª ª ª [ ~H; ~H 0] = (c21 + c22 � e1c2 + e2c1) @@ ';¯®«³· ¥¬ k = �c21 � c22 + e1c2 � e2c1: (24.6)�¢®©±²¢  (1) ¨ (2) £®°¨§®² «¼®£® ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ D   H, § ¤ ¾¹¥£®±¢¿§®±²¼ �¥¢¨-�¨¢¨² , ®§ · ¾², ·²® ~H 2 D ¨ es @@ '� D = D, ¯®½²®¬³D = span�es @@ '� ~H j s 2 R� :� ª ª ª es @@ '� ~H = h1('� s)�e1 + c1 @@ '�+ h2('� s)�e2 + c2 @@ '� ;¯®«³· ¥¬ D = span� ~H; ~H 0� :1-´®°¬  ±¢¿§®±²¨ D: ! 2 �1(H); D = Ker!;¨¬¥¥² ¢¨¤ ! = c1!1 + c2!2 � d';£¤¥ (!1; !2) | ¤¢®©±²¢¥»© ª®°¥¯¥° ª (e1; e2):!i 2 �1(M); h!i; eji = �ij ; i; j = 1; 2:



24.3. ���������� �������� 39324.3 �®¯³±²¨¬»¥ ±ª®°®±²¨�¥°¥¬±¿ ª § ¤ ·¥ ® ª ·¥¨¨ ²¥« ¨ § ¯¨¸¥¬ ³±«®¢¨¿ ¤®¯³±²¨¬®±²¨ (24:1),(24:2) ¤«¿ ª°¨¢®© q(t) 2 Q ª ª ®£° ¨·¥¨¿   ±ª®°®±²¼ _q(t). � §«®¦¨¬±ª®°®±²¨ ª°¨¢»µ ª®² ª²  ¢ M ¨ cM ¢ ®°²®®°¬¨°®¢ »µ °¥¯¥° µ:_x = a1 e1(x) + a2 e2(x); (24.7)_bx = ba1 be1(bx) + ba2 be2(bx): (24.8)�®£¤  ³±«®¢¨¥ ¥¯°®±ª «¼§»¢ ¨¿ (24:1) ¯°¨¨¬ ¥² ´®°¬³:ba1 = a1 cos � � a2 sin �; ba2 = a1 sin � + a2 cos �: (24.9)� ±±¬®²°¨¬ ³±«®¢¨¥ ¥¯°®ª°³·¨¢ ¨¿ (24:2). �¡®§ ·¨¬ ±²°³ª²³°»¥ª®±² ²» ¢ °¥¯¥° µ:[e1; e2] = c1e1 + c2e2; ci 2 C1(M);[be1; be2] = bc1be1 + bc2be2; bci 2 C1(cM):�³±²¼ ~q : T �xM ! T �bxcM ¥±²¼ ®²®¡° ¦¥¨¥, ¨¤³¶¨°®¢ ®¥ ¨§®¬¥²°¨¥© q¡« £®¤ °¿ ®²®¦¤¥±²¢«¥¨¾ ª ± ²¥«¼»µ ¨ ª®ª ± ²¥«¼»µ ¯°®±²° ±²¢:~q !1 = cos � b!1 + sin � b!2;~q !2 = � sin � b!1 + cos � b!2:� ª®ª ± ²¥«¼®¬ ° ±±«®¥¨¨ ³±«®¢¨¥ ¥¯°®ª°³·¨¢ ¨¿ ®§ · ¥², ·²® ¥±«¨�(t) = (x(t); '(t)) 2 H¥±²¼ ¯ ° ««¥«¼®¥ ª®¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ ¢¤®«¼ ª°¨¢®© x(t) 2M , ²®b�(t) = ~q(t)�(t) = (bx(t); b'(t)) 2 bH¥±²¼ ¯ ° ««¥«¼®¥ ª®¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ ¢¤®«¼ ª°¨¢®© bx(t) 2 cM .� ±¨«³ ²®£®, ·²® ¨§®¬¥²°¨¿ q(t) ¯®¢®° ·¨¢ ¥² ª ± ²¥«¼»¥ ¯°®±²° ±²¢   ³£®« �(t), ®²®¡° ¦¥¨¥ ~q(t) ¯®¢®° ·¨¢ ¥² ª®ª ± ²¥«¼»¥ ¯°®±²° ±²¢   ²®² ¦¥ ³£®«: b'(t) = '(t) + �(t), ¯®½²®¬³_�(t) = _b'(t)� _'(t): (24.10)�®¢¥ª²®°®¥ ¯®«¥ �(t) ¯ ° ««¥«¼® ¢¤®«¼ ª°¨¢®©   ¡ §¥ x(t) ²®£¤  ¨ ²®«¼ª®²®£¤ , ª®£¤  _� 2 Ker!, ²® ¥±²¼_' = hc1!1 + c2!2; _xi = c1a1 + c2a2:� «®£¨·®, b�(t) ¯ ° ««¥«¼® ¢¤®«¼ bx(t) ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤ _b' = Dbc1 b!1 + bc2 b!2; _bxE = bc1 ba1 + bc2 ba2= a1(bc1 cos � + bc2 sin �) + a2(�bc1 sin � + bc2 cos �):



394 ����� 24. ������� ����¢¨¤³ ° ¢¥±²¢  (24:10), ³±«®¢¨¥ ¥¯°®ª°³·¨¢ ¨¿ ¯°¨¨¬ ¥² ´®°¬³_� = bc1ba1 + bc2ba2 � (c1a1 + c2a2)= a1(�c1 + bc1 cos � + bc2 sin �) + a2(�c2 � bc1 sin � + bc2 cos �): (24.11)�² ª, ³±«®¢¨¿ ¤®¯³±²¨¬®±²¨ (24:1) ¨ (24:2) ¤«¿ ª ²¿¹¨µ±¿ ²¥« ®¯°¥¤¥-«¿¾² ®£° ¨·¥¨¿ (24:9) ¨ (24:11) ¢¤®«¼ ª°¨¢»µ ª®² ª²  (24:7), (24:8), ².¥.° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ ° £  ¤¢  �   Q, ¯®°®¦¤¥®¥ «®ª «¼® ¢¥ª²®°»¬¨ ¯®«¿¬¨X1 = e1 + cos � be1 + sin � be2 + (�c1 + bc1 cos � + bc2 sin �) @@ � ; (24.12)X2 = e2 � sin � be1 + cos � be2 + (�c2 � bc1 sin � + bc2 cos �) @@ � : (24.13)�®¯³±²¨¬»¥ ¤¢¨¦¥¨¿ ª ²¿¹¨µ±¿ ²¥« ±³²¼ ²° ¥ª²®°¨¨ ³¯° ¢«¿¥¬®© ±¨±²¥-¬» _q = u1X1(q) + u2X2(q); q 2 Q; u1; u2 2 R: (24.14)24.4 �¯° ¢«¿¥¬®±²¼�¡®§ ·¨¬ £ ³±±®¢» ª°¨¢¨§» °¨¬ ®¢»µ ¬®£®®¡° §¨© M ¨ cM ±®®²¢¥²-±²¢¥® ·¥°¥§ k ¨ bk. �®¤¨¬¥¬ ½²¨ ª°¨¢¨§» ± M ¨ cM   Q:k(q) = k(�(q)); bk(q) = bk(b�(q)); q 2 Q:�¥®°¥¬  24.1. (1) �®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ O ±¨±²¥¬» (24:14) ¨§ ²®·ª¨q 2 Q ¥±²¼ £« ¤ª®¥ ¯®£°³¦¥®¥ ±¢¿§®¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥ ¢ Q ° §¬¥°®±²¨ 2¨«¨ 5. � ¨¬¥®: (k � bk)jO � 0 ) dimO = 2;(k � bk)jO 6� 0 ) dimO = 5:(2) �³¹¥±²¢³¥² ¨º¥ª²¨¢®¥ ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ ¨§®¬¥²°¨¿¬¨ i :M ! cM ¨ 2-¬¥°»¬¨ ¬®¦¥±²¢ ¬¨ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ O ±¨±²¥¬» (24:14).� · ±²®±²¨, ¥±«¨ ¬®£®®¡° §¨¿ M ¨ cM ¨§®¬¥²°¨·», ²® ±¨±²¥¬  (24:14)¥ ¿¢«¿¥²±¿ ¢¯®«¥ ³¯° ¢«¿¥¬®©.(3) �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ®¡  ¬®£®®¡° §¨¿ M ¨ cM ¯®«» ¨ ®¤®±¢¿§». �®£-¤  ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ ¨§®¬¥²°¨¿¬¨ i : M ! cM ¨ 2-¬¥°»¬¨ ¬®¦¥±²-¢ ¬¨ ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ O ±¨±²¥¬» (24:14) ¡¨¥ª²¨¢®. � · ±²®±²¨, ±¨±²¥-¬  (24:14) ¢¯®«¥ ³¯° ¢«¿¥¬  ²®£¤  ¨ ²®«¼ª® ²®£¤ , ª®£¤  ¬®£®®¡° §¨¿ M¨ cM ¥¨§®¬¥²°¨·».�®ª § ²¥«¼±²¢®. (1) �® ²¥®°¥¬¥ ®¡ ®°¡¨²¥, ¬®¦¥±²¢® ¤®±²¨¦¨¬®±²¨ ±¨¬-¬¥²°¨·®© ±¨±²¥¬» (24.14), ².¥. ®°¡¨²  ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ �, ¯°®µ®¤¿¹ ¿ ·¥°¥§¯°®¨§¢®«¼³¾ ²®·ª³ q 2 Q, ¥±²¼ £« ¤ª®¥ ¯®£°³¦¥®¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥ ¢ Q.�®ª ¦¥¬, ·²® «¾¡ ¿ ®°¡¨²  O ° ±¯°¥¤¥«¥¨¿ � ¯¿²¨¬¥°  ¨«¨ ¤¢³¬¥° .



24.4. ������������� 395� ´¨ª±¨°³¥¬ «¾¡³¾ ®°¡¨²³ O ¨ ¯°¥¤¯®«®¦¨¬ ± · « , ·²® ±³¹¥±²¢³-¥² ²®·ª  q 2 O, ¢ ª®²®°®© ¬®£®®¡° §¨¿ M ¨ cM ¨¬¥¾² ° §»¥ £ ³±±®¢»ª°¨¢¨§»: k(q) 6= bk(q). �«¿ ²®£®, ·²®¡» ¯®±²°®¨²¼ °¥¯¥°   Q, ¢»·¨±«¨¬¯®¢²®°»¥ ±ª®¡ª¨ �¨ ¯®«¥© X1, X2:X3 = [X1; X2] = c1X1 + c2X2 + (bk � k) @@ � ; (24.15)X4 = [X1; X3]= (X1c1)X1 + (X1c2)X2 + c2X3 + (X1(bk � k)) @@ � + (bk � k) �X1; @@ �� ;(24.16)X5 = [X2; X3]= (X2c1)X1 + (X2c2)X2 � c1X3 + (X2(bk � k)) @@ � + (bk � k) �X2; @@ �� ;(24.17)�X1; @@ �� = sin � be1 � cos � be2 + (� � � ) @@ � ; (24.18)�X2; @@ �� = cos � be1 + cos � be2 + (� � � ) @@ � : (24.19)�°¨ ¢»·¨±«¥¨¨ ±ª®¡ª¨ (24:15) ¡»«® ¨±¯®«¼§®¢ ® ¢»° ¦¥¨¥ (24:6) £ ³±-±®¢®© ª°¨¢¨§» ·¥°¥§ ±²°³ª²³°»¥ ª®±² ²». �¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²®Lie(X1; X2)(q) = span (X1; X2; X3; X4; X5) (q) = span�e1; e2; be1; be2; @@ �� (q)= TqQ:�¨±²¥¬  (24.14) ¨¬¥¥² ¯®«»© ° £ ¢ ²®·ª¥ q 2 O, £¤¥ k 6= bk, ¯®½²®¬³dimO = 5.� ¤°³£®© ±²®°®», ¥±«¨ k(q) = bk(q) ¢® ¢±¥µ ²®·ª µ q 2 O, ²® ¢ ±¨«³° ¢¥±²¢  (24:15) ° ±¯°¥¤¥«¥¨¥ � ¨²¥£°¨°³¥¬®, ¯®½²®¬³ dimO = 2.(2) �³±²¼ i : M ! cM ¥±²¼ ¨§®¬¥²°¨¿. �¥ £° ´¨ª� = n q 2 Q j q = i�x : TxM ! TbxcM; x 2M; bx = i(x) 2 cM o¥±²¼ £« ¤ª®¥ ¤¢³¬¥°®¥ ¯®¤¬®£®®¡° §¨¥ ¢ Q. �®ª ¦¥¬, ·²® � | ®°¡¨²  �.�®ª «¼® ¢»¡¥°¥¬ ®°²®®°¬¨°®¢ »© °¥¯¥° e1, e2 ¢ M ¨ ¢®§¼¬¥¬ ±®®²-¢¥²±²¢³¾¹¨© ®°²®®°¬¨°®¢ »© °¥¯¥° be1 = i�e1, be2 = i�e2 ¢ cM . �®£¤ �j� = 0. � ª ª ª bc1 = c1, bc2 = c2 ¨ k(q) = bk(q), ®£° ¨·¥¨¿ ¯®«¥© X1, X2¨¬¥¾² ¢¨¤ X1j� = e1 + be1; X2j� = e2 + be2:�®½²®¬³ ¯®«¿ X1, X2 ª ± ¾²±¿ �. �§ ±ª®¡ª¨ �¨ (24:15) ¯®«³· ¥¬[X1; X2]j� = c1X1 + c2X2;



396 ����� 24. ������� ���¯®½²®¬³ � ¥±²¼ ®°¡¨²  �. � §»¥ ¨§®¬¥²°¨¨ i1 6= i2 ¨¬¥¾² ° §»¥ £° ´¨ª¨�1 6= �2, ².¥. ±®®²¢¥²±²¢¨¥ ¬¥¦¤³ ¨§®¬¥²°¨¿¬¨ ¨ ¤¢³¬¥°»¬¨ ®°¡¨² ¬¨¨º¥ª²¨¢®.(3) �¥¯¥°¼ ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ¬®£®®¡° §¨¿ M ¨ cM ¯®«» ¨ ®¤®±¢¿§-». �³±²¼ O | ¤¢³¬¥° ¿ ®°¡¨²  �. �®±²°®¨¬ ¨§®¬¥²°¨¾ i : M ! cM ±£° ´¨ª®¬ O.� ¬¥²¨¬ ¯°¥¦¤¥ ¢±¥£®, ·²® ¤«¿ «¾¡®© «¨¯¸¨¶¥¢®© ª°¨¢®© x(t) 2 M ,t 2 [0; t1], ¨ «¾¡®© ²®·ª¨ q0 2 Q ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ²° ¥ª²®°¨¿ q(t) ±¨±²¥-¬» (24:14), ·²® �(q(t)) = x(t) ¨ q(0) = q0. �¥©±²¢¨²¥«¼®, «¨¯¸¨¶¥¢  ª°¨¢ ¿x(t), t 2 [0; t1], ¥±²¼ ²° ¥ª²®°¨¿ ¥ ¢²®®¬®£® ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼®£® ³° ¢¥-¨¿ _x = u1(t)e1(x) + u2(t)e2(x) ¤«¿ ¥ª®²®°»µ ui 2 L1[0; t1]. �®¤¨¬¥¬ ½²¨³° ¢¥¨¿   Q: _q = u1(t)X1(q) + u2(t)X2(q); q(0) = q0: (24.20)�®ª ¦¥¬, ·²® °¥¸¥¨¥ ½²®© § ¤ ·¨ �®¸¨ ®¯°¥¤¥«¥®   ¢±¥¬ ®²°¥§ª¥ [0; t1].�¡®§ ·¨¬ ·¥°¥§ R °¨¬ ®¢³ ¤«¨³ ª°¨¢®© x(t),   ·¥°¥§ B(x0; 2R) � M§ ¬ª³²»© °¨¬ ®¢ ¸ ° ° ¤¨³±  2R ± ¶¥²°®¬ x0. �°¨¢ ¿ x(t) ±®¤¥°¦¨²±¿¢ B(x0; 2R) ¨ ¥ ¯¥°¥±¥ª ¥²±¿ ± ¥£® £° ¨¶¥©. � ¬¥²¨¬, ·²® ¸ ° B(x0; 2R)¥±²¼ § ¬ª³²®¥ ®£° ¨·¥®¥ ¯®¤¬®¦¥±²¢® ¯®«®£® ¯°®±²° ±²¢  M , ¯®½-²®¬³ ® ª®¬¯ ª²¥. �°®¥ª¶¨¿ bx(t) 2 cM ¬ ª±¨¬ «¼®£® °¥¸¥¨¿ q(t) § ¤ ·¨�®¸¨ (24:20) ¨¬¥¥² °¨¬ ®¢³ ¤«¨³ ¥ ¡®«¼¸¥ R, ¯®½²®¬³ ®  ±®¤¥°¦¨²±¿¢ ª®¬¯ ª²¥ B(bx0; 2R) � cM , bx0 = b�(q0), ¨ ¥ ¯¥°¥±¥ª ¥²±¿ ± ¥£® £° ¨¶¥©.�² ª, ¬ ª±¨¬ «¼®¥ °¥¸¥¨¥ q(t) § ¤ ·¨ (24:20) ±®¤¥°¦¨²±¿ ¢ ª®¬¯ ª²¥K = B(x0; 2R)�B(bx0; 2R)�S1 ¨ ¥ ¢»µ®¤¨²   ¥£® £° ¨¶³. �®½²®¬³ ¬ ª-±¨¬ «¼®¥ °¥¸¥¨¥ q(t) ®¯°¥¤¥«¥®   ¢±¥¬ ®²°¥§ª¥ [0; t1].�¥¯¥°¼ «¥£ª® ¢¨¤¥²¼, ·²® �(O) = M ¤«¿ ¤¢³¬¥°®© ®°¡¨²» O. �¥©±²-¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼ q0 2 O, ²®£¤  x0 = �(q0) 2 �(O). �®§¼¬¥¬ «¾¡³¾ ²®·ª³x1 2 M ¨ ±®¥¤¨¨¬ ¥¥ ± x0 «¨¯¸¨¶¥¢®© ª°¨¢®© x(t), t 2 [0; t1]. �³±²¼ q(t)¥±²¼ ¯®¤º¥¬ ª°¨¢®© x(t)   ®°¡¨²³ O ±  · «¼»¬ ³±«®¢¨¥¬ q(0) = q0. �®£¤ q(t1) 2 O ¨ x1 = �(q(t1)) 2 �(O). �®½²®¬³ �(O) =M . � «®£¨·® b�(O) = cM .�°®¥ª¶¨¨ � : O !M ¨ b� : O ! cM (24.21)±³²¼ «®ª «¼»¥ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬», ² ª ª ª��(X1) = e1; b��(X1) = cos � be1 + sin � be2;��(X2) = e2; b��(X2) = � sin � be1 + cos � be2:�®«¥¥ ²®£®, ¬®¦® ¯®ª § ²¼, ·²® ¯°®¥ª¶¨¨ (24:21) ±³²¼ £«®¡ «¼»¥ ¤¨´-´¥®¬®°´¨§¬». �¥©±²¢¨²¥«¼®, ¯³±²¼ q 2 O. �¾¡ ¿ «¨¯¸¨¶¥¢  ª°¨¢ ¿ x(�) M , ¢»µ®¤¿¹ ¿ ¨§ �(q), ¨¬¥¥² ¥¤¨±²¢¥»© «¨´²   O, ¢»µ®¤¿¹¨© ¨§ q,¯°¨·¥¬ ½²®² «¨´² ¥¯°¥°»¢® § ¢¨±¨² ®² x(�). �°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® q0 2 O,q0 6= q, �(q0) = �(q),   q(�) | ª°¨¢ ¿   O, ±®¥¤¨¿¾¹ ¿ q ± q0. �²¿£¨¢ ¿§ ¬ª³²³¾ ª°¨¢³¾ �(q(�)) ¨ ° ±±¬ ²°¨¢ ¿ ¥¥ «¨´²   O, ¯®«³· ¥¬ ¯°®²¨-¢®°¥·¨¥ ± «®ª «¼®© ®¡° ²¨¬®±²¼¾ �jO . �®½²®¬³ �jO £«®¡ «¼® ®¡° ²¨¬®,



24.5. ������ ����������� ����� 397±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ½²® | £«®¡ «¼»© ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬. �® ¦¥ ± ¬®¥ ±¯° ¢¥¤«¨-¢® ¤«¿ b�jO.�®½²®¬³ ¬®¦® ®¯°¥¤¥«¨²¼ ¤¨´´¥®¬®°´¨§¬i = b� � (�jO)�1 : M ! cM:� ª ª ª i�e1 = cos � be1 + sin � be2;i�e2 = � sin � be1 + cos � be2;®²®¡° ¦¥¨¥ i ¥±²¼ ¨§®¬¥²°¨¿.�±«¨ ¬®£®®¡° §¨¿ M ¨ cM ¥¨§®¬¥²°¨·», ²® ¢±¥ ¬®¦¥±²¢  ¤®±²¨¦¨-¬®±²¨ ±¨±²¥¬» (24:14) ¯¿²¨¬¥°», ±«¥¤®¢ ²¥«¼®, ½²® ®²ª°»²»¥ ¯®¤¬®¦¥±-²¢  ¢ Q. �® ¬®£®®¡° §¨¥ Q ±¢¿§®, ¯®½²®¬³ ®® ±®¢¯ ¤ ¥² ± ¥¤¨±²¢¥®©®°¡¨²®©.24.5 � ¤ ·  ¬¨¨¬¨§ ¶¨¨ ¤«¨»24.5.1 �®±² ®¢ª  § ¤ ·¨�°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® k(x) 6= bk(bx) ¤«¿ «¾¡»µ x 2M , bx 2 cM , ².¥. k�bk 6= 0   Q.�®£¤  ¢ ±¨«³ ¯³ª²  (1) ²¥®°¥¬» 24.1 ±¨±²¥¬  (24:14) ¢¯®«¥ ³¯° ¢«¿¥¬ .� ±±¬®²°¨¬ ±«¥¤³¾¹³¾ § ¤ ·³ ®¯²¨¬¨§ ¶¨¨: ¤«¿ «¾¡»µ ¤¢³µ § ¤ »µª®´¨£³° ¶¨© ª®² ª²  ±¨±²¥¬» ²¢¥°¤»µ ²¥«,  ©²¨ ¤®¯³±²¨¬®¥ ¤¢¨¦¥¨¥,¯¥°¥¢®¤¿¹¥¥ ¯¥°¢³¾ ª®´¨£³° ¶¨¾ ¢® ¢²®°³¾, ¨ ² ª³¾, ·²®¡» ²° ¥ª²®°¨¿²®·ª¨ ª®² ª²  ¢ M (¨«¨, ·²® ½ª¢¨¢ «¥²®, ¢ cM) ¡»«  ª° ²· ©¸¥©. �²³£¥®¬¥²°¨·¥±ª³¾ § ¤ ·³ ¬®¦® ±´®°¬³«¨°®¢ ²¼ ª ª § ¤ ·³ ®¯²¨¬ «¼®£®³¯° ¢«¥¨¿: _q = u1X1 + u2X2; q 2 Q; u = (u1; u2) 2 R2 ; (24.22)q(0) = q0; q(t1) = q1; t1 § ª°¥¯«¥®;l = Z t10 (u21 + u22)1=2 dt! min :�²¬¥²¨¬, ·²® ¯°®¥ª¶¨¨ ³° ¢¥¨© (24:22)  M ¨ cM ¨¬¥¾² ±®®²¢¥²±²¢¥®¢¨¤ _x = u1e1 + u2e2; x 2M;¨ _bx = u1(cos � be1 + sin � be2) + u2(� sin � be1 + cos � be2); bx 2 cM;¯®½²®¬³ ±³¡°¨¬ ®¢  ¤«¨  l ª°¨¢®© q(t) ° ¢  °¨¬ ®¢®© ¤«¨¥ ª ¦¤®© ¨§ª°¨¢»µ x(t) ¨ bx(t).� ª ®¡»·®, § ¬¥¿¥¬ ¤«¨³ l ´³ª¶¨® «®¬ ¤¥©±²¢¨¿:J = 12 Z t10 (u21 + u22) dt! min;



398 ����� 24. ������� ���¨ ®£° ¨·¨¬±¿ ª°¨¢»¬¨ ¯®±²®¿®© ±ª®°®±²¨:u21 + u22 � const 6= 0:24.5.2 �°¨¶¨¯ ¬ ª±¨¬³¬ � ª ¯®ª § ® ¯°¨ ¤®ª § ²¥«¼±²¢¥ ²¥®°¥¬» 24.1, ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ X1; : : : ; X5®¡° §³¾² °¥¯¥°   Q, ±¬. (24:15){(24:17). �¡®§ ·¨¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ «¨-¥©»¥   ±«®¿µ ¢ T �Q £ ¬¨«¼²®¨ »:gi(�) = h�;Xii; � 2 T �Q; i = 1; : : : ; 5:�®£¤  £ ¬¨«¼²®¨  ¯°¨¶¨¯  ¬ ª±¨¬³¬  ¨¬¥¥² ¢¨¤g�u(�) = u1g1(�) + u2g2(�) + �2 (u21 + u22);  ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ £ ¬¨«¼²®®¢  ±¨±²¥¬  § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ª ª_� = u1~g1(�) + u2~g2(�); � 2 T �Q: (24.23)24.5.3 �®°¬ «¼»¥ ½ª±²°¥¬ «¨�³±²¼ � = 0. �§ ³±«®¢¨¿ ¬ ª±¨¬³¬  ��� ±«¥¤³¥², ·²®g1(�t) = g2(�t) � 0 (24.24)¢¤®«¼  ®°¬ «¼»µ ½ª±²°¥¬ «¥©. �¨´´¥°¥¶¨°³¿ ½²¨ ° ¢¥±²¢  ¢ ±¨«³ £ -¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬» (24:23), ¯®«³· ¥¬ ¥¹¥ ®¤® ²®¦¤¥±²¢®:g3(�t) � 0: (24.25)�¹¥ ®¤® ¤¨´´¥°¥¶¨°®¢ ¨¥ ¢ ±¨«³ (24:23) ¤ ¥² ° ¢¥±²¢®, ±®¤¥°¦ ¹¥¥³¯° ¢«¥¨¿: u1(t)g4(�t) + u2(t)g5(�t) � 0: (24.26)�±²¥±²¢¥® ®¦¨¤ ²¼, ·²® ³±«®¢¨¿ (24:23){(24:26)    ®°¬ «¼»¥ ½ª-±²°¥¬ «¨ ¢ Q ¤®«¦» ¯°®¥¶¨°®¢ ²¼±¿ ¢ ¥ª®²®°»¥ ¥±²¥±²¢¥»¥ £¥®¬¥²-°¨·¥±ª¨¥ ³±«®¢¨¿   M ¨ cM . �²® ¤¥©±²¢¨²¥«¼® ² ª, ¨ ±¥©· ± ¬» ¢»¢¥-¤¥¬ ¤¨´´¥°¥¶¨ «¼»¥ ³° ¢¥¨¿ ¤«¿ ¯°®¥ª¶¨©  ®°¬ «¼»µ ½ª±²°¥¬ «¥©  M ¨ cM .� ±®®²¢¥²±²¢¨¨ ± ° §«®¦¥¨¥¬ ª ± ²¥«¼»µ ¯°®±²° ±²¢TqQ = TxM � TbxcM � T�S1;¯®«³· ¥¬ ° §«®¦¥¨¥ ª®ª ± ²¥«¼»µ ¯°®±²° ±²¢:T �q Q = T �xM � T �bxcM � T �� S1;� = �+ b�+ �d�; � 2 T �q Q; � 2 T �xM; b� 2 T �bxcM; �d� 2 T �� S1:



24.5. ������ ����������� ����� 399�®£¤  g1(�) = h�;X1i = ��+ b�+ �d�; e1 + cos � be1 + sin � be2 + b1 @@ ��= h1(�) + cos � bh1(b�) + sin � bh2(b�) + �b1; (24.27)g2(�) = h�;X2i = ��+ b�+ �d�; e2 � sin � be1 + cos � be2 + b2 @@ ��= h2(�)� sin � bh1(b�) + cos � bh2(b�) + �b2; (24.28)£¤¥ b1 = �c1 + bc1 cos � + bc2 sin �, b2 = �c2 � bc1 sin � + bc2 cos �,g3(�) = h�;X3i = ��+ b�+ �d�; c1X1 + c2X2 + (bk � k) @@ ��= c1g1(�) + c2g2(�) + �(bk � k): (24.29)�®£¤  ²®¦¤¥±²¢  (24:24) ¨ (24:25) ¯°¨¨¬ ¾² ´®°¬³:� = 0;h1 + cos � bh1 + sin � bh2 = 0;h2 � sin � bh1 + cos � bh2 = 0:�°¨ ½²¨µ ³±«®¢¨¿µ, ¯°¨¨¬ ¿ ¢® ¢¨¬ ¨¥ ° ¢¥±²¢  (24:16){(24:19), ¯®«³-· ¥¬: g4(�) = ��+ b�; (X1c1)X1 + (X2c2)X2 + c2X3+(X1(bk � k)) @@ � + (bk � k) �X1; @@ ���= (bk � k)(sin � bh1 � cos � bh2) = (bk � k)h2;g5(�) = ��+ b�; (X2c1)X1 + (X2c2)X2 � c1X3 +(X2(bk � k)) @@ � + (bk � k) �X2; @@ ���= (bk � k)(cos � bh1 + sin � bh2) = �(bk � k)h1:�®£¤  ¨§ ²®¦¤¥±²¢  (24:26) ±«¥¤³¥², ·²®u1h2 � u2h1 = 0:�®½²®¬³, ± ²®·®±²¼¾ ¤® ¯¥°¥¯ ° ¬¥²°¨§ ¶¨¨ ¢°¥¬¥¨,  ®°¬ «¼»¥ ³¯° ¢-«¥¨¿ ³¤®¢«¥²¢®°¿¾² ±«¥¤³¾¹¨¬ ° ¢¥±²¢ ¬:u1 = h1(�); u2 = h2(�): (24.30)



400 ����� 24. ������� ����«¿ ²®£®, ·²®¡» § ¯¨± ²¼ ¯°®¥ª¶¨¨ £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬» (24:23)  T �M ¨ T �cM , ° §«®¦¨¬ £ ¬¨«¼²®®¢» ¯®«¿ ~g1, ~g2. �·¨²»¢ ¿ ° ¢¥±²-¢  (24:27), (24:28), ¯®«³· ¥¬~g1 = ~h1 + cos � ~bh1 + sin � ~bh2 + (� sin � bh1 + cos � bh2)~� + �~a1 + a1~�;~g2 = ~h2 � sin � ~bh1 + cos � ~bh2 + (� cos � bh1 � sin � bh2)~� + �~a2 + a2~�:�²±¾¤  «¥£ª® ±«¥¤³¥², ·²® ~� = � @@ � . � ª ª ª � = 0 ¢¤®«¼  ®°¬ «¼»µ ½ª-±²°¥¬ «¥©, ¯°®¥ª¶¨¿   T �M ±¨±²¥¬» (24:23) ± ³¯° ¢«¥¨¿¬¨ (24:30) ¨¬¥¥²¢¨¤ _� = h1~h1 + h2~h2 = ~H; H = 12(h21 + h22):�«¥¤®¢ ²¥«¼®, ¯°®¥ª¶¨¨ x(t) = �(q(t)) ±³²¼ °¨¬ ®¢» £¥®¤¥§¨·¥±ª¨¥  M .� «®£¨·®, ¤«¿ ¯°®¥ª¶¨©   cM ¯®«³· ¥¬ ° ¢¥±²¢ u1 = � cos � bh1 � sin � bh2; u2 = sin � bh1 � cos � bh2;¯®½²®¬³ _b� = �� cos � bh1 � sin � bh2��cos � ~bh1 + sin � ~bh2�+ �sin � bh1 � cos � bh2��� sin � ~bh1 + cos � ~bh2�= �bh1 ~bh1 � bh2 ~bh2 = �~bH; bH = 12 �bh21 + bh22� ;².¥. ¯°®¥ª¶¨¨ bx(t) = b�(q(t)) ±³²¼ £¥®¤¥§¨·¥±ª¨¥ ¢ cM .�®ª § ® ±«¥¤³¾¹¥¥ ³²¢¥°¦¤¥¨¥.�°¥¤«®¦¥¨¥ 24.1. �°®¥ª¶¨¨  ®°¬ «¼»µ ½ª±²°¥¬ «¼»µ ª°¨¢»µ x(t) =�(q(t)) ¨ bx(t) = b�(q(t)) ±³²¼ °¨¬ ®¢» £¥®¤¥§¨·¥±ª¨¥ ±®®²¢¥²±²¢¥® ¢ M¨ cM .�®°¬ «¼»¥ ±³¡°¨¬ ®¢» £¥®¤¥§¨·¥±ª¨¥ q(t) ®¯²¨¬ «¼»   ®²°¥§ª µ[0; � ],   ª®²®°»µ µ®²¿ ¡» ®¤  ¨§ °¨¬ ®¢»µ £¥®¤¥§¨·¥±ª¨µ x(t), bx(t) ¿¢-«¿¥²±¿ ¬¨¨¬ «¼¾ ¤«¨». � · ±²®±²¨, ¬ «»¥ ¤³£¨  ®°¬ «¼»µ £¥®¤¥§¨-·¥±ª¨µ q(t) ®¯²¨¬ «¼».24.5.4 �®°¬ «¼»¥ ½ª±²°¥¬ «¨�³±²¼ � = �1. �®°¬ «¼»¥ ½ª±²°¥¬ «¼»¥ ³¯° ¢«¥¨¿ ®¯°¥¤¥«¿¾²±¿ ¨§³±«®¢¨¿ ¬ ª±¨¬³¬  ���: u1 = g1; u2 = g2;



24.5. ������ ����������� ����� 401¨ ®°¬ «¼»¥ ½ª±²°¥¬ «¨ ±³²¼ ²° ¥ª²®°¨¨ £ ¬¨«¼²®®¢®© ±¨±²¥¬»_� = ~G(�); � 2 T �Q; (24.31)G = 12(g21 + g22):� ª±¨¬¨§¨°®¢ »© £ ¬¨«¼²®¨  G £« ¤®ª, ¯®½²®¬³ ¬ «»¥ ¤³£¨ ®°¬ «¼-»µ ½ª±²°¥¬ «¼»µ ²° ¥ª²®°¨© ®¯²¨¬ «¼».� ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©, ª®£¤  ®¤  ¨§ ª ²¿¹¨µ±¿ ¯®¢¥°µ®±²¥© ¥±²¼ ¯«®±-ª®±²¼: cM = R2 . � ½²®¬ ±«³· ¥ ®°¬ «¼ ¿ £ ¬¨«¼²®®¢  ±¨±²¥¬  (24:31)³¯°®¹ ¥²±¿. �»¡¥°¥¬ ±«¥¤³¾¹¨© °¥¯¥°   Q:Y1 = X1; Y2 = X2; Y3 = @@ � ; Y4 = [Y1; Y3]; Y5 = [Y2; Y3];¨ ¢¢¥¤¥¬ ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ «¨¥©»¥   ±«®¿µ £ ¬¨«¼²®¨ »mi(�) = h�; Yii; i = 1; : : : ; 5:�·¨²»¢ ¿, ·²® bc1 = bc2 = bk = 0, ¢»·¨±«¨¬ ±ª®¡ª¨ �¨ ¢ ½²®¬ °¥¯¥°¥:[Y1; Y2] = c1Y1 + c2Y2 � kY3;[Y1; Y4] = �c1Y5; [Y2; Y4] = �c2Y5;[Y1; Y5] = c1Y4; [Y2; Y5] = c2Y4:�®£¤  ®°¬ «¼ ¿ £ ¬¨«¼²®®¢  ±¨±²¥¬  (24:31) § ¯¨±»¢ ¥²±¿ ±«¥¤³¾¹¨¬®¡° §®¬: _m1 = �m2(c1m1 + c2m2 � km3);_m2 = m1(c1m1 + c2m2 � km3);_m3 = m1m4 +m2m5;_m4 = �(c1m1 + c2m2)m5;_m5 = (c1m1 + c2m2)m4;_q = m1X1 +m2X2:�²¬¥²¨¬, ·²® ¢¤®¡ ¢®ª ª £ ¬¨«¼²®¨ ³ G = 12(m21+m22), ½²  ±¨±²¥¬  ¨¬¥¥²¥¹¥ ®¤¨ ¨²¥£° «: � = (m24 +m25)1=2. �¢¥¤¥¬ ª®®°¤¨ ²»   ¯®¢¥°µ®±²¨³°®¢¿ G = 12:m1 = cos ; m2 = sin ; m3 = m; m4 = � cos(+ ); m5 = � sin(+ ):�®£¤  £ ¬¨«¼²®®¢  ±¨±²¥¬  ¥¹¥ ¡®«¥¥ ³¯°®¹ ¥²±¿:_ = c1 cos  + c2 sin  � km;_m = � cos ;_ = km;_q = cos  X1 + sin  X2:�«³· © k = const, ².¥. ª ·¥¨¥ ±´¥°» ¯® ¯«®±ª®±²¨, ¢¯®«¥ ¨²¥£°¨°³¥¬.�²  § ¤ ·  ¯®¤°®¡® ¨§³·¥  ¢ ª¨£¥ [12].



402 ����� 24. ������� ���

�¨±. 24.3: �´¥°    ¯«®±ª®±²¨



�°¨«®¦¥¨¥ �
� ½²®¬ ¯°¨«®¦¥¨¨ ¬» ¤®ª ¦¥¬ ¥±ª®«¼ª® ²¥µ¨·¥±ª¨µ ¯°¥¤«®¦¥¨© ¨§£« ¢» 2.�.1 �®¬®¬®°´¨§¬» ¨ ®¯¥° ²®°» ¢ C1(M)�¥¬¬  �.1. �  «¾¡®¬ £« ¤ª®¬ ¬®£®®¡° §¨¨ M ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ´³ª-¶¨¿ a 2 C1(M), ·²® ¤«¿ «¾¡®£® N > 0 ±³¹¥±²¢³¥² ª®¬¯ ª² K b M , ¤«¿ª®²®°®£® a(q) > N 8 q 2M nK:�®ª § ²¥«¼±²¢®. �³±²¼ ek, k 2 N, ¥±²¼ ° §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨¶»   M : ´³ª-¶¨¨ ek 2 C1(M) ¨¬¥¾² ª®¬¯ ª²»¥ ®±¨²¥«¨ supp ek b M , ®¡° §³¾¹¨¥«®ª «¼® ª®¥·®¥ ¯®ª°»²¨¥ M , ¨ P1k=1 ek � 1. �®£¤  ´³ª¶¨¾ P1k=1 kek¬®¦® ¢§¿²¼ ¢ ª ·¥±²¢¥ a.� ¯®¬¨¬ ¨ ¤®ª ¦¥¬ ¯°¥¤«®¦¥¨¥ 2.1.�°¥¤«®¦¥¨¥ 2.1. �³±²¼ ' : C1(M) ! R | ¥²°¨¢¨ «¼»© £®¬®¬®°-´¨§¬  «£¥¡°. �®£¤  ±³¹¥±²¢³¥² ² ª ¿ ²®·ª  q 2M , ·²® ' = bq.�®ª § ²¥«¼±²¢®. �®§¼¬¥¬ £®¬®¬®°´¨§¬ ' : C1(M)! R. �®£¤  ¬®¦¥±²-¢® Ker' = ff 2 C1(M) j 'f = 0g¥±²¼ ¬ ª±¨¬ «¼»© ¨¤¥ « ¢ C1(M). � «¥¥, ¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ q 2 M ¬®-¦¥±²¢® ´³ª¶¨© Iq = ff 2 C1(M) j f(q) = 0g¥±²¼ ¨¤¥ « ¢ C1(M). �«¿ ²®£®, ·²®¡» ¤®ª § ²¼ ¤ ®¥ ¯°¥¤«®¦¥¨¥, ¯®ª -¦¥¬, ·²® Ker' � Iq (�.1)¤«¿ ¥ª®²®°®© ²®·ª¨ q 2M . �®£¤  Ker' = Iq ¨ ' = bq.403



404 ���������� �. �����������² ¯°®²¨¢®£®, ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® Ker' 6� Iq ¤«¿ «¾¡®© ²®·ª¨ q 2 M .�²® § ·¨², ·²® 8 q 2M 9 bq 2 Ker' ². ·. bq(q) 6= 0:�§¬¥¿¿, ¥±«¨ ¥®¡µ®¤¨¬®, § ª bq, ¯®«³· ¥¬, ·²®8 q 2M 9 bq 2 Ker'; Oq �M ². ·. bqjOq > 0: (�.2)� ´¨ª±¨°³¥¬ ´³ª¶¨¾ a, ±³¹¥±²¢³¾¹³¾ ¯® «¥¬¬¥ �.1. �¡®§ ·¨¬'(a) = �, ²®£¤  '(a� �) = 0, ²® ¥±²¼(a� �) 2 Ker':�®«¥¥ ²®£®, 9 K bM ². ·. a(q)� � > 0 8 q 2M nK:�»¡¥°¥¬ ª®¥·®¥ ¯®ª°»²¨¥ ª®¬¯ ª²  K ®ª°¥±²®±²¿¬¨ Oq , ª ª ¢ (�.2):K � n[i=1Oqi ;¨ ¯³±²¼ e0; e1; : : : ; en 2 C1(M) ¥±²¼ ° §¡¨¥¨¥ ¥¤¨¨¶», ¯®¤·¨¥®¥ ±«¥-¤³¾¹¥¬³ ¯®ª°»²¨¾ ¬®£®®¡° §¨¿ M :M nK;Oq1 ; : : : ; Oqn :�®±²°®¨¬ ´³ª¶¨¾, ®¯°¥¤¥«¥³¾ £«®¡ «¼®   M :c = e0(a� �) + nXi=1 eibqi > 0:�  ª ª 1 = '�c � 1c� = '(c) � '�1c� ;¨¬¥¥¬ '(c) 6= 0:�® c 2 Ker', ¯°®²¨¢®°¥·¨¥. �ª«¾·¥¨¥ (�.1) ¤®ª § ®, ² ª ¦¥ ª ª ¨ ¤ ®¥¯°¥¤«®¦¥¨¥.�¥¯¥°¼ ±´®°¬³«¨°³¥¬ ¨ ¤®ª ¦¥¬ ²¥®°¥¬³ ® ±¢®©±²¢ µ °¥£³«¿°®±²¨ ¤«¿ª®¬¯®§¨¶¨¨ ®¯¥° ²®°®¢   C1(M), ¢ · ±²®±²¨, ¤«¿ ¥ ¢²®®¬»µ ¢¥ª²®°-»µ ¯®«¥© ¨«¨ ¯®²®ª®¢   M .



�.2. ���������� ���� 405�°¥¤«®¦¥¨¥ �.1. �³±²¼ At ¨ Bt | ¥¯°¥°»¢»¥ ¯® t ±¥¬¥©±²¢  «¨¥©-»µ ¥¯°¥°»¢»µ ®¯¥° ²®°®¢   C1(M). �®£¤  ª®¬¯®§¨¶¨¿ At � Bt ² ª¦¥¥¯°¥°»¢  ¯® t. �±«¨ ¢¤®¡ ¢®ª ±¥¬¥©±²¢  At ¨ Bt ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬» ¯°¨t = t0, ²® ±¥¬¥©±²¢® At � Bt ² ª¦¥ ¤¨´´¥°¥¶¨°³¥¬® ¯°¨ t = t0, ¨ ¥£®¯°®¨§¢®¤ ¿ ³¤®¢«¥²¢®°¿¥² ¯° ¢¨«³ �¥©¡¨¶ :dd t ����t0 (At �Bt) =  dd t ����t0 At! �Bt0 +At0 � dd t ����t0 Bt! :�®ª § ²¥«¼±²¢®. �«¿ ¤®ª § ²¥«¼±²¢  ¥¯°¥°»¢®±²¨ ¥®¡µ®¤¨¬® ¯®ª § ²¼,·²® ¤«¿ «¾¡®© ´³ª¶¨¨ a 2 C1(M) ±«¥¤³¾¹¥¥ ¢»° ¦¥¨¥ ±²°¥¬¨²±¿ ª³«¾ ¯°¨ "! 0:(At+" �Bt+" �At �Bt) a = At+" � (Bt+" �Bt) a+ (At+" �At) �Bta:� ±¨«³ ¥¯°¥°»¢®±²¨ ±¥¬¥©±²¢  At, ¢²®°®¥ ±« £ ¥¬®¥ (At+" �At) � Bta!0 ¯°¨ " ! 0. � ª ª ª ±¥¬¥©±²¢® Bt ¥¯°¥°»¢®, ¬®¦¥±²¢® ´³ª¶¨©(Bt+" �Bt) a «¥¦¨² ¢ «¾¡®© § ° ¥¥ ¢»¡° ®© ®ª°¥±²®±²¨ ³«¿ ¢ C1(M)¤«¿ ¤®±² ²®·® ¬ «®£® ". �«¿ «¾¡®£® "0 > 0, ±¥¬¥©±²¢® At+", j"j < "0, «®-ª «¼® ®£° ¨·¥®, ¯®½²®¬³ ° ¢®±²¥¯¥® ¥¯°¥°»¢® ¯® ²¥®°¥¬¥ �  µ -�²¥©£ ³§ . �«¥¤®¢ ²¥«¼®, At+" � (Bt+" �Bt) a! 0 ¯°¨ "! 0. �¥¯°¥°»¢-®±²¼ ±¥¬¥©±²¢  At �Bt ¤®ª §  .�¨´´¥°¥¶¨°³¥¬®±²¼ ¨ ¯° ¢¨«® �¥©¡¨¶  ¤®ª §»¢ ¾²±¿   «®£¨·® ±¯®¬®¹¼¾ ° §«®¦¥¨¿1" (At+" �Bt+" �At �Bt) a = At+" � 1" (Bt+" �Bt) a+ 1" (At+" � At) �Bta:�.2 �±² ²®·»© ·«¥µ°®®«®£¨·¥±ª®© ½ª±¯®¥²»�®ª ¦¥¬ ®¶¥ª³ (2:13) ®±² ²®·®£® ·«¥  ¤«¿ µ°®®«®£¨·¥±ª®© ½ª±¯®¥²».�¥¬¬  �.2. �«¿ «¾¡»µ t1 > 0, ¯®«®£® ¥ ¢²®®¬®£® ¢¥ª²®°®£® ¯®«¿ Vt,ª®¬¯ ª²  K b M ¨ ¶¥«®£® ·¨±«  s > 0, ±³¹¥±²¢³¾² C > 0 ¨ ª®¬¯ ª²K 0 bM , K � K 0, ¤«¿ ª®²®°»µkPtaks;K 6 C eC R t0 kV�ks;K0 d� kaks;K0 ; a 2 C1(M); t 2 [0; t1]; (�.3)£¤¥ Pt = �!exp Z t0 V� d�:�®ª § ²¥«¼±²¢®. �¡®§ ·¨¬ ª®¬¯ ª²®¥ ¬®¦¥±²¢®Kt = [fP� (K) j � 2 [0; t]g



406 ���������� �. ����������¨ ¢¢¥¤¥¬ ´³ª¶¨¾�(t) = sup� kPtaks;Kkaks+1;Kt j a 2 C1(M); kaks+1;Kt 6= 0�= sup fkPtaks;K j a 2 C1(M); kaks+1;Kt = 1g : (�.4)� ¬¥²¨¬, ·²® ´³ª¶¨¿ �(t), t 2 [0; t1], ¨§¬¥°¨¬ , ².ª. ¢¥°µ¾¾ £° ¼ ¢¯° ¢®© · ±²¨ (�.4) ¬®¦® ¡° ²¼ ¯® «¾¡®¬³ ±·¥²®¬³ ¢±¾¤³ ¯«®²®¬³ ¯®¤-¬®¦¥±²¢³ C1(M). �®«¥¥ ²®£®, ¢¢¨¤³ ¥° ¢¥±²¢ (2:3) ¨kaks;Pt(K) 6 kaks+1;Kt ;´³ª¶¨¿ �(t) ®£° ¨·¥    ®²°¥§ª¥ [0; t1].� ª ¦¥ ª ª ¯°¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¨ ¯®«³®°¬ k � ks;K ¢ ° §¤¥«¥ 2.2, § ´¨ª±¨°³-¥¬ ±®¡±²¢¥®¥ ¢«®¦¥¨¥ M � RN ¨ ¢¥ª²®°»¥ ¯®«¿ h1; : : : ; hN 2 VecM ,¯®°®¦¤ ¾¹¨¥ ª ± ²¥«¼»¥ ¯°®±²° ±²¢  ª M .�³±²¼ q0 2 K | ²®·ª , ¢ ª®²®°®©kPtaks;K = sup fjhil � � � � � hi1(Pta)(q) j q 2 K; 1 6 i1; : : : ; il 6 N; 1 6 l 6 sg¤®±²¨£ ¥² ±¢®¥© ¢¥°µ¥© £° ¨, ¨ ¯³±²¼ pa = pa(x1; : : : ; xN ) ¥±²¼ ¬®£®·«¥±²¥¯¥¨ 6 s, ¯°®¨§¢®¤»¥ ª®²®°®£® ¯®°¿¤ª  ¥ ¢»¸¥ s ¢ ²®·ª¥ qt = Pt(q0)±®¢¯ ¤ ¾² ± ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬¨ ¯°®¨§¢®¤»¬¨ a ¢ qt. �®£¤ kPtaks;K = jhil � � � � � hi1(Ptpa)(q0)j 6 kPtpaks;K ; (�.5)kpaks;qt 6 kaks;Kt :� ª®¥·®¬¥°®¬ ¯°®±²° ±²¢¥ ¢±¥µ ¢¥¹¥±²¢¥»µ ¬®£®·«¥®¢ ±²¥¯¥-¨ 6 s ¢±¥ ®°¬» ½ª¢¨¢ «¥²», ¯®½²®¬³ ±³¹¥±²¢³¥² ª®±² ²  C > 0,¥ § ¢¨±¿¹ ¿ ®² ¢»¡®°  ¬®£®·«¥  p ±²¥¯¥¨ 6 s, ¤«¿ ª®²®°®©kpks;Ktkpks;qt 6 C: (�.6)�§ ¥° ¢¥±²¢ (�.5) ¨ (�.6) ¯®«³· ¥¬ ®¶¥ª³kPtaks;Kkaks;Kt 6 kPtpaks;Kkpaks;qt 6 C kPtpaks;Kkpaks;Kt = C kPtpaks;Kkpaks+1;Kt 6 C�(t): (�.7)� ª ª ª Pta = a+ Z t0 P� � V�a d�;¨¬¥¥¬ kPtaks;K 6 kaks;K + Z t0 kP� � V�aks;K d�



�.2. ���������� ���� 407¯® ¥° ¢¥±²¢³ (�.7) ¨ ®¯°¥¤¥«¥¨¾ (2:2)6 kaks;K + C kaks+1;Kt Z t0 �(�) kV�ks;Kt d�:� §¤¥«¨¢   kaks+1;Kt , ¯®«³· ¥¬kPtaks;Kkaks+1;Kt 6 1 + C Z t0 �(�) kV�ks;Kt d�;±«¥¤®¢ ²¥«¼®, �(t) 6 1 + C Z t0 �(�) kV�ks;Kt d�;®²ª³¤  ¯® «¥¬¬¥ �°®³®««  ±«¥¤³¥², ·²®�(t) 6 eC R t0 kV�ks;Kt d� :�®£¤  ¨§ ®¶¥ª¨ (�.7) ¯®«³· ¥¬kPtaks;K 6 C eC R t0 kV�ks;Kt d� kaks;Kt ;¨ ¥®¡µ®¤¨¬®¥ ¥° ¢¥±²¢® (�.3) ¤®ª § ® ¤«¿ «¾¡®£® ª®¬¯ ª²  K 0 � Kt.�¥¯¥°¼ ¤®ª ¦¥¬ ®¶¥ª³ (2:13).�®ª § ²¥«¼±²¢®. � §«®¦¥¨¥ (2:11) ¬®¦® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥Pt = Sm(t) + Z � � � Z�m(t) P�m � V�m � � � � � V�1 d�m : : : d�1;£¤¥ Sm(t) = Id+m�1Xk=1 Z � � �Z�k(t) V�k � � � � � V�1 d�k : : : d�1:�®£¤ k(Pt � Sm(t))aks;K 6 Z � � �Z�m(t) kP�m � V�m � � � � � V�1aks;K d�m : : : d�1¯® «¥¬¬¥ �.2 6 CeC R t0 kV�ks;K0 d� Z � � � Z�m(t) kV�m � � � � � V�1aks;K0 d�m : : : d�1:



408 ���������� �. �����������¶¥¨¬ ¯®±«¥¤¨© ¨²¥£° «. �® ®¯°¥¤¥«¥¨¾ ¯®«³®°¬ (2:2),Z � � � Z�m(t) kV�m � � � � � V�1aks;K0 d�m : : : d�16 Z � � � Z�m(t) kV�mks;K0kV�m�1ks+1;K0 � � � kV�1ks+m�1;K0 kaks+m;K0 d�m : : : d�16 kaks+m;K0Z � � � Z�m(t) kV�mks+m�1;K0kV�m�1ks+m�1;K0 � � � kV�1ks+m�1;K0 d�m : : : d�1= kaks+m;K0 1m! �Z t0 kV�ks+m�1;K0 d��m ;¨ ®¶¥ª  (2:13) ¤®ª §  :k(Pt � Sm(t)) aks;K 6 Cm!eC R t0 kV�ks;K0 d� �Z t0 kV�ks+m�1;K0 d��m kaks+m;K0 :
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