nezawisimyj moskowskij uniwersitet

zADA^I PO MATEMATI^ESKOMU ANALIZU 1 KURS OSENX 1997

s. w. dUVIN (duzhin@botik.ru), s. w. ~MUTOW (chmutov@botik.ru)

kONTROLXNAQ RABOTA No. 1, 16 SENTQBRQ 1997

1. Q-OTREZKOM NAZYWAETSQ PERESE^ENIE OTREZKA S MNOVESTWOM RACIONALXNYH ^ISEL Q. wER-

NO LI, ^TO L@BOE SEMEJSTWO WLOVENNYH Q-OTREZKOW IMEET NEPUSTOE PERESE^ENIE? 2. uSTANOWITX WZAIMNO-ODNOZNA^NOE SOOTWETSTWIE MEVDU TO^KAMI POLUINTERWALA [0, 1) I OTREZKA [0, 1].

3. nAJTI PREDEL FUNKCII lim_{x→+0} x^x. 4. fUNKCIQ f(x) ZADANA FORMULOJ f(x) = { e^{−1/x2} , x > 0 0, x ≤ 0 . wERNO LI, ^TO EE SOTAQ PROIZWODNAQ f^{(100)}(x) NEPRERYWNA W TO^KE 0?

5. pOSLEDOWATELXNOSTX xn OPREDELENA PRAWILOM

x_1 = sin 1, x_n = sin x_{n−1} DLQ n > 1 .

nAJTI lim_{n→∞} √ nx_n.

dOMA[NEE ZADANIE No. 1, 16 SENTQBRQ 1997 1. uSTANOWITE WZAIMNO-ODNOZNA^NOE SOOTWETSTWIE MEVDU MNOVESTWAMI WSEH IRRACIONALX- NYH I WSEH WE]ESTWENNYH ^ISEL.

2. pUSTX D — BESKONE^NOE PODMNOVESTWO MNOVESTWA E, PRI^EM DOPOLNENIE E \ D NE BOLEE ^EM S^ETNO. uSTANOWITE WZAIMNO-ODNOZNA^NOE SOOTWETSTWIE MEVDU E I D.

3. sU]ESTWUET LI NEPRERYWNOE OTOBRAVENIE

(A) INTERWALA (0, 1), (B) OTREZKA [0, 1], (W) POLUINTERWALA [0, 1) NA WS@ WE]ESTWENNU@ PRQMU@ R?

4. dOKAVITE, ^TO L@BAQ NEPRERYWNAQ WE]ESTWENNAQ FUNKCIQ NA OKRUVNOSTI PRINIMAET ODINAKOWYE ZNA^ENIQ W KAKOJ-TO PARE DIAMETRALXNO PROTIWOPOLOVNYH TO^EK.

5. sOS^ITAJTE PREDELY:

(A) lim_{x→±∞}( √ 1 + x + x^2 − √ 1 − x + x^2),

(B) lim_{x→+∞} x^{1/x},

(W) lim_{x→0}^{loga(1 +} x^)x ,

(G) lim_{x→0}^{cos} x −^{ch} xx ,

(D) lim_{x→0} a^{x +} a^{−x} −^2

x^2 , (E) lim_{x→0}^{sin tg} x −^{tg sin} x

arcsin arctg x − arctg arcsin x . 6. pOSLEDOWATELXNOSTX x_n SOSTOIT IZ NEOTRICATELXNYH ^ISEL I DLQ L@BYH m I n WYPOLNENO NERAWENSTWO x_{m+n} ≤ x_m + x_n. dOKAVITE, ^TO POSLEDOWATELXNOSTX x_n/n IMEET PREDEL.

7. nARISUJTE KRIWU@, ZADANNU@ URAWNENIEM lim_{n→∞}(x^{2n} + y^{2n}) = 1.

8. pUSTX A, B, C — TO^KI NA GRAFIKE FUNKCII y = cos x S ABSCISSAMI x = −ε, 0, ε. oBOZNA- ^IM ^EREZ M (ε) CENTR OKRUVNOSTI, PROHODQ]EJ ^EREZ “TI TO^KI. nAJDITE lim_{ε→0} Mε.

9. pOSLEDOWATELXNOSTX A_n TO^EK PLOSKOSTI STROITSQ PO TAKOMU PRAWILU. tO^KA A_0 SOWPA- DAET S NA^ALOM KOORDINAT (0, 0). tO^KA A_1 IMEET KOORDINATY (1, 0). dLQ L@BOGO n > 1 WEKTOR A_nA_{n+1} POLU^AETSQ IZ WEKTORA A_{n−1}A_n POWOROTOM NA 90^∘ PROTIW ^ASOWOJ STRELKI I UMNOVENIEM DLINY NA π/n. nAJTI lim_{n→∞} A_n.

dOMA[NEE ZADANIE No. 2, 23 SENTQBRQ 1997

1. dOKAZATX PRAWILO lOPITALQ DLQ POSLEDOWATELXNOSTEJ: ESLI xn, yn → 0 I SU]ESTWUET PREDEL (yn − yn+1)/(xn − xn+1), RAWNYJ a, TO SU]ESTWUET I PREDEL yn/xn, TOVE RAWNYJ

a. [w FORMULIROWKE IMEETSQ O[IBKA, SM. SLEDU@]EE ZADANIE.]

2. pOSLEDOWATELXNOSTX xn STROITSQ PO PRAWILU: x1 = 1, xn+1 = xn − ax^k_n, GDE a > 0 — WE- ]ESTWENNOE ^ISLO, A k > 1 — CELOE. nAJTI ASIMPTOTIKU “TOJ POSLEDOWATELXNOSTI. bOLEE TO^NO, DOKAZATX, ^TO PRI n, STREMQ]EMSQ K BESKONE^NOSTI, xn “KWIWALENTNO POSLEDOWA- TELXNOSTI WIDA cn^α I WYRAZITX KONSTANTY c I α ^EREZ c I k.

3. dOKAZATX, ^TO POSLEDOWATELXNOSTX 1 + 1/2 + 1/3 + . . . + 1/n − ln(n) IMEET PREDEL.

4. nA KRAJ STOLA KLADUT STOPKU KIRPI^EJ DLINY 1, IZ KOTORYH KAVDYJ SLEDU@]IJ MOVET BYTX SME]EN OTNOSITELXNO PREDYDU]EGO, NO TAK, ^TOBY WSQ STOPKA DERVALASX. nA KAKOE NAIBOLX[EE RASSTOQNIE MOVET UDALITXSQ PO GORIZONTALI OT KRAQ STOLA SAMYJ WERHNIJ KIRPI^?

dOMA[NEE ZADANIE No. 3, 30 SENTQBRQ 1997

1. pRIDUMATX KONTRPRIMER K NEMONOTONNOMU PRAWILU lOPITALQ, T.E. TAKIE DWE BESKONE^NO MALYE POSLEDOWATELXNOSTI x_n, y_n, ^TO POSLEDOWATELXNOSTX (y_n − y_{n+1})/(x_n − x_{n+1}) IMEET PREDEL, A POSLEDOWATELXNOSTX y_n/x_n RASHODITSQ.

2. sFORMULIROWATX I DOKAZATX PRAWILO lOPITALQ DLQ BESKONE^NO BOLX[IH POSLEDOWATELX- NOSTEJ.

3. zADA^I IZ LEKCIJ.

zADANY BYLI WSE, NO REALXNO OBSUVDALISX W KLASSE SLEDU@]IE DWE: a. oTOBRAVENIE f : R → R OBLADAET TAKIM SWOJSTWOM: OBRAZ L@BOGO OTREZKA QWLQETSQ OTREZKOM. wERNO LI, ^TO f NEPRERYWNO?

b. wYWESTI IZ PRINCIPA bOLXCANO-wEJER[TRASSA SU]ESTWOWANIE TO^NOJ WERHNEJ GRANI U L@BOGO OGRANI^ENNOGO SWERHU MNOVESTWA.

4. iSSLEDOWATX NA RAWNOMERNU@ SHODIMOSTX (T.E. OPREDELITX, NA KAKIH OTREZKAH OSI x ONA IMEET MESTO) SLEDU@]IE POSLEDOWATELXNOSTI:

a. f_n(x) = x^n, b. f_n(x) = x/(1 + nx^2), c. f_n(x) = nx/(1 + n^2x^2).

dOMA[NEE ZADANIE No. 4, 7 OKTQBRQ 1997 1. iSSLEDOWATX NA RAWNOMERNU@ SHODIMOSTX (T.E. OPREDELITX, NA KAKIH OTREZKAH OSI x ONA IMEET MESTO) SLEDU@]IE POSLEDOWATELXNOSTI:

a. f_n(x) = sin(n^2x)/x, b. f_n(x) = 1/(1 + x^{2n}), c. f_n(x) = n^2xe^{−nx}.

2. fUNKCIQ f(x) DIFFERENCIRUEMA NA WSEJ ^ISLOWOJ PRQMOJ, PRI^EM f^′(a) > 0. wYTEKAET LI OTS@DA, ^TO FUNKCIQ f(x) MONOTONNO WOZRASTAET W NEKOTOROJ OKRESTNOSTI TO^KI a?

kLASSNAQ RABOTA No. 5, 14 OKTQBRQ 1997 1. pUSTX f ∈ C^∞(R) I f(x_0) = f(x_1) = . . . = f(x_n) DLQ NEKOTORYH TO^EK x_0 < x_1 < . . . < x_n.

dOKAZATX, ^TO f^{(n)}(ξ) = 0 DLQ NEKOTOROJ TO^KI ξ ∈ (x0, xn).

2. dOKAZATX, ^TO ESLI WSE KORNI MNOGO^LENA P STEPENI n WE]ESTWENNY, TO I WSE KORNI MNOGO^LENA P^′ TOVE WE]ESTWENNY.

3. dOKAZATX, ^TO U MNOGO^LENA lEVANDRA

P_n(x) = 1 2^nn! d^n dx^n ( (x^2 − 1)^n ) WSE KORNI WE]ESTWENNY I PRINADLEVAT INTERWALU (−1, 1).

4. nAJTI O[IBKU W SLEDU@]EM DOKAZATELXSTWE NEPRERYWNOSTI PROIZWODNOJ f^′(x).

f^′(x_0) = lim_{x→x0} f(x) − f(x_0) x − x_0 . pO TEOREME lAGRANVA NAJDETSQ TAKAQ TO^KA ξ

MEVDU x I x_0, ^TO f(x) − f(x_0) x − x_0 = f^′(ξ). sLEDOWATELXNO, f^′(x_0) = lim_{x→x0} f^′(ξ) = lim ξ→x0 f^′(ξ), ^TO OZNA^AET NEPRERYWNOSTX f^′(x) W TO^KE x_0.

5. dOKAZATX TOVDESTWO

2 arctg(x) + arcsin( 2x 1 + x^2

) = π sgn(x) PRI |x| ≥ 1. 6. nAJTI WSE RE[ENIQ URAWNENIQ y^′ = y. 7. nAJTI (f ∘ g)^′, (f ∘ g)^{(2)}, (f ∘ g)^{(3)}, (f ∘ g)^{(4)}.

dOMA[NEE ZADANIE No. 5, 14 OKTQBRQ 1997 1. fORMULA DLQ n-J PROIZWODNOJ KOMPOZICII FUNKCIJ f I g IMEET WID

(f ∘ g)^{(n)} = ∑ D∈A_n λ_Df^{(r(D))} · r(D)∏

i=1 g^{(li(D))} ,

GDE: A_n — MNOVESTWO DIAGRAMM ‘NGA IZ n KLETO^EK;

r(D) — ^ISLO STROK DIAGRAMMY D; l_i(D) — DLINA i-J STROKI DIAGRAMMY D.

nAJTI FORMULU DLQ KO“FFICIENTA λD KAK FUNKCII NA MNOVESTWE DIAGRAMM ‘NGA. 2. dOKAZATX, ^TO KRIWIZNA KRIWOJ y = f(x) ZADAETSQ FORMULOJ k = |f^{′′}| (1 + f^{′2})^{3/2} . 3. pUSTX f ∈ C^∞(R) I DLQ KAVDOJ TO^KI x SU]ESTWUET TAKOE NATURALXNOE ^ISLO n_x, ^TO

f^{(nx )} = 0. dOKAZATX, ^TO f — POLINOM.

zANQTIE No. 6, 21 OKTQBRQ 1997 nAJTI INTEGRALY: 1. ∫ x^2 + 1 x^4 + 1 dx, 2. ∫ ( ln x x )^2 dx,

3. ∫ x^2 + 1 (x + 1)^2(x − 1) dx, 4. ∫ 1 (x + 1)(x^2 + 1) dx, 5. ∫ sinxcosx sinx + cosx dx, 6. pRI KAKIH a, b, c ∫

ax^2 + bx + c x^3(x − 1)^2 dx QWLQETSQ RACIONALXNOJ FUNKCIEJ?

7. dOKAZATX, ^TO ∫ xf^{′′}(x)dx = xf^′ − x. 8. nAJTI FUNKCI@ f(x) IZ USLOWIQ, ^TO f^′(x^2) = 1/x PRI x > 0. 9. nAJTI FUNKCI@ f(x) IZ USLOWIQ, ^TO f^′(sin^2x) = cos^2x PRI x > 0.

10. fUNKCIQ f(x) MONOTONNA I NEPRERYWNA, F (x) — EE PERWOOBRAZNAQ, f^{−1}(x) — OBRATNAQ FUNKCIQ. dOKAZATX, ^TO ∫ f^{−1}(x)dx = xf^{−1}(x) − F (f^{−1}(x)) + C.

kONTROLXNAQ RABOTA No. 2, 28 OKTQBRQ 1997 1. nAJTI NEOPREDELENNYE INTEGRALY:

(A) ∫ dx x^3 + 1 .

(B) ∫ √ 1 − x^2 dx. (W) ∫ dx cos x . (G) ∫ √ 1 − e^{−2x} dx. (D) ∫

e^{arcsin x} dx.

2. wY^ISLITX OPREDELENNYE INTEGRALY:

(A) ∫_{π/2} 0 dx 3 + cos x dx. (B) ∫_1 −1 x^3e^{−x4} cos 2x dx.

(W) ∫_2 1/2 1 x sin ( x − 1 x ) dx. 3. nAJTI PREDELY: (A) lim n→∞ ( 1 n + 1 + 1 n + 2 + . . . + 1 2n ) . (B) lim n→∞ n√ n!/n^n.

zANQTIE No. 8, 4 NOQBRQ 1997 1. rAZBOR ZADA^ KONTROLXNOJ RABOTY No. 2: (A) ∫ √ 1 − x^2, RACIONALXNAQ PARAMETRIZACIQ KRIWYH WTOROGO PORQDKA, PODSTANOWKI —J-

LERA.

(B) lim(^1n_{+ 1} +^1n_{+ 2} + ... +^1_2n). (W) lim^n √ n!/n^n. 2. wZQTX INTEGRAL ∫ dx (x − 2) √ x^24x + 3 . 3. dOKAZATX OCENKU POGRE[NOSTI W FORMULE PRQMOUGOLXNIKOW | | | b∫ a f(x) dx − n∑ i=1 f(a + b − a n i) b − a n | | | ≤ M^1 (b − a)^2 2n , GDE M1 — MAKSIMUM MODULQ f^′(x) NA DANNOM OTREZKE.

dOMA[NEE ZADANIE

w ZADA^AH 1–2 REKOMENDUETSQ ISPOLXZOWATX PODSTANOWKU, KOTORAQ POLU^AETSQ IZ RACIONALX- NOJ PARAMETRIZACII KRIWOJ WTOROGO PORQDKA, ZADANNOJ URAWNENIEM y^2 = f(x), GDE f(x) — WYRAVENIE POD ZNAKOM KORNQ. zADA^I 3 I 4 MOVNO RE[ITX S ISPOLXZOWANIEM FORMULY lAGRAN- VA O PROMEVUTO^NOM ZNA^ENII. zADA^U 5 — SWEDENIEM K OPREDELENI@ INTEGRALA KAK PREDELA INTEGRALXNYH SUMM. 1. ∫ dx 1 + √ 1 − 2x − x^2 .

2. ∫ dx x + √ x^2 − x + 1 . 3. dOKAZATX OCENKU POGRE[NOSTI W FORMULE TRAPECIJ: | | | b∫ a f(x)dx − b∫ a h_n(x)dx | | | ≤ M^2 (b − a)^3

12n^2 , GDE M2 — MAKSIMUM MODULQ f^{′′}(x) NA DANNOM OTREZKE.

4. wYWESTI FORMULU sIMPSONA I OCENITX EE POGRE[NOSTX. (fUNKCIQ ZAMENQETSQ NA KAVDOM IZ OTREZKOW RAZBIENIQ PARABOLOJ, PROHODQ]EJ ^EREZ TO^KI GRAFIKA, RASPOLOVENNYMI NAD KONCAMI OTREZKA I EGO SEREDINOJ.)

5. nAJTI PREDEL lim_{n→∞} n−1∑ k=1 1 √ n^2 − k^2

6. dOKAZATX FORMULU sTIRLINGA n! ∼ √ 2πn(n/e)^n.

zANQTIE No. 9, 11 NOQBRQ 1997

rAZBOR ZADA^ NA INTEGRIROWANIE KWADRATI^NYH IRRACIONALXNOSTEJ PRI POMO]I RACIO- NALXNOJ PARAMETRIZACII KRIWYH WTOROGO PORQDKA.

dOMA[NEE ZADANIE

1. pOSTROITX KRIWU@ x = (t + 2)^2/(t + 1), y = (t − 2)^2/(t − 1).

2. pOSTROITX KRIWU@ x = (2t − 1)/(t^3(t − 1)), y = (2t − 1)/(t^2(t − 1)).

3. pRIDUMAJTE PARU RACIONALXNYH FUNKCIJ x = f(t), y = g(t), ZADA@]IE NA PLOSKOSTI OGRANI^ENNU@ KRIWU@ BEZ SAMOPERESE^ENIJ I TO^EK PEREGIBA, WSE OSOBYE TO^KI KOTOROJ QWLQ@TSQ POLUKUBI^ESKIMI TO^KAMI WOZWRATA, A IH ^ISLO RAWNO A) 1, B) 2, W) 3, G) 4.

4. wSQKAQ LI RACIONALXNO PARAMETRIZOWANNAQ KRIWAQ NA PLOSKOSTI UDOWLETWORQET POLINO- MIALXNOMU URAWNENI@ OT DWUH PEREMENNYH? tO^NEE, PUSTX f(t) I g(t) — DWE RACIONALX- NYE FUNKCII. pRAWDA LI, ^TO NAJDETSQ MNOGO^LEN OT DWUH PEREMENNYH P (x, y), NE RAWNYJ TOVDESTWENNO NUL@, TAKOJ ^TO P (f(t), g(t)) TOVDESTWENNO RAWNO NUL@?

w ZADA^AH 1 I 2 TREBUETSQ NAJTI OSOBYE TO^KI, WETWI KRIWOJ, OPREDELITX IH TIP, NAJTI ^ISLO I PRIMERNOE RASPOLOVENIE TO^EK PEREGIBA I NARISOWATX “SKIZ KRIWOJ.

zANQTIE No. 10, 18 NOQBRQ 1997 1. pUSTX f ∈ C^∞(R); x1, . . . , xn ∈ R I L — POLINOM lAGRANVA: L(x) = n∑ i=1 (x − x_1) · . . . · “ (x − x_i) · . . . · (x − x_n) (x_i − x_1) · . . . · “ (x_i − x_i) · . . . · (x_i − x_n) f(x_i) . dOKAZATX, ^TO DLQ KAVDOGO x SU]ESTWUET ξ ∈ conv{x, x1, . . . , xn} TAKAQ, ^TO f(x) − L(x) = (x − x_1) · . . . · (x − x_n) n! f^{(n)}(ξ) .

2. wYWESTI IZ PREDYDU]EJ ZADA^I SLEDU@]U@ OCENKU POGRE[NOSTI FORMULY TRAPECIJ: | | | ∫_b a f(x)dx − h [f(x_0) + 2f(x_1) + . . . + 2f(x_{n−1}) + f(x_n)] 2 | | | ≤ M_2 12 (b − a)h^2 , GDE: h = (b − a)/n; x_k = a + hk DLQ k = 0, 1, . . ., n; M_2 = sup_{ξ∈[a,b]} |f^{(2)}(ξ)|.

3. nAPOMINANIE RQDOW tEJLORA OSNOWNYH “LEMENTARNYH FUNKCIJ:

e^x = 1 + x +^1_{2!} x^2 + . . . +^1_{n!} x^n + . . . ;

sin(x) = x −^1_{3!} x^3 +^1_{5!} x^5 − . . . +^{(−1)n}_{(2n+1)!} x^{2n+1} + . . . ;

cos(x) = 1 −^1_{2!} x^2 +^1_{4!} x^4 − . . . +^{(−1)n}_{(2n)!} x^{2n} + . . . ;

ln(1 + x) = x −^1_2 x^2 +^1_3 x^3 − . . . +^{(−1)n} �1 n x^n + . . . ; (1 + x)^α = 1 + αx +^{α(α−1)}_{2!} x^2 + . . . +^{α(α−1)·...·(α−n+1)}_{n!} x^n + . . . .

4. pOLU^ITX RAZLOVENIE arctg(x) W RQD tEJLORA:

arctg(x) = x −^1_3 x^3 +^1_5 x^5 − . . . +^{(−1)n}_{2n+1} x^{2n+1} + . . . .

5. rAZLOVITX W RQD tEJLORA SLEDU@]IE FUNKCII:

A) 1/ cos(x); B) e^{sin(x)}; W) √ cos(x);

G) arcsin(x);

D) sin(tg(x)) − tg(sin(x)).

(WO WSEH PRIMERAH, KROME POSLEDNEGO, NAJTI PO TRI NENULE-

WYH ^LENA RAZLOVENIQ; W POSLEDNEM PRIMERE — ODIN).

6. s POMO]X@ DIFFERENCIALXNOGO URAWNENIQ (tg(x))^′ = (tg(x))^2 +1 POLU^ITX REKURRENTNU@ FORMULU DLQ KO“FFICIENTOW tEJLORA FUNKCII tg(x).

7. fUNKCIQ h(x) UDOWLETWORQET DIFFERENCIALXNOMU URAWNENI@

x(1 − x)h^{′′}(x) + (1 − 2x)h^′(x) − (1/4)h(x) = 0

I NA^ALXNYM USLOWIQM h(0) = 1, h^′(0) = 1/4. nAJTI RAZLOVENIE h(x) W RQD tEJLORA.

zANQTIE No. 11, 25 NOQBRQ 1997 1. iSSLEDOWATX NA SHODIMOSTX SLEDU@]IE RQDY: A) ∞∑ n=1 1 n^s ; B) ∞∑ n=1 1 n(ln n)^p ; W) ∞∑ n=1 1 n ln n(ln ln n)^p ; G) ∞∑ n=1 ( n^p − (n − 1)^p − pn^{p−1} ) ; D) ∞∑ n=1 ( √ n + 2 − 2 √ n + 1 + √ n) ; E) ( 1 2 )_p + ( 1 · 3 2 · 4 )_p + ( 1 · 3 · 5 2 · 4 · 6 )_p + . . . ; V) ∞∑ n=1 n!e^n n^{n+p} . 2. mOVET LI POSLEDOWATELXNOSTX εn STREMITXSQ K NUL@ NASTOLXKO MEDLENNO, ^TOBY RQD ∞∑ n=1 1 n^{1+εn} SHODILSQ ?