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predislowie redaktora perewoda

pROGRAMMIROWANIE BOGATO I MNOGOOBRAZNO. wEDX KAVETSQ NET TAKOJ SFERY ˆELOWEˆESKOJ DEQTELX-
NOSTI, GDE NELXZQ BYLO BY S POLXZOJ PRIMENITX WYˆISLITELXNU@ MA[INU DLQ OCENKI, INFORMACIONNO-
SPRAWOˆNOGO OBSLUVIWANIQ, PLANIROWANIQ, MODELIROWANIQ I T. P. i “TO MNOGOOBRAZIE ZADAˆ PEREHODIT

W MNOGOOBRAZIE PROGRAMM, KOTORYE DOLVNY RAZRABATYWATX PROGRAMMISTY. oNI PYTA@TSQ SPRAWITXSQ

S “TIM MNOGOOBRAZIEM, ”ZAKL@ˆIW” EGO W PROBLEMNO-ORIENTIROWANNYE QZYKI PROGRAMMIROWANIQ. qZYKI

WBIRA@T W SEBQ SPECIFIˆESKIE ˆERTY KONKRETNYH SFER PROGRAMMIROWANIQ — HARAKTERNYE STRUKTURY

DANNYH, PRINCIPY ORGANIZACII TIPIˆNYH PROCESSOW, SOOTWETSTWU@]U@ TERMINOLOGI@ — I TAKIM OB-
RAZOM DELA@T SAM PROCESS PROGRAMMIROWANIQ BOLEE UNIWERSALXNYM. oDNOWREMENNO ONI OSWOBOVDA@T

PROGRAMMISTOW OT NEOBHODIMOSTI DETALIZIROWATX PROGRAMMY DO UROWNQ SLI[KOM MELKIH MA[INNYH KO-
MAND I DAVE OT NEOBHODIMOSTI ZNATX OSOBENNOSTI KONKRETNYH WYˆISLITELXNYH MA[IN. bOLEE TOGO,
OPERACIONNYE SISTEMY PRIZWANY PREWRATITX WYˆISLITELXNYE MA[INY IZ PREDMETA POSTOQNNOGO BESPO-
KOJSTWA W ”SU]ESTWA”, KOTORYE SAMI ZABOTQTSQ O PROGRAMMISTE I GOTOWY OKAZYWATX WSQˆESKIE USLUGI EMU

I EGO PROGRAMME.
i TEM NE MENEE, POSLE TOGO, KAK L@BAQ BOLEE ILI MENEE SLOVNAQ ZADAˆA SFORMULIROWANA (PUSTX DAVE

W ADEKWATNYH I UDOBNYH TERMINAH) I MA[INA WYBRANA (PUSTX DAVE W SAMOM DELE GOTOWAQ K WSEWOZMOVNYM
USLUGAM), KAVDYJ PROGRAMMIST SNOWA I SNOWA OSTAETSQ ODIN NA ODIN SO SWOEJ SOBSTWENNOJ ZADAˆEJ: EMU
NUVNO SOSTAWITX PROGRAMMU! wYBRATX, KAK IMENNO SLEDUET RASPOLOVITX I SWQZATX DANNYE W PAMQTI,
PONQTX, KAKAQ IMENNO POSLEDOWATELXNOSTX OPERATOROW, — SPOSOBNYH SDELATX WSE ˆTO UGODNO I OTTOGO

ODNOWREMENNO I PODATLIWYH I OPASNYH — WYPOLNIT POSTAWLENNU@ ZADAˆU. i KAK ORGANIZOWATX OPERATORY

W CIKL, KOTORYJ BUDET S KAVDYM [AGOM PRIBLIVATX MA[INU K NAMEˆENNOJ CELI. wYBRATX, PONQTX,
IZOBRESTI, PROWERITX, USOMNITXSQ I POWTORITX WSE SNAˆALA.

pOKAZATELXNO, ˆTO HOTQ W TAKIH ”WNE[NIH” RAZDELAH PROGRAMMIROWANIQ, KAK QZYKI I TRANSLQTORY,
OPERACIONNYE SISTEMY I BAZY DANNYH, [IROKO RAZWIWAETSQ I ISPOLXZUETSQ TEORIQ (OT MATEMATIˆESKOJ
LINGWISTIKI I LOGIKI DO STATISTIKI I TEORII MASSOWOGO OBSLUVIWANIQ), WO WNUTRENNIH, SOBSTWENNYH
RAZDELAH PROGRAMMIROWANIQ GOSPODSTWU@T UMENIE I INTUICIQ ILI W LUˆ[EM SLUˆAE ”POLEZNYE SOWETY”.
eSTX, PRAWDA, NEKOTORYE ISSLEDOWANIQ, KASA@]IESQ UVE GOTOWYH PROGRAMM, NO NET NIKAKOJ TEORII SAMOGO
PROCESSA PROGRAMMIROWANIQ.

pREDLAGAEMAQ KNIGA PpEDSTAWLQET SOBOJ ODIN IZ PERWYH [AGOW W “TOM NAPRAWLENII. w NEJ S KAVDYM

OPERATOROM, S IH KOMBINACIQMI I, W TOM ˆISLE, S CIKLAMI SWQZYWA@TSQ PREOBRAZOWANIQ PREDIKATOW, QWLQ-
@]IESQ FORMALXNYM WYRAVENIEM IH SWOJSTW, I OPREDELENIE SWOJSTW PROGRAMMY W CELOM PREWRA]AETSQ

W ZADAˆU LOGIˆESKOGO WYWODA. oSOBENNO WAVNO, ˆTO aWTop OB˙QSNQET I DEMONSTRIRUET NA PRIMERAH, KAK
“TIM FORMALIZMOM MOVNO POLXZOWATXSQ DLQ PRAKTIˆESKOGO PROGRAMMIROWANIQ. pRI “TOM ON, RAZUMEETSQ,
NE DAET OTWETA NA WOPROS O TOM, KAK NAPISATX L@BU@ PROGRAMMU, — OTWETA NA “TOT WOPROS WOOB]E NE

SU]ESTWUET. oN PREDLAGAET NAM INSTRUMENT, POZWOLQ@]IJ PROWERQTX NA[I GIPOTEZY W PROCESSE PROEK-
TIROWANIQ PROGRAMM, A INOGDA I PODSKAZYWA@]IJ TE ILI INYE WARIANTY RE[ENIJ.

a “TO SOWSEM NE MALO. pREDSTAWXTE SEBE ˆELOWEKA, VIWU]EGO W “POHU ZAROVDENIQ MATEMATIˆESKOGO
ANALIZA, KOTOROMU NUVNO NAHODITX NEOPREDELENNYE INTEGRALY OT WESXMA GROMOZDKIH PODYNTEGRALXNYH

WYRAVENIJ I KOTORYJ ZNAET TOLXKO OPREDELENIE PERWOOBRAZNOJ FUNKCII I NE ZNAET NIKAKIH PRIEMOW IN-
TEGRIROWANIQ. kAKIM DLQ NEGO BYLO BY PODSPORXEM, ESLI BY EMU cooB]ILI O PRAWILE INTEGRIROWANIQ PO
ˆASTQM ILI O TAKOM PRIEME, KAK ZAMENA PEREMENNYH! eGO RABOTA NE PERESTANET BYTX TWORˆESKOJ, NO NA-
SKOLXKO RAS[IRQTSQ EGO WOZMOVNOSTI I KAK MNOGO PEREJDET IZ OBLASTI NAHODOK W OBLASTX TEHNIKI. tO, ˆTO
BYLO SLOVNYM, STANET PROSTYM, TO, ˆTO BYLO NEPOSILXNYM, STANET TOLXKO SLOVNYM. sISTEMATIˆESKOE
ISPOLXZOWANIE, OBOB]ENIE I RAS[IRENIE “TIH PRIEMOW POZWOLIT POSTEPENNO PEREJTI K FORMALIZACII, AL-
GORITMIZACII, A ZATEM I K AWTOMATIZACII OTDELXNYH “TAPOW RE[ENIQ ILI POLNOGO RE[ENIQ SPECIALXNYH
KLASSOW ZADAˆ

AWTOR KNIGI, —. dEJKSTRa, NE NUVDAETSQ W PREDSTAWLENII,— EGO RABOTY HORO[O IZWESTNY SOWETSKIM

PROGRAMMISTAM. wMESTE S ˜. hOAROM ONI NEDAWNO SOWER[ILI POEZDKU PO KRUPNEJ[IM GORODAM NA[EJ

STRANY, WO WREMQ KOTOROJ WYSTUPILI S LEKCIQMI PERED MNOGOˆISLENNYMI AUDITORIQMI.
o STRUKTURE I STILE KNIGI DOSTATOˆNO POLNO SKAZANO W PREDISLOWII AWTORA. tAM VE ON PREDUPREVDA-

ET, ˆTO ˆITATX EGO KNIGU TRUDNO. pRIˆINA “TOGO ZAKL@ˆAETSQ W SLOVNOSTI SAMIH PROGRAMM, POSLUVIW[IH
DLQ NEE MATERIALOM. q HOTEL BY DOBAWITX, ˆTO ONI SLOVNY DLQ NAS TOLXKO SEJˆAS, KOGDA TEORIQ PRO-
GRAMMIROWANIQ DELAET SWOI PERWYE [AGI. pRIDET WREMQ, I TAKIE PROGRAMMY SMOVET SOSTAWLQTX (ILI
WYWODITX) PRQMO NA UROKE KAVDYJ [KOLXNIK. i ˆTOBY “TO WREMQ PRIBLIZITX, NADO OSWAIWATX, WNEDRQTX
I RAZWIWATX TEORI@. a “TOT PROCESS LEGKO NE PROHODIT.

pEREWOD PREDISLOWIQ I GLAW 1–7 WYPOLNEN w.w. mARTYN@KOM, GLAW 8–21 — i.X. zUSMAN, GLAW 22–27
— l.w. uHOWYM.
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predislowie

iSTORIKI TAKIH DREWNIH INTELLEKTUALXNYH DISCIPLIN, KAK PO“ZIQ, MUZYKA, VIWOPISX I NAUKA, WYSO-
KO OCENIWA@T ROLX WYDA@]IHSQ PRAKTIKOW, ˆXI DOSTIVENIQ OBOGATILI OPYT I RAS[IRILI PREDSTAWLENIQ
POKLONNIKOW “TIH DISCIPLIN, PROBUDILI I UKREPILI TALANTY POSLEDOWATELEJ. tO NOWOE, ˆTO IMI WNESE-
NO, OSNOWYWAETSQ NA SOˆETANII WIRTUOZNOGO PRAKTIˆESKOGO MASTERSTWA I PRONICATELXNOGO OSMYSLIWANIQ
FUNDAMENTALXNYH PRINCIPOW. wO MNOGIH SLUˆAQH WLIQNIE “TIH L@DEJ USILIWALOSX BLAGODARQ IH WYSOKOJ
KULXTURE, BOGATSTWU I WYRAZITELXNOSTI IH REˆI.

w “TOJ KNIGE W PRISU]EM EE AWTORU UTONˆENNOM STILE PREDSTAWLENA PRINCIPIALXNO NOWAQ TOˆKA

ZRENIQ NA SU]ESTWO PROGRAMMIROWANIQ. iSHODQ IZ “TOJ TOˆKI ZRENIQ, AWTOR RAZRABOTAL SOWOKUPNOSTX
NOWYH METODOW PROGRAMMIROWANIQ I SREDSTW OBOZNAˆENIQ, KOTORYE DEMONSTRIRU@TSQ I PROWERQ@TSQ NA
MNOGOˆISLENNYH IZQ]NYH I SODERVATELXNYH PRIMERAH. —TOT TRUD, NESOMNENNO, BUDET PRIZNAN ODNIM IZ
WYDA@]IHSQ DOSTIVENIJ W RAZRABOTKE NOWOJ INTELLEKTUALXNOJ DISCIPLINY — PROGRAMMIROWANNQ DLQ

WYˆISLITELXNYH MA[IN.
˜. a. r. hOAR
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ot awtora

uVE DAWNO MNE HOTELOSX NAPISATX KNIGU TAKOGO RODA. q ZNAL, ˆTO PROGRAMMY MOGUT OˆAROWYWATX

GLUBINOJ SWOEGO LOGIˆESKOGO IZQ]ESTWA, NO MNE POSTOQNNO PRIHODILOSX UBEVDATXSQ, ˆTO BOLX[INSTWO
IZ NIH POQWLQ@TSQ W WIDE, RASSˆITANNOM NA MEHANIˆESKOE ISPOLNENIE, NO SOWER[ENNO NEPRIGODNOM DLQ

ˆELOWEˆESKOGO WOSPRIQTIQ — GDE UV TAM GOWORITX OB IZQ]ESTWE. mENQ NE UDOWLETWORQLO I TO, ˆTO ALGO-
RITMY ˆASTO PUBLIKU@TSQ W FORME GOTOWYH IZDELIJ, POˆTI BEZ UPOMINANIQ TEH RASSMOTRENIJ, KOTORYE
PROWODILISX W PROCESSE RAZRABOTKI I SLUVILI OBOSNOWANIEM DLQ OKONˆATELXNOGO WIDA ZAWER[ENNOJ PRO-
GRAMMY. sNAˆALA Q ZADUMAL IZLOVITX NEKOTOROE KOLIˆESTWO IZQ]NYH ALGORITMOW TAKIM SPOSOBOM, ˆTOBY
ˆITATELX SMOG PROˆUWSTWOWATX IH KRASOTU; DLQ “TOGO Q SOBIRALSQ KAVDYJ RAZ OPISYWATX ISTINNYJ ILI
WOOBRAVAEMYJ PROCESS POSTROENIQ, KOTORYJ PRIWODIL BY K POLUˆENI@ ISKOMOJ PROGRAMMY. q NE IZME-
NIL SWOEMU PERWONAˆALXNOMU NAMERENI@ W TOM SMYSLE, ˆTO OSNOWOJ “TOJ MONOGRAFII OSTAETSQ DLINNAQ
POSLEDOWATELXNOSTX GLAW, W KAVDOJ IZ KOTORYH STAWITSQ I RE[AETSQ NOWAQ ZADAˆA. tEM NE MENEE OKONˆA-
TELXNYJ WARIANT KNIGI SU]ESTWENNO OTLIˆAETSQ OT EE PERWONAˆALXNOGO ZAMYSLA POSKOLXKU WOZLOVENNAQ

MNO@ NA SEBQ OBQZANNOSTX PRESTAWLQTX RE[ENIQ W ESTESTWENNOJ I UBEDITELXNOJ MANERE POWLEKLA ZA SOBOJ

GORAZDO BOLX[EE, ˆEM Q OVIDAL, I Q NAWSEGDA SOHRAN@ ˆUWSTWO BLAGODARNOSTI SUDXBE ZA TO, ˆTO WZQLSQ ZA
“TU RABOTU.

kOGDA NAˆINAE[X PISATX PODOBNU@ KNIGU, SRAZU WOZNIKAET PROBLEMA: KAKIM QZYKOM PROGRAMMIROWA-
NIQ POLXZOWATXSQ? i “TO NE TOLXKO WOPROS PREDSTAWLENIQ! nAIBOLEE WAVNYM, NO W TO VE WREMQ I NAIBOLEE
NEZAMETNYM SWOJSTWOM L@BOGO INSTRUMENTA QWLQETSQ EGO WLIQNIE NA FORMIROWANIE PRIWYˆEK L@DEJ, KO-
TORYE IME@T OBYKNOWENIE IM POLXZOWATXSQ. kOGDA “TOT INSTRUMENT — QZYK PROGRAMMIROWANIQ, EGO
WLIQNIE, NEZAWISIMO OT NA[EGO VELANIQ, SKAZYWAETSQ NA NA[EM SPOSOBE MY[LENIQ. pROANALIZIROWAW W
SWETE “TOGO WLIQNIQ WSE IZWESTNYE MNE QZYKI PROGRAMMIROWANIQ, Q PRI[EL K WYWODU, ˆTO NI ONI SAMI,
NI IH PODMNOVESTWA NE PODHODQT DLQ MOIH CELEJ. s DRUGOJ STORONY, Q SˆITAL SEBQ NASTOLXKO NE PODGO-
TOWLENNYM K SOZDANI@ NOWOGO QZYKA PROGRAMMIROWANIQ, ˆTO DAL ZAROK NE ZANIMATXSQ “TIM W BLIVAJ[EE
PQTILETIE, I Q TWERDO ZNA@, ˆTO “TOT SROK E]E NE WY[EL. (pREVDE, POMIMO WSEGO PROˆEGO, MNE NUVNO
BYLO NAPISATX “TU MONOGRAFI@.) q POPYTALSQ WYBRATXSQ IZ “TOGO TUPIKA, SOZDAW LI[X PODHODQ]IJ
DLQ MOIH CELEJ MINI-QZYK I WKL@ˆIW W NEGO TOLXKO TE “LEMENTY, KOTORYE PREDSTAWLQ@TSQ SOWER[ENNO
NEOBHODIMYMI I DOSTATOˆNO OBOSNOWANNYMI.

—TI MOI KOLEBANIQ I SAMOOGRANIˆENIE, ESLI IH NEPRAWILXNO PONQTX, MOGUT RAZOˆAROWATX MNOGIH

POTENCIALXNXNYH ˆITATELEJ. nAWERNQKA RAZOˆARU@TSQ WSE TE, KTO OTOVDESTWLQET TRUDNOSTX PROGRAM-
MIROWANIQ S TRUDNOSTX@ IZO]RENNOGO ISPOLXZOWANIQ GROMOZDKIH I PRIˆUDLIWYH SOORUVENIJ, IZWESTNYH
POD NAZWANIEM ”QZYKI PROGRAMMIROWANIQ WYSOKOGO UROWNQ” ILI — E]E HUVE! — ”SISTEMY PROGRAMMIRO-
WANIQ”. eSLI ONI SOˆTUT SEBQ OBMANUTYMI IZ-ZA TOGO, ˆTO Q WOWSE NE KASA@SX WSEH “TIH POGREMU[EK I
SWISTULEK, MOGU OTWETITX IM TOLXKO ODNO: ”a WPOLNE LI WY UWERENY, ˆTO WSE “TI POGREMU[KI I SWISTULX-
KI, WSE “TI POTRQSA@]IE WOZMOVNOSTI WA[IH, TAK SKAZATX, ”MO]NYH” QZYKOW PROGRAMMIROWANIQ IME@T
OTNO[ENIE K PROCESSU RE[ENIQ, A NE K SAMIM ZADAˆAM?”mNE OSTAETSQ LI[X NADEQTXSQ, ˆTO, NESMOTRQ NA
UPOTREBLENIE MNO@ MINI-QZYKA, ONI WSE VE PROˆTUT PREDLAGAEMYJ TEKST. tOGDA ONI, WOZMOVNO PRIZNA-
@T, ˆTO POMIMO POGREMU[EK I SWISTULEK IMEETSQ OˆENX BOGATOE SODERVANIE I WOZNIKNET WOPROS, STOILO
LI BOLX[INSTWO IZ NIH WOOB]E PRIDUMYWATX. a WSEM ˆITATELQM, INTERESU@]IMSQ PREIMU]ESTWENNO
RAZRABOTKOJ QZYKOW PROGRAMMIROWANIQ, Q MOGU TOLXKO PRINESTI IZWINENIQ W SWQZI S TEM, ˆTO E]E NE MOGU
WYSKAZATXSQ NA “TU TEMU BOLEE OPREDELENNO. tEM WREMENEM “TA MONOGRAFIQ, WOZMOVNO, NAWEDET IH NA
NEKOTORYE RAZMY[LENIQ I POMOVET IM IZBEVATX O[IBOK, KOTORYE ONI MOGLI BY SOWER[ITX, ESLI BY NE

PROˆLI EE.

pROCESS RABOTY NAD KNIGOJ, KOTORYJ QWILSQ DLQ MENQ NEPRERYWNYM ISTOˆNIKOM UDIWLENIQ I WDOHNO-
WENIQ, PRIWEL K POQWLENI@ TEKSTA, OSNOWATELXNO OTLIˆA@]EGOSQ OT PERWONAˆALXNOGO ZAMYSLA. sNAˆALA U
MENQ BYLO WPOLNE PONQTNOE NAMERENIE PREDSTAWITX POSTROENIE PROGRAMM S POMO]X@ APPARATA, ˆUTX BOLEE
FORMALXNOGO ˆEM TOT, KOTORYJ Q IMEL OBYKNOWENIE ISPOLXZOWATX W SWOIH WWODNYH LEKCIQH, GDE SEMAN-
TIKA OBYˆNO WWODILASX INTUITIWNO, A DOKAZATELXSTWA PRAWILXNOSTI PREDSTAWLQLI SOBOJ SMESX STROGIH
RASSUVDENIJ, VESTIKULQCII I KRASNOREˆIQ. rAZRABATYWAQ NEOBHODIMYE OSNOWY DLQ BOLEE FORMALXNOGO

PODHODA, Q OBNARUVIL DWA NEOVIDANNYH OBSTOQTELXSTWA.
pERWAQ NEOVIDANNOSTX SOSTOQLA W TOM, ˆTO TAK NAZYWAEMYE ”PREOBRAZOWATELI PREDIKATOW”, WYBRAN-

NYE MNO@ W KAˆESTWE SREDSTWA IZ˙QSNENIQ, POZWOLILI PRQMO OPREDELQTX SWQZX MEVDU NAˆALXNYM I KONEˆ-
NYM SOSTOQNIQMI BEZ KAKIH-LIBO SSYLOK NA PROMEVUTOˆNYE SOSTOQNIQ, KOTORYE MOGUT WOZNIKATX WO WREMQ
WYPOLNENIQ PROGRAMMY. q OBRADOWALSQ TOMU, ˆTO “TO DAET WOZMOVNOSTX PROWESTI ˆETKOE RAZGRANIˆENIE
DWUH OSNOWNYH PROBLEMATIK PROGRAMMIROWANIQ: PROBLEMATIKI MATEMATIˆESKOJ KORREKTNOSTI (REˆX IDET
O PROWERKE, OPREDELQET LI PROGRAMMA PRAWILXNOE SOOTNO[ENIE MEVDU NAˆALXNYM I KONEˆNYM SOSTOQNIQ-
MI — I PREOBRAZOWATELI PREDIKATOW OBESPEˆIWA@T NAM FORMALXNOE SREDSTWO DLQ TAKOGO ISSLEDOWANIQ BEZ

RASSMOTRENIQ WYˆISLITELXNOGO PROCESSA) I INVENERNOJ PROBLEMATIKI “FFEKTIWNOSTI (BLAGODARQ RAZGRA-
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NIˆENI@ STANOWITSQ OˆEWIDNYM, ˆTO POSLEDNQQ PROBLEMATIKA OPREDELENA TOLXKO W SWQZI S REALIZACIEJ).
pOVALUJ, SAMOE POLEZNOE OTKRYTIE SOSTOIT W TOM, ˆTO ODIN I TOT VE TEKST PROGRAMMY DOPUSKAET DWE (W
IZWESTNOM SMYSLE DOPOLNQ@]IE DRUG DRUGA) INTERPRETACII. iNTERPRETACIQ W WIDE KODA PREOBRAZOWATE-
LEJ PREDIKATOW, KOTORAQ PREDSTAWLQETSQ BOLEE PODHODQ]EJ DLQ NAS, PROTIWOSTOIT INTERPRETACII W WIDE
KODA DLQ WYPOLNENIQ — EE Q PREDPOˆITA@ OSTAWLQTX MA[INAM!

wTOROJ NEOVIDANNOSTX@ OKAZALOSX TO, ˆTO SAMYE ESTESTWENNYE I SISTEMATIZIROWANNYE ”KODY PREOB-
RAZOWATELEJ PREDIKATOW”, KAKIE Q MOG SEBE PREDSTAWITX, POTREBOWALI BY NEDETERMINIROWANNOJ REALIZA-
CII, ESLI RASSMATRIWATX IH KAK ”KODY DLQ WYPOLNENIQ”. wNAˆALE Q SODROGALSQ OT MYSLI, ˆTO PRIDETSQ
WWESTI NEDETERMINIROWANNOSTX UVE W ODNOPROGRAMNOM REVIME (SLI[KOM HORO[O MNE BYLI IZWESTNY SLOV-
NOSTI, WOZNIKA@]IE IZ-ZA “TOGO W MULXTIPROGRAMMIROWANII); ODNAKO POTOM Q PONQL, ˆTO INTERPRETACIQ
TEKSTA KAK KODA PREOBRAZOWATELQ PREDIKATOW IMEET PRAWO NA NEZAWISIMOE SU]ESTWOWANIE. (oGLQDYWAQSX
NAZAD, MY MOVEM OTMETITX, ˆTO MNOGIE PROBLEMY MULXTIPROGRAMMIROWANIQ, STAWIW[IE NAS PREVDE W
TUPIK, QWLQ@TSQ WSEGO LI[X SLEDSTWIEM APRIORNOJ TENDENCII PRIDAWATX DETERMINIROWANNOSTI SLI[KOM
BOLX[OE ZNAˆENIE.) w KONCE KONCOW Q PRI[EL K TOMU, ˆTO STAL SˆITATX NEDETERMINIROWANNOSTX ESTE-
STWENNOJ SITUACIEJ, PRI “TOM DETERMINIROWANNOSTX SWELASX K DOWOLXNO BANALXNOMU ˆASTNOMU SLUˆA@.

uSTANOWIW “TI OSNOWY, Q PRISTUPIL, KAK I NAMEREWALSQ, K RE[ENI@ DLINNOJ POSLEDOWATELXNOSTI

ZADAˆ. —TO ZANQTIE OKAZALOSX NEOVIDANNO UWLEKATELXNYM. q UBEDILSQ W TOM, ˆTO FORMALXNYJ APPARAT
POZWOLQET MNE UHWATYWATX SU]ESTWO DELA GORAZDO ˆETˆE, ˆEM RANX[E. q POLUˆIL UDOWOLXSTWIE, OBNARU-
VIW, ˆTO QWNAQ POSTANOWKA WOPROSA O ZAWER[IMOSTI MOVET IMETX BOLX[OE “WRISTIˆESKOE ZNAˆENIE; TUT Q
DAVE NAˆAL SOVALETX OB IZLI[NE RASPROSTRANENNOJ SKLONNOSTI K ˆASTIˆNOJ KORREKTNOSTI. nO SAMOE PRI-
QTNOE SOSTOQLO W TOM, ˆTO BOLX[INSTWO RE[ENNYH MNO@ RANEE ZADAˆ TEPERX UWENˆALOSX BOLEE IZQ]NYMI

RE[ENIQMI. q WOSPRINQL “TO KAK WESXMA OBODRQ@]EE SWIDETELXSTWO TOGO, ˆTO RAZRABOTANNAQ METODIKA I
W SAMOM DELE ULUˆ[ILA MOI PROGRAMMISTSKIE WOZMOVNOSTI.

kAK SLEDUET IZUˆATX “TU MONOGRAFI@? lUˆ[EE, ˆTO Q MOGU POSOWETOWATX: PRERYWAJTE ˆTENIE, KAK
TOLXKO USWOITE POSTANOWKU ZADAˆI, I PYTAJTESX SNAˆALA RE[ITX EE SAMOSTOQTELXNO, ZATEM PRODOLVAJ-
TE ˆTENIE. pOPYTKA SAMOSTOQTELXNOGO RE[ENIQ ZADAˆI PREDSTAWLQETSQ EDINSTWENNYM SPOSOBOM PROˆUW-
STWOWATX, NASKOLXKO ONA TRUDNA; KROME TOGO, WY MOVETE SRAWNIWATX MOE RE[ENIE S WA[IM I POLUˆITX

UDOWLETWORENIE, ESLI WA[E OKAVETSQ LUˆ[E. pREDUPREVDA@ ZARANEE: NE OGORˆAJTESX, KOGDA UWIDITE, ˆTO
“TOT TEKST ˆITAETSQ OTN@DX NE LEGKO. tE, KTO IZUˆALI EGO W RUKOPISI, ˆASTO ISPYTYWALI ZATRUDNENIQ
(NO WPOLNE WOZNAGRAVDALISX ZA “TO). wPROˆEM, KAVDYJ PRI ANALIZE IH ZATRUDNENIJ MY SOWMESTNO UBE-
VDALISX W TOM, ˆTO ”WINOWNYM” OKAZYWALSQ WOWSE NE TEKST (T. E. SPOSOB IZLOVENIQ), A SAM IZLAGAEMYJ

MATERIAL. mORALX “TOGO MOVET BYTX TOLXKO TAKOWA: NETRIWIALXNYJ ALGORITM I WPRAWDU NETRIWIALEN,
A EGO OKONˆATELXNAQ ZAPISX NA QZYKE PROGRAMMIROWANIQ SLI[KOM LAKONIˆNA PO SRAWNENI@ S RASSUVDE-
NIQMI, OBOSNOWYWA@]IMI EGO RAZRABOTKU; “TA KRATKOSTX OKONˆATELXNOGO TEKSTA NE DOLVNA NAS DEZORIEN-
TIROWATX. oDIN IZ MOIH SOTRUDNIKOW WNES PREDLOVENIE (A Q DOWOVU EGO DO WA[EGO SWEDENIQ, POSKOLXKU
ONO MOVET OKAZATXSQ POLEZNYM), ˆTOBY NEBOLX[IE GRUPPY STUDENTOW IZUˆALI KNIGU WMESTE. (zDESX Q
DOLVEN DOBAWITX W SKOBKAH ZAMEˆANIE PO POWODU ”TRUDNOSTI” “TOGO TEKSTA. pOSWQTIW NEMALO LET SWOEJ

NAUˆNOJ VIZNI TOMU ˆTOBY PROQSNITX ZADAˆI PROGRAMMISTA I SDELATX IH BOLEE PODWLASTNYMI NA[EMU

INTELLEKTU, Q OBNARUVIL S UDIWLENIEM (I RAZDRAVENIEM), ˆTO MOE STREMLENIE WNESTI QSNOSTX PRIWODIT
K SISTEMATIˆESKIM OBWINENIQM W TOM, ˆTO Q ”WNES W PROGRAMMIROWANIE TRUDNOSTI”. nO “TI TRUDNOSTI

WSEGDA W NEM BYLI; I TOLXKO SDELAW IH WIDIMYMI, MY SMOVEM NADEQTXSQ, ˆTO NAUˆIMSQ RAZRABATYWATX
PROGRAMMY S WYSOKOJ STEPENX@ NADEVNOSTI, A NE PROSTO ”LEPITX KOMANDY”, T. E. WYDAWATX TEKSTY,
OSNOWANNYE NA NEUBEDITELXNYH PREDPOLOVENIQH, SOSTOQTELXNOSTX KOTORYH MOVET WYQWITXSQ POSLE PER-
WOGO VE PROTIWOREˆA]EGO PRIMERA. nEZAˆEM I GOWORITX, ˆTO NI ODNA PROGRAMMA IZ “TOJ MONOGRAFII NE
PROWERQLASX NA MA[INE.)

q DOLVEN OB˙QSNITX ˆITATEL@, POˆEMU Q POLXZU@SX MINI-QZYKOM, STOLX OGRANIˆENNYM, ˆTO W NEM NET
DAVE PROCEDUR I REKURSII. pOSKOLXKU KAVDOE SLEDU@]EE RAS[IRENIE QZYKA DOBAWLQLO BY K “TOJ KNIGE

E]E NESKOLXKO GLAW, TEM SAMYM SOOTWETSTWENNO UWELIˆIWAQ EE STOIMOSTX, OTSUTSTWIE BOLX[INSTWA WOZ-
MOVNYH RAS[IRENIJ (TAKIH, KAK, NAPRIMER, MULXTIPROGRAMMIROWANIE) NE NUVDAETSQ W DOPOLNITELXNYH
OPRAWDANIQH. oDNAKO PROCEDURY WSEGDA ZANIMALI TAKOE WAVNOE MESTO, A REKURSIQ DLQ WYˆISLITELXNOJ
NAUKI W TAKOJ STEPENI SˆITALASX PRIZNAKOM AKADEMIˆESKOJ RESPEKTABELXNOSTI, ˆTO NEKOTOROE RAZ˙QSNE-
NIE PREDSTAWLQETSQ NEOBHODIMYM.

pREVDE WSEGO “TA KNIGA PREDNAZNAˆENA NE DLQ NAˆINA@]IH, I Q RASSˆITYWA@, ˆTO MOI ˆITATELI UVE
ZNAKOMY S UKAZANNYMI PONQTIQMI. wO-WTORYH, KNIGA NE QWLQETSQ WWODNYM TEKSTOM PO KAKOMU-TO KONKRET-
NOMU QZYKU PROGRAMMIROWANIQ, TAK ˆTO OTSUTSTWIE W NEJ “TIH KONSTRUKCIJ I PRIMEROW IH UPOTREBLENIQ
NE SLEDUET OB˙QSNQTX MOEJ NESPOSOBNOSTX@ ILI NEVELANIEM IMI POLXZOWATXSQ ILI VE WOSPRINIMATX KAK

NAMEK NA TO, ˆTO WOOB]E LUˆ[E WOZDERVIWATXSQ OT IH PRIMENENIQ. pROSTO ONI NE POTREBOWALISX MNE DLQ
RAZ˙QSNENIQ MOEJ GLAWNOJ MYSLI O TOM, NASKOLXKO SU]ESTWENNO T]ATELXNOE RAZGRANIˆENIE PROBLEMATIK
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DLQ RAZRABOTKI WSESTORONNE WYSOKOKAˆESTWENNYH PROGRAMM; SKROMNYE SREDSTWA MINI-QZYKA PREDOSTAW-
LQ@T NAM BOLEE ˆEM DOSTATOˆNYJ PROSTOR DLQ NETRIWIALXNYH I W TO VE WREMQ WPOLNE PRIEMLEMYH

RAZRABOTOK.
mOVNO OBOJTISX “TIM OB˙QSNENIEM, NO ONO WSE VE NE QWLQETSQ ISˆERPYWA@]IM. q WSE RAWNO SˆITAL

SEBQ OBQZANNYM WWESTI POWTORENIE KAK SAMOSTOQTELXNU@ KONSTRUKCI@, POSKOLXKU MNE PREDSTAWLQLOSX,
ˆTO “TO SLEDOWALO SDELATX UVE DAWNO. kOGDA QZYKI PROGRAMMIROWANIQ ZAROVDALISX, ”DINAMIˆESKAQ” PRI-
RODA OPERATORA PRISWAIWANIQ KAZALASX NE OˆENX PRISPOSOBLENNOJ K ”STATIˆESKOJ” PRIRODE TRADICIONNOJ
MATEMATIKI. iZ-ZA OTSUTSTWIQ SOOTWETSTWU@]EJ TEORII MATEMATIKI O]U]ALI NEKOTORYE ZATRUDNENIQ,
SWQZANNYE S “TIM OPERATOROM, A POSKOLXKU IMENNO KONSTRUKCIQ POWTORENIQ SOZDAET NEOBHODIMOSTX W

PRISWAIWANIQH PEREMENNYM, MATEMATIKI O]U]ALI ZATRUDNENIQ I W SWQZI S POWTORENIEM. kOGDA BYLI

RAZRABOTANY QZYKI BEZ PRISWAIWANIQ I BEZ POWTORENIJ — TAKIE, KAK ˆISTYJ lisp,— MNOGIE POˆUW-
STWOWALI ZNAˆITELXNOE OBLEGˆENIE. oNI SNOWA O]UTILI POD NOGAMI ZNAKOMU@ POˆWU I UWIDELI PROBLESK

NADEVDY PREWRATITX PROGRAMMIROWANIE W ZANQTIE S TWERDOJ I SOLIDNOJ MATEMATIˆESKOJ OSNOWOJ. (dO
SEGO WREMENI SREDI SKLONNYH K TEORETIZIROWANI@ SPECIALISTOW PO MA[INNOJ MATEMATIKE WSE E]E [IROKO

RASPROSTRANENO MNENIE, ˆTO REKURSIWNYE PROGRAMMY ”BOLEE ESTESTWENNY”, ˆEM PROGRAMMY S POWTORENIQ-
MI.)

dRUGOGO WYHODA IZ POLOVENIQ PUTEM NADEVNOGO I DEJSTWENNOGO MATEMATˆESKOGO OBOSNOWANIQ PARY

PONQTIJ ”POWTORENIE” I ”PRISWAIWANIE PEREMENNOJ” NAM PREDSTOQLO VDATX E]E DESQTX LET. a WYHOD,
KAK POKAZANO W “TOJ MONOGRAFII, ZAKL@ˆALSQ W TOM, ˆTO SEMANTIKU KONSTRUKCII POWTORENIQ MOVNO OPI-
SATX S POMO]X@ REKURRENTNYH OTNO[ENIJ MEVDU PREDIKATAMI, TOGDA KAK DLQ OPISANIQ SEMANTIKI OB]EJ
REKURSII TREBU@TSQ REKURRENTNYE OTNO[ENIQ MEVDU PREOBRAZOWATELQMI PREDIKATOW. oTS@DA SOWER[EN-
NO OˆEWIDNO, POˆEMU Q SˆITA@ OB]U@ REKURSI@ NA PORQDOK BOLEE SLOVNOJ KONSTRUKCIEJ, ˆEM PROSTOE

POWTORENIE; I PO“TOMU MNE BOLXNO SMOTRETX, KAK SEMANTIKU KONSTRUKCII POWTORENIQ

”while B do S”

OPREDELQ@T KAK SEMANTIKU OBRA]ENIQ

”whiledo(B,S)”

K REKURSIWNOJ PROCEDURE (OPISANNOJ W SINTAKSISE QZYKA algol 60):
procedure whiledo(USLOWIE, OPERATOR);
begin if USLOWIE then begin OPERATOR;
whiledo(USLOWIE,OPERATOR) end
end
nESMOTRQ NA FORMALXNU@ PRAWILXNOSTX, “TO MNE NEPRIQTNO, POTOMU, ˆTO Q NE L@BL@, KOGDA IZ

PU[KI STRELQ@T PO WOROBXQM, WNE ZAWISIMOSTI OT TOGO, NASKOLXKO “FFEKTIWNO PU[KA SPRAWLQETSQ S TAKOJ
RABOTOJ. dLQ POKOLENIQ TEORETIKOW MA[INNOJ MATEMATIKI, KOTORYE PODKL@ˆALISX K “TOJ TEMATIKE

W TEˆENIE [ESTIDESQTYH GODOW, PRIWEDENNOE WY[E REKURSIWNOE OPREDELENIE ˆASTO QWLQETSQ NE TOLXKO
”ESTESTWENNYM”, NO DAVE ”SAMYM PRAWILXNYM”. oDNAKO WWIDU TOGO, ˆTO BEZ PONQTIQ POWTORENIQ MY NE

MOVEM DAVE OPISATX POWEDENIE MA[INY tX@RINGA, PREDSTAWLQETSQ NEOBHODIMYM PROIZWESTI NEKOTOROE

WOSSTANOWLENIE RAWNOWESIQ.
pO POWODU OTSUTSTWIQ BIBLIOGRAFII Q NE PREDLAGA@ NI OB˙QSNENIJ, NI IZWINENIJ.
bLAGODARNOSTI. sLEDU@]IE LICA OKAZALI NEPOSREDSTWENNOE WLIQNIE NA RAZRABOTKU “TOJ KNIGI, LIBO

PRINQW UˆASTIE W OBSUVDENII EE PREDPOLAGAEMOGO SODERVANIQ, LIBO WYSKAZAW ZAMEˆANNQ OTNOSITELXNO GO-
TOWOJ RUKOPISI ILI EE ˆASTEJ: k. bRON, r. bERSTALL, u. fEJEN, ˜. hOAR, d. kNUT, m. rEM, dV. rEJNOLXDS,
d. rOSS, k. –OLTEN, g. zIGM@LLER, n. wIRT I m. wUDVER. q SˆITA@ ˆESTX@ DLQ SEBQ WOZMOVNOSTX PUB-
LIˆNO WYRAZITX IM MO@ PRIZNATELXNOSTX ZA SOTRUDNIˆESTWO. kROME TOGO, Q WESXMA OBQZAN KORPORACII
Burroughs, SOZDAW[EJ MNE BLAGOPRIQTNYE USLOWIQ I PREDOSTAWIW[EJ NEOBHODIMYE SREDSTWA, I BLAGODAREN
MOEJ VENE ZA NEIZMENNU@ PODDERVKU I ODOBRENIE.

—. w. dEJKSTRA
nEJEN

nIDERLANDY
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0 abstrakciq ispolneniq

aBSTRAKCIQ ISPOLNENIQ LEVIT W OSNOWE WSEGO PONQTIQ ”ALGORITMA” NASTOLXKO GLUBOKO, ˆTO OBYˆNO
EE SˆITA@T SAMO SOBOJ RAZUME@]EJSQ I OSTAWLQ@T BEZ WNIMANIQ. eE NAZNAˆENIE W TOM, ˆTOBY SOPOSTAW-
LQTX MEVDU SOBOJ RAZLIˆNYE WYˆISLENIQ. iNAˆE GOWORQ, ONA PREDOSTAWLQET NAM SPOSOB OSMYSLIWANIQ

KONKRETNOGO WYˆISLENIQ KAK “LEMENTA BOLX[OGO KLASSA RAZLIˆNYH WYˆISLENIJ; MY MOVEM OTWLEˆXSQ OT

WZAIMNYH OTLIˆIJ “LEMENTOW TAKOGO KLASSA I, RUKOWODSTWUQSX OPREDELENIEM KLASSA W CELOM, WYSKAZYWATX
UTWERVDENIQ, PRIMENIMYE K KAVDOMU EGO “LEMENTU, A SLEDOWATELXNO, SPRAWEDLIWYE I DLQ KONKRETNOGO
WYˆISLENIQ, KOTOROE MY HOTIM RASSMATRIWATX.

˜TOBY RAZ˙QSNITX, ˆTO PODRAZUMEWAETSQ POD ”WYˆISLENIEM”, Q OPI[U SEJˆAS NEWYˆISLITELXNU@ KON-
STRUKCI@ ”POLUˆENIQ” (Q PREDNAMERENNO NE UPOTREBLQ@ TERMINA ”WYˆISLENIE”), NAPRIMER, NAIBOLX[EGO
OB]EGO DELITELQ ˆISEL 111 I 259. oNA SOSTOIT IZ DWUH KARTONNYH KARTOˆEK, RASPOLOVENNYH ODNA POWERH
DRUGOJ. nA WERHNEJ KARTOˆKE NAPISAN TEKST ”nod(111, 259) =”. ˜TOBY POLUˆITX OT KONSTRUKCII OTWET,
MY PODNIMAEM WERHN@@ KARTOˆKU I KLADEM EE SLEWA OT NIVNEJ, NA KOTOROJ TEPERX MOVNO PROˆESTX TEKST
”37”.

pROSTOTA KARTOˆNOJ KONSTRUKCII QWLQETSQ BOLX[IM DOSTOINSTWOM, NO ONA OMRAˆAETSQ DWUMQ NEDO-
STATKAMI — MELKIM I KRUPNYM. mELKIJ NEDOSTATOK SOSTOIT W TOM, ˆTO HOTQ “TU KONSTRUKCI@ MOVNO W

SAMOM DELE ISPOLXZOWATX DLQ POLUˆENIQ NAIBOLX[EGO OB]EGO DELITELQ ˆISEL 111 I 259, NO POMIMO “TOGO
ONA MALO NA ˆTO PRIGODNA. oDNAKO KRUPNYJ NEDOSTATOK W TOM, ˆTO, KAK BY T]ATELXNO MY NI PROWERQLI

USTROJSTWO KONSTRUKCII, NA[A WERA W TO, ˆTO ONA WYRABATYWAET PRAWILXNYJ OTWET, MOVET OSNOWYWATXSQ
TOLXKO NA NA[EM DOWERII K EE SOZDATEL@: ON MOG O[IBITXSQ LIBO PRI PROEKTIROWANII SWOEJ MA[INY,
LIBO PRI IZGOTOWLENII NA[EGO KONKRETNOGO “KZEMPLQRA.

˜TOBY PREODOLETX MENX[EE ZATRUDNENIE, MY MOGLI BY RASSMOTRETX IZOBRAVENIE NA OGROMNOM LISTE

KARTONA BOLX[OGO PRQMOUGOLXNOGO MASSIWA IZ SETEWYH TOˆEK S CELYMI KOORDINATAMI x I y, UDOWLETWO-
RQ@]IMI OTNO[ENIQM 0 ≤ x ≤ 500 I 0 ≤ y ≤ 500. dLQ KAVDOJ TAKOJ TOˆKI (x, y) S POLOVITELXNYMI
KOORDINATAMI (T. E. ZA ISKL@ˆENIEM TOˆEK NA OSQH) MY MOVEM WYPISATX W SOOTWETSTWU@]EJ POZICII

ZNAˆENIE nod(x, y); PREDLAGAETSQ DWUMERNAQ TABLICA IZ 250 000 “LEMENTOW. s TOˆKI ZRENIQ POLEZNOSTI

“TO ZNAˆITELXNOE USOWER[ENSTWOWANIE: WMESTO KONSTRUKCII, SPOSOBNOJ WYDAWATX NAIBOLX[IJ OB]IJ DE-
LITELX EDINIˆNOJ PARY ˆISEL, MY IMEEM TEPERX ”KONSTRUKCI@”, SPOSOBNU@ WYDAWATX NAIBOLX[IJ OB]IJ

DELITELX L@BOJ PARY IZ 250 000 RAZLIˆNYH PAR ˆISEL. —TO MNOGO, NO OSOBENNO RADOWATXSQ NEˆEMU, TAK
KAK UKAZANNYJ RANEE WTOROJ NEDOSTATOK (POˆEMU MY DOLVNY WERITX, ˆTO KONSTRUKCIQ WYDAET PRAWILXNYJ
OTWET?) POMNOVILSQ NA TE VE SAMYE 250 000, I TEPERX OT NAS TREBUETSQ UVE SOWSEM BEZGRANIˆNOE DOWERIE
K EE IZGOTOWITEL@. pO“TOMU PEREJDEM K RASSMOTRENI@ DRUGOJ KONSTRUKCII. nA TAKOM VE LISTE KARTONA

S SETEWYMI TOˆKAMI NAPISANY TOLXKO ˆISLA, PROBEGA@]IE ZNAˆENIQ OT 1 DO 500 WDOLX OBEIH OSEJ. kROME
TOGO, NAˆERˆENY SLEDU@]IE PRQMYE LINII:

1) WERTIKALXNYE LINII (S URAWNENIEM x = KONSTANTA);
2) GORIZONTALXNYE LINII (S URAWNENIEM y = KONSTANTA);
3) DIAGONALI (S URAWNENIEM x+ y = KONSTANTA);
4) ”LINIQ OTWETA” S URAWNENIEM x = y.
˜TOBY RABOTATX NA “TOJ MA[INE, MY DOLVNY SLEDOWATX SLEDU@]IM INSTRUKCIQM (”IGRATX PO SLE-

DU@]IM PRAWILAM”). kOGDA HOTIM NAJTI NAIBOLX[IJ OB]IJ DELITELX DWUH ˆISEL X I Y , MY POME]AEM

FI[KU — TAKVE POSTAWLQEMU@ IZGOTOWITELEM — W SETEWU@ TOˆKU S KOORDINATAMI x = X I y = Y . kOLX
SKORO FI[KA NE NAHODITSQ NA ”LINII OTWETA”, RASSMATRIWAEM NAIMENX[IJ RAWNOBEDRENNYJ PRQMOUGOLX-
NYJ TREUGOLXNIK, U KOTOROGO WER[INA PRQMOGO UGLA SOWPADAET S FI[KOJ, A ODIN IZ KONCOW GIPOTENUZY
(LIBO NIVE FI[KI, LIBO SLEWA OT NEE) NAHODITSQ NA ODNOJ IZ OSEJ. (pOSKOLXKU FI[KA NE LEVIT NA LINII
OTWETA, TAKOJ PRQMOUGOLXNYJ TREUGOLXNIK BUDET IMETX NA OSQH TOLXKO ODNU WER[INU.) zATEM FI[KA

PEREME]AETSQ W SETEWU@ TOˆKU, SOWPADA@]U@ S DRUGIM KONCOM GIPOTENUZY. tAKOE PEREME]ENIE POWTORQ-
ETSQ DO TEH POR, POKA FI[KA NE DOSTIGNET LINII OTWETA. pOSLE “TOGO x-KOORDINATA (ILI y-KOORDINATA)
OKONˆATELXNOGO POLOVENIQ FI[KI QWLQETSQ ISKOMYM OTWETOM.

kAK NAM UBEDITXSQ W TOM, ˆTO “TA MA[INA BUDET WYDAWATX PRAWILXNYJ REZULXTAT? eSLI (x, y) —
L@BAQ IZ 249 500 TOˆEK NE NA LINII OTWETA I (x′y′) — TOˆKA, W KOTORU@ PEREDWINETSQ FI[KA ZA ODIN [AG

IGRY, TO LIBO x′ = x I y′ = y−x, LIBO x′ = x−y I y′ = y. nETRUDNO DOKAZATX, ˆTO nod(x, y) = nod(x′, y′).
wAVNYJ MOMENT ZDESX SOSTOIT W TOM, ˆTO ODNO I TO VE RASSUVDENIE PRIMENQETSQ ODINAKOWO WERNO K

L@BOMU IZ WOZMOVNYH [AGOW! kROME TOGO, — I OPQTX-TAKI BEZ TRUDA — MY MOVEM DOKAZATX DLQ L@BOJ

TOˆKI (x, y) GDE x = y (T.E. (x, y) QWLQETSQ ODNOJ IZ 500 TOˆEK NA LINII OTWETA), ˆTO nod(x, y) =
x. i SNOWA WAVNYJ MOMENT W TOM, ˆTO ODINAKOWOE RASSUVDENIE PRIMENIMO K L@BOJ IZ 500 TOˆEK NA

LINII OTWETA. w-TRETXIH,— I WNOWX “TO NE SOSTAWIT TRUDA — NAM NUVNO POKAZATX, ˆTO PRI L@BOM

ISHODNOM POLOVENII (X,Y ) KONEˆNOE ˆISLO [AGOW W SAMOM DELE PERENESET FI[KU NA LINI@ OTWETA, I
OPQTX WAVNO OTMETITX, ˆTO ODNO I TO VE RASSUVDENIE ODINAKOWO PRIMENIMO K L@BOMU IZ 250 000 ISHODNYH
POLOVENIJ (X,Y ). tRI PROSTYH RASSUVDENIQ, PROSTRANNOSTX KOTORYH NE ZAWISIT OT ˆISLA SETEWYH
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TOˆEK: “TA MINIAT@RA POKAZYWAET, NASKOLXKO WELIKI WOZMOVNOSTI MATEMATIKI. eSLI OBOZNAˆITX ˆEREZ
(x, y) PROIZWOLXNOE POLOVENIE FI[KI NA PROTQVENII IGRY, NAˆATOJ W POLOVENII (X,Y ), TO PERWAQ NA[A
TEOREMA POZWOLQET UTWERVDATX, ˆTO WO WREMQ “TOJ IGRY OTNO[ENIE nod(x, y) = nod(X,Y ) BUDET WSEGDA
SPRAWEDLIWO, ILI — WYRAVAQSX NA SOOTWETSTWU]EM VARGONE — ”ONO SOHRANQET INWARIANTNOSTX”. dALEE,
WTORAQ TOREMA GLASIT, ˆTO MY MOVEM INTERPRETIROWATX x-KOORDINATU OKONˆATELXNOGO POLOVENIQ FI[KI
KAK TREBUEMYJ OTWET, A TRETXQ TEOREMA GLASIT, ˆTO TAKOE OKONˆATELXNOE POLOVENIE SU]ESTWUET (T. E.
BUDET DOSTIGNUTO ZA KONEˆNOE ˆISLO [AGOW) i “TIM ZAWER[AETSQ ANALIZ TOGO, ˆTO MY MOGLI BY NAZWATX

”NA[EJ ABSTRAKTNOJ MA[INOJ”.
tEPERX NAM OSTAETSQ UBEDITXSQ W TOM, ˆTO LIST, POSTUPIW[IJ OT IZGOTOWITELQ, QWLQETSQ NA SAMOM

DELE PRAWILXNOJ MODELX@ ABSTRAKTNOJ MA[INY. dLQ “TOGO NUVNO PROWERITX NUMERACI@ WDOLX OBEIH

OSEJ, A TAKVE PROWERITX, PRAWILXNO LI PROWEDENY WSE PRQMYE LINII. —TO NESKOLXKO ZATRUDNITELXNO, TAK
KAK PREDSTOIT ISSLEDOWATX OB˙EKTY, ˆISLO KOTORYH PROPORCIONALXNO N , GDE N (W NA[EM PRIMERE 500) —
DLINA STORONY KWADRATA, NO WSE VE PREDPOˆTITELXNEE, ˆEM N2, ˆISLO WOZMOVNYH WARIANTOW WYˆISLENIQ.

dRUGAQ MA[INA MOGLA BY RABOTATX NE S OGROMNYM LISTOM KARTONA, A S DWUMQ DEWQTIBITOWYMI RE-
GISTRAMI, W KAVDOM IZ KOTORYH MOVNO ZAPOMNITX DWOIˆNOE ˆISLO OT 0 DO 500. pRI “TOM MY MOGLI

BY ISPOLXZOWATX ODIN REGISTR DLQ ZAPOMINANIQ ZNAˆENIQ x-KOORDINATY, A DRUGOJ — DLQ ZAPOMINANIQ

ZNAˆENIQ y-KOORDINATY, SOOTWETSTWU@]EJ ”TEKU]EMU POLOVENI@ FI[KI”. pEREME]ENIE TOGDA SOOTWET-
STWUET UMENX[ENI@ SODERVIMOGO ODNOGO REGISTRA NA SODERVIMOE DRUGOGO. mY MOGLI BY REALIZOWATX

ARIFMETIKU SAMOSTOQTELXNO, NO, RAZUMEETSQ, LUˆ[E, ESLI MA[INA SMOVET DELATX “TO ZA NAS. eSLI MY

ZAHOTIM POLAGATXSQ NA POLUˆENNYJ OTWET, TO NAM NUVNO UMETX UBEVDATXSQ W TOM, ˆTO MA[INA PRAWILXNO
WYPOLNQET OPERACII SRAWNENIQ I WYˆITANIQ. w UMENX[ENNOM MAS[TABE POWTORQETSQ TA VE ISTORIQ: MY
WYWODIM EDINOVDY I NA WSE SLUˆAI, T.E DLQ L@BOJ PARY n-RAZRQDNYH DWOIˆNYH ˆISEL, URAWNENIQ DLQ
USTROJSTWA DWOIˆNOGO WYˆITANIQ, A ZATEM UDOSTOWERQEMSQ W TOM, ˆTO NA[A FIZIˆESKAQ MA[INA PRAWILXNO
MODELIRUET “TO ABSTRAKTNOE USTROJSTWO. eSLI “TO USTROJSTWO PARALLELXNOGO WYˆITANIQ, TO ˆISLO PROWE-
ROK — PROPORCIONALXNOE ˆISLU “LEMENTOW I IH WZAIMOSWQZEJ — PROPORCIONALXNO ZNAˆENI@ n = log2N . w
POSLEDOWATELXNOJ MA[INE SDELAN E]E ODIN [AG NA PUTI UPRO]ENIQ OBORUDOWANIQ ZA SˆET RASHODA WREMENI.

tEPERX Q POPYTA@SX, HOTX BY DLQ SWOEGO SOBSTWENNOGO PROSWE]ENIQ, ULOWITX OSNOWNOJ SMYSL PRIWE-
DENNOGO PRIMERA.

wMESTO TOGO ˆTOBY RASSMATRIWATX ODINOˆNU@ PROBLEMU WYˆISLENIQ nod(111, 259), MY OBOB]ILI

EE I PODO[LI KAK K ˆASTNOMU SLUˆA@ BOLEE [IROKOGO KLASSA PpoBLeM WYˆISLENIQ nod(X,Y ), sTOIT
OTMETITX, ˆTO MY MOGLI BY OBOB]ITX PROBLEMU WYˆISLENIQ nod(111, 259) PO-RAZNOMU: MOVNO BYLO BY
RASSMATRIWATX “TU ZADAˆU KAK ˆASTNYJ SLUˆAJ INOGO, BOLEE [IROKOGO KLASSA ZADAˆ, NAPRIMER WYˆISLENIQ
nod(111, 259), nok(111, 259), 111×259, 111+259, 111/259, 111−259, 111259, DNQ NEDELI DLQ 111-GO DNQ 259-
GO GODA NA[EJ “RY I T. D. w REZULXTATE MOG BY POQWITXSQ ”PROCESSOR DLQ 111 I 259”, I DLQ TOGO, ˆTOBY ON

WYDAL UPOMQNUTYJ WY[E OTWET, NAM SLEDOWALO BY DATX NA EGO WHOD KOMANDU ”nod, POVALUJSTA”. wMESTO
“TOGO MY PREDLOVILI ”nod-WYˆISLITELX”, KOTOROMU DLQ POLUˆENIQ “TOGO OTWETA POTREBUETSQ ZADATX NA
WHOD PARU ˆISEL ”111, 259” I “TO SOWSEM DRUGAQ MA[INA!

dRUGIMI SLOWAMI, KOGDA TREBUETSQ WYRABOTATX ODIN ILI NESKOLXKO REZULXTATOW, OBYˆNAQ PRAKTIKA
SOSTOIT W TOM, ˆTOBY OBOB]ITX PROBLEMU I RASSMATRIWATX “TI REZULXTATY KAK ˆASTNYE SLUˆAI NEKOEGO

BOLEE [IROKOGO KLASSA. oDNAKO MALO RADOSTI, ESLI OGRANIˆITXSQ UTWERVDENIEM, ˆTO L@BOJ PREDMET

QWLQETSQ ˆASTNYM SLUˆAEM ˆEGO-TO BOLEE OB]EGO. eSLI MY HOTIM SLEDOWATX “TOMU PODHODU, TO NA NAS
WOZLAGA@TSQ DWE OBQZANNOSTI:

1. mY DOLVNY IMETX POLNU@ QSNOSTX OTNOSITELXNO SPOSOBA OBOB]ENIQ, T. E. DOLVNY T]ATELXNO WY-
BRATX I QWNO OPREDELITX BOLEE [IROKIJ KLASS, POSKOLXKU NA[I RASSUVDENIQ DOLVNY PRIMENQTXSQ

KO WSEMU “TOMU KLASSU.
2. mY DOLVNY WYBRATX (”IZOBRESTI”, ESLI WAM UGODNO) TAKOE OBOB]ENIE, KOTOROE OKAVETSQ POLEZNYM
DLQ NA[IH CELEJ.

w NA[EM PRIMERE Q, RAZUMEETSQ, OTDA@ PREDPOˆTENIE ”nod-WYˆISLITEL@”, A NE ”PROCESSORU DLQ 111
I 259”, I SRAWNENIE “TIH DWUH KONSTRUKCIJ DAET NAM NAMEK NA TO, KAKIE HARAKTERISTIKI DELA@T OBOB]E-
NIE ”POLEZNYM DLQ NA[IH CELEJ”. mA[INA, KOTORAQ PO KOMANDE MOVET WYRABATYWATX W KAˆESTWE OTWETA
ZNAˆENIQ WSEH WIDOW ZABAWNYH FUNKCIJ OT 111 I 259, STANOWITSQ WSE BOLEE NEUDOBNOJ DLQ PROWERKI PO
MERE TOGO, KAK RASTET NABOR FUNKCIJ. w “TOM QWNYJ KONTRAST S NA[IM ”nod-WYˆISLITELEM”.

nod-WYˆISLITELX BYL BY STOLX VE PLOH, ESLI BY ON PREDSTAWLQL SOBOJ TABLICU IZ 250 000 ZAPISEJ,
SODERVA]IH ”ZAGOTOWLENNYE” OTWETY. eGO HARAKTERNOE OTLIˆIE W TOM, ˆTO ON MOVET BYTX ZADAN W FORME
KOMPAKTNOGO NABORA ”PRAWIL IGRY”, KOTORYJ, ESLI IGRATX W SOOTWETSTWII S “TIMI PRAWILAMI, OBESPEˆIT
WYDAˆU NUVNOGO OTWETA.

oGROMNYJ WYIGRY[ SOSTOIT W TOM, ˆTO EDINOE RASSUVDENIE PRIMENITELXNO K “TIM PRAWILAM POZWO-
LQET NAM DOKAZYWATX SU]ESTWENNYE UTWERVDENIQ O REZULXTATAH L@BOGO WARIANTA IGRY. —TO DOSTIGAETSQ
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CENOJ TOGO, ˆTO PRI KAVDOM IZ 250 000 KONKRETNYH PRIMENENIJ “TIH PRAWIL MY POLUˆAEM OTWET ”NE
SRAZU”: KAVDYJ RAZ IGRA DOLVNA BYTX SYGRANA W SOOTWETSTWII S PRAWILAMI!

tOT FAKT, ˆTO MY W SOSTOQNII DATX STOLX KOMPAKTNU@ FORMULIROWKU PRAWIL IGRY, KOGDA EDINOE
RASSUVDENIE POZWOLQET NAM WYWODITX ZAKL@ˆENIQ O L@BYH WARIANTAH IGRY, NEPOSREDSTWENNO SWQZAN S
SISTEMATIZIROWANNYM RASPOLOVENIEM 250 000 UZLOWYH TOˆEK. mY OKAZALISX BY BESPOMO]NYMI, ESLI BY
LIST KARTONA SODERVAL BESPORQDOˆNYJ SLUˆAJNYJ RAZBROS TOˆEK, ISKL@ˆA@]IJ KAKU@-LIBO SISTEMATI-
ZACI@. w NA[EM SLUˆAE MY MOGLI BY RAZDELITX SWO@ FI[KU NA DWE POLOWINKI I DWIGATX ODNU POLOWINKU

WNIZ, POKA ONA NE LQVET NA GORIZONTALXNU@ OSX, A DRUGU@ POLOWINKU WLEWO, POKA ONA NE LQVET NA WER-
TIKALXNU@ OSX. wMESTO TOGO ˆTOBY WOSPROIZWODITX S ODNOJ FI[KOJ 250 000 WOZMOVNYH POLOVENIJ, MY
MOGLI DOBITXSQ TOGO VE S DWUMQ FI[KAMI, DLQ KAVDOJ IZ KOTORYH NUVNO TOLXKO 500 WOZMOVNYH PO-
LOVENIJ, T. E. WSEGO 1000 POLOVENIJ W OB]EJ SLOVNOSTI. mY BY DOSTIGLI TOGO VE UROWNQ W 250 000
POZICIJ, ISPOLXZUQ TO OBSTOQTELXSTWO, ˆTO L@BOE IZ 500 POLOVENIJ ODNOJ POLOWINKI FI[KI MOVET KOM-
BINIROWATXSQ S L@BYM IZ 500 POLOVENIJ DRUGOJ POLOWINKI: ˆISLO POLOVENIJ NERAZDELENNOJ FI[KI RAWNO
PROIZWEDENI@ ˆISLA POLOVENIJ ODNOJ POLOWINKI NA ˆISLO POLOVENIJ DRUGOJ. nA PRINQTOM VARGONE MY

GOWORIM, ˆTO ”OB]EE PROSTRANSTWO SOSTOQNIJ RASSMATRIWAETSQ KAK DEKARTOWO PROIZWEDENIE PROSTRANSTW
SOSTOQNIJ PEREMENNYH x I y”.

wOZMOVNOSTX ZAMENY ODNOJ FI[KI S DWUMERNOJ SWOBODOJ WYBORA POLOVENIQ NA DWE POLOWINKI S

ODNOMERNOJ SWOBODOJ ISPOLXZUETSQ W PREDLOVENNOJ WY[E DWUHREGISTROWOJ MA[INE. s TOˆKI ZRENIQ TEH-
NIˆESKOJ REALIZACII “TO PREDSTAWLQETSQ WESXMA ZAMANˆIWYM: TREBUETSQ TOLXKO POSTROITX REGISTRY,
SPOSOBNYE RAZLIˆATX 500 RAZNYH SLUˆAEW (”ZNAˆENIJ”), A ZA SˆET PROSTOGO OB˙EDINENIQ “TIH DWUH REGI-
STROW OB]EE ˆISLO RAZNYH SLUˆAEW WOZWODITSQ W KWADRAT! —TO PEREMNOVITELXNOE PRAWILO POZWOLQET NAM
RAZLIˆATX GROMADNOE ˆISLO WOZMOVNYH OB]IH SOSTOQNIJ S POMO]X@ OGRANIˆENNOGO ˆISLA KOMPONENTOW, U
KAVDOGO IZ KOTORYH TOLXKO OGRANIˆENNOE ˆISLO WOZMOVNYH SOSTOQNIJ. pO MERE DOBAWLENIQ TAKIH KOMPO-
NENTOW RAZMER PROSTRANSTWA SOSTOQNIJ WOZRASTAET “KSPONENCIALXNO, NO NAM SLEDUET IMETX W WIDU, ˆTO “TO
DOPUSTIMO TOLXKO PRI USLOWII, ˆTO OBOSNOWANIE NA[EGO NOWOWWEDENIQ OSTAETSQ WESXMA KOMPAKTNYM; ESLI
TAKOE OBOSNOWANIE TOVE WOZRASTAET “KSPONENCIALXNO, TO WOOB]E NET NIKAKOGO SMYSLA SOZDAWATX TAKU@
MA[INU.

zAMEˆANIE. uBEDITELXNU@ ILL@STRACI@ K SKAZANNOMU WY[E MOVNO NAJTI W IZOBRETENII, WOZRAST
KOTOROGO UVE PREWYSIL DESQTX WEKOW: W DESQTIˆNOJ SISTEME SˆISLENIQ! oNA OBLADAET TEM POISTINE PLE-
NITELXNYM SWOJSTWOM, ˆTO ˆISLO NEOBHODIMYH CIFR WOZRASTAET WSEGO LI[X PROPORCIONALXNO LOGARIFMU
MAKSIMALXNOGO IZ ˆISEL, KOTORYE DOLVNY BYTX PREDSTAWLENY. dWOIˆNAQ SISTEMA SˆISLENIQ — “TO TO,
ˆTO POLUˆAETSQ, KOGDA WY ZABYWAETE, ˆTO NA KAVDOJ RUKE IMEETSQ PO PQTI PALXCEW. (kONEC ZAMEˆANIQ.)

wY[E MY ZANIMALISX ODNIM ASPEKTOM MNOVESTWENNOSTI, A IMENNO BOLX[IM ˆISLOM POZICIJ FI[KI

(= WOZMOVNYH SOSTOQNIJ). iMEETSQ E]E ODNA ANALOGIˆNAQ MNOVESTWENNOSTX, A IMENNO BOLX[OE ˆISLO
RAZLIˆNYH IGR (= WYˆISLENIJ), KOTORYE MOGUT SOSTOQTXSQ W SOOTWETSTWII S NA[IMI PRAWILALAMI IGRY:
PO ODNOJ IGRE DLQ KAVDOGO NAˆALXNOGO POLOVENIQ, ESLI GOWORITX TOˆNEE. nA[I PRAWILA IGRY QWLQ@TSQ

OˆENX OB]IMI W TOM SMYSLE, ˆTO ONI PRIMENIMY K L@BOMU NAˆALXNOMU POLOVENI@. nO MY NASTAIWAEM NA
KOMPAKTNOSTI OBOSNOWANIQ PRAWIL IGRY, A “TO OZNAˆAET, ˆTO I SAMI PRAWILA DOLVNY BYTX KOMPAKTNYMI.
w NA[EM PRIMERE “TO DOSTIGALOSX SLEDU@]IM PRIEMOM: WMESTO PEREˆISLENIQ ”SDELAJ “TO, SDELAJ TO”
MY ZADALI PRAWILA IGRY W WIDE PRAWIL DLQ WYPOLNENIQ ”[AGA” W SOˆETANII S KRITERIEM TOGO, DOLVEN
LI ”[AG” BYTX WYPOLNEN W SLEDU@]IJ RAZ. (nA SAMOM DELE [AG DOLVEN POWTORQTXSQ, POKA NE BUDET
DOSTIGNUTO SOSTOQNIE, W KOTOROM ON STANOWITSQ NEOPREDELENNYM.) iNAˆE GOWORQ, DAVE WS@ IGRU OT NAˆALA

DO KONCA MOVNO PROIZWESTI S POMO]X@ POWTORQEMYH PRIMENENIJ ODNOGO I TOGO VE ”PODPRAWILA”.
—TO OˆENX PRODUKTIWNYJ PRIEM. oDIN ALGORITM ZAKL@ˆAET W SEBE PROEKT OPREDELENNOGO KLASSA

WYˆISLENIJ, KOTORYE MOGUT WYPOLNQTXSQ POD EGO UPRAWLENIEM; BLAGODARQ USLOWNOMU POWTORENI@ ”[AGA”,
WYˆISLENIQ IZ TAKOGO KLASSA MOGUT IMETX RAZLIˆNYE PROTQVENNOSTI. —TIM OB˙QSNQETSQ, KAK KOROTKIJ
ALGORITM MOVET ZANIMATX MA[INU W TEˆENIE DLITELXNOGO WREMENI. s DRUGOJ STORONY, W “TOM MOVNO

USMOTRETX NAˆALXNYJ NAMEK NA TO, ZAˆEM NAM MOGUT PONADOBITXSQ OSOBENNO BYSTRYE MA[INY.
mENQ ZAWORAVIWAET MYSLX, ˆTO “TA GLAWA MOGLA PISATXSQ E]E W WREMENA, KOGDA eWKLID MOG SMOTRETX

NA NEE IZ-ZA MOEGO PLEˆA.
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1 rOLX QZYKOW PROGRAMMIROWANIQ

w GLAWE ”aBSTRAKCIQ ISPOLNENIQ” Q DAL NEFORMALXNYE OPISANIQ RAZLIˆNYH ”MA[IN”, PREDNAZNAˆEN-
NYH DLQ WYˆISLENIQ NAIBOLX[EGO OB]EGO DELITELQ DWUH POLOVITELXNYH (I NE SLI[KOM BOLX[IH) ˆISEL.
oDNO OPISANIE BYLO WYRAVENO S POMO]X@ FI[KI, PEREDWIGAEMOJ PO LISTU KARTONA, DRUGOE — S POMO-
]X@ DWUH POLOWINOK FI[KI, KAVDAQ IZ KOTORYH DWIGALASX WDOLX SWOEJ OSI, A POSLEDNEE — S POMO]X@

DWUH REGISTROW, KAVDYJ IZ KOTORYH MOG SODERVATX CELOE ˆISLO (NE PREWY[A@]EE NEKOTOROJ GRANICY).
fIZIˆESKI “TI TRI ”MA[INY” WESXMA RAZLIˆNY, ODNAKO MATEMATIˆESKI ONI OˆENX SHODNY: OSNOWNAQ ˆASTX
DOKAZATELXSTWA IH SPOSOBNOSTI WYˆISLQTX NAIBOLX[IJ OB]IJ DELITELX SOWPADAET DLQ WSEH TREH MA[IN.
—TO OB˙QSNQETSQ TEM, ˆTO ONI PREDSTAWLQ@T WSEGO LI[X RAZLIˆNYE WOPLO]ENIQ ODNOGO I TOGO VE NABO-
RA ”PRAWIL IGRY”, I “TO IMENNO TOT NABOR PRAWIL, KOTORYJ STAWLQET SU]NOSTX REALXNOGO IZOBRETENIQ,
IZWESTNOGO KAK ”ALGORITM eWKLIDA”.

w PREDYDU]EJ GLAWE ALGORITM eWKLIDA OPISYWALSQ SLOWESNO, NE SOWSEM FORMALXNYM OBRAZOM. oDNAKO
MY OTMETILI, ˆTO ˆISLO SOOTWETSTWU@]IH EMU WOZMOVNYH WYˆISLENIJ STOLX WELIKO, ˆTO NUVNO DOKAZATX
EGO KORREKTNOSTX. kOLX SKORO ALGORITM DAN TOLXKO NE FORMALXNO, ON NE QWLQETSQ WPOLNE PODHODQ]IM
OB˙EKTOM DLQ FORMALXNOGO RASSMOTRENIQ. dLQ DALXNEJ[EGO NAM POTREBUETSQ OPISANIE “TOGO ALGORITMA

W NEKOTOROJ UDOBNOJ FORMALXNOJ ZAPISI.
tAKAQ FORMALXNAQ ZAPISX MOVET OBLADATX MNOGOˆISLENNYMI PREIMU]ESTWAMI. l@BOJ SPOSOB ZAPISI

PODRAZUMEWAET, ˆTO WSQKIJ OPISYWAEMYJ S EGO POMO]X@ PREDMET ZADAETSQ KAK KONKRETNYJ PREDSTAWITELX

(ˆASTO BESKONEˆNOGO) KLASSA OB˙EKTOW, KOTORYE MOGUT BYTX OPISANY “TIM SPOSOBOM. Ha[ SPSOB OPISANIQ

DOLVEN, RAZUMEETSQ, OBESPEˆIWATX IZQ]NOE I TOˆNOE OPISANIE ALGORITMA eWKLIDA, NO KOGDA MY “TOGO DO-
STIGNEM, ALGORITM eWKLIDA OKAVETSQ W DEJSTWITELXNOSTI ZADANNYM, KAK PREDSTAWITELX OGROMNOGO KLASSA
WSEH WIDOW ALGORITMOW. i W OPISANIQH NEKOTORYH IZ “TIH DRUGIH ALGORITMOW MY SMOVEM NAJTI BOLEE IN-
TERESNYE PRIMENENIQ NA[EGO SPOSOBA ZAPISI. w SLUˆAE ALGORITMA eWKLIDA ESTX OSNOWANIQ UTWERVDATX,
ˆTO ON NASTOLXKO PROST, ˆTO MOVNO OBOJTISX EGO NEFORMALXNYM OPISANIEM. sILA FORMALXNOJ ZAPISI

DOLVNA PROQWITXSQ W TAKIH DOSTIVENIQH, KOTORYH BEZ NEE MY NIKOGDA NE SMOGLI BY DOBITXSQ!
wTOROE PREIMU]ESTWO FORMALXNOGO SPOSOBA ZAPISI SOSTOIT W TOM, ˆTO ON DAET NAM WOZMOVNOSTX

IZUˆATX ALGORITMY KAK MATEMATIˆESKIE OB˙EKTY; PRI “TOM FORMALXNOE OPISANIE ALGORITMA SLUVIT

OSNOWOJ, POZWOLQ@]EJ NAM INTELLEKTUALXNO OHWATITX “TOT ALGORITM. bLAGODARQ “TOMU MY SUMEEM DOKA-
ZYWATX TEOREMY O KLASSAH ALGORITMOW, NAPRIMER POLXZUQSX TEM, ˆTO IH OPISANIQ OBLADA@T NEKOTORYM
OB]IM STRUKTURNYM SWOJSTWOM.

nAKONEC, TAKOJ SPOSOB ZAPISI POZWOLIT NAM OPISYWATX ALGORITMY NASTOLXKO TOˆNO, ˆTO ESLI BUDET
ZADAN OPISANNYJ TAK ALGORITM I ZADANY ZNAˆENIQ ARGUMENTOW (WHOD), TO NE BUDET NIKAKIH SOMNENIJ

OTNOSITELXNO TOGO, KAKIMI DOLVNY BYTX SOOTWETSTWU@]IE OTWETY (WYHOD). pRI “TOM MOVNO SˆITATX,
ˆTO WYˆISLENIE WYPOLNQETSQ AWTOMATOM, KOTORYJ, POLUˆIW (FORMALXNO OPISANNYJ) ALGORITM I ARGUMEN-
TY, POROVDAET OTWETY BEZ DALXNEJ[EGO WME[ATELXSTWA ˆELOWEKA. tAKIE AWTOMATY, SPOSOBNYE OBESPE-
ˆIWATX WZAIMNOE WOZDEJSTWIE ALGORITMA I ARGUMENTA, I W SAMOM DELE BYLI POSTROENY. oNI NAZYWA@T-
SQ ”AWTOMATIˆESKIMI WYˆISLITELQMI”. aLGORITMY, PREDNAZNAˆENNYE DLQ AWTOMATIˆESKOGO WYPOLNENIQ
TAKIMI WYˆISLITELQMI, NAZYWA@TSQ ”PROGRAMMAMI”, I S KONCA PQTIDESQTYH GODOW FORMALXNYE SPOSO-
BY, ISPOLXZUEMYE DLQ ZAPISI PROGRAMM, NAZYWA@TSQ ”QZYKAMI PROGRAMMIROWANIQ”. (wWEDENIE TERMINA
”QZYK” PRIMENITELXNO K SPOSOBAM ZAPISI PROGRAMM WYZYWAET SME[ANNYE ˆUWSTWA. s ODNOJ STORONY,
ONO OKAZALOSX WESXMA POLEZNYM, POSKOLXKU SU]ESTWU@]AQ TEORIQ LINGWISTIKI OBESPEˆILA ESTESTWENNU@
OSNOWU I USTOQW[U@SQ TERMINOLOGI@ (”GRAMMATIKA”, ”SINTAKSIS”, ”SEMANTIKA” I T. D.) DLQ RASSMOTRE-
NIJ PRIMENITELXNO K “TOJ NOWOJ TEMATIKE. s DRUGOJ STORONY, NEOBHODIMO OTMETITX, ˆTO ANALOGIQ S
(NYNE IMENUEMYMI TAK) ”ESTESTWENNYMI QZYKAMI” ˆASTO OKAZYWALASX DEZORIENTIRU@]EJ, TAK KAK DLQ
ESTESTWENNYH QZYKOW, NEFORMALXNYH PO SU]ESTWU, ISTOˆNIKOM KAK IH SLABOSTI, TAK I IH SILY QWLQETSQ

PRISU]AQ IM NEOPREDELENNOSTX I NETOˆNOSTX).
w ISTORIˆESKOM PLANE “TOT POSLEDNIJ ASPEKT, T. E. WOZMOVNOSTX ISPOLXZOWANIQ QZYKOW PROGRAM-

MIROWANIQ W KAˆESTWE SREDSTWA OB]ENIQ S SU]ESTWU@]IMI AWTOMATIˆESKIMI WYˆISLITELQMI, W TEˆENIE
DOLGOGO WREMENI RASSMATRIWALSQ KAK IH NAIBOLEE WAVNOE SWOJSTWO. —FFEKTIWNOSTX, S KOTOROJ SU]ESTWU-
@]IE AWTOMATIˆESKIE WYˆISLITELI MOGLI BY WYPOLNQTX PROGRAMMY, ZAPISANNYE NA KONKRETNOM QZYKE,
STANOWILASX GLAWNYM KRITERIEM KAˆESTWA “TOGO QZYKA. kAK OGORˆITELXNOE SLEDSTWIE MY NEREDKO OBNA-
RUVIWAEM, ˆTO ANOMALII SU]ESTWU@]IH WYˆISLITELXNYH MA[IN STARATELXNO WOSPROIZWODQTSQ W QZYKAH
PROGRAMMIROWANIQ, PRIˆEM “TO PROISHODIT W U]ERB INTELLEKTUALXNOJ UPRAWLQEMOSTI PROGRAMM, WYRA-
VAEMYH NA TAKOM QZYKE (KAK BUDTO PROGRAMMIROWANIE I BEZ “TIH ANOMALIJ NE BYLO UVE DOSTATOˆNO

TRUDNYM!). w RAMKAH NA[EGO PODHODA MY POSTARAEMSQ WOSSTANOWITX RAWNOWESIE I PO“TOMU BUDEM OTNO-
SITXSQ K WOZMOVNOSTI FAKTIˆESKOGO WYPOLNENIQ NA[IH ALGORITMOW WYˆISLITELXNOJ MA[INOJ TOLXKO KAK

K SˆASTLIWOJ SLUˆAJNOSTI, KOTORAQ NE DOLVNA ZANIMATX CENTRALXNOGO MESTA W NA[IH RASSMOTRENIQH. (w
ODNOM NEDAWNO OPUBLIKOWANNOM UˆEBNOM TEKSTE PO PROGRAMMIROWANI@ NA PL/1 MOVNO NAJTI NASTOJˆIWYJ
SOWET IZBEGATX OBRA]ENIJ K PROCEDURAM, NASKOLXKO “TO WOZMOVNO, ”POTOMU ˆTO ONI DELA@T PROGRAMMU
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STOLX NE“FFEKTIWNOJ”. w SWETE TOGO, ˆTO PROCEDURY W QZYKE PL/1 QWLQ@TSQ ODNIM IZ OSNOWNYH SREDSTW

oPISANIQ STRUKTURY, “TOT SOWET WYGLQDIT UVASNO, NASTOLXKO UVASNO, ˆTO WRQD LI MOVNO NAZYWATX

UPOMQNUTYJ TEKST ”UˆEBNYM”. eSLI WY UBEVDENY W POLEZNOSTI PONQTIQ PROCEDURY I SOPRIKASAETESX S

PRILOVENIQMI, GDE DOPOLNITELXNYE ZATRATY NA APPARAT PROCEDUR OBHODQTSQ SLI[KOM DOROGO, TO PORI-
CAJTE “TI NEPODHODQ]IE PRILOVENIQ, A NE WOZWODITE IH NA UROWENX STANDARTOW. rAWNOWESIE I W SAMOM

DELE NADLEVIT WOSSTANOWITX!)
q RASSMATRIWA@ QZYK PROGRAMMIROWANIQ PREIMU]ESTWENNO KAK SREDSTWO DLQ OPISANIQ (POTENCIALX-

NO WESXMA SLOVNYH) ABSTRAKTNYH KONSTRUKCIJ. kAK POKAZANO W GLAWE ”aBSTRAKCIQ ISPOLNENIQ”, PER-
WEJ[IM DOSTOINSTWOM ALGORITMA QWLQETSQ POTENCIALXNAQ KOMPAKTNOSTX RASSUVDENIJ, NA KOTORYH MOVET
OSNOWYWATXSQ NA[E PRONIKNOWENIE W EGO SU]NOSTX. kAK TOLXKO “TA KOMPAKTNOSTX POTERQNA, ALGORITM W

ZNAˆITELXNOJ MERE TERQET ”PRAWO NA SU]ESTWOWANIE”, I PO“TOMU MY BUDEM STREMITXSQ K SOHRANENI@ TAKOJ

KOMPAKTNOSTI. sOOTWETSTWENNO I NA[ WYBOR QZYKA PROGRAMMIROWANIQ BUDET PODˆINEN TOJ VE CELI.
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2. sostoqniq i ih harakteristika

w TEˆENIE MNOGIH STOLETIJ ˆELOWEK OPERIRUET NATURALXNYMI ˆISLAMI. mNE PREDSTAWLQETSQ, ˆTO W
DOISTORIˆESKIE WREMENA, KOGDA PERED NA[IMI PREDKAMI WPERWYE ZABREZVILO PONQTIE ˆISLA, ONI IZOBRETA-
LI INDIWIDUALXNYE IMENA DLQ KAVDOGO ˆISLA, NA KOTOROE U NIH OBNARUVIWALASX POTREBNOSTX SOSLATXSQ.
iM PRIHODILOSX IMETX IMENA DLQ ˆISEL TOˆNO TAK VE, KAK MY IMEEM IMENA ”ODIN, DWA, TRI, ˆETYRE I TAK
DALEE”.

—TO POISTINE ”IMENA” W TOM SMYSLE, ˆTO PRI ISSLEDOWANII POSLEDOWATELXNOSTI ”ODIN, DWA, TRI”
NIKAKOE PRAWILO NE POMOVET NAM UMOZAKL@ˆITX, ˆTO SLEDU@]IM IMENEM BUDET ”̂ ETYRE”. wY, KONEˆNO VE,
DOLVNY “TO ZNATX. (w TOM WOZRASTE, KOGDA Q WPOLNE UDOWLETWORITELXNO UMEL SˆITATX — PO-GOLLANDSKI,—
MNE PRI[LOSX UˆITXSQ SˆETU PO-ANGLIJSKI I WO WREMQ “KZAMENA SAMOE IZO]RENNOE ZNANIE SLOW ”SEMX” I
”DEWQTX”NE SMOGLO POMOˆX MNE USTANOWITX, KAK PISATX SLOWO ”WOSEMX”, NE GOWORQ UV O TOM, KAK PROIZNOSITX
EGO.)

oˆEWIDNO, ˆTO TAKOE NESISTEMATIZIROWANNOE RAZNOOBRAZIE POZWOLQET NAM WYDELQTX INDIWIDUALX-
NO TOLXKO WESXMA OGRANIˆENNOE KOLIˆESTWO RAZLIˆNYH ˆISEL. ˜TOBY IZBEVATX PODOBNOGO OGRANIˆENIQ,
KAVDYJ QZYK W CIWILIZOWANNOM MIRE WWODIT (BOLEE ILI MENEE) SISTEMATIZIROWANNOE IMENOWANIE NATU-
RALXNYH ˆISEL, I OBUˆENIE SˆETU W ZNAˆITELXNOJ STEPENI SWODITSQ K OBNARUVENI@ SISTEMY, LEVA]EJ W
OSNOWE “TOGO IMENOWANIQ. kOGDA REBENOK UˆITSQ SˆITATX DO TYSQˆI, EMU NE PRIHODITSQ ZAUˆIWATX NAIZ-
USTX “TU TYSQˆU IMEN (W IH TOˆNOM PORQDKE!); ON RUKOWODSTWUETSQ OPREDELENNYMI PRAWILAMI: NASTUPAET
MOMENT, KOGDA REBENOK UZNAET, KAK PEREHODITX OT L@BOGO ˆISLA K SLEDU@]EMU, NAPRIMER OT ”̂ ETYRESTA

DWADCATX DEWQTX” K ”̂ ETYRESTA TRIDCATX”.
lEGKOSTX OBRA]ENIQ S ˆISLAMI SILXNO ZAWISIT OT WYBRANNOJ NAMI DLQ NIH SISTEMATIZACII. gORAZDO

TRUDNEE USTANOWITX, ˆTO

D@VINA D@VIN = GROSS

ODINNADCATX PL@S DWENADCATX = DWADCATX TRI

XLV II + IV = LI

ˆEM USTANOWITX, ˆTO
12× 12 = 144
11 + 12 = 23
47 + 4 = 51

TAK KAK POSLEDNIE TRI OTWETA MOVNO POLUˆITX, PRIMENIW PROSTOJ NABOR PRAWIL, KOTORYMI MOVET RUKO-
WODSTWOWATXSQ L@BOJ WOSXMILETNIJ REBENOK.

pRI MEHANIˆESKIH MANIPULQCIQH NAD ˆISLAMI PREIMU]ESTWA DESQTIˆNOJ SISTEMY SˆISLENIQ PROQW-
LQ@TSQ GORAZDO BOLEE OTˆETLIWO. uVE W TEˆENIE STOLETIJ MY RASPOLAGAEM MEHANIˆESKIMI SUMMATORA-
MI, POKAZYWA@]IMI OTWET W OKO[KE, POZADI KOTOROGO IMEETSQ NESKOLXKO KOLES S DESQTX@ RAZLIˆNYMI

PoLoVeNIQMI, PRIˆEM KAVDOE KOLESO W L@BOM SWOEM POLOVENII POKAZYWAET ODNU DESQTIˆNU@ CIFRU. (tE-
PERX UVE UVE NE QWLQETSQ PROBLEMOJ POKAZATX ”00000019”, PRIBAWITX 4 I ZATEM POKAZATX ”00000023”; BYLO
BY PROBLEMOJ — PO KRAJNEJ MERE ESLI POLXZOWATXSQ ˆISTO MEHANIˆESKIMI SREDSTWAMI — POKAZATX WMESTO

“TOGO ”DEWQTNADCATX” I ”DWADCATX TRI”.)
sU]ESTWENNOE SWOJSTWO TAKOGO KOLESA SOSTOIT W TOM, ˆTO ONO OBLADAET DESQTX@ RAZLIˆNYMI USTOJ-

ˆIWYMI POLOVENIQMI. tERMINOLOGIˆESKI “TO WYRAVAETSQ RAZNYMI SPOSOBAMI. nAPRIMER, KOLESO NAZY-
WAETSQ ”PEREMENNOJ S DESQTX@ ZNAˆENIQMI”, I ESLI MY HOTIM BOLX[EJ TOˆNOSTI, TO DAVE PEREˆISLQEM
“TI ZNAˆENIQ: OT 0 DO 9. zDESX KAVDOE ”POLOVENIE” KOLESA OTOVDESTWLQETSQ SO ”ZNAˆENIEM” PEREMENNOJ.
kOLESO NAZYWAETSQ ”PEREMENNOJ”, POTOMU ˆTO, HOTQ EGO POLOVENIQ I USTOJˆIWY, KOLESO MOVET POWER-
NUTXSQ W DRUGOE POLOVENIE: ”ZNAˆENIE” MOVET IZMENITXSQ. (q WYNUVDEN OTMETITX, ˆTO “TOT TERMIN

NEUDAˆEN PO KRAJNEJ MERE W DWUH OTNO[ENIQH. wO-PERWYH, TAKOE KOLESO, KOTOROE (POˆTI) WSEGDA NAHO-
DITSQ W ODNOM IZ SWOIH DESQTI POLOVENIJ I, SLEDOWATELXNO, (POˆTI) WSEGDA PREDSTAWLQET NEKOE ZNAˆENIE,
QWLQETSQ PONQTIEM, WESXMA OTLIˆNYM OT TOGO, ˆTO MATEMATIKI NAZYWA@T ”PEREMENNOJ”, POSKOLXKU, KAK
PRAWILO, MATEMATIˆESKAQ PEREMENNAQ WOOB]E NE PREDSTAWLQET KAKOGO-LIBO KONKRETNOGO ZNAˆENIQ. eSLI

MY GOWORIM, ˆTO DLQ L@BOGO CELOGO ˆISLA n UTWERVDENIE n2 ≥ 0 ISTINNO, TO ZDESX n QWLQETSQ PEREMEN-
NOJ SOWSEM DRUGOGO RODA. wO-WTORYH, W NA[EM KONTEKSTE MY ISPOLXZUEM TERMIN ”PEREMENNAQ” DLQ TOGO,
ˆTO SU]ESTWUET WO WREMENI I ˆXE ZNAˆENIE, ESLI EGO NE TROGATX, OSTAETSQ POSTOQNNYM! tERMIN ”IZME-
NQEMAQ KONSTANTA” PODO[EL BY LUˆ[E, NO MY NE STANEM WWODITX EGO, A BUDEM PRIDERVIWATXSQ PROˆNO

USTANOWIW[EJSQ TRADICII.)
dRUGOJ SPOSOB TERMINOLOGIˆESKI OTRAZITX SU]NOSTX TAKOGO KOLESA, KOTOROE (POˆTI) WSEGDA NAHO-

DITSQ W ODNOM IZ DESQTI RAZLIˆNYH POLOVENIJ ILI ”SOSTOQNIJ”, SOSTOIT W TOM, ˆTOBY POSTAWITX “TOMU

KOLESU W SOOTWETSTWIE ”PROSTRANSTWO SOSTOQNIJ IZ DESQTI TOˆEK”. zDESX KAVDOE SOSTOQNIE (POLOVENIE)
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SWQZYWAETSQ S ”TOˆKOJ”, A SOBRANIE “TIH TOˆEK NAZYWAETSQ — W SOOTWETSTWII S MATEMATIˆESKOJ TRADICIEJ

— PROSTRANSTWOM ILI, ESLI MY HOTIM BOLX[EJ TOˆNOSTI, ”PROSTRANSTWOM SOSTOQNIJ”. wMESTO TOGO ˆTOBY
GOWORITX, ˆTO PEREMENNAQ OBLADAET (POˆTI) WSEGDA ODNIM IZ SWOIH WOZMOVNYH ZNAˆENIJ, MY MOVEM TEPERX
WYRAZITX TO VE, SKAZAW, ˆTO SISTEMA, SOSTOQ]AQ IZ EDINSTWENNOJ PEREMENNOJ, NAHODITSQ (POˆTI) WSEGDA
W ODNOJ IZ TOˆEK SWOEGO PROSTRANSTWA SOSTOQNIJ. pROSTRANSTWO SOSTOQNIJ OPISYWAET STEPENX SWOBODY

SISTEMY; BOLX[E EJ NEKUDA PEREHODITX.

oTWLEˆEMSQ TEPERX OT OTDELXNO WZQTOGO KOLESA I SOSREDOTOˆIM NA[E WNIMANIE NA REGISTRE S WOSEMX@

TAKIMI KOLESAMI W STROKE. pOSKOLXKU KAVDOE IZ “TIH KOLES NAHODITSQ W ODNOM IZ DESQTI RAZLIˆNYH

SOSTOQNIJ, “TOT REGISTR, RASSMOTRENNYJ KAK CELOE, NAHODITSQ W ODNOM IZ 100 000 000 WOZMOVNYH RAZLIˆ-
NYH SOSTOQNIJ, KAVDOE IZ KOTORYH ESTESTWENNO IDENTIFICIRUETSQ ˆISLOM (A TOˆNEE, STROKOJ IZ WOSXMI
CIFR), POKAZYWAEMYM W OKO[KE.

eSLI ZADANY SOSTOQNIQ WSEH KOLES, TO SOSTOQNIE REGISTRA W CELOM ODNOZNAˆNO OPREDELENO; I OBRATNO,
PO L@BOMU SOSTOQNI@ REGISTRA W CELOM ODNOZNAˆNO OPREDELQETSQ SOSTOQNIE KAVDOGO OTDELXNOGO KOLE-
SA. w “TOM SLUˆAE MY GOWORIM (W PREDYDU]EJ GLAWE NAMI UVE ISPOLXZOWAN “TOT TERMIN), ˆTO POLUˆAEM
(ILI STROIM) PROSTRANSTWO SOSTOQNIJ REGISTRA W CELOM, FORMIRUQ ”DEKARTOWO PROIZWEDENIE” PROSTRANSTW
SOSTOQNIJ WOSXMI OTDELXNYH KOLES. oB]EE ˆISLO TOˆEK W “TOM PROSTRANSTWE SOSTOQNIJ QWLQETSQ PROIZ-
WEDENIEM ˆISEL TOˆEK W TEH PROSTRANSTWAH SOSTOQNIJ, IZ KOTORYH ONO POSTROENO (IMENNO PO“TOMU ONO
NAZYWAETSQ DEKARTOWYM PROIZWEDENIEM).

w ZAWISIMOSTI OT TOGO, ˆTO NAS INTERESUET W “TOM PREDMETE, MY LIBO RASSMATRIWAEM TAKOJ REGISTR

KAK EDINU@ PEREMENNU@ S 108 RAZLIˆNYMI WOZMOVNYMI ZNAˆENIQMI, LIBO KAK SOSTAWNU@ PEREMENNU@,
SOSTAWLENNU@ IZ WOSXMI RAZLIˆNYH PEREMENNYH, NAZYWAEMYH ”KOLESAMI”, S DESQTX@ ZNAˆENIQMI. eSLI

MY INTERESUEMSQ TOLXKO POKAZYWAEMYMI ZNAˆENIQMI, TO BUDEM, PO-WIDIMOMU, RASSMATRIWATX REGISTR KAK
NEDELIMOE PONQTIE, TOGDA KAK INVENER-“KSPLUATACIONNIK, KOTOROMU NUVNO ZAMENITX KOLESO SO SLOMANNYM
ZUBCOM, BUDET, KONEˆNO RASSMATRIWATX REGISTR KAK SOSTAWNOJ OB˙EKT.

mY NABL@DALI DRUGOJ PRIMER POSTROENIQ PROSTRANSTWA SOSTOQNIJ KAK DEKARTOWA PROIZWEDENIQ BO-
LEE MELKIH PROSTRANSTW SOSTOQNIJ, KOGDA OBSUVDALI ALGORITM eWKLIDA I OBNARUVILI, ˆTO POLOVENIE
FI[KI GDE-TO NA LISTE MOVNO POLNOSTX@ IDENTIFICIROWATX S POMO]X@ DWUH POLUFI[EK, KAVDAQ IZ KO-
TORYH NAHODITSQ GDE-TO NA SWOEJ OSI, T. E. S POMO]X@ KOMBINACII (A TOˆNEE, UPORQDOˆENNOJ PARY) DWUH
PEREMENYH ”x” I ”y”. (iDEQ IDENTIFIKACII POLOVENIQ TOˆKI NA PLOSKOSTI ZNAˆENIQMI EE KOORDINAT x I
y IDET OT dEKARTA, KOTORYJ RAZRABOTAL ANALITIˆESKU@ GEOMETRI@ I W ˆESTX KOTOROGO NAZWANO DEKARTOWO

PROIZWEDENIE.) fI[KA NA LISTE BYLA WWEDENA DLQ DEMONSTRACII TOGO FAKTA, ˆTO RAZWIWA@]IJSQ WYˆIS-
LITELXNYJ PROCESS — TAKOJ, KAK WYPOLNENIE ALGORITMA eWKLIDA,— MOVNO RASSMATRIWATX KAK SISTEMU,
DWIVU]U@SQ PO SWOEMU PROSTRANSTWU SOSTOQNIJ. w SOOTWETSTWII S “TOJ METAFOROJ NAˆALXNOE SOSTOQNIE

IMENUETSQ TAKVE ”ISHODNOJ TOˆKOJ”.

w “TOJ KNIGE MY BUDEM PREIMU]ESTWENNO — A MOVET BYTX, DAVE ISKL@ˆITELXNO — ZANIMATXSQ SI-
STEMAMI, PROSTRANSTWA SOSTOQNIJ KOTORYH BUDUT W KONEˆNOM ITOGE RASSMATRIWATXSQ KAK NEKIE DEKARTOWY
PROIZWEDENIQ. rAZUMEETSQ, NE SLEDUET USMATRIWATX W “TOM MOE MNENIE, BUDTO BY PROSTRANSTWA SOSTO-
QNIJ, POSTROENNYE S POMO]X@ DEKARTOWYH PROIZWEDENIJ, QWLQ@TSQ OB]IM I OKONˆATELXNYM RE[ENIEM

WSEH NA[IH PROBLEM; Q OTLIˆNO ZNA@, ˆTO “TO NE TAK. iZ DALXNEJ[EGO STANET OˆEWIDNYM, POˆEMU ONI
ZASLUVIWA@T STOLX BOLX[OGO NA[EGO WNIMANIQ I W TO VE WREMQ POˆEMU “TO PONQTIE IGRAET STOLX GLAWEN-
STWU@]U@ ROLX WO MNOGIH QZYKAH PROGRAMMIROWANIQ.

pREVDE ˆEM PRODOLVITX RASSUVDENIQ, OTMEˆU ODNU PROBLEMU, S KOTOROJ NAM PRIDETSQ STOLKNUTXSQ.
kOGDA MY oBRAZUEM PROSTRANSTWO SOSTOQNIJ, STROQ DEKARTOWO PROIZWEDENIE, TO WOWSE NE OBQZATELXNO, ˆTO
NAM OKAVUTSQ POLEZNYMI WSE EGO TOˆKI. tIPIˆNYM PRIMEROM “TOMU QWLQETSQ HARAKTERISTIKA DNEJ DAN-
NOGO GODA S POMO]X@ PARY (MESQC, DENX), GDE ”MESQC” — PEREMENNAQ S 12 ZNAˆENIQMI (OT ”QNW” DO ”DEK”), A
”DENX” — PEREMENNAQ S 31 ZNAˆENIQMI (OT 1 DO 31). w “TOM SLUˆAE MY OBRAZUEM PROSTRANSTWO SOSTOQNIJ IZ
372 TOˆEK, TOGDA KAK NIKAKOJ GOD NE SODERVIT BOLEE ˆEM 366 DNEJ. ˜TO NAM DELATX, SKAVEM, S PAROJ (I@N,
31)? lIBO MY ZAPRE]AEM EE, WWODQ PONQTIE ”NEWOZMOVNYH DAT” I TEM SAMYM SOZDAWAQ W NEKOTOROM SMYSLE
WOZMOVNOSTX WNUTRENNIH PROTIWOREˆIJ W cISTEME, LIBO MY RAZRE[AEM EE KAK DRUGOJ WARIANT IMENI DLQ

ODNOGO IZ ”ISTINNYH” DNEJ, NAPRIMER, PRIRAWNIWAQ EE K (I@L,1). fENOMEN ”NEISPOLXZUEMYH TOˆEK PRO-
STRANSTWA SOSTOQNIJ” WOZNIKAET WSQKIJ RAZ, KOGDA ˆISLO RAZLIˆNYH WOZMOVNYH ZNAˆENIJ, KOTORYE MY
VELAEM RASPOZNAWATX, OKAZYWAETSQ PROSTYM ˆISLOM.

sISTEMATIZACIQ, KOTORAQ AWTOMATIˆESKI WWODITSQ, KOGDA MY STROIM PROSTRANSTWO SOSTOQNIJ KAK

DEKARTOWO PROIZWEDENIE, POZWOLQET NAM IDENTIFICIROWATX OTDELXNO WZQTU@ TOˆKU. nAPRIMER, Q MOGU
UTWERVDATX, ˆTO MOJ DENX ROVDENIQ — “TO (MAJ, 11). oDNAKO BLAGODARQ dEKARTU NAM IZWESTEN TEPERX I

DRUGOJ SPOSOB FIKSACII “TOGO FAKTA: MOJ DENX ROVDENIQ PRIHODITSQ NA TU DATU (MESQC, DENX), KOTORAQ
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SOOTWETSTWUET RE[ENI@ URAWNENIQ1

(MESQC = MAJ) and (DENX = 11)

pRIWEDENNOE WY[E URAWNENIE IMEET TOLXKO ODNO RE[ENIE I PO“TOMU PREDSTAWLQET SOBOJ NESKOLX-
KO USLOVNENNYJ SPOSOB UKAZANIQ “TOGO EDINSTWENNOGO DNQ W GODU. oDNAKO PREIMU]ESTWO ISPOLXZOWANIQ
URAWNENIQ SOSTOIT W TOM, ˆTO ONO POZWOLQET NAM OHARAKTERIZOWATX MNOVESTWO WSEH EGO RE[ENIJ, I TA-
KOE MNOVESTWO MOVET SODERVATX ZNAˆITELXNO BOLX[E ˆEM ODNU TOˆKU. tRIWIALXNYM PRIMEROM MOVET

SLUVITX OPREDELENIE ROVDESTWA:

(MESQC = DEK) and ((DENX = 25) or (DENX = 26))

bOLEE PRIMEˆATELXNYM PRIMEROM QWLQETSQ OPREDELENIE MNOVESTWA DAT, W KOTORYE WYPLAˆIWAETSQ MOE
EVEMESQˆNOE VALOWANXE:

(DENX = 23)

I RAZUMEETSQ, “TO GORAZDO BOLEE KOMPAKTNOE OPISANIE, ˆEM PEREˆISLENIE WIDA ”(QNW, 23), (FEW, 23), (MAR,
23)” I T. D.

iZ SKAZANNOGO WY[E QWSTWUET, ˆTO STEPENX LEGKOSTI, S KOTOROJ MY ISPOLXZUEM TAKIE URAWNENIQ DLQ

HARAKTERISTIKI MNOVESTW SOSTOQNIJ, ZAWISIT OT TOGO, NASKOLXKO MNOVESTWA, KOTORYE MY HOTIM OHARAKTE-
RIZOWATX, ”SOOTWETSTWU@T” STRUKTURE PROSTRANSTWA SOSTOQNIJ, T. E. ”SOOTWETSTWU@T” WWEDENNOJ SISTEME
KOORDINAT. nAPRIMER, W RASSMOTRENNOJ WY[E SISTEME KOORDINAT BYLO BY NESKOLXKO NEUDOBNO OHARAKTE-
RIZOWATX MNOVESTWO DNEJ, KOTORYE PRIHODQTSQ NA TOT VE DENX NEDELI, ˆTO I (QNW, 1). wO MNOGIH SLUˆAQH
PROGRAMMISTU PRIHODITSQ PRI RE[ENII ZADAˆ WWODITX PROSTRANSTWA SOSTOQNIJ S PODHODQ]IMI DLQ EGO

CELEJ SISTEMAMI KOORDINAT; PRIˆEM DOPOLNITELXNYE TREBOWANIQ ˆASTO WYNUVDA@T EGO WWODITX TAKVE

PROSTRANSTWA SOSTOQNIJ, W KOTORYH ˆISLO TOˆEK WO MNOGO RAZ BOLX[E, ˆEM ˆISLO RAZLIˆNYH WOZMOVNYH

ZNAˆENIJ, KOTORYE ON DOLVEN RASPOZNAWATX.
dRUGOJ PRIMER ISPOLXZOWANIQ URAWNENIQ DLQ HARAKTERISTIKI MNOVESTWA SOSTOQNIJ WSTREˆALSQ W

NA[EM OPISANII KARTONNOJ MA[INY DLQ WYˆISLENIQ nod(X,Y ), GDE

x = y

HARAKTERIZUET WSE TOˆKI TOGO, ˆTO MY NAZWALI ”LINIEJ OTWETA”; “TO MNOVESTWO KONEˆNYH SOSTOQNIJ, T. E.
WYˆISLENIE PREKRA]AETSQ TOGDA I TOLXKO TOGDA, KOGDA DOSTIGNUTO KAKOE-NIBUDX SOSTOQNIE, UDOWLETWORQ-
@]EE URAWNENI@ x = y.

pOMIMO KOORDINAT PROSTRANSTWA SOSTOQNIJ, T. E. PEREMENNYH, W TERMINAH ZNAˆENIJ KOTORYH WYRA-
VAETSQ HOD WYˆISLITELXNOGO PROCESSA, MY WSTREˆALI W NA[IH URAWNENIQH KONSTANTY (TAKIE, KAK ”MAJ”
ILI ”23”). kROME TOGO, MOVNO POLXZOWATXSQ TAK NAZYWAEMYMI ”SWOBODNYMI PEREMENNYMI”, KOTORYE MOVNO
PREDSTAWITX SEBE KAK ”NESPECIFICIROWANNYE KONSTANTY”. mY PRIMENQEM IH SPECIALXNO DLQ OBOZNAˆENIQ

SWQZEJ RAZLIˆNYH SOSTOQNIJ, KOTORYE MOGUT WSTREˆATXSQ NA POSLEDOWATELXNYH [AGAH ODNOGO I TOGO VE
WYˆISLITELXNOGO PROCESSA. nAPRIMER, WO WREMQ NEKOEGO KONKRETNOGO WYPOLNENIQ ALGORITMA eWKLIDA S
NAˆALXNOJ TOˆKOJ (X,Y ) WSE SOSTOQNIQ (x, y) BUDUT UDOWLETWORQTX FORMULE

nod(x, y) = nod(X,Y ) and 0 < x ≤ X and 0 < y ≤ Y

zDESX X I Y NE QWLQ@TSQ TAKIMI PEREMENNYMI, KAK x I y. oNI PREDSTAWLQ@T SOBOJ ”IH NAˆALXNYE
ZNAˆENIQ”. —TO KONSTANTY S TOˆKI ZRENIQ KONKRETNOGO WYˆISLENIQ, NO ONI NE SPECIFICIROWANY W TOM

SMYSLE, ˆTO MY MOGLI BY ZAPUSTITX ALGORITM eWKLIDA S L@BOJ TOˆKOJ SETKI W KAˆESTWE NAˆALXNOGO

POLOVENIQ NA[EJ FI[KI.
w ZAKL@ˆENIE NEKOTORYE TERMINOLOGIˆESKIE ZAMEˆANIQ. q BUDU NAZYWATX TAKIE URAWNENIQ ”USLOWI-

QMI” ILI ”PREDIKATAMI”. (q MOG BY, A WOZMOVNO, I DOLVEN BY RAZLIˆATX “TI PONQTIQ, ZAREZERWIROWAW
TERMIN ”PREDIKAT” DLQ FORMALXNOGO WYRAVENIQ, OBOZNAˆA@]EGO ”USLOWIE”. tOGDA MY IMELI BY WOZMOV-
NOSTX SKAZATX, NAPRIMER, ˆTO DWA RAZNYH PREDIKATA ”x = y” I ”y = x” OBOZNAˆA@T ODNO I TO VE USLOWIE.
oDNAKO, ZNAQ SEBQ, Q NE NADE@SX PREUSPETX W TAKOJ MANERE IZLOVENIQ.) q BUDU SˆITATX SINONIMIˆNYMI

TAKIE WYRAVENIQ, KAK ”SOSTOQNIE, DLQ KOTOROGO PREDIKAT ISTINEN”, ”SOSTOQNIE, KOTOROE UDOWLETWORQET
USLOWI@”, ”SOSTOQNIE, W KOTOROM USLOWIE UDOWLETWORQETSQ”, ”SOSTOQNIE, W KOTOROM USLOWIE SPRAWEDLIWO” I
T. D. eSLI SISTEMA ZAWEDOMO DOSTIGNET SOSTOQNIQ, UDOWLETWORQ@]EGO USLOWI@ P , TO MY BUDEM GOWORITX,
ˆTO SISTEMA ZAWEDOMO ”OBESPEˆIT ISTINNOSTX P”.

1 zDESX I DALEE W MATEMATIˆESKIH FORMULAH ISPOLXZU@TSQ DLQ OBOZNAˆENIQ LOGIˆESKIH OPERACIJ SIM-
WOLY and (KON˙@NKCIQ), or (DIZ˙@NKCIQ) I non (OTRICANIE).— pRIM. PEREW.
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pREDPOLAGAETSQ, ˆTO WSQKIJ PREDIKAT OPREDELEN W KAVDOJ TOˆKE RASSMATRIWAEMOGO PROSTRANSTWA

SOSTOQNIJ: W KAVDOJ TOˆKE ZNAˆENIEM PREDIKATA QWLQETSQ LIBO ”ISTINA”, LIBO ”LOVX”, I PREDIKAT SLUVIT
DLQ HARAKTERISTIKI MNOVESTWA WSEH TOˆEK, DLQ KOTORYH (ILI W KOTORYH) “TOT PREDIKAT ISTINEN.

mY BUDEM NAZYWATX DWA PREDIKATA P I Q RAWNYMI (FORMALXNO ”P = Q”), ESLI ONI OBOZNAˆA@T ODNO
I TO VE USLOWIE, T.E HARAKTERIZU@T ODNO I TO VE MNOVESTWO SOSTOQNIJ.

dWA PREDIKATA BUDUT IGRATX OSOBU@ ROLX, I MY REZERWIRUEM DLQ NIH IMENA ”T” I ”F”.
T —“TO PREDIKAT, KOTORYJ ISTINEN WO WSEH TOˆKAH RASSMATRIWAEMOGO PROSTRANSTWA SOSTOQNIJ; EMU

SOOTWETSTWUET POLNOE MNOVESTWO SOSTOQNIJ.
F — PREDIKAT, KOTORYJ LOVEN WO WSEH TOˆKAH PROSTRANSTWA SOSTOQNIJ; ON SOOTWETSTWUET PUSTOMU

MNOVESTWU.
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3 harakteristika semantiki

nAS INTERESU@T PREIMU]ESTWENNO TAKIE SISTEMY, KOTORYE, PRISTUPIW K RABOTE W NEKOEM ”NAˆALX-
NOM SOSTOQNII”, ZAWER[AT EE W KAKOM-TO ”KONEˆNOM SOSTOQNII”, KOTOROE, KAK PRAWILO, ZAWISIT OT WYBORA
NAˆALXNOGO SOSTOQNIQ. —TOT PODHOD NESKOLXKO OTLIˆAETSQ OT KONCEPCII AWTOMATA S KONEˆNYM ˆISLOM

SOSTOQNIJ, KOTORYJ, S ODNOJ STORONY, WOSPRINIMAET POTOK WHODNYH SIMWOLOW, A S DRUGOJ STORONY, PORO-
VDAET POTOK WYHODNYH SIMWOLOW. ˜TOBY PEREWESTI “TO W NA[U SHEMU, MY DOLVNY PREDPOLOVITX, ˆTO
ZNAˆENIE WHODA (T. E. ARGUMENT) oTRAVAETSQ W WYBORE NAˆALXNOGO SOSTOQNIQ I ˆTO ZNAˆENIE WYHODA

(T. E. OTWET) OTRAVAETSQ W WYBORE KONEˆNOGO SOSTOQNIQ. nA[ PODHOD IZBAWLQET NAS OT WSEWOZMOVNYH

NEPRINCIPIALXNYH SLOVNOSTEJ.
pERWAQ ˆASTX “TOJ GLAWY POSWQ]ENA POˆTI ISKL@ˆITELXNO TAK NAZYWAEMYM ”DETERMINIROWANNYM

MA[INAM”, TOGDA KAK WO WTOROJ ˆASTI (KOTORU@ MOVNO PROPUSTITX PRI PERWOM ˆTENII) REˆX IDET O TAK
NAZYWAEMYH ”NEDETERMINIROWANNYH MA[INAH”. rAZLIˆIE MEVDU “TIMI DWUMQ PONQTIQMI SOSTOIT W TOM,
ˆTO DLQ DETERMINIROWANNOJ MA[INY SOBYTIE, KOTOROE PROIZOJDET POSLE ZAPUSKA KONSTRUKCII, POLNOSTX@
OPREDELQETSQ EE NAˆALXNYM SOSTOQNIEM. eSLI ONA ZAPUSKAETSQ DWAVDY W ODINAKOWYH NAˆALXNYH SOSTOQ-
NIQH, TO PROIZOJDUT ODINAKOWYE SOBYTIQ: POWEDENIE DETERMINIROWANNOJ MA[INY POLNOSTX@ WOSPROIZWO-
DIMO. dLQ NEDETERMINIROWANNOJ MA[INY, NAPROTIW, ZAPUSK W ZADANNOM NAˆALXNOM SOSTOQNII PRIWEDET K
KAKOMU-TO ODNOMU SOBYTI@ IZ KLASSA WOZMOVNYH SOBYTIJ; NAˆALXNOE SOSTOQNIE TOLXKO FIKSIRUET “TOT
KLASS W CELOM.

tEPERX Q PREDPOLAGA@, ˆTO PROEKTIROWANIE TAKOJ SISTEMY QWLQETSQ CELENAPRAWLENNOJ DEQTELXNO-
STX@, T. E. MY VELAEM DOSTIˆX ˆEGO-TO S POMO]X@ “TOJ SISTEMY. nAPRIMER, ESLI MY HOTIM SOZDATX

MA[INU, SPOSOBNU@ WYˆISLQTX NAIBOLX[IJ OB]IJ DELITELX, TO MOVEM POTREBOWATX, ˆTOBY KONEˆNOE

SOSTOQNIE UDOWLETWORQLO USLOWI@

x = nod(X,Y ) (1)

w RASSMOTRENNOJ RANEE MA[INE MY BUDEM IMETX TAKVE y = nod(X,Y ), POTOMU ˆTO IGRA ZAKANˆIWAETSQ
PRI x = y, NO “TO OTN@DX NE ˆASTX NA[IH TREBOWANIJ, KOGDA MY RE[AEM PRINQTX KONEˆNOE ZNAˆENIE x W
KAˆESTWE OTWETA.

mY NAZYWAEM USLOWIE (1) (VELAEMYM) ”POSTUSLOWIEM” — ”POST”, POTOMU ˆTO ONO NALAGAETSQ NA TO
SOSTOQNIE, W KOTOROM SISTEMA DOLVNA OKAZATXSQ POSLE SWOEJ RABOTY. zAMETIM, ˆTO POSTUSLOWIE MOVET
UDOWLETWORQTXSQ MNOGIMI WOZMOVNYMI SOSTOQNIQMI. w TAKOM SLUˆAE MY ESTESTWENNO SˆITAEM KAVDOE IZ

NIH ODINAKOWO UDOWLETWORITELXNYM, TAK ˆTO NET OSNOWANIJ TREBOWATX, ˆTOBY KONEˆNOE SOSTOQNIE BYLO

ODNOZNAˆNOJ FUNKCIEJ OT NAˆALXNOGO SOSTOQNIQ. (˜ITATELX UWIDIT IZ DALXNEJ[EGO, ˆTO IMENNO ZDESX
PROQWLQETSQ POTENCIALXNAQ POLEZNOSTX NEDETERMINIROWANNOGO USTROJSTWA.)

dLQ TOGO ˆTOBY ISPOLXZOWATX “TU MA[INU, KOGDA MY HOTIM POLUˆITX OT NEE OTWET (NAPRIMER, HOTIM
”̂ TOBY ONA DOSTIGLA KONEˆNOGO SOSTOQNIQ, UDOWLETWORQ@]EGO POSTUSLOWI@ (1) DLQ ZADANNOGO NABORA ZNA-
ˆENIJ X I Y ”), NAM VELATELXNO ZNATX MNOVESTWO SOOTWETSTWU@]IH NAˆALXNYH SOSTOQNIJ, A BOLEE TOˆNO,
MNOVESTWO TAKIH NAˆALXNYH SOSTOQNIJ, PRI KOTORYH ZAPUSK OBQZATELXNO PRIWEDET K SOBYTI@ PRAWILX-
NOGO ZAWER[ENIQ PRIˆEM SISTEMA OSTANETSQ W KONEˆNOM SOSTOQNII, UDOWLETWORQ@]EM POSTUSLOWI@. eSLI
MY MOVEM PRIWESTI SISTEMU BEZ WYˆISLITELXNYH USILIJ W ODNO IZ TAKIH SOSTOQNIJ, TO MY UVE ZNAEM,
KAK ISPOLXZOWATX “TU SISTEMU DLQ POLUˆENIQ VELAEMOGO OTWETA. pRIWEDEM PRIMER DLQ EWKLIDOWOJ IGRY

NA KARTONE: MY MOVEM GARANTIROWATX KONEˆNOE SOSTOQNIE, UDOWLETWORQ@]EE POSTUSLOWI@ (1) DLQ L@BOGO
NAˆALXNOGO SOSTOQNIQ, UDOWLETWORQ@]EGO USLOWI@

nod(x, y) = nod(h, Y ) and 0 < x ≤ 500 and 0 < y ≤ 500 (2)

(wERHNIE GRANICY DOBAWLENY, ˆTOBY UˆESTX OGRANIˆENNYJ RAZMER LISTA KARTONA. eSLI MY NAˆINAEM S

PAROJ (X,Y ), TAKOJ, ˆTO nod(X,Y ) = 713, TO NE SU]ESTWUET PARY (x, y), UDOWLETWORQ@]EJ USLOWI@ (2),
T. E. DLQ TAKIH ZNAˆENIJ X I Y USLOWIE (2) SWODITSQ K PREDIKATU F , A “TO OZNAˆAET, ˆTO RASSMATRIWAEMAQ
MA[INA NE MOVET BYTX ISPOLXZOWANA DLQ WYˆISLENIQ nod(X,Y ) PRIMENITELXNO K “TOJ PARE ZNAˆENIJ X
I Y ).

pRI MNOGIH KOMBINACIQH (X,Y ) MNOGIE SOSTOQNIQ UDOWLETWORQ@T USLOWI@ (2). w SLUˆAE 0 < X ≤ 500
I 0 < Y ≤ 500 TRIWIALXNYM WYBOROM QWLQETSQ x = X I y = Y . —TOT WYBOR MOVET BYTX PROIZWEDEN BEZ
KAKOGO-LIBO WYˆISLENIQ FUNKCII nod I DAVE BEZ UˆETA TOGO FAKTA, ˆTO “TO SIMMETRIˆNAQ FUNKCIQ OT
SWOIH ARGUMENTOW.

uSLOWIE, HARAKTERIZU@]EE MNOVESTWO WSEH NAˆALXNYH SOSTOQNIJ, PRI KOTORYH ZAPUSK OBQZATELXNO
PRIWEDET K SOBYTI@ PRAWILXNOGO ZAWER[ENIQ, PRIˆEM SISTEMA OSTANETSQ W KONEˆNOM SOSTOQNII, UDO-
WLETWORQ@]EM ZADANNOMU POSTUSLOWI@, NAZYWAETSQ ”SLABEJ[IM PREDUSLOWIEM, SOOTWETSTWU@]IM “TOMU

POSTUSLOWI@”. (mY NAZYWAEM EGO ”SLABEJ[IM”, POSKOLXKU, ˆEM SLABEE USLOWIE, TEM BOLX[E SOSTOQNIJ UDO-
WLETWORQ@T EMy, A MY STREMIMSQ ZDESX OHARAKTERIZOWATX WSE WOZMOVNYE NAˆALXNYE SOSTOQNIQ, KOTORYE
NEIZBEVNO PRIWEDUT K VELAEMOMU KONEˆNOMU SOSTOQNI@.)
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eSLI SISTEMA (MA[INA, KONSTRUKCIQ) OBOZNAˆAETSQ ˆEREZ S, A VELAEMOE POSTUSLOWIE — ˆEREZ R, TO
SOOTWETSTWU@]EE SLABEJ[EE PREDUSLOWIE MY OBOZNAˆIM1

wp(S,R)

eSLI NAˆALXNOE SOSTOQNIE UDOWLETWORQET wp(S,R), TO KONSTRUKCIQ OBQZATELXNO OBESPEˆIT W KONCE
KONCOW ISTINNOSTX R. pOSKOLXKU wp(S,R) — “TO SLABEJ[EE PREDUSLOWIE, MY ZNAEM TAKVE, ˆTO ESLI
NAˆALXNOE SOSTOQNIE NE UDOWLETWORQET wp(S,R), TO TAKOJ GARANTII DATX NELXZQ, T. E. HOD SOBYTIJ MOVET
PRIWESTI K ZAWER[ENI@ RABOTY W KONEˆNOM SOSTOQNII, Ne UDOWLETWORQ@]EM R, A MOVET DAVE I WOOB]E
POME[ATX DOSTIVENI@ KAKOGO BY TO NI BYLO KONEˆNOGO SOSTOQNIQ (KAK MY UWIDIM DALEE, LIBO POTOMU,
ˆTO SISTEMA OKAZYWAETSQ WOWLEˆENNOJ W WYPOLNENIE NEZAWER[IMOGO ZADANIQ, LIBO POTOMU, ˆTO SISTEMA
POPADAET W TUPIK).

mY SˆITAEM, ˆTO NAM DOSTATOˆNO HORO[O IZWESTNO, KAK RABOTAET KONSTRUKCIQ S, ESLI MOVEM WYWESTI
DLQ L@BOGO POSTUSLOWIQ R SOOTWETSTWU@]EE SLABEJ[EE PREDUSLOWIE wp(S,R), POSKOLXKU TEM SAMYM MY

ULOWILI, ˆTÓ “TA KONSTRUKCIQ SPOSOBNA SDELATX DLQ NAS; “TO NAZYWAETSQ ”EE SEMANTIKOJ”.
zDESX UMESTNY DWA ZAMEˆANIQ. wO-PERWYH, MNOVESTWO WOZMOVNYH POSTUSLOWIJ, WOOB]E GOWORQ, STOLX

OGROMNO, ˆTO “TA INFORMACIQ W TABLIˆNOJ FORME (T. E. W WIDE TABLICY, GDE KAVDOMU POSTUSLOWI@

R SOOTWETSTWUET ZAPISX, W KOTOROJ SODERVITSQ SOOTWETSTWU@]EE PREDUSLOWIE wp(S,R)), OKAZALASX BY
SOWER[ENNO NEOBOZRIMOJ, A SLEDOWATELXNO, BESPOLEZNOJ. pO“TOMU OPREDELENIE SEMANTIKI TOJ ILI INOJ

KONSTRUKCII WSEGDA DAETSQ DRUGIM SPOSOBOM — W WIDE PRAWILA, OPISYWA@]EGO, KAK DLQ L@BOGO ZADANNOGO
POSTUSLOWIQ R MOVNO WYWESTI SOOTWETSTWU@]EE SLABEJ[EE PREDUSLOWIE wp(S,R)). dLQ FIKSIROWANNOJ

KONSTRUKCII S TAKOE PRAWILO, KOTOROE PO ZADANNOMU PREDIKATU R, OZNAˆA@]EMU POSTUSLOWIE, WYRABA-
TYWAET PREDIKAT wp(S,R), OZNAˆA@]IJ SOOTWETSTWU@]EE SLABEJ[EE PREDUSLOWIE, NAZYWAETSQ ”PREOBRA-
ZOWATELEM PREDIKATOW”. kOGDA MY PROSIM, ˆTOBY NAM SOOB]ILI OPISANIE SEMANTIKI KONSTRUKCII S, TO W
SU]NOSTI REˆX IDET O SOOTWETSTWU@]EM “TOJ KONSTRUKCII PREOBRAZOWATELE PREDIKATOW.

wO-WTORYH,— I Q ˆUWSTWU@ ISKU[ENIE DOBAWITX ”BLAGODARQ SUDXBE”— ˆASTO NAS NE INTERESUET POLNAQ

SEMANTIKA KONSTRUKCII. —TO OB˙QSNQETSQ TEM, ˆTO MY STREMIMSQ ISPOLXZOWATX KONSTRUKCI@ S TOLXKO

DLQ KONKRETNOJ NADOBNOSTI, A TOˆNEE, DLQ TOGO, ˆTOBY OBESPEˆITX ISTINNOSTX WESXMA KONKRETNOGO PO-
STUSLOWIQ R, RADI KOTOROGO PROIZWODILASX RAZRABOTKA KONSTRUKCII. i DAVE PRIMENITELXNO K “TOMU

KONKRETNOMU POSTUSLOWI@ R NAS ˆASTO NE INTERESUET TOˆNYJ WID wp(S,R); ZAˆASTU@ MY UDOWLETWORQEMSQ

BOLEE SILXNYM USLOWIEM P , T. E. TAKIM USLOWIEM, DLQ KOTOROGO MOVNO POKAZATX, ˆTO UTWERVDENIE

P ⇒ wp(S,R) DLQ WSEH SOSTOQNIJ (3)

SPRAWEDLIWO. (pREDIKAT ”P ⇒ Q” (ˆITAETSQ ”IZ r SLEDUET Q”) LOVEN TOLXKO W TEH TOˆKAH PROSTRAN-
STWA SOSTOQNIJ, GDE USLOWIE P SPRAWEDLIWO, a Q NE SPRAWEDLIWO; WO WSEH OSTALXNYH TOˆKAH ON ISTINEN.
tREBUQ, ˆTOBY UTWERVDENIE ”P ⇒ wp(S,R)” BYLO SPRAWEDLIWO DLQ WSEH SOSTOQNIJ, MY TEM SAMYM TREBU-
EM, ˆTOBY WSQKIJ RAZ KOGDA P — ISTINA, USLOWIE wp(S,R) TOVE BYLO ISTINOJ; TOGDA r — DOSTATOˆNOE

PREDUSLOWIE. w TEORETIKO-MNOVESTWENNOJ TERMINOLOGII “TO OZNAˆAET, ˆTO MNOVESTWO SOSTOQNIJ, HARAK-
TERIZUEMOE USLOWIEM P , QWLQETSQ PODMNOVESTWOM TOGO MNOVESTWA SOSTOQNIJ, KOTOROE HARAKTERIZUETSQ
USLOWIEM wp(S,R).) eSLI DLQ ZADANNYH r, S I R OTNO[ENIE (3) WYPOLNQETSQ, “TO ˆASTO MOVNO DOKAZATX,
NE PRIBEGAQ K TOˆNOJ FORMULIROWKE,— ILI, ESLI WAM TAK BOLX[E NRAWITSQ, ”WYˆISLENI@”ILI ”WYWODU” —
PREDIKATA wp(S,R). i “TO OTRADNOE OBSTOQTELXSTWO, POSKOLXKU, ZA ISKL@ˆENIEM TRIWIALXNYH SLUˆAEW,
SLEDUET OVIDATX, ˆTO QWNAQ FORMULIROWKA USLOWIQ wp(S,R) PREWYSIT PO KRAJNEJ MERE REZERW NA[EJ PIS-
ˆEJ BUMAGI, NA[EGO TERPENIQ ILI NA[EJ (ANALITIˆESKOJ) IZOBRETATELXNOSTI (ILI KAKU@-TO KOMBINACI@
“TIH REZERWOW).

sMYSL wp(S,R), T. E. ”SLABEJ[EGO PREDUSLOWIQ DLQ NAˆALXNOGO SOSTOQNIQ, PRI KOTOROM ZAPUSK

OBQZATELXNO PRIWEDET K SOBYTI@ PRAWILXNOGO ZAWER[ENIQ, PRIˆEM SISTEMA S OSTANETSQ W KONEˆNOM SO-
STOQNII, UDOWLETWORQ@]EM POSTUSLOWI@ R” POZWOLQET NAM USTANOWITX, ˆTO PREOBRAZOWATELX PREDIKATOW,
RASSMATRIWAEMYJ KAK FUNKCIQ OT POSTUSLOWIQ R, OBLADAET RQDOM OPREDELENNYH SWOJSTW.

sWOJSTWO 1. dLQ L@BOJ KONSTRUKCII S MY IMEEM

wp(S, F ) = F (4)

pREDPOLOVIM, ˆTO OKAZALOSX NE TAK; PRI “TOM NA[LOSX HOTX ODNO SOSTOQNIE, UDOWLETWORQ@]EE USLO-
WI@ wp(S, F ). wOZXMEM TAKOE SOSTOQNIE W KAˆESTWE NAˆALXNOGO SOSTOQNIQ DLQ KONSTRUKCII S. tOGDA,
SOGLASNO NA[EMU OPREDELENI@, ZAPUSK PRIWEL BY K SOBYTI@ PRAWILXNOGO ZAWER[ENIQ, PRIˆEM SISTEMA

OSTALASX BY W KONEˆNOM SOSTOQNII, UDOWLETWORQ@]EM PREDIKATU F . nO ZDESX WOZNIKAET PROTIWOREˆIE,

1 pO NAˆALXNYM BUKWAM ANGLIJSKIH SLOW weakest RrE-condition.— pRIM. PEREW.
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TAK KAK PO OPREDELENI@ PREDIKATA F NE SU]ESTWUET SOSTOQNIJ, UDOWLETWORQ@]IH F ; TEM SAMYM DOKAZANO
OTNO[ENIE (4). sWOJSTWO 1 IZWESTNO TAKVE POD NAZWANIEM ”ZAKON ISKL@ˆENNOGO ˆUDA”.

sWOJSTWO 2. dLQ L@BOJ KONSTRUKCII S I L@BYH POSTUSLOWIJ Q I R, TAKIH, ˆTO

Q⇒ R DLQ WSEH SOSTOQNIJ

SPRAWEDLIWO TAKVE OTNO[ENIE

wp(S,Q)⇒ wp(S,R) DLQ WSEH SOSTOQNIJ (6)

w SAMOM DELE, PRI L@BOM NAˆALXNOM SOSTOQNII, UDOWLETWORQ@]EM wp(S,Q), SOGLASNO OPREDELENI@, PO
OKONˆANII RABOTY SISTEMY BUDET OBESPEˆENA ISTINNOSTX Q. s UˆETOM OTNO[ENIQ (5) TEM SAMYM BUDET

OBESPEˆENA I ISTINNOSTX R. sLEDOWATELXNO, DANNOE NAˆALXNOE SOSTOQNIE BUDET ODNOWREMENNO UDOWLETWO-
RQTX I USLOWI@ wp(S,R), KAK ZAPISANO W (6). sWOJSTWO 2 — “TO SWOJSTWO MONOTONNOSTI.

sWOJSTWO 3. dLQ L@BOJ KONSTRUKCII S I DLQ L@BYH POSTUSLOWIJ Q I R SPRAWEDLIWO

(wp(S,Q) and wp(S,R)) = wp(S,Q andR) (7)

w L@BOJ TOˆKE PROSTRANSTWA SOSTOQNIJ IZ LEWOJ ˆASTI OTNO[ENIQ (7) LOGIˆESKI SLEDUET EGO PRAWAQ
ˆASTX POTOMU, ˆTO DLQ L@BOGO NAˆALXNOGO SOSTOQNIQ, UDOWLETWORQ@]EGO wp(S,Q), I wp(S,R), MY ZNAEM W

SOWOKUPNOSTI, ˆTO USTANOWITSQ KONEˆNOE SOSTOQNIE, UDOWLETWORQ@]EE I Q, I R. dALEE, POSKOLXKU, W SILU
OPREDELENIQ,

(Q andR)⇒ Q DLQ WSEH SOSTOQNIJ

SWOJSTWO 2 POZWOLQET NAM ZAKL@ˆITX, ˆTO

wp(S,Q andR)⇒ wp(S,Q) DLQ WSEH SOSTOQNIJ

I ANALOGIˆNO

wp(S,Q andR)⇒ wp(S,R) DLQ WSEH SOSTOQNIJ

oDNAKO IZ A ⇒ B I A ⇒ C, SOGLASNO ISˆISLENI@ PREDIKATOW, MOVNO WYWESTI, ˆTO A ⇒ (B and C).
pO“TOMU PRAWAQ ˆASTX OTNO[ENIQ (7) LOGIˆESKI SLEDUET IZ EGO LEWOJ ˆASTI W L@BOJ TOˆKE PROSTRANSTWA
SOSTOQNIJ. pOSKOLXKU OBE ˆASTI WS@DU SLEDU@T DRUG IZ DRUGA, ONI DOLVNY BYTX RAWNY, A TEM SAMYM

DOKAZANO SWOJSTWO 3.
sWOJSTWO 4. dLQ L@BOJ KONSTRUKCII S I L@BYH POSTUSLOWIJ Q I R SPRAWEDLIWO

(wp(S,Q) or wp(S,R))⇒ wp(S,Q orR) DLQ WSEH SOSTOQNIJ (8)

pOSKOLXKU, W SILU OPREDELENIQ,

Q⇒ (Q orR) DLQ WSEH SOSTOQNIJ

SWOJSTWO 2 POZWOLQET NAM PRIJTI K ZAKL@ˆENI@, ˆTO

wp(S,Q)⇒ wp(S,Q orR) DLQ WSEH SOSTOQNIJ

I ANALOGIˆNO

wp(S,R)⇒ wp(S,Q orR) DLQ WSEH SOSTOQNIJ

nO, SOGLASNO ISˆISLENI@ WYSKAZYWANIJ, IZ A⇒ C I B ⇒ C MOVNO ZAKL@ˆITX, ˆTO (A orB)⇒ C, I
“TIM DOKAZANA SPRAWEDLIWOSTX SOOTNO[ENIQ (8). wOOB]E GOWORQ, SLEDOWANIE W OBRATNOM NAPRAWLENII NE

IMEET MESTA. tAK PRO VEN]INU, KOTORAQ VDET REBENKA, NEWERNO UTWERVDENIE, ˆTO ONA RODIT OBQZATELXNO
SYNA I NEWERNO UTWERVDENIE, ˆTO ONA RODIT OBQZATELXNO DOˆX; ODNAKO S ABSOL@TNOJ UWERENNOSTX@ MOVNO

UTWERVDATX, ˆTO ONA RODIT SYNA ILI DOˆX. wPROˆEM, DLQ DETERMINIROWANNYH KONSTRUKCIJ SPRAWEDLIWO
SLEDU@]EE, BOLEE SILXNOE SWOJSTWO.

sWOJSTWO 4’. dLQ L@BOJ DETERMINIROWANNOJ KONSTRUKCII S I L@BYH POSTUSLOWIJ Q I R SPRAWEDLIWO

(wp(S,Q) or wp(S,R))⇒ wp(S,Q orR)

nAM NUVNO POKAZATX, ˆTO SLEDOWANIE WYPOLNQETSQ I W LEWU@ STORONU. rASSMOTRIM KAKOE-TO NAˆALXNOE
SOSTOQNIE, UDOWLETWORQ@]EE wp(S,QorR), “TOMU NAˆALXNOMU SOSTOQNI@ SOOTWETSTWUET EDINSTWENNOE KO-
NEˆNOE SOSTOQNIE, UDOWLETWORQ@]EE LIBO Q, LIBO R, LIBO OBOIM USLOWIQM; SLEDOWATELXNO, DANNOE NAˆALX-
NOE SOSTOQNIE DOLVNO UDOWLETWORQTX LIBO wp(S,Q), LIBO wp(S,R), LIBO OBOIM USLOWIQM SOOTWETSTWENNO,
T. E. ON DOLVNO UDOWLETWORQTX (wp(S,Q) or wp(S,R)). i “TIM DOKAZANO SWOJSTWO 4’.
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w “TOJ KNIGE Q BUDU — I “TO MOVET OKAZATXSQ ODNOJ IZ EE OTLIˆITELXNYH OSOBENNOSTEJ — RASSMATRI-
WATX NEDETERMINIROWANNOSTX KAK PRAWILO, A DETERMINIROWANNOSTX KAK ISKL@ˆENIE: DETERMINIROWANNAQ
MA[INA BUDET RASSMATRIWATXSQ KAK ˆASTNYJ SLUˆAJ NEDETERMINIROWANNOJ, KAK KONSTRUKCIQ, DLQ KOTOROJ
SPRAWEDLIWO SWOJSTWO 4’ A NE TOLXKO BOLEE SLABOE SWOJSTWO 4. tAKOE RE[ENIE OTRAVAET KORENNOE IZME-
NENIE W MOEM MIROWOZZRENII. w 1958 G. Q BYL ODNIM IZ PERWYH, KTO RAZRABATYWAL BAZOWOE PROGRAMMNOE
OBESPEˆENIE DLQ MA[INY S PRERYWANIQMI WWODA-WYWODA, I NEWOSPROIZWODIMOSTX POWEDENIQ TAKOJ WO WSEH
OTNO[ENIQH NEDETERMINIROWANNOJ MA[INY QWILASX GORESTNYM OBSTOQTELXSTWOM. kOGDA WPERWYE BYLA

PREDLOVENA IDEQ PRERYWANIJ WWODA-WYWODA, MENQ NASTOLXKO PUGALA SAMA MYSLX O NEOBHODIMOSTI RAZRA-
BATYWATX NADEVNOE PROGRAMMNOE OBESPEˆENIE DLQ TAKOGO NEUKROTIMOGO ZWERQ, ˆTO Q OTTQGIWAL PRINQTIE
RE[ENIQ O DOPU]ENII TAKIH PRERYWANIJ PO KRAJNEJ MERE W TEˆENIE TREH MESQCEW. i DAVE POSLE TOGO,
KAK Q SDALSQ (MOE SOPROTIWLENIE SLOMILI LESTX@), ˆUWSTWOWAL Q SEBQ WESXMA NEU@TNO: WEDX O[IBKA W PRO-
GRAMME SPOSOBNA WYZWATX NESURAZNOE POWEDENIE SISTEMY, STOLX SHODNOE S NEWOSPROIZWODIMYM MA[INNYM
SBOEM. kROME TOGO,— I “TO W TO WREMQ, KOGDA DLQ DETERMINIROWANNYH MA[IN MY WSE E]E POLAGALISX NA

”OTLADKU”,— S SAMOGO NAˆALA BYLO SOWER[ENNO OˆEWIDNO, ˆTO TESTIROWANIE PROGRAMM OKAZYWALOSX TEPERX
SOWSEM NEPRIGODNYM SREDSTWOM DLQ DOSTIVENIQ DOLVNOGO UROWNQ NADEVNOSTI.

w TEˆENIE MNOGIH LET WPOSLEDSTWII Q OTNOSILSQ K NEWOSPROIZWODIMOSTI POWEDENIQ NEDETERMINIROWAN-
NOJ MA[INY KAK K DOBAWOˆNOMU OSLOVNENI@, KOTOROGO SLEDUET IZBEGATX L@BYMI SPOSOBAMI. pRERYWANIQ
BYLI DLQ MENQ NE ˆEM INYM, KAK ZLYMI KOZNQMI INVENEROW PO APPARATURE PROTIW BEDNYH RAZRABOTˆIKOW
PROGRAMMNOGO OBESPEˆENIQ. iZ “TOGO MOEGO STRAHA RODILASX DISCIPLINA ”GARMONIˆESKI WZAIMODEJSTWU-
@]IH POSLEDOWATELXNYH PROCESSOW”. nESMOTRQ NA EE USPEH, MOI OPASENIQ SOHRANQLISX, POSKOLXKU NA[I
RE[ENIQ — HOTX BY I S DOKAZANNOJ PRAWILXNOSTX@ — PREDSTAWLQLISX ˆASTNYMI RE[ENIQMI PROBLEMY

”UKRO]ENIQ” (IMENNO TAK MY “TO WOSPRINIMALI!) KONKRETNYH WIDOW NEDETERMINIROWANNOSTI. oSNOWANIEM
DLQ MOEGO STRAHA BYLO OTSUTSTWIE OB]EJ METODOLOGII.

s TEH POR DWA OBSTOQTELXSTWA IZMENILI KARTINU. pERWOE WOZNIKLO S PONIMANIEM TOGO, ˆTO DAVE
W SLUˆAE POLNOSTX@ DETERMINIROWANNYH MA[IN POLEZNOSTX TESTIROWANIQ PROGRAMM OKAZYWAETSQ SOMNI-
TELXNOJ. kAK Q UVE MNOGO paZ GOWORIL I WO MNOGIH MESTAH PISAL, TESTIROWANIE PROGRAMMY MOVET WPOLNE

“FFEKTIWNO SLUVITX DLQ DEMONSTRACII NALIˆIQ W NEJ O[IBOK, NO, K SOVALENI@, NEPRIGODNO DLQ DOKA-
ZATELXSTWA IH OTSUTSTWIQ. dRUGIM PROQSNIW[IMSQ TEM WREMENEM OBSTOQTELXSTWOM QWILOSX OBNARUVENIE

NEOBHODIMOSTI TOGO, ˆTOBY WSQKAQ DISCIPLINA PROEKTIROWANIQ DOLVNYM OBRAZOM UˆITYWALA TOT FAKT,
ˆTO SAMO PROEKTIROWANIE KONSTRUKCII, PREDNAZNAˆENNOJ DLQ KAKOJ-TO CELI, TOVE DOLVNO BYTX CELENA-
PRAWLENNOJ DEQTELXNOSTX@. w NA[EM KONKRETNOM SLUˆAE “TO OZNAˆAET ESTESTWENNOSTX PREDPOLOVENIQ, ˆTO
OTPRAWNOJ TOˆKOJ DLQ PROEKTNYH RASSMOTRENIJ BUDET SLUVITX ZADANNOE POSTUSLOWIE. w KAKOM-TO SMYS-
LE MY BUDEM ”RABOTATX WSPQTX”. dEJSTWUQ TAK, MY OBNARUVIM, ˆTO WESXMA SU]ESTWENNYM OKAZYWAETSQ

SLEDOWANIE IZ SWOJSTWA 4, TOGDA KAK OT RAWENSTWA IZ SWOJSTWA 4’ MY POLUˆIM OˆENX MALO POLXZY.
kAK TOLXKO MY RAZRABOTALI MATEMATIˆESKIJ APPARAT, POZWOLQ@]IJ PROEKTIROWATX NEDETERMINIRO-

WANNYE KONSTRUKCII, DOSTIGA@]IE CELI, NEDETERMINIROWANNAQ MA[INA PERESTAET NAS PUGATX. nAPROTIW!
mY NAUˆIMSQ DAVE CENITX EE KAK WAVNU@ STEPENX NA PUTI RAZRABOTKI PROEKTA W KONEˆNOM ITOGE POLNO-
STX@ DETERMINIROWANNOJ KONSTRUKCII.

(pOSLEDU@]AQ ˆASTX “TOJ GLAWY MOVET BYTX PROPU]ENA PRI PERWOM ˆTENII.) rANEE MY DOGOWORI-
LISX, ˆTO PREDSTAWLQEM FUNKCIONIROWANIE KONSTRUKCII S DOSTATOˆNO HORO[O, ESLI TOLXKO ZNAEM, KAK
SOOTWETSTWU@]IJ EJ PREOBRAZOWATELX PREDIKATOW wp(S,R) DEJSTWUET NAD L@BYM POSTUSLOWIEM R. eSLI
NAM IZWESTNO TAKVE, ˆTO DANNAQ KONSTRUKCIQ DETERMINIROWANA, TO ZNANIE “TOGO PREOBRAZOWATELQ PRE-
DIKATOW POLNOSTX@ OPREDELQET WOZMOVNOE POWEDENIE KONSTRUKCII. dLQ DETERMINIROWANNOJ KONSTRUKCII
S I NEKOTOROGO POSTUSLOWIQ R WSQKOE NAˆALXNOE SOSTOQNIE POPADAET W ODNO IZ TREH NEPERESEKA@]IHSQ

MNOVESTW W SOOTWETSTWII SO SLEDU@]IMI WZAIMNO ISKL@ˆA@]IMI WOZMOVNOSTQMI:
(A) zAPUSK KONSTRUKCII S PRIWEDET K KONEˆNOMU SOSTOQNI@, UDOWLETWORQ@]EMU R.
(B) zAPUSK KONSTRUKCII S PRIWEDET K KONEˆNOMU SOSTOQNI@, UDOWLETWORQ@]EMU nonR.
(W) zAPUSK KONSTRUKCII S NE PRIWEDET K KAKOMU BY TO NI BYLO KONEˆNOMU SOSTOQNI@, T. E. RABOTA NE

SMOVET ZAWER[ITXSQ PRAWILXNYM OBRAZOM.
pERWOE MNOVESTWO HARAKTERIZUETSQ WYRAVENIEM wp(S,R), WTOROE MNOVESTWO — WYRAVENIEM wp(S,nonR),

IH OB˙EDINENIE — WYRAVENIEM (wp(S,R)orwp(S,nonR)) = wp(S,RornonR) = wp(S, T ) A SLEDOWATELXNO,
TRETXE MNOVESTWO HARAKTERIZUETSQ WYRAVENIEM non wp(S, T ).

tRUDNEE DATX POLNU@ SEMANTIˆESKU@ HARAKTERISTIKU NEDETERMINIROWANNOJ SISTEMY. pO OTNO[ENI@
K L@BOMU ZADANNOMU POSTUSLOWN@ R MY SNOWA IMEEM TRI WOZMOVNYH TIPA SOBYTIJ, KAK PEREˆISLENO WY[E
W PUNKTAH (A), (B) I (W). oDNAKO W SLUˆAe NEDETERMINIROWANNOJ SISTEMY ODNO I TO VE NAˆALXNOE SOSTOQNIE
NE OBQZATELXNO PRIWODIT K EDINSTWENNOMU SOBYTI@, KOTOROE PO OPREDELENI@ OTNOSILOSX BY K ODNOMU IZ

TREH WZAIMNO ISKL@ˆA@]IH TIPOW; DLQ L@BOGO NAˆALXNOGO SOSTOQNIQ WOZMOVNYE SOBYTIQ MOGUT TEPERX
OTNOSITXSQ K ODNOMU, DWUM ILI DAVE KO WSEM TREM TIPAM.
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˜TOBY OPISYWATX TAKIE SITUACII, MY MOVEM ISPOLXZOWATX PONQTIE ”SWOBODNOGO PREDUSLOWIQ”. rANEE
MY RASSMOTRIWALI TAKIE PREDUSLOWIQ, PRI KOTORYH GARANTIROWALASX DOSTIVIMOSTX ”PRAWILXNOGO REZULX-
TATA”, T. E. KONEˆNOGO SOSTOQNIQ, UDOWLETWORQ@]EGO R. sWOBODNOE PREDUSLOWIE QWLQETSQ BOLEE SLABYM:
ONO GARANTIRUET TOLXKO, ˆTO SISTEMA NE WYDAST NEPRAWILXNOGO REZULXTATA, T. E. NE DOSTIGNET TAKOGO

KONEˆNOGO SOSTOQNNQ, KOTOROE NE UDOWLETWORQLO BY R, ODNAKO NE ISKL@ˆAETSQ WOZMOVNOSTX NEZAWER[E-
NIQ RABOTY SISTEMY. aNALOGIˆNO I DLQ SWOBODNYH PREDUSLOWIJ MY MOVEM WWESTI PONQTIE ”SLABEJ[EGO
SWOBODNOGO PREDUSLOWIQ”; OBOZNAˆIM EGO ˆEREZ wlp(S,R), pRI “TOM PROSTRANSTWO NAˆALXNYH SOSTOQNIJ

PODRAZDELQETSQ W PRINCIPE NA SEMX WZAIMNO NEPERESEKA@]IHSQ OBLASTEJ, NI ODNA IZ KOTORYH NE OBQZANA
BYTX PUSTOJ. (iH SEMX, POTOMU ˆTO IZ TREH OB˙EKTOW MOVNO SDELATX SEMX NEPUSTYH WYBOROK.) wSE ONI

LEGKO HARAKTERIZU@TSQ TREMQ PREDIKATAMI: wlp(S,R), wlp(S,nonR) I wp(S, T ).

(A) wp(S,R) = (wlp(S,R) and wp(S, T ))

zAPUSK OBESPEˆIT ISTINNOSTX R.

(B) wp(S,nonR) = (wlp(S,nonR) and wp(S, T ))

zAPUSK OBESPEˆIT ISTINNOSTX nonR.

(W) wlp(S, F ) = (wlp(S,R) and wlp(S,nonR))

zAPUSK NE SMOVET PRIWESTI K PRAWILXNO ZAWER[AEMOJ RABOTE

(AB) wp(S, T ) and non wlp(S,R) and non wlp(S,nonR)

zAPUSK PRIWEDET K ZAWER[AEMOJ RABOTE, NO PO NAˆALXNOMU STOQNI@ NELXZQ OPREDELITX, BUDET LI KONEˆNOE
SOSTOQNIE UDOWLETWORQTX USLOWI@ R ILI NET.

(AW) wlp(S,R) and non wp(S,t)

eSLI ZAPUSK PRIWODIT K KAKOMU-TO KONEˆNOMU SOSTOQNI@, TAKOE KONEˆNOE SOSTOQNIE BUDET UDOWLETWORQTX
R, NO PO NAˆALXNOMU SOSTOQNI@ NELXZQ OPREDELITX, ZAWER[ITSQ LI RABOTA SISTEMY.

(BW) wlp(S,nonR) and non wp(S, T )

eSLI ZAPUSK PRIWODIT K KAKOMU-TO KONEˆNOMU SOSTOQNI@, TAKOE KONEˆNOE SOSTOQNIE NE BUDET UDOWLETWO-
RQTX R, NO PO NAˆALXNOMU SOSTOQNI@ NELXZQ OPREDELITX, ZAWER[ITSQ LI RABOTA SISTEMY.

(ABW) non(wlp(S,R) or wlp(S,nonR) or wp(S, T )

pO NAˆALXNOMU SOSTOQNI@ NELXZQ OPREDELITX, PRIWEDET LI ZAPUSK K ZAWER[AEMOJ RABOTE, A W SLUˆAE
ZAWER[AEMOSTI NELXZQ OPREDELITX, BUDET LI UDOWLETWORQTXSQ USLOWIE R.

pOSLEDNIE ˆETYRE WOZMOVNOSTI SU]ESTWU@T TOLXKO DLQ NEDETERMIROWANNYH MA[IN.
iZ OPREDELENIQ wlp(S,R) SLEDUET, ˆTO

wlp(S, T ) = T

qSNO TAKVE, ˆTO
(wlp(S, F ) and wp(S, T )) = F

eSLI BY BYLO NE TAK, TO SU]ESTWOWALO BY NAˆALXNOE SOSTOQNIE, DLQ KOTOROGO MOVNO BYLO BY GARAN-
TIROWATX I ZAWER[IMOSTX, I NEZAWER[IMOSTX RABOTY. nA RIS. 3.1 DANO GRAFIˆESKOE

//RIS.31

PREDSTAWLENIE PROSTRANSTWA SOSTOQNIJ, PRIˆEM WNUTRENNIE ˆASTI PRQMOUGOLXNIKOW UDOWLETWORQ@T wlp(S,R),
wlp(S,nonR) I wp(S, T ) SOOTWETSTWENNO.

—TOT ANALIZ PRIWEDEN DLQ POLNOTY, A TAKVE POTOMU, ˆTO NA PRAKTIKE PONQTIE SWOBODNOGO PREDU-
SLOWIQ OKAZYWAETSQ WESXMA POLEZNYM. eSLI, NAPRIMER, KTO-TO REALIZUET QZYK PROGRAMMIROWANIQ, TO ON
NE STANET DOKAZYWATX, ˆTO PRI “TOJ REALIZACII L@BAQ PRAWILXNAQ PROGRAMMA WYPOLNQETSQ PRAWILXNO.
oN BYL BY UDOWLETWOREN I SˆASTLIW, ESLI BY TWERDO ZNAL, ˆTO NIKAKAQ PRAWILXNAQ PROGRAMMA NE BU-
DET WYPOLNENA PRAWILXNO BEZ SOOTWETSTWU@]EGO PREDUPREVDENIQ, — RAZUMEETSQ, PRI USLOWII, ˆTO KLASS
PROGRAMM, KOTORYE NA SAMOM DELE BUDUT WYPOLNQTXSQ PRAWILXNO, DOSTATOˆNO WELIK DLQ TOGO, ˆTOBY “TA

REALIZACIQ PREDSTAWLQLA KAKOJ-TO INTERES.
oDNAKO POKA MY NE BUDEM RASSMATRIWATX PONQTIE SWOBODNOGO PREDUSLOWIQ, A SOSREDOTOˆIM SWOE WNIMA-

NIE NA SPOSOBE HARAKTERISTIKI TEH NAˆALXNYH SOSTOQNIJ, KOTORYE GARANTIRU@T POLUˆENIE PRAWILXNOGO
REZULXTATA. kOGDA TAKOJ SPOSOB BUDET RAZRABOTAN, MY POSMOTRIM, KAK MOVNO EGO WIDOIZMENITX TAKIM
OBRAZOM, ˆTOBY “TO POZWOLILO NAM RASSUVDATX O SWOBODNYH PREDUSLOWIQH W TOJ MERE, W KOTOROJ ONI NAS
INTERESU@T.
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4 semanti˜eskaq harakteristika qzykow programmirowaniq

w PREDYDU]EJ GLAWE MY WYDWINULI TEZIS, ˆTO ZNAEM SEMANTIKU KONSTRUKCII S DOSTATOˆNO HORO[O,
ESLI ZNAEM EE ”PREOBRAZOWATELX PREDIKATOW”, T. E. PRAWILO, UKAZYWA@]EE NAM, KAK WYWESTI PO L@BOMU
POSTUSLOWI@ R SOOTWETSTWU@]EE SLABEJ[EE PREDUSLOWIE (KOTOROE MY OBOZNAˆILI ˆEREZ wp(S,R)), HARAK-
TERIZU@]EE TE NAˆALXNYE SOSTOQNIQ, PRI KOTORYH ZAPUSK PRIWEDET K SOBYTI@ PRAWILXNOGO ZAWER[ENIQ,
PRIˆEM SISTEMA OSTANETSQ W KONEˆNOM SOSTOQNII, UDOWLETWORQ@]EM POSTUSLOWI@ R. wOPROS W TOM, KAK
WYWODITX wp(S,R) DLQ ZADANNYH S I R.

oSTAWIM POKA WOPROS OB ODINOˆNOJ KONKRETNOJ KONSTRUKCII S. pROGRAMMA, NAPISANNAQ NA HORO[O
OPREDELENNOM QZYKE PROGRAMMIROWANIQ, MOVET RASSMATRIWATXSQ KAK NEKAQ KONSTRUKCIQ, TAKAQ KONSTRUK-
CIQ, KOTORU@ MY ZNAEM DOSTATOˆNO HORO[O, ESLI ZNAEM SOOTWETSTWU@]IJ PREOBRAZOWATELX PREDIKATOW

ODNAKO QZYK PROGRAMMIROWANIQ POLEZEN TOLXKO PRI TOM USLOWII, ˆTO EGO MOVNO PRIMENQTX DLQ ZAPI-
SI MNOGIH RAZLIˆNYH PROGRAMM, I DLQ WSEH “TIH PROGRAMM NAM VELATELXNO ZNATX SOOTWETSTWU@]IE IM

PREOBRAZOWATELI PREDIKATOW.
kAVDAQ TAKAQ PROGRAMMA ZADAETSQ SWOIM TEKSTOM NA HORO[O OPREDELENNOM QZYKE PROGRAMMIROWANIQ,

I PO“TOMU EE TEKST DOLVEN SLUVITX DLQ NAS OTPRAWNOJ TOˆKOJ. nO TEPERX PERED NAMI NEOVIDANNO OT-
KRYWA@TSQ DWA SOWER[ENNO RAZLIˆNYH NAZNAˆENIQ TAKOGO TEKSTA PROGRAMMY. s ODNOJ STORONY, TEKST
PROGRAMMY PREDNAZNAˆEN DLQ MA[INNOJ INTERPRETACII, ESLI MY HOTIM, ˆTOBY ONA MOGLA WYPOLNQTXSQ

AWTOMATIˆESKI, ESLI MY HOTIM, ˆTOBY PO NEJ DLQ NAS BYL PROIZWEDEN KAKOJ-LIBO KONKRETNYJ RASˆET. s
DRUGOJ STORONY, VELATELXNO, ˆTOBY TEKST PROGRAMMY GOWORIL NAM O TOM, KAK STROITX SOOTWETSTWU@]IJ
PREOBRAZOWATELX PREDIKATOW, KAK PROIZWODITX PREOBRAZOWANIE PREDIKATOW, ˆTOBY WYWODITX PREDUSLOWIE

wp(S,R) DLQ L@BOGO DANNOGO POSTUSLOWIQ R, KOTOROE NAS POˆEMU-LIBO ZAINTERESOWALO. —TO ZAMEˆANIE

POZWOLQET PONQTX, ˆTO PODRAZUMEWAETSQ POD ”HORO[O OPREDELENNYM QZYKOM PROGRAMMIROWANIQ” S NA[EJ
TOˆKI ZRENIQ. kOGDA SEMANTIKA KONKRETNOJ KONSTRUKCII (ILI PROGRAMMY) ZADAETSQ EE PREOBRAZOWATE-
LEM PREDIKATOW, MY RASSMATRIWAEM SEMANTIˆESKU@ HARAKTERISTIKU QZYKA PROGRAMMIROWANIQ KAK NABOR

PRAWIL, KOTORYE POZWOLQ@T L@BOJ PROGRAMME, NAPISANNOJ PA “TOM QZYKE, POSTAWITX W SOOTWETSTWIE PRE-
OBRAZOWATELX PREDIKATOW. s TAKOJ TOˆKI ZRENIQ MY MOVEM RASSMATRIWATX PROGRAMMU KAK ”KOD” DLQ
SOOTWETSTWU@]EGO PREOBRAZOWATELQ PREDIKATOW.

pRI VELANII MOVNO PODOJTI K PROBLEME PROEKTIROWANIQ QZYKA PROGRAMMIROWANIQ S TAKOJ POZI-
CII. mOVNO RUKOWODSTWOWATXSQ (DOWOLXNO FORMALXNO) TEM, ˆTO PRAWILA POSTROENIQ PREOBRAZOWATELEJ
PREDIKATOW DOLVNY BYTX TAKIMI, ˆTOBY, PRIMENQQ IH, NELXZQ BYLO POSTROITX NIˆEGO DRUGOGO, KROME KAK
PREOBRAZOWATELQ PREDIKATOW, OBLADA@]EGO SWOJSTWAMI 1–4 IZ PREDYDU]EJ GLAWY. w SAMOM DELE, ESLI
PRAWILA NE DA@T TAKOJ GARANTII, TO “TO OZNAˆAET, ˆTO WY DEFORMIRUETE PREDIKATY TAKIM OBRAZOM, ˆTO
ONI UVE NE MOGUT INTERPRETIROWATXSQ KAK POSTUSLOWIQ I SOOTWETSTWU@]IE SLABEJ[NE PREDUSLOWIQ.

sRAZU NAPRA[IWA@TSQ DWA PRIMERA WESXMA PROSTYH PREOBRAZOWATELEJ PREDIKATOW, KOTORYE OBLADA@T
TREBUEMYMI SWOJSTWAMI.

nAˆNEM S TOVDESTWENNOGO PREOBRAZOWANIQ, T. E, S KONSTRUKCII S, TAKOJ, ˆTO DLQ L@BOGO POSTUSLOWIQ
R MY IMEEM wp(S,R) = R. —TU KONSTRUKCI@ ZNA@T I L@BQT WSE PROGRAMMISTY: ONA IZWESTNA IM

POD NAZWANIEM ”PUSTOJ onepaTOR”, I W SWOIH PROGRAMMAH ONI ˆASTO ISPOLXZU@T EE, OSTAWLQQ PROPUSK W
TOM MESTE TEKSTA, GDE SINTAKSIˆESKI TREBUETSQ KAKOJ-TO OPERATOR. —TO NE SLI[KOM POHWALXNYJ PRIEM

(KOMPILQTOR DOLVEN ZNATX, ˆTO ON ”WIDIT” “TOT OPERATOR, NA TOM OSNOWANII, ˆTO ON NIˆEGO NE WIDIT, I
PO“TOMU MY DADIM “TOJ KONSTRUKCII NAIMENOWANIE, SKAVEM, ”PROPUSTITX”. iTAK, SEMANTIKA OPERATORA
”PROPUSTITX” OPREDELQETSQ SLEDU@]IM OBRAZOM:

wp(PROPUSTITX, R) = R DLQ L@BOGO POSTUSLOWIQ R

(kAK I WSE, Q BUDU POLXZOWATXSQ TERMINOM ”OPERATOR”, POSKOLXKU ON PROˆNO WO[EL W VARGON. kOGDA
L@DI SOOBRAZILI, ˆTO ”KOMANDA” MOGLA BY OKAZATXSQ BOLEE PODHODQ]IM TERMINOM, BYLO UVE SLI[KOM
POZDNO1.)

zAMEˆANue. tEM, KTO SˆITAET RASTOˆITELXSTWOM SIMWOLOW WWEDENIE QWNOGO IMENI ”PROPUSTITX” DLQ
PUSTOGO OPERATORA, KOGDA ”PUSTO” STOLX KRASNOREˆIWO WYRAVAET EGO SEMANTIKU, SLEDUET OSOZNATX, ˆTO
DESQTIˆNAQ SISTEMA SˆISLENIQ OKAZALASX WOZMOVNOJ TOLXKO BLAGODARQ WWEDENI@ SIMWOLA ”0” DLQ PONQTIQ
”NIˆTO”. (kONEC ZAMEˆANIQ.)

pREVDE ˆEM PRODOLVITX NA[I RASSUVDENIQ, MNE HOTELOSX BY NE UPUSTITX WOZMOVNOSTX OTMETITX,
ˆTO TEM WREMENEM MY UVE OPREDELILI NEKIJ QZYK PROGRAMMIROWANIQ. oSTAETSQ DOBAWITX TOLXKO ODNO:
“TO ODNOOPERATORPYJ QZYK, W KOTOROM MOVNO OPISATX TOLXKO ODNU KONSTRUKCI@, PRIˆEM EDINSTWENNOE,

1 pO TRADICII MY PEREWODIM ANGLIJSKIJ TERMIN ”statement” (UTWERVDENIE, PREDLOVENIE) TERMINOM
”OPERATOR”, WWEDENNYM W PROGRAMMIROWANIE a. a. lQPUNOWYM, I TAKIM OBRAZOM, RUSSKIJ ˆITATELX OKAZY-
WAETSQ W BOLEE WYGODNOM POLOVENII, ˆEM ANGLIJSKIJ.—pRIM. RED.
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ˆTO SPOSOBNA SDELATX DLQ NAS DANNAQ KONSTRUKCIQ, “TO ”OSTAWITX Wce, KAK ESTX” (ILI ”NIˆEGO NE DELATX”,
NO TAKOE NEGATIWNOE UPOTREBLENIE QZYKA PREDSTAWLQET OPASNOSTX, SM. SLEDU@]IJ ABZAC).

dRUGOJ PROSTOJ PREOBRAZOWATELX PREDIKATOW PRIWODIT K POSTOQNNOMy SLABEJ[EMU PREDUSLOWI@, KO-
TOROE WOWSE NE ZAWISIT OT POSTUSLOWIQ R. mY IMEEM DWA PREDIKATA-KONSTANTY, T I F . kONSTRUKCIQ S,
DLQ KOTOROJ wp(S,R) = T PRI WSEH R, NE MOVET SU]ESTWOWATX, POTOMU ˆTO ONA NARU[ILA BY ZAKON ISKL@-
ˆENNOGO ˆUDA. oDNAKO KONSTRUKCIQ S, DLQ KOTOROJ wp(S,R) = F PRI WSEH R, OBLADAET PREOBRAZOWATELEM
PREDIKATOW, UDOWLETWORQ@]IM WSEM NEOBHODIMYM SWOJSTWAM. —TOMU OPERATORU MY TOVE PRISWOIM IMQ,
NAZOWEM EGO ”OTKAZATX”. iTAK, SEMANTIKA OPERATORA ”OTKAZATX” ZADAETSQ SLEDU@]IM OBRAZOM:

wp(OTKAZATX, R) = F DLQ L@BOGO POSTUSLOWIQ R

—TOT OPERATOR NE MOVET DAVE ”NIˆEGO NE DELATX” W SMYSLE ”OSTAWITX WSE, KAK ESTX”; ON WOOB]E NI NA ˆTO
NE SPOSOBEN. eSLI MY POLAGAEM R = T , T. E. NE NAKLADYWAEM NA KONEˆNOE SOSTOQNIE NIKAKIH DOPOLNI-
TELXNYH TREBOWANIJ, KROME SAMOGO FAKTA EGO SU]ESTWOWANIQ, DAVE TOGDA NE NAJDETSQ SOOTWETSTWU@]EGO
NAˆALXNOGO SOSTOQNIQ. eSLI ZAPUSTITX KONSTRUKCI@ PO IMENI ”OTKAZATX”, ONA NE SMOVET DOSTIˆX KONEˆ-
NOGO SOSTOQNIQ: SAMA POPYTKA EE ZAPUSKA QWLQETSQ GARANTIEJ NEUDAˆI. (nAS NE DOLVNO ZANIMATX TEPERX
(A TAKVE I WPOSLEDSTWII) TO, ˆTO POZDNEE MY WWEDEM STRUKTURU OPERATOROW, W KOTOROJ SODERVATSQ KAK
ˆASTNYE SLUˆAI SEMANTIˆESKIE “KWIWALENTY DLQ ”PROPUSTITX” I ”OTKAZATX”.)

tEPERX MY RASPOLAGAEM NEKIM (WSE E]E WESXMA ZAˆATOˆNYM) DWUHOPERATORNYM QZYKOM PROGRAMMIRO-
WANIQ, W KOTOROM MOVEM OPISATX DWE KONSTRUKCII; ODNA IZ NIH NIˆEGO NE DELAET, A WTORAQ WSEGDA TERPIT
NEUDAˆU. sO WREMENI OPUBLIKOWANIQ ZNAMENITOGO ”sOB]ENIQ OB ALGORITMIˆESKOM QZYKE algol 60” W
1960 G. NIKAKOJ UWAVA@]IJ SEBQ UˆENYJ, ZANIMA@]IJSQ PROGRAMMIROWANIEM, NE POZWOLIT SEBE OBOJTISX
NA “TOM “TAPE BEZ FORMALXNOGO OPREDELENIQ SINTAKSISA STOLX DALEKO PRODWINUTOGO QZYKA PROGRAMMIRO-
WANIQ W SISTEME OBOZNAˆENIJ, NAZYWAEMOJ ”nfb” (SOKRA]ENIE OT ”nORMALXNAQ FORMA b“KUSA”), A IMENNO:

〈OPERATOR〉 ::= PROPUSTITX|OTKAZATX

(˜ITAETSQ TAK: ”—LEMENT SINTAKSIˆESKOJ KATEGORII, IMENUEMOJ ”OPERATOR” (IMENNO “TO OBOZNAˆA@T ZA-
BAWNYE SKOBKI ”<”I ”>”), OPREDELQETSQ KAK (“TO OBOZNAˆAET ZNAK ”::=”) ”PROPUSTITX”ILI (“TO OBOZNAˆAET
WERTIKALXNAQ ˆERTA ”|”) ”OTKAZATX”. kOLOSSALXNO! nO NE BESPOKOJTESX; BOLEE WPEˆATLQ@]IE PRIMENENIQ
nfb W KAˆESTWE SPOSOBA ZAPISI POSLEDU@T W NADLEVA]EE WREMQ.)

oDIN KLASS BEZUSLOWNO BOLEE INTERESNYH PREOBRAZOWATELEJ PREDIKATOW OSNOWYWAETSQ NA PODSTANOW-
KE, T. E. NA ZAMENE WSEH WHOVDENIJ NEKOEJ PEREMENNOJ W FORMALXNOM WYRAVENII DLQ POSTUSLOWIQ R
NA (ODNO I TO VE) ”̂ TO-NIBUDX DRUGOE”. eSLI W PREDIKATE R WSE WHOVDENIQ PEREMENNOJ x ZAMENQ@TSQ

NEKOTORYM WYRAVENIEM (E), TO MY OBOZNAˆAEM REZULXTAT “TOGO PREOBRAZOWANIQ ˆEREZ RE→X . tEPERX MY
MOVEM RASSMOTRETX DLQ ZADANNYH x I E TAKU@ KONSTRUKCI@, ˆTOBY DLQ L@BYH POSTUSLOWIJ R POLUˆA-
LOSX wp(S,R) = RE→X ; ZDESX x — ”KOORDINATNAQ PEREMENNAQ” NA[EGO PROSTRANSTWA SOSTOQNIJ, A E —
WYRAVENIE SOOTWETSTWU@]EGO TIPA.

zAMEˆANIE. tAKOE PREOBRAZOWANIE PUTEM PODSTANOWKI UDOWLETWORQET SWOJSTWAM 1–4 IZ PREDYDU]EJ
GLAWY. mY NE STANEM PYTATXSQ DEMONSTRIROWATX “TO I PREDOSTAWIM SAMOMU ˆITATEL@ RE[ATX W ZAWI-
SIMOSTI OT SWOEGO WKUSA, BUDET LI ON OTNOSITXSQ K “TOMU KAK K TRIWIALXNOMU ILI VE KAK K GLUBOKOMU
MATEMATIˆESKOMU REZULXTATU. (kONEC ZAMEˆANIQ.)

tAKIM SPOSOBOM WWODITSQ CELYJ KLASS PREOBRAZOWATELEJ PREDIKATOW, CELYJ KLASS KONSTRUKCIJ. oNI
OBOZNAˆA@TSQ OPERATOROM, KOTORYJ NAZYWAETSQ ”OPERATOR PRISWAIWANIQ”; TAKOJ OPERATOR DOLVEN OPREDE-
LQTX TRI WE]I:

1) NAIMENOWANIE PEREMENNOJ, PODLEVA]EJ ZAMENE;
2) TOT FAKT, ˆTO PRAWILO, SOOTWETSTWU@]EE PREOBRAZOWANI@ PREDIKATOW, ESTX PODSTANOWKA;
3) WYRAVENIE, KOTORYM DOLVNO ZAMENQTXSQ WSQKOE WHOVDENIE “TOJ PEREMENNOJ W POSTUSLOWII.
eSLI PEREMENNAQ x DOLVNA BYTX ZAMENENA WYRAVENIEM (E) TO OBYˆNAQ ZAPISX TAKOGO OPERATORA

WYGLQDIT SLEDU@]IM OBRAZOM:
x := E

(GDE TAK NAZYWAEMYJ ZNAK PRISWAIWANIQ ”:=” SLEDUET ˆITATX KAK ”STANOWITSQ”).
sKAZANNOE MOVNO SUMMIROWATX, OPREDELIW

wp(”x := E”, R) = RE→X dLQ L@BOGO POSTUSLOWIQ R

pRI VELANII “TO MOVNO RASSMATRIWATX KAK SEMANTIˆESKOE OPREDELENIE OPERATORA PRISWAIWANIQ DLQ

L@BOJ KOORDINATNOJ PEREMENNOJ x I L@BOGO WYRAVENIQ E SOOTWETSTWU@]EGO TIPA. nASLAVDAQSX, PO



22 —. dEJKSTRA. ”dISCIPLINA PROGRAMMIROWANIQ”

NA[EMU OBYKNOWENI@, UPOTREBLENIEM nfb, MY MOVEM RAS[IRITX NA[ FORMALXNYJ SINTAKSIS, ˆTOBY ON

ˆITALSQ TAK:
〈OPERATOR〉 ::= PROPUSTITX|OTKAZATX|〈OPERATOR PRISWAIWANIQ〉
〈OPERATOR PRISWAIWANIQ〉 ::= 〈PEREMENNAQ〉 := 〈WYRAVENIE〉

PRIˆEM POSLEDN@@ STROˆKU SLEDUET ˆITATX TAK: ”—LEMENT SINTAKSIˆESKOJ KATEGORII, IMENUEMOJ ”OPE-
RATOR PRISWAIWANIQ”, OPREDELQETSQ KAK “LEMENT SINTAKSIˆESKOJ KATEGORII, IMENUEMOJ ”PEREMENNAQ”, ZA
KOTORYM SLEDU@T SNAˆALA ZNAK PRISWAIWANIQ ”:=”, A ZATEM “LEMENT SINTAKSIˆESKOJ KATEGORII, IMENUE-
MOJ ”WYRAVENIE”. pERED TEM KAK PRODOLVITX RASSUVDENIE, PREDSTAWLQETSQ RAZUMNYM UBEDITXSQ W TOM,
ˆTO “TIM FORMALXNYM OPISANIEM OPERATORA PRISWAIWANIQ W SAMOM DELE OHWATYWAETSQ NA[E INTUITIWNOE

PONIMANIE OPERATORA PRISWAIWANIQ — ESLI ONO U NAS ESTX! rASSMOTRIM PROSTRANSTWO SOSTOQNIJ S DWUMQ
CELYMI KOORDINATNYMI PEREMENNYMI ”a” I ”b”. tOGDA

wp(”a := 7”, a = 7) = {7 = 7}

I, POSKOLXKU LOGIˆESKOE WYRAVENIE W PRAWOJ ˆASTI QWLQETSQ ISTINOJ DLQ WSEH ZNAˆENIJ a I b, T. E. DLQ
WSEH TOˆEK PROSTRANSTWA SOSTOQNIJ, MY MOVEM UPRO]ENNO ZAPISATX “TO TAK:

wp(”a := 7”, a = 7) = T

iNAˆE GOWORQ, WSQKOE NAˆALXNOE SOSTOQNIE GARANTIRUET, ˆTO PRISWAIWANIE ”a := 7” OBESPEˆIT ISTINNOSTX
”a = 7”. aNALOGIˆNO

wp(”a := 7”, a = 6) = {7 = 6}

I, POSKOLXKU “TO LOGIˆESKOE WYRAVENIE QWLQETSQ LOVX@ DLQ WSEH ZNAˆENIJ a I b, MY POLUˆAEM

wp(”a := 7”, a = 6) = F

—TO OZNAˆAET, ˆTO NE SU]ESTWUET NIKAKOGO NAˆALXNOGO SOSTOQNIQ, DLQ KOTOROGO MY MOGLI BY GARAN-
TIROWATX, ˆTO PRISWAIWANIE ”a := 7” OBESPEˆIT ISTINNOSTX ”a = 6”. (—TO NAHODITSQ W SOOWETSTWII S

NA[IM PREDYDU]IM REZULXTATOM, ˆTO WSE NAˆALXNYE SOSTOQNIQ OBESPEˆAT KONEˆNU@ ISTINNOSTX ”a = 7”,
A SLEDOWATELXNO, KONEˆNU@ LOVNOSTX ”a 6= 7”.) dALEE,

wp(”a := 7”, b = b0) = {b = b0}

T. E. ESLI MY HOTIM GARANTIROWATX, ˆTO POSLE PRISWAIWANIQ ”a := 7” PEREMENNAQ b IMEET NEKOTOROE

ZNAˆENIE b0, TO NUVNO, ˆTOBY b IMELA “TO ZNAˆENIE E]E W NAˆALXNOM SOSTOQNII. dRUGIMI SLOWAMI, WSE
PEREMENNYE, ZA ISKL@ˆENIEM ”a”, NE IZMENQ@TSQ, ONI SOHRANQ@T TE ZNAˆENIQ, KOTORYE IMELI RANX[E; PRI-
SWAIWANNE ”a := 7” PEREME]AET W PROSTRANSTWE SOSTOQNIJ TOˆKU, SOOTWETSTWU@]U@ TEKU]EMU SOSTOQNI@

SISTEMY, PARALLELXNO OSI a TAK, ˆTO OBESPEˆIWAETSQ KONEˆNOE WYPOLNENIE RAWENSTWA ”a = 7”.
wMESTO TOGO ˆTOBY BRATX W KAˆESTWE WYRAVENIQ E KONSTANTU, MY MOGLI BY WZQTX KAKU@-TO FUNKCI@

OT NAˆALXNOGO SOSTOQNIQ. —TO ILL@STRIRUETSQ SLEDU@]IMI PRIMERAMI:

wp(”a := 2 ∗ b+ 1”, a = 13) = {2 ∗ b+ 1 = 13} = {b = 6}
wp(”a := a+ 1”, a > 10) = {a+ 1 > 10} = {a > 9}
wp(”a := a− b”, a > b) = {a− b > b} = {a > 2 ∗ b}

wOZNIKAET NEBOLX[OE OSLOVNENIE, ESLI MY RAZRE[AEM WYRAVENI@ E BYTX ˆASTIˆNO OPREDELENNOJ

FUNKCIEJ NAˆAˆALXNOGO SOSTOQNIQ, T. E. TAKOJ FUNKCIEJ, POPYTKA WYˆISLENIQ KOTOROJ DLQ NAˆALXNOGO
SOSTOQNIQ, NE WHODQ]EGO W OBLASTX OPREDELENIQ, NE PRIWEDET K PRAWILXNO ZAWER[AEMOJ RABOTE. eSLI MY
HOTIM PREDUSMOTRETX I “TU SITUACI@, TO NAM NUVNO UTOˆNITX NA[E OPREDELENIE SEMANTIKI OPERATORA

PRISWAIWAIWANIQ I ZAPISATX

wp(”x := E”, R) = {D(E) candRE→X}

zDESX PREDIKAT D(E) OZNAˆAET ”W OBLASTI OPREDELENIQ E”; LOGIˆESKOE WYRAVENIE ”B1candB2” (TAK NAZY-
WAEMAQ ”USLOWNAQ KON˙@NKCIQ”) IMEET TO VE ZNAˆENIE, ˆTO I ”B1 andB2”, ESLI OBA OPERANDA OPREDELENY,
NO POMIMO “TOGO PO OPREDELENI@ ONO IMEET ZNAˆENIE ”LOVX”, ESLI B1 QWLQETSQ ”LOVX@”; POSLEDNEE SPRA-
WEDLIWO WNE ZAWISIMOSTI OT TOGO, OPREDELEN LI OPERAND B2. oBYˆNO USLOWIE D(E) NE PODˆERKIWAETSQ QWNO
LIBO POTOMU, ˆTO ONO=T , LIBO POTOMU, ˆTO MY ISHODIM IZ PREDPOLOVENIQ, ˆTO OPERATOR PRISWAIWANIQ
NIKOGDA NE BUDET ZAPU]EN W NAˆALXNYH SOSTOQNIQH, NE PRINADLEVA]IH OBLASTI OPREDELENIQ WYRAVENIQ
E.
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eSTESTWENNYM OBOB]ENIEM OPERATORA PRISWAIWANIQ QWLQETSQ IZL@BLENNOE NEKOTORYMI PROGRAMMI-
STAMI TAK NAZYWAEMOE ”ODNOWREMENNOE PRISWAIWANIE”. w “TOM SLUˆAE WOZMOVNA ODNOWREMENNAQ ZAMENA

DLQ NESKOLXKIH RAZLIˆNYHPEREMENNYH. oPERATOR ODNOWREMENNOGO PRISWAIWANIQ OBOZNAˆAETSQ SPISKOM

RAZLIˆNYH PEREMENNYH), PODLEVA]IH ZAMENE (“TI PEREMENNYE RAZDELQ@TSQ ZAPQTYMI), SLEWA OT ZNAKA
PRISWAIWANIQ I STOLX VE PROTQVENNYM SPISKOM WYRAVENIJ (TAKVE RAZDELQEMYH ZAPQTYMI) SPRAWA OT
ZNAKA PRISWAIWANIQ. iTAK, RAZRE[AETSQ PISATX

x1, x2 := E1, E2 x1, x2, x3 := E1, E2, Ez

zAMETIM, ˆTO i-Q PEREMENNAQ IZ SPISKA LEWOJ ˆASTI DOLVNA BYTX ZAMENENA NA i-e WYRAVENIE IZ SPISKA
PRAWOJ ˆASTI, TAK ˆTO, NAPRIMER, PRI ZADANNYH x1, x2, E1 I E2 OPERATOR

x1, x2 := E1, E2

SEMANTIˆESKI “KWIWALENTEN OPERATORU

x2, x1 := E2, E1

oDNOWREMENNOE PRISWAIWANIE POZWOLQET NAM PREDPISATX, ˆTOBY DWE PEREMENNYE x I y OBMENQLISX SWOIMI
ZNAˆENIQMI S POMO]X@ OPERATORA

x, y := y, x

w INOJ ZAPISI “TA OPERACIQ WYGLQDELA BY BOLEE GROMOZDKOJ. lEGKOSTX REALIZACII ODNOWREMENNOGO PRI-
SWAIWANIQ I WOZMOVNOSTX S EGO POMO]X@ IZBEGATX NEKOTOROJ IZBYTOˆNOSTI ZAPISI QWLQ@TSQ PRIˆINAMI

POPULQRNOSTI TAKIH OPERATOROW. zAMETIM, ˆTO ESLI SPISKI STANOWQTSQ SLI[KOM DLINNYMI, TO POLUˆAE-
MAQ PROGRAMMA STANOWITSQ WESXMA NEUDOBOˆITAEMOJ.

iSTINNYJ L@BITELX nfb RAS[IRIT SWOJ SINTAKSIS, OBESPEˆIW DWE RAZLIˆNYE FORMY DLQ OPERATORA

PRISWAIWANIQ, SLEDU@]IM OBRAZOM:

〈OPERATOR PRISWAIWANIQ〉 ::=〈PEREMENNAQ〉 := 〈WYRAVENIE〉|
〈PEREMENNAQ〉, 〈OPERATOR PRISWAIWANIQ〉, 〈WYRAVENIE〉

—TO TAK NAZYWAEMOE ”REKURSIWNOE OPREDELENIE”, POSKOLXKU ODNA IZ ALXTERNATIWNYH FORM DLQ SINTAKSIˆE-
SKOJ EDINICY, IMENUEMOJ ”OPERATOR PRISWAIWANIQ” (A IMENNO WTORAQ FORMA), SODERVIT W KAˆESTWE ODNOGO
IZ SWOIH KOMPONENTOW SNOWA “TU VE SINTAKSIˆESKU@ EDINICU, IMENUEMU@ ”OPERATOR PRISWAIWANIQ”, T. E.
TU SAMU@ SINTAKSIˆESKU@ EDINICU, KOTORU@ MY OPREDELQEM! nA PERWYJ WZGLQD TAKOE CIKLIˆESKOE OPRE-
DELENIE WYGLQDIT UVASA@]E, NO POSLE BOLEE WNIMATELXNOGO IZUˆENIQ MY MOVEM UBEDITXSQ W TOM, ˆTO,
PO KRAJNEJ MERE S SINTAKSIˆESKOJ TOˆKI ZRENIQ, W “TOM NET NIˆEGO NEPRAWILXNOGO. nAPRIMER, POSKOLXKU,
SOGLASNO PERWOJ ALXTERNATIWE,

x2 := E1

QWLQETSQ PRIMEROM OPERATORA PRISWAIWANIQ, TO FORMULA

x1, x2 := E1, E2

DOPUSKAET RAZBOR WIDA

x1, 〈OPERATOR PRISWAIWANIQ〉, E2

A SLEDOWATELXNO, SOGLASNO WTOROJ ALXTERNATIWE, TAKVE QWLQETSQ OPERATOROM PRISWAIWANIQ. oDNAKO S

SEMANTIˆESKOJ TOˆKI ZRENIQ “TO OTWRATITELXNO, POTOMU ˆTO POLUˆAETSQ, ˆTO E2 ASSOCIIRUETSQ S x1
WMESTO TOGO, ˆTOBY ASSOCIIROWATXSQ S x2.

w SRAWNENII S DWUHOPERATORNYM QZYKOM, SODERVA]IM TOLXKO ”PROPUSTITX” I ”OTKAZATX”, NA[ QZYK S

OPERATOROM PRISWAIWANIQ WYGLQDIT ZNAˆITELXNO BOLEE BOGATYM: UVE NET KAKOJ BY TO NI BYLO WERHNEJ

GRANICY DLQ ˆISLA RAZLIˆNYH PRIMEROW SINTAKSIˆESKOJ EDINICY ”OPERATOR PRISWAIWANIQ”. nO ON WSE

VE QWNO NEDOSTATOˆEN DLQ NA[IH CELEJ; NAM NUVNA WOZMOVNOSTX STROITX BOLEE IZO]RENNYE PROGRAMMY,
BOLEE SLOVNYE KONSTRUKCII. dLQ POSTROENIQ POTENCIALXNO SLOVNYH KONSTRUKCIJ MY POLXZUEMSQ SHEMOJ,
KOTORU@ MOVNO REKURSIWNO OPISATX TAK:

〈KONSTRUKCIQ〉 ::= 〈PROSTAQ KONSTRUKCIQ〉|
〈PRAWILXNAQ KOMPOZICIQ ZAPISEJ WIDA: 〈KONSTRUKCIQ〉 〉

dLQ TOGO ˆTOBY “TA SHEMA MOGLA PRINESTI HOTX KAKU@-NIBUDX POLXZU, NEOBHODIMO WYPOLNENIE DWUH
USLOWIJ: W NA[EM RASPORQVENII DOLVNY IMETXSQ ”PROSTYE KONSTRUKCII”, ˆTOBY BYLO S ˆEGO NAˆATX,
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I, KROME TOGO, MY DOLVNY ZNATX, KAK STROITX ”PRAWILXNYE KOMPOZICII”. wWEDENNYE RANX[E OPERATORY
MOVNO WZQTX W KAˆESTWE PROSTYH KONSTRUKCIJ; OSTAW[AQSQ ˆASTX “TOJ GLAWY POSWQ]ENA IMENNO PROCESSU

PRAWILXNOJ KOMPOZICII NEKOEJ NOWOJ KONSTRUKCII IZ ZADANNYH KONSTRUKCIJ. nOWAQ KONSTRUKCIQ W SWO@
OˆEREDX MOVET WYSTUPATX W ROLI ˆASTI E]E BOLEE SLOVNOGO SOSTAWNOGO OB˙EKTA.

pOSLE TOGO, KAK OB˙EKT BYL OBRAZOWAN KOMPOZICIEJ ˆASTEJ, MY MOVEM RASSMATRIWATX EGO DWUMQ SPO-
SOBAMI. wO-PERWYH, MY MOVEM SˆITATX EGO ”NERAZDELXNYM CELYM”, WOSPRINIMAQ EGO SWOJSTWA W BOLX[EJ
ILI MENX[EJ STEPENI KAK MAGIˆESKIE (ILI PRINIMAQ IH NA WERU ILI KAK POSTULATY). pRI TAKOM PODHODE
SU]ESTWENNY TOLXKO SWOJSTWA KONSTRUKCII; NE IMEET NIKAKoro ZNAˆENIQ, KAKIM OBRAZOM ONA OBRAZOWANA

IZ SWOIH ˆASTEJ. s TAKOJ TOˆKI ZRENIQ L@BYE DWE KONSTRUKCII, OBLADA@]IE ODINAKOWYMI SWOJSTWAMI,
“KWIWALENTNY. iLI VE MY RASSMATRIWAEM KONSTRUKCI@ KAK ”SOSTAWNOJ OB˙EKT”, OBRAZOWANNYJ TAK, ˆTO
MY MOVEM PONQTX, POˆEMU ONA OBLADAET OB˙QWLENNYMI SWOJSTWAMI. pRI “TOM MY WOSPRINIMAEM ˆASTI

KAK ”MALYE” NERAZDELXNYE CELYE, DLQ KOTORYH PRINIMA@TSQ W RASˆET TOLXKO IH OB]IE SWOJSTWA. wTOROJ
PODHOD WNOSIT QSNOSTX W TO, ˆTO MY PONIMAEM POD ”KOMPOZICIEJ”. kOMPOZICIQ DOLVNA OPREDELQTX, KAK
SWOJSTWA CELOGO SLEDU@T IZ SWOJSTW ˆASTEJ.

pOSLE “TIH OB]IH ZAMEˆANIJ WERNEMSQ K NA[IM KONKRETNYM KONSTRUKCIQM, SWOJSTWA KOTORYH, KAK MY
SˆITAEM, WYRAVA@TSQ IH PREOBRAZOWATELQMI PREDIKATOW. tOˆNEE GOWORQ, ESLI ZADANY DWE KONSTRUKCII

S1 I S2, ˆXI PREOBRAZOWATELI PREDIKATOW IZWESTNY, MOVEM LI MY PREDSTAWITX SEBE PRAWILO WYWODA

NOWOGO PREOBRAZOWATELQ PREDIKATOW IZ DWUH ZADANNYH? eSLI DA, TO MY MOVEM SˆITATX REZULXTIRU@]IJ

PREOBRAZOWATELX PREDIKATOW OPISANIEM SWOJSTW SOSTAWNOGO OB˙EKTA, POSTROENNOGO SPECIALXNYM OBRAZOM

IZ ˆASTEJ S1 I S2.
oDNIM IZ PROSTEJ[IH SPOSOBOW POLUˆENIQ NOWOJ FUNKCII IZ DWUH ZADANNYH QWLQETSQ TAK NAZYWAEMAQ

”FUNKCIONALXNAQ KOMPOZICIQ”, T. E. PREDOSTAWLENIE ZNAˆENIQ ODNOJ FUNKCII W KAˆESTWE ARGUMENTA DLQ
DRUGOJ. sOSTAWNOJ OB˙EKT, SOOTWETSTWU@]IJ TAKOMU PREOBRAZOWATEL@ PREDIKATOW, PRINQTO OBOZNAˆATX
ˆEREZ ”S1; S2”, I MY OPREDELQEM

wp(”S1;S2”, R) = wp(S1,wp(S2, R))

ˆTO PRI VELANII MOVNO RASSMATRIWATX KAK SEMANTIˆESKOE OPREDELENIE TOˆKI S ZAPQTOJ.
zAMEˆANue. iZ TOGO FAKTA, ˆTO PREOBRAZOWATELI PREDIKATOW DLQ S1 I S2 OBLADA@T SWOJSTWAMI 1–4

IZ PREDYDU]EJ GLAWY, MOVNO ZAKL@ˆITX, ˆTO I OPREDELENNYJ WY[E PREOBRAZOWATELX PREDIKATOW DLQ

”S1;S2” TAKVE OBLADAET “TIMI ˆETYRXMQ SWOJSTWAMI. nAPRIMER, POSKOLXKU DLQ S1 I S2 SPRAWEDLIW

ZAKON ISKL@ˆENNOGO ˆUDA:
wp(S1, F ) = F I wp(S2, F ) = F

MY ZAKL@ˆAEM, PODSTAWLQQ F WMESTO R W WERHNEE OPREDELENIE ˆTO

wp(”S1;S2”, F ) = wp(S1,wp(S2, F ))
= wp(S1, F )
= F

˜ITATEL@ PREDOSTAWLQETSQ W KAˆESTWE UPRAVNENIQ PROWERITX, ˆTO OSTALXNYE TRI SWOJSTWA TOVE

SOHRANQ@TSQ. (kONEC ZAMEˆANIQ.)
pERED TEM KAK PRODOLVITX NA[I RASSUVDENIQ, UBEDIMSQ W TOM, ˆTO “TIM FORMALXNYM OPISANIEM SE-

MANTIKI TOˆKI S ZAPQTOJ OHWATYWAETSQ NA[E INTUITIWNOE PREDSTAWLENIE O NEJ (ESLI ONO U NAS ESTX!), T. E.
ˆTO SOSTAWNAQ KONSTRUKCIQ ”S1;S2”MOVET BYTX REALIZOWANA NO PRAWILU ”SNAˆALA ZAPUSTITX KONSTRUKCI@
S1 I Po OKONˆANII EE RABOTY ZAPUSTITX S2”. w SAMOM DELE, W NA[EM OPREDELENII wp(”S1;S2”, R) MY PRED-
STAWLQEM R-POSTUSLOWIE DLQ SOSTAWNOJ KONSTRUKCII — KAK POSTUSLOWIE K PREOBRAZOWATEL@ PREDIKATOW

DLQ S2, I “TIM OTRAVAETSQ TO, ˆTO OB]AQ RABOTA KONSTRUKCII ”S1;S2” MOVET ZAKONˆITXSQ S OKONˆANIEM
RABOTY S2. sOOTWETSTWU@]EE SLABEJ[EE PREDUSLOWIE DLQ S2, T. E. wp(S2, R), PREDSTAWLQETSQ KAK POSTU-
SLOWIE K PREOBRAZOWATEL@ PREDIKATOW DLQ S1; TEM SAMYM MY QWNO OTOVDESTWLQEM NAˆALXNOE SOSTOQNIE

DLQ S2 S KONEˆNYM SOSTOQNIEM DLQ S1. oDNAKO IMENNO TAK I BYWAET, ESLI RABOTA S1 NEPOSREDSTWENNO

PRED[ESTWUET WO WREMENI ZAPUSKU S2.
˜TOBY UDOSTOWERITXSQ W “TOM, RASSMOTRIM PRIMER. pUSTX ”S1;S2” PREDSTAWLQET SOBOJ

”a := a+ b; b := a ∗ b”

I PUSTX NA[IM POSTUSLOWIEM QWLQETSQ NEKOTORYJ PREDIKAT R(a, b); W TAKOM SLUˆAE

wp(S2, R(a, b)) = wp(”b := a ∗ b”, R(a, b))
= R(a.c ∗ b)
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I
wp(”S1;S2”, R(a, b)) = wp(S1,wp(S2, R(a, b)))

= wp(S1, R(a, a ∗ b))
= wp(”a := a+ b”, R(a, a ∗ b))
= R(a+ b, (a+ b) ∗ b)

T.E MY MOVEM GARANTIROWATX WYPOLNENIE OTNO[ENIQ R MEVDU KONEˆNYMI ZNAˆENIQMI a I b PRI USLOWII,
ˆTO PERWONAˆALXNO TO VE OTNO[ENIE WYPOLNQETSQ MEVDU a+ b I (a+ b) ∗ b SOOTWETSTWENNO.

i NAKONEC, POSKOLXKU FUNKCIONALXNAQ KOMPOZICIQ OBLADAET SWOJSTWOM ASSOCIATIWNOSTI, TO NE IMEET
ZNAˆENIQ, BUDEM LI MY RAZBIRATX ”S1; S2; S3” KAK ”[S1; S2]; S3” ILI VE KAK ”S1;[S2;S3]”. iNAˆE GOWORQ, MY
IMEEM POLNOE PRAWO TRAKTOWATX TOˆKU S ZAPQTOJ KAK SIMWOL SOˆLENENIQ; PO“TOMU NE WOZNIKAET NIKAKOJ
NEOPREDELENNOSTI, KOGDA MY WYPISYWAEM OPERATORNYJ SPISOK WIDA ”S1; S2; S3; . . . ; Sn”, I MY BUDEM BEZ

STESNENIQ POSTUPATX TAK, KOGDA DLQ “TOGO PREDSTAWQTSQ PODHODQ]IE SLUˆAI.
uPRAVNENIE. pROWERXTE, ˆTO KONSTRUKCII

”x1 := E1;x2 := E2” I ”x2 := E2;x1 := E1”

SEMANTIˆESKI “KWIWALENTNY, ESLI PEREMENNAQ x1 NE WSTREˆAETSQ W WYRAVENII E2, A PEREMENNAQ x2 NE

WSTREˆAETSQ W WYRAVENII E1. nA SAMOM DELE, W TAKOM SLUˆAE OBE “TI KONSTRUKCII SEMANTIˆESKI “KWI-
WALENTNY ODNOWREMENNOMU PRISWAIWANI@ ”x1, x2 := E1, E2”. (—TA “KWIWALENTNOSTX QWLQETSQ ODNIM IZ

ARGUMENTOW W POLXZU ODNOWREMENNOGO PRISWAIWANIQ; EE PRIMENENIE POZWOLQET NAM IZBEVATX IZBYTOˆNO-
STI POSLEDOWATELXNOJ ZAPISI, BOLee TOGO, PRI ODNOWREMENNOM PRISWAIWANII STANOWITSQ OˆEWIDNYM, ˆTO
DWA WYRAVENIQ E1 I E2 MOGUT WYˆISLQTXSQ ODNOWREMENNO, I “TO POSLEDNEE OBSTOQTELXSTWO PREDSTAWLQET
INTERES PRI NEKOTORYH METODIKAH REALIZACII. pOMIMO TOGO, BYTX MOVET, BOLEE INTERESNAQ WOZMOV-
NOSTX, ˆTO KONSTRUKCIQ ”x1, x2 := E1, E2” NE OKAVETSQ SEMANTIˆESKI “KWIWALENTNOJ NI KONSTRUKCII

”x1 := E1;x2 := E2”, NI KONSTRUKCII ”x2 := E2;x1 := E1”.) (kONEC UPRAVNENIQ.)
dO WWEDENIQ TOˆKI S ZAPQTOJ MY MOGLI PISATX TOLXKO ODNOOPERATORNYE PROGRAMMY; S POMO]X@ TOˆKI

S ZAPQTOJ MY OBRELI SPOSOBNOSTX PISATX PROGRAMMY W WIDE SOˆLENENIQ IZ n, (n > 0) OPERATOROW: ”S1; S2;
S3; . . . ; Sn”. eSLI ISKL@ˆITX PROMEVUTOˆNU@ NEZAWER[ENNOSTX, WYPOLNENIE KAVDOJ PROGRAMMY WSEGDA

OZNAˆAET WREMENNU@ POSLEDOWATELXNOSTX WYPOLNENIJ n OPERATOROW, SNAˆALA S1, POTOM S2 I TAK DALEE DO

Sn WKL@ˆITELXNO. oDNAKO IZ NA[EGO PRIMERA IGRY NA LISTE KARTONA, REALIZU@]EJ ALGORITM eWKLIDA,
MY ZNAEM, ˆTO DOLVNY UMETX OPISYWATX BOLEE [IROKIJ KLASS ”PRAWIL IGRY”: WSQKAQ IGRA BUDET SOSTOQTX
IZ POSLEDOWATELXNOSTI PEREME]ENIJ, GDE KAVDOE PEREME]ENIE IMEET WID LIBO ”x := x−y”, LIBO ”y := y−x”,
NO SPOSOB ˆEREDOWANIQ “TIH PEREME]ENIJ WO WREMENI I DAVE IH OB]EE ˆISLO BUDUT IZMENQTXSQ OT IGRY

K IGRE; ON ZAWISIT OT NAˆALXNOGO POLOVENIQ FI[KI, ON ZAWISIT OT NAˆALXNOGO SOSTOQNIQ SISTEMY. eSLI
TOˆKA S ZAPQTOJ QWLQETSQ EDINSTWENNYM NA[IM SREDSTWOM DLQ SOSTAWLENIQ NOWOGO CELOGO IZ ZADANNYH

ˆASTEJ, TO MY NE W SOSTOQNII “TOGO WYRAZITX, I PO“TOMU NAM NEOBHODIMO ISKATX NEˆTO NOWOE.
pOKA TOˆKA S ZAPQTOJ OSTAETSQ EDINSTWENNYM IME@]IMSQ W NA[EM RASPORQVENII SREDSTWOM SOEDINE-

NIQ, EDINSTWENNYM OBSTOQTELXSTWOM, PRI KOTOROM PROISHODIT ZAPUSK ODNOJ IZ SOSTAWLQ@]IH KONSTRUK-
CIJ Si (i > 1), QWLQ@TSQ PRAWILXNOE ZAWER[ENIE RABOTY (LEKSIKOGRAFIˆESKI) PRED[ESTWU@]EJ KONSTRUK-
CII. ˜TOBY DOBITXSQ NUVNOJ NAM GIBKOSTI, NEOBHODIMO OBESPEˆITX WOZMOVNOSTX ZAPUSKA TOJ ILI INOJ
(POD) KONSTRUKCII W ZAWISIMOSTI OT TEKU]EGO SOSTOQNIQ SISTEMY. dLQ “TOGO MY WWEDEM — W DWA “TAPA

— PONQTIE ”OHRANQEMOJ KOMANDY”, SINTAKSIS KOTOROJ ZADAETSQ SLEDU@]IM OBRAZOM:

〈OHRANQ@]IJ ZAGOLOWOK〉 ::= 〈LOGIˆESKOE WYRAVENIE〉 →
〈OPERATOR〉

〈OHRANQEMAQ KOMANDA〉 ::= 〈OHRANQ@]IJ ZAGOLOWOK〉{;
〈OPERATOR〉}

GDE FIGURNYE SKOBKI ”{” I ”}” SLEDUET ˆITATX TAK: ”conpOWOVDAETSQ L@BYM ˆISLOM (BYTX MOVET, NULEM)
“KZEMPLQROW SODERVIMOGO SKOBOK”.

(dRUGOJ WARIANT SINTAKSISA OHRANQEMOJ KOMANDY MOVET WYGLQDETX TAK:

〈SPISOK OPERATOROW〉 ::= 〈OPERATOR〉{; 〈OPERATOR〉}
〈OHRANQEMAQ KOMANDA〉 ::= 〈LOGIˆESKOE WYRAVENIE〉 →

〈SPISOK OPERATOROW〉

oDNAKO PO PRIˆINAM, KOTORYE NE DOLVNY NAS TEPERX INTERESOWATX, Q PREDPOˆITA@ SINTAKSIS, W KOTOROM
WWODITSQ PONQTIE OHRANQ@]EGO ZAGOLOWKA).
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w “TOM SOˆETANII LOGIˆESKOE WYRAVENIE, PRED[ESTWU@]EE STRELKE, NAZYWAETSQ ”PREDOHRANITELEM”.
iDEQ SOSTOIT W TOM, ˆTO SLEDU@]IJ ZA STRELKOJ SPISOK OPERATOROW BUDET WYPOLNQTXSQ LI[X PRI TOM USLO-
WII, ˆTO OBESPEˆENA NAˆALXNAQ ISTINNOSTX ZNAˆENIQ SOOTWETSTWU@]EGO PREDOHRANITELQ. pREDOHRANITELX
POZWOLQET NAM IZBEVATX WYPOLNENIQ SPISKA OPERATOROW PRI TEH PERWONAˆALXNYH OBSTOQTELXSTWAH, KOGDA
“TO POLNENIE OKAZALOSX BY NEVELATELXNYM ILI (ESLI UPOTREBLQ@TSQ ˆASTIˆNO OPREDELENNYE OPERACII)
NEWOZMOVNYM.

iSTINNOSTX ZNAˆENIQ PREDOHRANITELQ QWLQETSQ NEOBHODIMYM PREDWARITELXNYM USLOWIEM DLQ WYPOL-
NENIQ OHRANQEMOJ KOMANDY KAK CELOGO; “TO USLOWIE, RAZUMEETSQ, NE QWLQETSQ DOSTATOˆNYM, POSKOLXKU TEM
ILI INYM SPOSOBOM — S DWUMQ TAKIMI SPOSOBAMI MY WSTRETIMSQ — DO NEGO E]E DOLVNA DOJTI POTEN-
CIALXNAQ ”OˆEREDX”. iMENNO PO“TOMU OHRANQEMAQ KOMANDA NE RASSMATRIWAETSQ KAK OPERATOR: OPERATOR
BEZOGOWOROˆNO WYPOLNQETSQ, KOGDA NASTUPAET EGO OˆEREDX, A OHRANQEMAQ KOMANDA MOVET ISPOLXZOWATXSQ
W KAˆESTWE STROITELXNOGO BLOKA DLQ OPERATORA. eSLI GOWORITX TOˆNEE, MY PREDLOVIM DWA RAZLIˆNYH

SPOSOBA SOSTAWLENIQ OPERATORA IZ NABORA OHRANQEMYH KOMAND.
pOSLE NEKOTOROGO OSMYSLIWANIQ RASSMOTRENIE NABORA OHRANQEMYH KOMAND PREDSTAWLQETSQ WPOLNE

ESTESTWENNYM. pREDPOLOVIM, ˆTO NAM TREBUETSQ POSTROITX KONSTRUKCI@, TAKU@, ˆTOBY PRI USLOWII, ˆTO
NAˆALXNOE SOSTOQNIE UDOWLETWORQET Q, KONEˆNOE SOSTOQNIE UDOWLETWORQLO R. pREDPOLOVIM DALEE, ˆTO
NAM NE UDAETSQ NAJTI EDINYJ SPISOK OPERATOROW, KOTORYJ WYPOLNQL BY “TU RABOTU W L@BYH SLUˆAQH.
(eSLI BY TAKOJ SPISOK OPERATOROW SU]ESTWOWAL, TO MY IMENNO EGO BY I ISPOLXZOWALI I NE WOZNIKLO BY

POTREBNOSTI W OHRANQEMYH KOMANDAH.) oDNAKO NAM MOVET UDASTXSQ NAJTI NESKOLXKO SPISKOW OPERATOROW,
KAVDYJ IZ KOTORYH BUDET WYPOLNQTX NUVNU@ RABOTU DLQ NEKoero PODMNOVESTWA WOZMOVNYH NAˆALXNYH
SOSTOQNIJ. k KAVDOMU IZ “TIH SPISKOW OPERATOROW MY MOVEM PRISOEDINITX W KAˆESTWE PREDOHRANITELQ

LOGIˆESKOE WYRAVENIE, HARAKTERIZU@]EE TO PODMNOVESTWO, DLQ KOTOROGO “TOT SPISOK PODHODIT, I ESLI
U NAS IMEETSQ WPOLNE DOSTATOˆNYJ NABOR PREDOHRANITELEJ, TAKOJ, ˆTO IZ ISTINNOSTI Q WSEGDA LOGIˆE-
SKI SLEDUET ISTINNOSTX ZNAˆENIQ HOTQ BY ODNOGO PREDOHRANITELQ, TO DLQ KAVDOGO NAˆALXNOGO SOSTOQNIQ,
UDOWLETWORQ@]EGO Q, MY RASPOLAGAEM KONSTRUKCIEJ, KOTORAQ PEREWEDET SISTEMU W SOSTOQNIE, UDOWLETWO-
RQ@]EE USLOWI@ R, PRIˆEM “TOJ KONSTRUKCIEJ SLUVIT ODNA IZ OHRANQEMYH KOMAND, ˆEJ PREDOHRANITELX
IMEL NAˆALXNOE ZNAˆENIE ”ISTINA”. ˜TOBY WYRAZITX “TO, OPREDELIM SNAˆALA

〈NABOR OHRANQEMYH KOMAND〉 ::= 〈OHRANQEMAQ KOMANDA〉{[]〈OHRANQEMAQ KOMANDA〉}

GDE SIMWOL ”[]”WYSTUPAET W ROLI RAZDELITELQ WARIANTOW, W OSTALXNOM NE UPORQDOˆENNYH. oDIN IZ SPOSOBOW
FORMIROWANIQ OPERATORA IZ NABORA OHRANQEMYH KOMAND SOSTOIT W TOM, ˆTOBY WKL@ˆITX TAKOJ NABOR W

PARU SKOBOK ”if . . .fi”, PRI “TOM NA[ SINTAKSIS DLQ SINTAKSIˆESKOJ KATEGORII, IMENUEMOJ ”OPERATOR”,
POPOLNQETSQ SLEDU@]EJ FORMOJ:

〈OPERATOR〉 ::= if〈NABOR OHRANQEMYH KOMAND〉fi

tAKIM OBRAZOM, MY POLUˆAEM WOZMOVNOSTX OB˙EDINITX NESKOLXKO OHRANQEMYH KOMAND W NOWU@ KONSTRUK-
CI@. mY MOVEM PREDSTAWITX SEBE RABOTU, KOTORAQ PROIZOJDET POSLE ZAPUSKA “TOJ KONSTRUKCII, SLE-
DU@]IM OBRAZOM. wYBIRAETSQ ODNA IZ OHRANQEMYH KOMAND, ˆEJ PREDOHRANITELX QWLQETSQ ISTINNYM, I
ZAPUSKAETSQ EE SPISOK OPERATOROW.

pREVDE ˆEM MY PEREJDEM K IZLOVENI@ FORMALXNOGO OPISANIQ SEMANTIKI NA[EJ NOWOJ KONSTRUKCII,
UMESTNO SDELATX TRI ZAMEˆANIQ.

1. pREDPOLAGAETSQ, ˆTO WSE PREDOHRANITELI OPREDELENY; ESLI “TO NE TAK, T. E. WYˆISLENIE KAKOGO-TO
PREDOHRANITELQ MOVET PRIIESTI K RABOTE BEZ PRAWILXNOGO ZAWER[ENIQ, TO DOPUSKAETSQ, ˆTO I WSQ
KONSTRUKCIQ NE SMOVET PRAWILXNO ZAWER[ITX SWO@ RABOTU.

2. wOOB]E GOWORQ, NA[A KONSTRUKCIQ PRIWEDET K NEDETERMINIROWANNOSTI PRI TEH NAˆALXNYH SOSTOQNIQH,
DLQ KOTORYH ISTINNY ZNAˆENIQ BOLEE ˆEM ODNOGO PREDOHRANITELQ, POSKOLXKU OSTAETSQ NEOPREDELEN-
NYM, KAKOJ IZ SOOTWETSTWU@]IH SPISKOW OPERATOROW BUDET TOGDA WYBIRATXSQ DLQ ZAPUSKA. HIKAKOJ
NEDETERMINIROWANNOSTI NE WOZNIKAET, ESLI WSE PREDOHRANITELI POPARNO ISKL@ˆA@T DRUG DRUGA.

3. eSLI NAˆALXNOE SOSTOQNIE TAKOWO, ˆTO NI ODIN IZ PREDOHRANITELEJ NE QWLQETSQ ISTINOJ, TO MY WSTRE-
ˆAEMSQ S NAˆALXNYM SOSTOQNIEM, DLQ KOTOROGO NE PODHODIT NI ODIN IZ WARIANTOW, A SLEDOWATELXNO, I
WSQ KONSTRUKCIQ W CELOM. zAPUSK PRI TAKOM NAˆALXNOM SOSTOQNII PRIWEDET K OTKAZU.

zAMEˆANIE. eSLI MY DOPUSKAEM TAKVE I PUSTOJ NABOR OHRANQEMYH KOMAND, TO OPERATOR ”if-fi” SEMAN-
TIˆESKI “KWIWALENTEN NA[EMU PREVNEMU OPERATORU ”OTKAZATX”. (kONEC ZAMEˆANIQ.)

(w SLEDU@]EM FORMALXNOM OPREDELENII SLABEJ[EGO PREDUSLOWIQ DLQ KONSTRUKCII if-fi MY OGRANI-
ˆIMSQ SLUˆAEM, KOGDA WSE PREDOHRANITELI QWLQ@TSQ POLNOSTX@ OPREDELENNYMI FUNKCIQMI. eSLI “TO NE
TAK, TO NUVNO PEREPISATX WYRAVENIE S ISPOLXZOWANIEM SIMWOLA cand PRI DOPOLNITELXNOM TREBOWANII,
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ˆTOBY NAˆALXNOE SOSTOQNIE PRINADLEVALO OBLASTI OPREDELENIQ WSEH PREDOHRANITELEJ.) oBOZNAˆIM ˆEREZ
”IF” OPERATOR 1

ifB1 → SL1[]B2 → SL2[] . . . []Bn → SLnfi

tOGDA DLQ L@BOGO POSTUSLOWIQ R

wp(IF,R) = (∃j : 1 ≤ j ≤ n : Bj) and (∀j : 1 ≤ j ≤ n : Bj ⇒ wp(SLj , R))

—TU FORMULU SLEDUET ˆITATX TAK: wp(IF,R) QWLQETSQ ISTINOJ DLQ KAVDOJ TAKOJ TOˆKI W PROSTRAN-
STWE SOSTOQNIJ, GDE HOTQ BY ODNO ZNAˆENIE j IZ OTREZKA 1 ≤ j ≤ n, TAKOE, ˆTO Bj QWLQETSQ ISTINOJ, I
GDE, KROME TOGO, DLQ WSEH j IZ OTREZKA 1 ≤ j ≤ n, TAKIH, ˆTO Bj — ISTINA, ZNAˆENIE wp(SLj , R) TAKVE
QWLQETSQ ISTINOJ. iSPOLXZUQ SIMWOL ”. . . ”, KAK MY UVE DELALI PRI OPISANII SAMOGO OPERATORA IF, MY
MOVEM PREDLOVITX INU@ FORMU OPREDELENIQ:

wp(IF,R) =(B1 orB2 or . . . orBn)and

(B1 ⇒ wp(SL1, R))and

(B2 ⇒ wp(SL2, R)) and . . .and

(Bn ⇒ wp(SLn, R))

pONIMANIE “TIH FORMUL NE PREDSTAWLQET OSOBOGO TRUDA. tREBOWANIEM, ˆTOBY ZNAˆENIE HOTQ BY

ODNOGO PREDOHRANITELQ QWLQLOSX ISTINOJ, OTRAVAETSQ FAKT OTKAZA W SLUˆAE, KOGDA ZNAˆENIQ DLQ WSEH
PREDOHRANITELEJ LOVNY. kROME TOGO, MY TREBUEM DLQ KAVDOGO NAˆALXNOGO SOSTOQNIQ, UDOWLETWORQ@]EGO
wp(IF,R), ˆTOBY WYPOLNQLOSX Bj ⇒ wp(SLj , R) DLQ WSEH j. dLQ TEH ZNAˆENIJ j, PRI KOTORYH wj — LOVX,
“TO SLEDOWANIE ISTINNO NEZAWISIMO OT ZNAˆENIQ wp(SLj , R), T. E. DLQ TAKIH ZNAˆENIJ j, RAZUMEETSQ,
BEZRAZLIˆNO, ˆTO BUDET DELATX SLj . pRI NA[EJ REALIZACII “TO UˆITYWAETSQ W TOM, ˆTO DLQ ZAPUSKA NE
BERETSQ SLj S LOVNYM NAˆALXNYM ZNAˆENIEM PREDOHRANITELQ Bj . pRI TEH ZNAˆENIQH j, DLQ KOTORYH Bj
— ISTINA, DANNOE SLEDOWANIE MOVET BYTX ISTINOJ TOLXKO W TOM SLUˆAE, KOGDA wp(SLj , R) TAKVE QWLQETSQ
ISTINOJ. pOSKOLXKU NA[E FORMALXNOE OPREDELENIE TREBUET ISTINNOSTI SLEDOWANIQ PRI WSEH ZNAˆENIQH

j, TO REALIZACIQ NA SAMOM DELE IMEET SWOBODU WYBORA, KOGDA BOLEE ˆEM ODIN PREDOHRANITELX QWLQETSQ

ISTINOJ. kONSTRUKCIQ if-fi PREDSTAWLQET SOBOJ TOLXKO ODIN IZ DWUH WOZMOVNYH SPOSOBOW POSTROENIQ

OPERATORA IZ NABORA OHRANQEMYH KOMAND. w KONSTRUKCII if-fi SOSTOQNIE, PRI KOTOROM WSE PREDOHRANITELI
IME@T LOVNYE ZNAˆENIQ, WEDET K OTKAZU. w NA[EJ WTOROJ FORME MY RAZRE[AEM, ˆTOBY SOSTOQNIE, PRI
KOTOROM NET NI ODNOGO PREDOHRANITELQ S ISTINNYM ZNAˆENIEM, PRIWODILO K PRAWILXNOMU ZAWER[ENI@;
POSKOLXKU W “TOJ SITUACII NE ZAPUSKAETSQ NIKAKOJ SPISOK OPERATOROW, WPOLNE ESTESTWENNO, ˆTO PRI “TOM
WOZNIKAET SEMANTIˆESKAQ “KWIWALENTNOSTX S PUSTYM OPERATOROM. oDNAKO “TO RAZRE[ENIE NA PRAWILXNOE
ZAWER[ENIE, KOGDA NET NI ODNOGO PREDOHRANITELQ S ISTINNYM ZNAˆENIEM, DOPOLNQETSQ TEM, ˆTO RABOTE
NE RAZRE[AETSQ ZAWER[ATXSQ, POKA HOTQ BY ODIN PREDOHRANITELX QWLQETSQ ISTINOJ. iTAK, POSLE ZAPUSKA
PROWERQ@TSQ WSE PREDOHRANITELI. eSLI NET NI ODNOGO ISTINNOGO ZNAˆENIQ PREDOHRANITELQ, TO RABOTA
ZAWER[AETSQ; ESLI VE IME@TSQ PREDOHRANITELI S ISTINNYMI ZNAˆENIQMI, TO ODIN IZ SOOTWETSTWU@]IH
SPISKOW OPERATOROW ZAPUSKAETSQ, A POSLE EGO ZAWER[ENIQ REALIZACIQ SNOWA NAˆINAET OB]U@ PROWERKU WSEH

PREDOHRANITELEJ. —TA WTORAQ KONSTRUKCIQ OBOZNAˆAETSQ PUTEM ZAKL@ˆENIQ SPISKA OHRANQEMYH KOMAND W
PARU SKOBOK ”do .. od”.

fORMALXNOE OPREDELENIE SLABEJ[EGO PREDUSLOWIQ DLQ KONSTRUKCII do-od QWLQETSQ BOLEE SLOVNYM,
ˆEM DLQ KONSTRUKCII if-fi; DELO W TOM, ˆTO PERWOE WYRAVAETSQ ˆEREZ WTOROE. mY SNAˆALA PRIWEDEM “TO

FORMALXNOE OPREDELENIE, A ZATEM OB˙QSNIM EGO. oBOZNAˆIM ˆEREZ ”DO” OPERATOR

doB1 → SL1[]B2 → SL2[] . . . []Bn → SLnod

I ˆEREZ ”IF” OPERATOR, POLUˆAEMYJ PUTEM ZAKL@ˆENIQ TOGO VE NABORA OHRANQEMYH KOMAND W PARU SKOBOK

”if ... fi”. eSLI USLOWIQ Hk(R) ZADA@TSQ W WIDE

H0(R) = R and non(∃j : 1 ≤ j ≤ n : Bj)

I PRI k > 0
Hk(R) = wp(IF,Hk−1(R)) orH0(R)

TO

wp(DO,R) = (∃k : k ≥ 0 : Hk(R))

1 SL- ABBREWIATURA DLQ Statement List — SPISOK OPERATOROW. —pRIM. PEREW.
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zDESX INTUITIWNO MY PONIMAEM Hk(R) SLEDU@]IM OBRAZOM: “TO SLABEJ[EE PREDUSLOWIE, TAKOE, ˆTO
KONSTRUKCIQ do-od ZAWER[IT SWO@ RABOTU POSLE NE BOLEE ˆEM k WYBOROK OHRANQEMYH KOMAND, PRIˆEM
SISTEMA OSTANETSQ W KONEˆNOM SOSTOQNII, UDOWLETWORQ@]EM POSTUSLOWI@ R.

pRI k = 0 TREBUETSQ, ˆTOBY KONSTRUKCIQ do-od ZAWER[ILA RABOTU, NE PROIZWODQ WYBORKI KAKOJ-LIBO
OHRANQEMOJ KOMANDY, T. E. NE DOPUSKAETSQ SU]ESTWOWANIQ KAKOGO-LIBO PREDOHRANITELQ S ISTINNYM ZNAˆE-
NIEM, ˆTO I WYRAVENO WTORYM LOGIˆESKIM SOMNOVITELEM. pRI “TOM NAˆALXNAQ ISTINNOSTX R OˆEWIDNYM

OBRAZOM QWLQETSQ NEOBHODIMYM USLOWIEM DLQ KONEˆNOJ ISTINNOSTI R, ˆTO I WYRAVENO PERWYM LOGIˆESKIM
SOMNOVITELEM.

pRI k > 0 NAM NUVNO RAZLIˆATX DWA SLUˆAQ: LIBO NI ODIN IZ PREDOHRANITELEJ NE IMEET ISTINNOGO
ZNAˆENIQ, NO TOGDA DOLVNO WYPOLNQTXSQ USLOWIE R, I “TO PRIWODIT NAS KO WTOROMU LOGIˆESKOMU SLAGAE-
MOMU; LIBO HOTQ BY ODIN PREDOHRANITELX QWLQETSQ ISTINOJ, I TOGDA SOBYTIQ RAZWIWA@TSQ TAK, KAK PRI
ODNOKRATNOM ZAPUSKE OPERATORA ”IF” (W NAˆALXNOM SOSTOQNII, KOTOROE NE MOVET PRIWESTI K NEMEDLENNOMU
OTKAZU WSLEDSTWIE OTSUTSTWIQ ISTINNYH ZNAˆENIJ PREDOHRANITELEJ). oDNAKO POSLE TAKOGO WYPOLNENIQ,
PRI KOTOROM PROIZWODILASX WYBORKA ODNOJ OHRANQEMOJ KOMANDY, NAM NEOBHODIMA GARANTIQ POPADANIQ W

SOSTOQNIE, TAKOE, ˆTOBY POTREBOWALOSX NE BOLEE ˆEM (k − 1) DALXNEJ[IH WYBOROK DLQ DOSTIVENIQ ZAWER-
[ENIQ RABOTY W KONEˆNOM SOSTOQNII, UDOWLETWORQ@]EM R. w SOOTWETSTWII S NA[IM OPREDELENIEM, TAKIM
POSTUSLOWIEM DLQ “TOGO OPERATORA ”IF” SLUVIT Hk−1(R).

sOGLASNO POSLEDNEJ STROKE, OPREDELQ@]EJ wp(DO,R), DOLVNO SU]ESTWOWATX TAKOE ZNAˆENIE k, ˆTO-
BY POTREBOWALOSX NE BOLEE ˆEM k WYBOROK DLQ OBESPEˆENIQ ZAWER[ENIQ RABOTY W KONEˆNOM SOSTOQNII,
UDOWLETWORQ@]EM POSTUSLOWI@ R.

zAMEˆANIE. eSLI MY DOPUSKAEM TAKVE I PUSTOJ NABOR oxRANQEMYH KOMAND, TO W SILU SKAZANNOGO
OPERATOR ”do od” SEMANTIˆESKI “KWIWALENTEN NA[EMU PREVNEMU OPERATORU ”PROPUSTITX”. (kONEC ZAMEˆA-
NIQ.)
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5 dwe teoremy

w “TOJ GLAWE MY WYWODIM DWE TEOREMY OB OPERATORAH, KOTORYE STROQTSQ IZ NABOROW OHRANQEMYH
KOMAND. pERWAQ TEOREMA KASAETSQ KONSTRUKCII WYBORA if-fi, A WTORAQ — KONSTRUKCII POWTORENIQ do-od. w
“TOM GLAWE MY BUDEM RASSMATRIWATX KONSTRUKCII, WYWODIMYE IZ NABORA OHRANQEMYH KOMAND

B1 → SL1[]B2 → SL2[] . . . []Bn → SLn

bUDEM OBOZNAˆATX ˆEREZ ”IF” I ”DO” OPERATORY, POLUˆAEMYE ZAKL@ˆENIEM “TOGO NABORA OHRANQEMYH

KOMAND W PARY SKOBOK ”if ... fi” I ”do ... od” SOOTWETSTWENNO. mY BUDEM TAKVE ISPOLXZOWATX SOKRA]ENIE

BB = (∃j : 1 ≤ j ≤ n : Bj)

tEOREMA. (oSNOWNAQ TEOREMA DLQ KONSTRUKCII WYBORA)
iSPOLXZUQ WWEDENNYE TOLXKO ˆTO OBOZNAˆENIQ, MY MOVEM SFORMULIROWATX OSNOWNU@ TEOREMU DLQ

KONSTRUKCII WYBORA:
pUSTX KONSTRUKCIQ WYBORA IF I PARA PREDIKATOW Q I R TAKOWY, ˆTO

Q⇒ BB (1)

I

(∀j : 1 ≤ j ≤ n : (Q andBj)⇒ wp(SLj , R)) (2)

ODNOWREMENNO SPRAWEDLIWY DLQ WSEH SOSTOQNIJ. tOGDA

Q⇒ wp(IF,R) (3)

SPRAWEDLIWO TAKVE DLQ WSEH SOSTOQNIJ. pOSKOLXKU, W SILU OPREDELENIQ,

wp(IF,R) = BB and (∀j : 1 ≤ j ≤ n : Bj ⇒ wp(SLj , R))

I, SOGLASNO (1), IZ Q LOGIˆESKI SLEDUET PERWYJ ˆLEN PRAWOJ ˆASTI, TO OTNO[ENIE (3) DOKAZYWAETSQ, ESLI
NA OSNOWANII (2) MY MOVEM SDELATX WYWOD, ˆTO

Q⇒ (∀j : 1 ≤ j ≤ n : Bj ⇒ wp(SLj , R)) (4)

SPRAWEDLIWO DLQ WSEH SOSTOQNIJ. dLQ L@BOGO SOSTOQNIQ, PRI KOTOROM Q QWLQETSQ LOVX@, OTNO[ENIE (4)
ISTINNO W SILU OPREDELENIQ LOGIˆESKOGO SLEDOWANIQ. dLQ L@BOGO SOSTOQNIQ, PRI KOTOROM Q QWLQETSQ

ISTINOJ, I DLQ L@BOGO ZNAˆENIQ j MY MOVEM RAZLIˆATX DWA SLUˆAQ: LIBO Bj QWLQETSQ LOVX@, NO TOGDA
Bj ⇒ wp(SLj , R) QWLQETSQ ISTINOJ W SILU OPREDELENIQ SLEDOWANIQ, LIBO Bj QWLQETSQ ISTINOJ, NO TOGDA,
SOGLASNO (2), wp(SLj , R) QWLQETSQ ISTINOJ, A SLEDOWATELXNO, Bj ⇒ wp(SLj , R) TOVE QWLQETSQ ISTINOJ. w
REZULXTATE MY DOKAZALI OTNO[ENIE (4), A SLEDOWATELXNO, I (3).

zAMEˆANIE. w ˆASTNOM SLUˆAE BINARNOGO WYBORA (n = 2) I PRI B2 = nonB1 MY IMEEM BB = T , I
SLABEJ[EE PREDUSLOWIE PREOBRAZUETSQ TAK:

(B1 ⇒ wp(SL1, R)) and (nonB1 ⇒ wp(SL2, R)) =
(nonB1 or wp(SL1, R)) and (B1 or wp(SL2, R)) =

(B1 and wp(SL1, R)) or (nonB1 and wp(SL2, R))
(5)

pOSLEDNEE PREOBRAZOWANIE WOZMOVNO POTOMU, ˆTO IZ ˆETYREH PEREKRESTNYH PROIZWEDENIJ ˆLEN B1 and
nonB1 = F MOVET BYTX OTBRO[EN, A ˆLEN wp(SL1, R) and wp(SL2, R) TOVE MOVET BYTX OTBRO[EN PO
SLEDU@]EJ PRIˆINE: W L@BOM SOSTOQNII, GDE ON ISTINEN, OBQZATELXNO QWLQETSQ ISTINOJ KAKOJ-TO ODIN IZ
DWUH ˆLENOW FORMULY (5), I PO“TOMU EGO SAMOGO MOVNO ISKL@ˆITX IZ DIZ˙@NKCII. fORMULA (5) IMEET
PRQMOE OTNO[ENIE K PREDLOVENNOMU hOAROM SPOSOBU OPISANIQ SEMANTIKI KONSTRUKCII if-then-else IZ

QZYKA algol 60. pOSKOLXKU ZDESX BB = T LOGIˆESKI SLEDUET IZ ˆEGO UGODNO, MY MOVEM WYWESTI (3) PRI
BOLEE SLABOM PREDPOLOVENII:

((Q andB1)⇒ wp(SL1, R)) and ((Q and nonB1)⇒ wp(SL2, R))

(kONEC ZAMEˆANIQ.)
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tEOREMa DLQ KONSTRUKCII WYBORA PREDSTAWLQET OSOBU@ WAVNOSTX W SLUˆAE, KOGDA PARA PREDIKATOW Q
I R MOVET BYTX ZAPISANA W WIDE

R = P

Q = P andBB

w “TOM SLUˆAE PREDPOSYLKA (1) WYPOLNQETSQ AWTOMATIˆESKI, A POSKOLXKU (BB andBj) = Bj , PREDPOSYLKA
(2) SWODITSQ K WIDU

(∀j : 1 ≤ j ≤ n : (P andBj)⇒ wp(SLj , P )) (6)

IZ ˆEGO MY MOVEM WYWESTI, SOGLASNO (3),

(P andBB)⇒ wp(IF, P ) DLQ WSEH SOSTOQNIJ (7)

—TO OTNO[ENIE POSLUVIT PREDPOSYLKOJ DLQ NA[EJ SLEDU@]EJ TEOREMY.
tEOREMA. (oSNOWNAQ TEOREMA DLQ KONSTRUKCII POWTORENIENIQ.)
pUSTX NABOR OHRANQEMYH KOMAND S POSTROENNOJ DLQ NEGO KONSTRUKCIEJ WYBORA IF I PREDIKAT P

TAKOWY, ˆTO
(P andBB)⇒ e8bwp(IF, P ) (7)

SPRAWEDLIWO DLQ WSEH SOSTOQNIJ. tOGDA DLQ SOOTWETSTWU@]EJ KONSTRUKCII POWTORENIQ DO MOVNO WYWE-
STI, ˆTO

(P and wp(DO,t))⇒ wp(DO,P and nonBB) (8)

DLQ WSEH SOSTOQNIJ.
—TU TEOREMU, KOTORAQ IZWESTNA TAKVE POD NAZWANIEM ”OSNOWNAQ TEOREMA INWARIANTNOSTI DLQ CIKLOW”,

NA INTUITIWNOM UROWNE NE TRUDNO PONQTX. pREDPOSYLKA (7) GOWORIT NAM, ˆTO ESLI PREDIKAT P PERWO-
NAˆALXNO ISTINEN I ODNA IZ OHRANQEMYH KOMAND WYBIRAETSQ DLQ WYPOLNENIQ, TO POSLE EE WYPOLNENIQ P
SOHRANIT SWO@ ISTINNOSTX. iNAˆE GOWORQ, PREDOHRANITELI GARANTIRU@T, ˆTO WYPOLNENIE SOOTWETSTWU@-
]IH SPISKOW OPERATOROW NE NARU[IT ISTINNOSTI P , ESLI NAˆALXNOE ZNAˆENIE P BYLO ISTINNYM. sLEDO-
WATELXNO, WNE ZAWISIMOSTI OT TOGO, KAK ˆASTO PROIZWODITSQ WYBORKA OHRANQEMOJ KOMANDY IZ IME@]EGOSQ

NABORA, PREDIKAT P BUDET SPRAWEDLIW PRI L@BOJ NOWOJ PROWERKE PREDOHRANITELEJ. pOSLE ZAWER[ENIQ WSEJ
KONSTRUKCII POWTORENIQ, KOGDA NI ODIN IZ PREDOHRANITELEJ NE QWLQETSQ ISTINOJ, MY TEM SAMYM ZAKON-
ˆIM RABOTU W KONEˆNOM SOSTOQNII, UDOWLETWORQ@]EM P andnonBB. wOPROS W TOM, ZAWER[ITSQ LI RABOTA
PRAWILXNO. dA, ESLI USLOWIE wp(DO,T ) SPRAWEDLIWO I WNAˆALE; POSKOLXKU L@BOE SOSTOQNIE UDOWLETWORQ-
ET T , TO wp(DO,T ) PO OPREDELENI@ QWLQETSQ SLABEJ[IM PREDUSLOWIEM DLQ NAˆALXNOGO SOSTOQNIQ, TAKOGO,
ˆTO ZAPUSK OPERATORA DO PRIWEDET K PRAWILXNO ZAWER[AEMOJ RABOTE.

fORMALXNOE DOKAZATELXSTWO OSNOWNOJ TEOREMY DLQ KONSTRUKCII POWTORENIQ OSNOWYWAETSQ NA FOR-
MALXNOM OPISANII SEMANTIKI “TOJ KONSTRUKCII (SM. PREDYDU]U@ GLAWU), IZ KOTOROGO MY WYWODIM

H0(T ) = nonBB (9)
PRI k > 0 : Hk(T ) = wp(IF,Hk−1(T )) or nonBB (10)

H0(P and nonBB) = P and nonBB (11)
PRI k > 0 : Hk(P and nonBB) = wp(IF,Hk−1(P and nonBB)) or P and nonBB (12)

nAˆNEM S TOGO, ˆTO DOKAVEM POSREDSTWOM MATEMATIˆESKOJ INDUKCII, ˆTO PREDPOSYLKA (7) GARANTI-
RUET SPRAWEDLIWOSTX

(P andHk(T ))⇒ Hk(P and nonBB) (13)

DLQ WSEH SOSTOQNIJ.
w SILU OTNO[ENIJ (9) I (11) OTNO[ENIE (13) SPRAWEDLIWO PRI k = 0. mY POKAVEM, ˆTO OTNO[ENIE

(13) MOVET BYTX DOKAZANO PRI k = K (K > 0) NA OSNOWANII PREDPOLOVENIQ, ˆTO (13) SPRAWEDLIWO PRI
k = K − 1.

P andHk(t) = r and wp(IF,nK−1t)) or P and nonBB

= P andBB and wp(IF,HK−1(T )) or P and nonBB

⇒ wp(IF, P )andwp(IF,HK−1(T )) or P and nonBB

= wp(IF, P )andHK−1(T ))orPandnonBB
⇒ wp(IF,HK−1(PandnonBB))orPandnonBB
= HK(PandnonBB)

rAWENSTWO W PERWOJ STROKE SLEDUET IZ (10), RAWENSTWO WO WTOROJ STROKE SLEDUET IZ TOGO, ˆTO WSEGDA

wp(IF,R)⇒ BB, LOGIˆESKOE SLEDOWANIE W TRETXEJ STROKE WYTEKAET IZ (7), RAWENSTWO W ˆETWERTOJ STROKE
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OSNOWYWAETSQ NA SWOJSTWE 3 PREOBRAZOWATELEJ PREDIKATOW, SLEDOWANIE W PQTOJ STROKE WYTEKAET IZ SWOJSTWA
2 PREOBRAZOWATELEJ PREDIKATOW I IZ INDUKTIWNOGO PREDPOLOVENIQ (13) DLQ k = K− 1, I POSLEDNQQ STROKA
SLEDUET IZ (12). iTAK, MY DOKAZALI (13) DLQ k = K, A SLEDOWATELXNO, DLQ WSEH ZNAˆENIJ k ≥ 0.

nAKONEC, DLQ L@BOJ TOˆKI W PROSTRANSTWE SOSTOQNIJ MY IMEEM, W SILU (13),

P and wp(DO,T ) = (∃k : k ≥ 0 : PandHk(T ))
⇒ (∃k : k ≥ 0 : Hk(P and nonBB))
= wp(DO,P and nonBB)

I TEM SAMYM DOKAZANA OSNOWNAQ TEOREMA (8) DLQ KONSTRUKCII POWTORENIQ. cENNOSTX OSNOWNOJ TEOREMY DLQ
KONSTRUKCII POWTORENIQ OSNOWYWAETSQ NA TOM, ˆTO NI W PREDPOSYLKE, NI W EE SLEDSTWII NE UPOMINAETSQ
FAKTIˆESKOE ˆISLO WYBOROK OHRANQEMOJ KOMANDY. pO“TOMU ONA PRIMENIMA DAVE W TEH SLUˆAQH, KOGDA “TO
ˆISLO NE OPREDELQETSQ NAˆALXNYM SOSTOQNIEM.



32 —. dEJKSTRA. ”dISCIPLINA PROGRAMMIROWANIQ”

6 o proektirowanii prawilxno zawer–aemyh konstrukcij

oSNOWNAQ TEOREMA DLQ KONSTRUKCII POWTORENIQ PRIMENITELXNO K USLOWI@ P , SOHRANQEMOMU INWARI-
ANTNO ISTINNYM, UTWERVDAET, ˆTO

(P and wp(DO,T ))⇒ (DO,P and nonBB)

zDESX ˆLEN wp(DO,T ) PREDSTAWLQET SOBOJ SLABEJ[EE PREDUSLOWIE, TAKOE, ˆTO KONSTRUKCIQ POWTORENIQ
ZAWWER[ITSQ. eSLI ZADANA PROIZWOLXNAQ KONSTRUKCIQ DO, TO W OB]EM SLUˆAE OˆENX TRUDNO (A MOVET BYTX,
NEWOZMOVNO) OPREDELITX wp(DO,T ). pO“TOMU Q PREDLAGA@ PROEKTIROWATX NA[I KONSTRUKCII POWTORENIQ,
POSTOQNNO POMNQ O TREBOWANII ZAWER[IMOSTI, T. E. PREDLAGA@ ISKATX PODHODQ]EE DOKAZATELXSTWO ZAWER-
[IMOSTI I STROITX PROGRAMMU TAKIM SPOSOBOM, ˆTOBY ONA UDOWLETWORQLA PREDPOLOVENIQM, NA KOTORYH
OSNOWYWAETSQ “TO DOKAZATELXSTWO.

pREDPOLOVIM OPQTX, ˆTO P — OTNO[ENIE, KOTOROE SOHRANQETSQ INWARIANTNO ISTINNYM, T.E.

(P andBB)⇒ wp(IF, P ) DLQ WSEH SOSTOQNIJ

pUSTX t — KONEˆNAQ CELOˆISLENNAQ FUNKCIQ OT TEKU]EGO SOSTOQNIQ, TAKAQ, ˆTO

(P andBB)⇒ (t > 0) DLQ WSEH SOSTOQNIJ

I, KROME TOGO, DLQ L@BOGO ZNAˆENIQ t0 I DLQ WSEH

(P andBB and t ≤ t0 + 1)⇒ wp(IF, t ≤ t0) (3)

tOGDA MY DOKAVEM, ˆTO
P ⇒ wp(DO,T ) DLQ WSEH SOSTOQNIJ (4)

sOPOSTAWIW “TOT FAKT S OSNOWNOJ TEOREMOJ DLQ POWTORENIQ, MY MOVEM ZAKL@ˆITX, ˆTO IMEEM DLQ WSEH

SOSTOQNIJ

P ⇒ wp(DO,P and nonBB) (5)

mY POKAVEM “TO, DOKAZAW SNAˆALA METODOM MATEMATIˆESKOJ INDUKCII, ˆTO

(P and t ≤ k)⇒ Hk(T ) DLQ WSEH SOSTOQNIJ (6)

SPRAWEDLIWO PRI WSEH k ≥ 0. nAˆNEM S OBOSNOWANIQ ISTINNOSTI (6) PRI k = 0. pOSKOLXKU n0(t) = nonww,
NAM TREBUETSQ POKAZATX, ˆTO

(P and t ≤ 0)⇒ nonBB DLQ WSEH SOSTOQNIJ (7)

oDNAKO 7 — “TO PROSTO DRUGAQ FORMA ZAPISI WYRAVENIQ (2): OBA ONI RAWNY WYRAVENI@

nonP or nonBB or (t > 0)

I PO“TOMU (6) SPRAWEDLIWO PRI k = 0.
pREDPOLOVIM TEPERX, ˆTO (6) SPRAWEDLIWO PRI k = K; TOGDA

(P andBB and t ≤ K + l)⇒ wp(IF, P and t ≤ K)
⇒ wp(IF,HK(T ));

(P and nonBB and t ≤ K + 1)⇒ nonBB = H0(T )

i “TI DWA LOGIˆESKIH SLEDOWANIQ MOVNO OB˙EDINITX (IZ A ⇒ B I B ⇒ D MY MOVEM ZAKL@ˆITX, ˆTO
SPRAWEDLIWO (A orB ⇒ C orD)):

(P and t ≤ K + 1)⇒ wp(IF,HK(T )) orH0(t) = HK+1(T )

I TEM SAMYM ISTINNOSTX (6) DOKAZANA DLQ WSEH k ≥ 0. pOSKOLXKU t — OGRANIˆENNAQ FUNKCIQ, MY IMEEM

(∃k : k ≥ 0 : t ≤ k)

I
P ⇒ (∃k : k ≥ 0 : P and t ≤ k)
⇒ (∃k : k ≥ 0 : Hk(T ))
= wp(DO,T )
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I TEM SAMYM DOKAZANO (4).
iNTUITIWNO TEOREMA SOWER[ENNO QSNA. s ODNOJ STORONY, P OSTANETSQ ISTINOJ, A SLEDOWATELXNO, t ≥ 0

TOVE OSTANETSQ ISTINOJ; S DRUGOJ STORONY, IZ OTNO[ENIQ (3) SLEDUET, ˆTO KAVDAQ WYBORKA OHRANQEMOJ
KOMANDY PRIWEDET K “FFEKTIWNOMU UMENX[ENI@ t PO KRAJNEJ MERE NA 1. nEOGRANIˆENNOE KOLIˆESTWO

WYBOROK OHRANQEMYH KOMAND UMENX[ILO BY ZNAˆENIE t NIVE L@BOGO PREDELA, ˆTO PRIWELO BY K PROTIWO-
REˆI@.

pRIMENIMOSTX “TOJ TEOREMY OSNOWYWAETSQ NA WYPOLNENII USLOWIJ (2) I (3). oTNO[ENIE (2) QWLQETSQ
DOSTATOˆNO PROSTYM, OTNO[ENIE (3) WYGLQDIT BOLEE ZAPUTANNYM. nA[A OSNOWNAQ TEOREMA DLQ KONSTRUK-
CII POWTORENIQ PRI

Q = (P andBB and t ≤ t0 + 1)
R = (t ≤ t0)

(PRISUTSTWIE SWOBODNOJ PEREMENNOJ t0 W OBOIH PREDIKATAH QWLQETSQ PRIˆINOJ TOGO, ˆTO MY GOWORILI O

”PARE PREDIKATOW”) POZWOLQET NAM ZAKL@ˆITX, ˆTO USLOWIE (3) SPRAWEDLIWO, ESLI

(∀j : 1 ≤ j ≤ n : (P andBj and t ≤ t0 + 1)⇒ wp(SLj , t ≤ t0))

iNAˆE GOWORQ, NAM NUVNO DOKAZATX DLQ WSQKOJ OHRANQEMOJ KOMANDY, ˆTO WYBORKA PRIWEDET K “F-
FEKTIWNOMU yMENX[ENI@ t. pOMNQ O TOM, ˆTO t QWLQETSQ FUNKCIEJ OT TEKU]EGO SOSTOQNIQ, MY MOVEM

RASSMOTRETX

wp(SLj , t ≤ t0) (8)

—TO PREDIKAT, WKL@ˆA@]IJ, POMIMO KOORDINATNYH PEREMENNYH PROSTRANSTWA SOSTOQNIJ, TAKVE I SWO-
BODNU@ PEREMENNU@ t0. dO SIH POR MY RASSMATRIWALI TAKOJ PREDIKAT KAK PREDIKAT, HARAKTERIZU@]IJ
NEKOE PODMNOVESTWO SOSTOQNIJ. oDNAKO DLQ L@BOGO ZADANNOGO SOSTOQNIQ MY MOVEM TAKVE RASSMATRI-
WATX PREDIKAT KAK USLOWIE, NALAGAEMOE NA t0. pUSTX t0 = tmin PREDSTAWLQET SOBOJ MINIMALXNOE RE[ENIE
URAWNENIQ (8) OTNOSITELXNO t0, TOGDA MY MOVEM INTERPRETIROWATX ZNAˆENIE tmin KAK NAIMENX[U@ WERH-
N@@ GRANICU DLQ KONEˆNOGO ZNAˆENIQ t. eSLI WSPOMNITX, ˆTO, PODOBNO FUNKCII t, tmin TAKVE QWLQETSQ
FUNKCIEJ OT TEKU]EGO SOSTOQNIQ, TO MOVNO INTERPRETIROWATX PREDIKAT

tmin ≤ t− 1

KAK SLABEJ[EE PREDUSLOWIE, PRI KOTOROM GARANTIRUETSQ, ˆTO WYPOLNENIE SLj , uMENX[IT ZNAˆENIE t PO
KRAJNEJ MERE NA 1.

oBOZNAˆIM “TO PREDUSLOWIE, GDE — MY POWTORQEM —ARGUMENT QWLQETSQ CELOˆISLENNOJ FUNKCIEJ OT

TEKU]EGO SOSTOQNIQ, ˆEREZ

wdec(SLj , t)

pRI “TOM INWARIANTNOSTX P I “FFEKTIWNOE UMENX[ENIE t GARANTIRU@TSQ, ESLI MY IMEEM PRI WSEH ZNA-
ˆENIQH j

(P andBj)⇒ (wp(SLj , P ) and wdec(SLj , t))

oBYˆNO PRAKTIˆESKIJ SPOSOB OTYSKANIQ PODHODQ]EGO PREDOHRANITELQ Bj SOSTOIT W SLEDU@]EM.
uRAWNENIE (9) OTNOSITSQ K TIPU

(P andQ)⇒ R

GDE (PRAKTIˆESKI WYˆISLIMOE!) ZNAˆENIE Q NUVNO NAJTI DLQ ZADANNYH ZNAˆENIJ P I R. mY ZAMEˆAEM,
ˆTO

1. Q = R QWLQETSQ RE[ENIEM.
2. Q = (Q1 andQ2) QWLQETSQ RE[ENIEM I r⇒ Q2, TO Q1 TOVE QWLQETSQ RE[ENIEM.
3. eSLI Q = (Q1 or Q2) QWLQETSQ RE[ENIEM I r ⇒ nonQ2, (ILI, ˆTO SWODITSQ K TOMU VE SAMOMU,

(P andQ2) = F ), TO Q1 TOVE QWLQETSQ RE[ENIEM.
4. eSLI Q QWLQETSQ RE[ENIEM I Q1⇒ Q, TO Q1 TOVE QWLQETSQ RE[ENIEM.

zAMEˆANIE 1. eSLI, DEJSTWUQ TAKIM OBRAZOM, MY PRIHODIM K KANDIDATURE Q DLQ Bj , TAKOJ, ˆTO r⇒
nonQ, TO “TA KANDIDATURA MOVET BYTX DALEE UPRO]ENA (W SOOTWETSTWII S PREDYDU]IM NABL@DENIEM 3,
POSKOLXKU PRI L@BOM Q MY IMEEM Q = (LOVXorQ)) K WIDU Q = LOVX; “TO OZNAˆAET, ˆTO RASSMATRIWAEMAQ
OHRANQEMAQ KOMANDA WWEDENA NEUDAˆNO: EE MOVNO ISKL@ˆITX IZ NABORA, POTOMU ˆTO ONA NIKOGDA NE BUDET
WYBIRATXSQ. (kONEC ZAMEˆANIQ 1.)
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zAMEˆANIE 2. ˜ASTO NA PRAKTIKE RAS]EPLQ@T URAWNENIE (9) NA DWA URAWNENIQ:

(P andBj)⇒ wp(SLj , P ) (9A)
(P andBj)⇒ wdec(SLj , t) (9B)

I RASSMATRIWA@T IH PO OTDELXNOSTI. tEM SAMYM RAZDELQ@TSQ DWE ZADAˆI: (9A) OTNOSITSQ K TOMU, ˆTO
OSTAETSQ INWARIANTNYM, TOGDA KAK (9B) OTNOSITSQ K TOMU, ˆTO OBESPEˆIWAET PRODWIVENIE WPERED. eSLI,
IMEQ DELO S URAWNENIEM (9A), MY PRIHODIM K RE[ENI@ Bj , TAKOMU, ˆTO r ⇒ wj , TO TOGDA OˆEWIDNO, ˆTO
“TO USLOWIE NE BUDET UDOWLETWORQTX URAWNENI@ (9B), POSKOLXKU PRI TAKOM Bj INWARIANTNOSTX r PRIWELA

BY K NEDETERMINIROWANNOSTI (kONEC ZAMEˆANIQ 2.)
tAKIM OBRAZOM, MY MOVEM POSTROITX KONSTRUKCI@ DO, TAKU@, ˆTO

P ⇒ wp(DO,r and nonBB)

nA[I USLOWIQ Bj DOLVNY BYTX DOSTATOˆNO SILXNYMI, ˆTOBY UDOWLETWORQLISX SLEDOWANIQ (9); W RE-
ZULXTATE “TOGO NOWOE GARANTIRUEMOE POSTUSLOWIE P and nonBB MOVET OKAZATXSQ SLI[KOM SLABYM I NE

OBESPEˆITX NAM VELAEMOGO POSTUSLOWIQ R. w TAKOM SLUˆAE MY WSE-TAKI NE RE[ILI NA[U PROBLEMU I NAM
SLEDUET RASSMOTRETX DRUGIE WOZMOVNOSTI.
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7 peresmotrennyj algoritm ewklida

rISKUQ NASKUˆITX MOIM ˆITATELQM, Q POSWQ]U e]E ODNU GLAWU ALGORITMU eWKLIDA. pOLAGA@, ˆTO K
“TOMU WREMENI NEKOTORYE IZ ˆITATELEJ UVE ZAKODIRU@T EGO W WIDE

x, y := X, Y ;
do x 6= y → if x > y → x := x− y
[] y > x → y := y − x

od;
PEˆATATX(x)

GDE PREDOHRANITELX KONSTRUKCII POWTORENIQ GARANTIRUET, ˆTO KONSTRUKCIQ WYBORA NE PRIWEDET K OTKAZU.
dRUGIE ˆITATELI OBNARUVAT, ˆTO “TOT ALGORITM MOVNO ZAKODIROWATX BOLEE PROSTO SLEDU@]IM OBRAZOM:

x, y := X, Y ;
do x > y → x := x− y
[] y > x → y := y − x

od;
PEˆATATX(x)

pOPROBUEM TEPERX ZABYTX IGRU NA LISTE KARTONA I POPYTAEMSQ IZOBRESTI ZANOWO ALGORITM eWKLIDA

DLQ OTYSKANIQ NAIBOLX[EGO OB]EGO DELITELQ DWUH POLOVITELXNYH ˆISEL X I Y . kOGDA MY STALKIWAEMSQ

S TAKOGO RODA PROBLEMOJ, W PRINCIPE WSEGDA WOZMOVNY DWA PODHODA.
pERWYJ SOSTOIT W TOM, ˆTOBY PYTATXSQ SLEDOWATX OPREDELENI@ TREBUEMOGO OTWETA NASTOLXKO BLIZKO,

NASKOLXKO “TO WOZMOVNO. pO-WIDIMOMU, MY MOGLI BY SFORMIROWATX TABLICU DELITELEJ ˆISLA X; “TA
TABLICA SODERVALA BY TOLXKO KONEˆNOE ˆISLO “LEMENTOW, SREDI KOTORYH IMELISX BY 1 W KAˆESTWE NAI-
MENX[EGO I X W KAˆESTWE NAIBOLX[EGO “LEMENTA. (eSLI X = 1, TO NAIMENX[IJ I NAIBOLX[IJ “LEMENTY
SOWPADUT. zATEM MY MOGLI BY SFORMIROWATX TAKVE ANALOGIˆNU@ TABLICU DELITELEJ Y . iZ “TIH DWUH

TABLIC MY MOGLI BY SFORMIROWATX TABLICU ˆISEL, PRISUTSTWU@]IH W NIH OBEIH. oNA PREDSTAWLQET

SOBOJ TABLICU OB]IH DELITELEJ ˆISEL X I Y I OBQZATELXNO QWLQETSQ NEPUSTOJ, TAK KAK SODERVIT “LE-
MENT 1. sLEDOWATELXNO, IZ “TOJ TRETXEJ TABLICY MY MOVEM WYBRATX (POSKOLXKU ONA TOVE KONEˆNAQ!)
MAKSIMALXNYJ “LEMENT, I ON BYL BY NAIBOLX[IM OB]IM DELITELEM.

iNOGDA BLIZKOE SLEDOWANIE OPREDELENI@, PODOBNOE OBRISOWANNOMU WY[E, QWLQETSQ LUˆ[IM IZ TOGO,
ˆTO MY MOVEM SDELATX. sU]ESTWUET, ODNAKO, I DRUGOJ PODHOD, KOTORYJ STOIT ISPROBOWATX, ESLI MY ZNAEM
(ILI MOVEM UZNATX) SWOJSTWA FUNKCII, PODLEVA]EJ WYˆISLENI@. mOVET OKAZATXSQ, ˆTO MY ZNAEM TAK

MNOGO SWOJSTW, ˆTO ONI W SOWOKUPNOSTI OPREDELQ@T “TU FUNKCI@, TOGDA MY MOVEM POPYTATXSQ POSTROITX

OTWET, ISPOLXZUQ “TI SWOJSTWA.
w SLUˆAe NAIBOLX[EGO OB]EGO DELITELQ MY ZAMEˆAEM, NAPRIMER, ˆTO, POSKOLXKU DELITELI ˆISLA −x

TE VE SAMYE, ˆTO I DLQ SAMOGO ˆISLA x, nod(x, y) OPREDELEN TAKVE DLQ OTRICATELXNYH ARGUMENTOW I NE
MENQETSQ, ESLI MY IZMENQEM ZNAK ARGUMENTOW. oN OPREDELEN I TOGDA, KOGDA ODIN IZ ARGUMENTOW RAWEN
NUL@; TAKOJ ARGUMENT OBLADAET BESKONEˆNOJ TABLICEJ DELITELEJ (I PO“TOMU NAM NE SLEDUET PYTATXSQ

STROITX “TU TABLICU!), NO POSKOLXKU WTOROJ ARGUMENT (6= 0) OBLADAET KONEˆNOJ TABLICEJ DELITELEJ,
TABLICA OB]IH DELITELEJ QWLQETSQ WSE VE NEPUSTOJ I KONEˆNOJ. iTAK, MY PRIHODIM K ZAKL@ˆENI@,
ˆTO nod(x, y) OPREDELEN DLQ WSQKOJ PARY (x, y), TAKOJ, ˆTO (x, y) 6= (0, 0). dALEE, W SILU SIMMETRII
PONQTIQ ”OB]IJ” NAIBOLX[IJ OB]IJ DELITELX QWLQETSQ SIMMETRIˆNOJ FUNKCIEJ SWOIH DWUH ARGUMENTOW.
e]E ODNO NEBOLX[OE UMSTWENNOE USILIE POZWOLIT NAM UBEDITXSQ W TOM, ˆTO NAIBOLX[IJ OB]IJ DELITELX
DWUH ARGUMENTOW NE IZMENQETSQ, ESLI MY ZAMENQEM ODIN IZ “TIH ARGUMENTOW IH SUMMOJ ILI RAZNOSTX@.
oB˙EDINIW WSE “TI REZULXTATY, MY MOVEM ZAPISATX: DLQ (x, y) 6= (0, 0)

nod(x, y) = nod(y, x).(A)
nod(x, y) = nod(−x, y).(B)
nod(x, y) = nod(x+ y, y) = nod(x− y, y) I T. D.(W)
nod(x, y) = abs(x), ESLI x = y.(G)

pREDPOLOVIM DLQ PROSTOTY RASSUVDENIJ, ˆTO “TIMI ˆETYRXMQ SWOJSTWAMI ISˆERPYWA@TSQ NA[I

POZNANIQ O FUNKCII nod. dOSTATOˆNO LI IH? wY WIDITE, ˆTO PERWYE TRI OTNO[ENIQ WYRAVA@T NAI-
BOLX[IJ OB]IJ DELITELX ˆISEL x I y ˆEREZ nod DLQ DRUGOJ PARY, A POSLEDNEE SWOJSTWO WYRAVAET
EGO NEPOSREDSTWENNO ˆEREZ x. i W “TOM UVE PROSMATRIWA@TSQ KONTURY ALGORITMA, KOTORYJ DLQ NAˆALA
OBESPEˆIWAET ISTINNOSTX

P = (nod(X,Y ) = nod(x, y))
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(“TO LEGKO DOSTIGAETSQ PUTEM PRISWAIWANIQ ”x, y := X,Y ”), POSLE ˆEGO MY ”UTRAMBOWYWAEM” PARU ZNAˆE-
NIJ (x, y) TAKIM OBRAZOM, ˆTOBY W SOOTWETSTWII S (A), (B) ILI (W) OTNO[ENIE P OSTAWALOSX INWARIANTNYM.
eSLI MY MOVEM opGaNIZOWATX “TOT PROCESS UTRAMBOWKI TAK, ˆTOBY DOSTIGNUTX SOSTOQNIQ, UDOWLETWORQ@-
]EGO x = y, TO, SOGLASNO (G), MY NAHODIM ISKOMYJ OTWET, WZQW ABSOL@TNOE ZNAˆENIE x.

pOSKOLXKU NA[A KONEˆNAQ CELX SOSTOIT W TOM, ˆTOBY OBESPEˆITX PRI INWARIANTNOSTI P ISTINNOSTX

x = y, MY MOGLI BY ISPYTATX W KAˆESTWE MONOTONNO UBYWA@]EJ FUNKCII FUNKCI@

t = abs(x− y).

˜TOBY UPROSTITX NA[ ANALIZ (WSEGDA POHWALXNAQ CELX!), MY OTMEˆAEM, ˆTO ESLI NAˆALXNYE ZNAˆENIQ
x I y NEOTRICATELXNYE, TO NIˆEGO NELXZQ WYIGRATX WWEDENIEM OTRICATELXNOGO ZNAˆENIQ: ESLI PRISWAIWA-
NIE x := E OBESPEˆILO BY x < 0, TO PRISWAIWANIE x := −E NIKOGDA NE PRIWELO BY K POLUˆENI@ BOLX[EGO

KONEˆNOGO ZNAˆENIQ t (POTOMU, ˆTO y ≥ 0). pO“TOMU MY USILIWAEM NA[E OTNO[ENIE P , KOTOROE DOLVNO
SOHRANQTXSQ INWARIANTNYM:

P = (P1 and P2)

PRI

P1 = (nod(X,Y ) = nod(x, y))

I

P2 = (x ≥ 0 and y ≥ 0)

—TO OZNAˆAET, ˆTO MY OTKAZYWAEMSQ OT WSQKOGO ISPOLXZOWANIQ OPERACIJ x := −x I y := −y, T.E. PREOBRA-
ZOWANIJ, DOPUSTIMYH PO SWOJSTWU (B). nAM OSTA@TSQ OPERACII

IZ (a): x, y := y, x

IZ (W): x := x+ y y := y + x

x := x− y y := y − x
x := y − x y := x− y

bUDEM ZANIMATXSQ IMI PO OˆEREDI I NAˆNEM S RASSMOTRENIQ x, y := y, x:

wp(”x, y := y, x”, abs(x− y) ≤ t0) = (abs(y − x) ≤ t0)

PO“TOMU

tmin(x, y) = abs(y − x)

SLEDOWATELXNO

wdec(”x, y := y, x”, abs(x− y)) = (abs(y − x) ≤ abs(x− y)− 1) = F

i ZDESX — DLQ TEH, KTO NE POWERIL BY BEZ FORMALXNOGO WYWODA,—MY DOKAZALI (ILI, ESLI UGODNO,
OBNARUVILI) S POMO]X@ NA[ero ISˆISLENIQ, ˆTO PREOBRAZU@]AQ OPERACIQ x, y := y, x NE PREDSTAWLQET
INTERESA, TAK KAK ONA NE MOVET PRIWESTI K VELAEMOMU “FFEKTIWNOMU UMENX[ENI@ WYBRANNOJ NAMI

FUNKCII t.
sLEDU@]EJ ISPYTYWAETSQ OPERACIQ x := x+ y, I MY NAHODIM, SNOWA PRIMENQQ ISˆISLENIE IZ PREDY-

DU]IH GLAW:

wp(”x := x+ y”, abs(x− y) ≤ t0) = (abs(x) ≤ t0)
tmin(x, y) = abs(x) = x

(MY OGRANIˆIWAEMSQ SOSTOQNIQMI, UDOWLETWORQ@]IMI P )

wdec(”x := x+ y”, abs(x− y)) = (tmin(x, y) ≤ t(x, y)− 1)
= (x ≤ abs(x− y)− 1)
= (x+ 1 ≤ abs(x− y))
= (x+ 1 ≤ x− y or x+ 1 ≤ y − x)

pOSKOLXKU IZ P SLEDUET OTRICANIE PERWOGO ˆLENA I K TOMU VE P ⇒ wp(”x := x+ y”, P ), TO URAWNENIE
NA[EGO PREDOHRANITELQ

(P andBj)⇒ (wp(SLj , P ) and wdec(SLj , t))
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UDOWLETWORQETSQ POSLEDNIM ˆLENOM, I MY NA[LI NA[U PERWU@, A TAKVE (IZ SOOBRAVENIJ SIMMETRII)
NA[U WTORU@ OHRANQEMU@ KOMANDU:

x+ 1 ≤ y − x→ x := x+ y

I

y + 1 ≤ x− y → y := y + x

aNALOGIˆNO MY NAHODIM (FORMALXNYE MANIPULQCII PREDOSTAWLQ@TSQ W KAˆESTWE UPRAVNENIQ PRILEVNOMU
ˆITATEL@)

1 ≤ y and 3 ∗ y ≤ 2 ∗ x− 1→ x := x− y

I

1 ≤ x and 3 ∗ x ≤ 2 ∗ y − 1→ y := y − x

I

x+ 1 ≤ y − x→ x := y − x

I

y + 1 ≤ x− y → y := x− y

rAZOBRAW[ISX W TOM, ˆEGO MY DOSTIGLI, MY WYNUVDENY PRIJTI K DOSADNOMU ZAKL@ˆENI@, ˆTO SPOSO-
BOM, NAMEˆENNYM W KONCE PREDYDU]EJ GLAWY, NAM NE UDALOSX RE[ITX SWO@ ZADAˆU: IZ P and nonBB NE

SLEDUET, ˆTO x = y. (nAPRIMER, PRI (x, y) = (5, 7) ZNAˆENIQ WSEH PREDOHRANITELEJ OKAZYWA@TSQ LOVNYMI.)
mORALX SKAZANNOGO, RAZUMEETSQ, W TOM, ˆTO NA[I [ESTX [AGOW NE WSEGDA OBESPEˆIWA@T TAKOJ PUTX IZ
NAˆALXNOGO SOSTOQNIQ W KONEˆNOE SOSTOQNIE, PRI KOTOROM abs(x − y) MONOTONNO UMENX[AETSQ. pO“TOMU

NAM NUVNO ISPYTATX DRUGIE WOZMOVNOSTI.
dLQ NAˆALA ZAMETIM, ˆTO NE POWREDIT NESKOLXKO USILITX USLOWIE P2:

P2 = (x > 0 and y > 0)

TAK KAK NAˆALXNYE ZNAˆENIQ x I y UDOWLETWORQ@T TAKOMU USLOWI@, I, KROME TOGO, NET NIKAKOGO SMYSLA
W GENERACII RAWNOGO NUL@ ZNAˆENIQ, POSKOLXKU “TO ZNAˆENIE MOVET WOZNIKNUTX TOLXKO PRI WYˆITANII
W SOSTOQNII, GDE x = y, T.E. KOGDA UVE DOSTIGNUTO KONEˆNOE SOSTOQNIE. nO “TO TOLXKO MALAQ MODIFI-
KACIQ; OSNOWNAQ MODIFIKACIQ DOLVNA BYTX SWQZANA S WWEDENIEM NOWOJ FUNKCII t, I Q PREDLAGA@ WZQTX

TAKU@ FUNKCI@ t, KOTORAQ TOLXKO OGRANIˆENA 9de SNIZU W SILU INWARIANTNOSTI P . oˆEWIDNYM PRIMEROM
QWLQETSQ

t = x+ y

mY WYQSNQEM, ˆTO DLQ ODNOWREMENNOGO PRISWAIWAIWANIQ

wdec(”x, y := y, x”, x+ y) = F

I PO“TOMU ODNOWREMENNOE PRISWAIWANIE OTWERGAETSQ.
mY NAHODIM DLQ PRISWAIWANIQ x := x+ y

wdec(”x := x+ y”, x+ y) = (y < 0)

iSTINNOSTX “TOGO WYRAVENIQ ISKL@ˆAETSQ ISTINNOSTX@ INWARIANTNOGO OTNO[ENIQ P , A SLEDOWATELXNO,
TAKOE PRISWAIWANIE (NARQDU S PRISWAIWANIEM y := y + x) TAKVE OTWERGAETSQ.

oDNAKO DLQ SLEDU@]EGO PRISWAIWANIQ x := x− y MY NAHODIM

wdec(”x := x− y”, x+ y) = (y > 0)

T. E. USLOWIE, KOTOROE, LOGIˆESKI SLEDUET IZ USLOWIQ P ( USILENNOGO MNO@ RADI “TOGO).
oKRYLENNYE NADEVDOJ, MY IZUˆAEM

wp(”x := x− y”, P ) = (nod(X,Y ) = nod(x− y, y) and x− y > 0 and y > 0)

kRAJNIE ˆLENY MOVNO OTBROSITX, POTOMU ˆTO ONI SLEDU@T IZ P , I U NAS OSTAETSQ SREDNIJ ˆLEN: ITAK,
MY NAHODIM

x > y → x := x− y
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I

y > H→ y := y − x

i NA “TOM MY MOGLI BY PREKRATITX ISSLEDOWANIE, TAK KAK, KOGDA ZNAˆENIQ OBOIH PREDOHRANITELEJ STANO-
WQTSQ LOVNYMI, WYPOLNQETSQ VELAEMOE NAMI OTNO[ENIE x = y. eSLI MY PRODOLVIM, TO NAJDEM TRETIJ I
ˆETWERTYJ WARIANTY:

x > y − x and y > x→ x := y − x

I

y > x− y and x > y → y := x− y

NO NE QSNO, ˆTO MOVNO WYIGRATX IH WKL@ˆENIEM.
uPRAVNENIQ.
1. iSSLEDUJTE PRI TOM VE P WYBOR t = max(x, y).
2. iSSLEDUJTE PRI TOM VE P WYBOR t = x+ 2 ∗ y.
3. dOKAVITE, ˆTO PRI X > 0 I Y > 0 SLEDU@]AQ PROGRAMMA, OPERIRU@]AQ NAD ˆETYRXMQ PEREMEN-

NYMI,
x, y, u, v := X, Y, Y, X;
do x > y → x, v := x− y, v + u
[] y > x → y, u := y − x, u+ v

od;
PEˆATATX((x+ y)/2); PEˆATATX((u+ v)/2)

PEˆATAET NAIBOLX[IJ OB]IJ DELITELX ˆISEL h I u, A SLEDOM ZA NIM IH NAIMENX[EE OB]EE KRATNOE.
(kONEC UPRAVNENIJ.)

nAKONEC, ESLI NA[ MALENXKIJ ALGORITM ZAPUSKAETSQ PRI PARE (X,Y ), KOTORAQ NE UDOWLETWORQET PRED-
POLOVENI@ X > 0 and Y > 0, TO PROIZOJDUT NEPRIQTNOSTI: ESLI (X,Y ) = (0, 0), TO POLUˆITSQ NEPRAWILX-
NYJ NULEWOJ REZULXTAT, A ESLI ODIN IZ ARGUMENTOW OTRICATELXNYJ, TO ZAPUSK PRIWEDET K BESKONEˆNOJ
RABOTE. —TOGO MOVNO IZBEVATX, NAPISAW

if X > 0 and Y > 0 → x, y := X,Y ;
do x > y → x := x− y[] y > x→ y := y − x od; PEˆATATX(x)

fi

wKL@ˆIW TOLXKO ODIN WARIANT W KONSTRUKCI@ WYBORA, MY QWNO WYRAZILI USLOWIQ, PRI KOTORYH

OVIDAETSQ RABOTA “TOJ MALENXKOJ PROGRAMMY. w TAKOM WIDE “TO HORO[O ZA]I]ENNYJ I DOWOLXNO SA-
MOSTOQTELXNYJ FRAGMENT, OBLADA@]IJ TEM PRIQTNYM SWOJSTWOM, ˆTO POPYTKA ZAPUSKA WNE EGO OBLASTI
OPREDELENIQ PRIWEDET K NEMEDLENNOMU OTKAZU.
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8 formalxnoe rassmotrenie neskolxkih nebolx–ih primerow

w “TOJ GLAWE Q PROWEDU FORMALXNOE POSTROENIE NESKOLXKIH NEBOLX[IH PROGRAMM DLQ RE[ENIQ PRO-
STYH ZADAˆ. nE SLEDUET PONIMATX “TU GLAWU KAK PREDLOVENIE STROITX PROGRAMMY TOLXKO TAK I NE INAˆE:
TAKOE PREDLOVENIE BYLO BY DOWOLXNO SMEHOTWORNYM. q POLAGA@, ˆTO MNOGIM IZ MOIH ˆITATELEJ ZNAKO-
MO BOLX[INSTWO PRIMEROW, A ESLI NET, ONI, WEROQTNO, NE ZADUMYWAQSX SMOGUT NAPISATX L@BU@ IZ “TIH

PROGRAMM.
sLEDOWATELXNO, POSTROENIE PROGRAMM PROWODITSQ ZDESX SOWSEM PO DRUGIM PRIˆINAM. wO-PERWYH, “TO

BLIVE POZNAKOMIT NAS S FORMALIZMOM, RAZWITYM W PREDYDU]IH GLAWAH. wO-WTORYH, UBEDIT NAS W TOM,
ˆTO PO KRAJNEJ MERE W PRINCIPE, FORMALIZM SPOSOBEN SDELATX QSNYM I SOWER[ENNO STROGIM TO, ˆTO ˆASTO
OB˙QSNQETSQ PRI POMO]I “NERGIˆNOJ VESTIKULQCII. w-TRETXIH, MNOGIE IZ NAS NASTOLXKO HORO[O ZNA@T
“TI PROGRAMMY, ˆTO UVE ZABYLI, KAKIM OBRAZOM DAWNYM-DAWNO MY UBEDILISX W IH PRAWILXNOSTI: W “TOM
OTNO[ENII NASTOQ]AQ GLAWA NAPOMINAET NAˆALXNYE UROKI PLANIMETRII, KOTORYE PO TRADICII POSWQ]A-
@TSQ DOKAZATELXSTWU OˆEWIDNOGO. w-ˆETWERTYH, MY MOVEM SLUˆAJNO OBNARUVITX, K SWOEMU UDIWLENI@,
ˆTO MALENXKAQ ZNAKOMAQ ZADAˆKA NE TAKAQ UVE ZNAKOMAQ. nAKONEC, PROCESS POSTROENIQ PROGRAMM MOVET

PROLITX SWET NA OSU]ESTWIMOSTX, TRUDNOSTI I WOZMOVNOSTI AWTOMATIˆESKOGO SOSTAWLENIQ PROGRAMM ILI
ISPOLXZOWANIQ MA[INY W PROCESSE PROGRAMMIROWANIQ. —TO MOVET OKAZATXSQ WAVNYM, DAVE ESLI AWTOMA-
TIˆESKOE SOSTAWLENIE PROGRAMM NE WYZYWAET U NAS NI MALEJ[EGO INTERESA, POTOMU ˆTO MOVET POMOˆX NAM
LUˆ[E OCENITX TU ROLX, KOTORU@ MOGUT ILI DOLVNY IGRATX NA[I IZOBRETATELXSKIE SPOSOBNOSTI.

w MOIH PRIMERAH Q BUDU FORMULIROWATX TREBOWANIQ ZADAˆI W FORMe ”DLQ FIKSIROWANNYH x, y, . . . ”,
ˆTO QWLQETSQ SOKRA]ENNOJ ZAPISX@ FORMY ”DLQ L@BYH ZNAˆENIJ x0, y0, ... POSTUSLOWIE WIDA x = x0 and
y = y0 and . . . DOLVNO WYZYWATX PREDUSLOWIE, IZ KOTOROGO SLEDUET, ˆTO x = x0 and y = y0 and . . .”.
—TA SWQZX MEVDU POSTUSLOWIEM I PREDUSLOWIEM BUDET GARANTIROWANA TEM, ˆTO MY BUDEM OTNOSITXSQ K

TAKIM WELIˆINAM KAK K ”WREMENNYM KONSTANTAM”; ONI NE BUDUT WSTREˆATXSQ W LEWYH ˆASTQH OPERATOROW
PRISWAIWANIQ.

pERWYJ PRIMER

dLQ FIKSIROWANNYH x I y OBESPEˆITX ISTINNOSTX OTNO[ENIQ R(m).

(m = x orm = y) andm ≥ x andm ≥ y

dLQ L@BYH ZNAˆENIJ x I y OTNO[ENIE m = x MOVET STATX ISTINNYM TOLXKO W REZULXTATE PRISWA-
IWANIQ m := x; SLEDOWATELXNO, ISTINNOSTX (m = x or m = y) OBESPEˆIWAETSQ TOLXKO WYPOLNENIEM LIBO

m := H, LIBO m := y. w WIDE BLOK-SHEMY:
Picture 8.1

wSE DELO W TOM, ˆTO NA WHODE NUVNO SDELATX PRAWILXNYJ WYBOR, KOTORYJ OBESPEˆIT ISTINNOSTX R(m)
POSLE ZAWER[ENIQ WYˆISLENIJ. dLQ “TOGO MY ”PROTALKIWAEM POSTUSLOWIE ˆEREZ ALXTERNATIWY”:

Picture 8.2

I MY POLUˆILI PREDOHRANITELI! tAK KAK

R(x) = ((x = x or x = y) and x ≥ x and x ≥ y) = (x ≥ y)

I

R(y) = ((y = x or y = y) and y ≥ x and y ≥ y) = (y ≥ x)

MY PRIHODIM K NA[EMU RE[ENI@:

if x ≥ y → m := x [] y ≥ x → m := y fi

pOSKOLXKU (x ≥ y or y ≥ x) = T , OTKAZA NIKOGDA NE PROIZOJDET (POPUTNO MY POLUˆILI DOKAZATELX-
STWO SU]ESTWOWANIQ: DLQ L@BYH ZNAˆENIJ x I y SU]ESTWUET m, UDOWLETWORQ@]EE R(m)). pOSKOLXKU

(x ≥ y and y ≥ x) 6= F , NA[A PROGRAMMA NE OBQZATELXNO DETERMINIROWANA. eSLI PERWONAˆALXNO x = y, TO
OKAZYWAETSQ NEOPREDELENNYM, KAKOE IZ DWUH PRISWAIWANIJ BUDET WYBRANO DLQ ISPOLNENIQ; TAKAQ NEDETER-
MINIROWANNOSTX SOWER[ENNO KORREKTNA, TAK KAK MY POKAZALI, ˆTO WYBOR NE IMEET ZNAˆENIQ.

zAMEˆANIE. eSLI BY SREDI DOSTUPNYH PRIMITIWOW IMELASX FUNKCIQ ”max”, MY MOGLI BY NAPISATX

PROGRAMMU m := max(H, y), POSKOLXKU R(max(x, y)) = T . (kONEC ZAMEˆANIQ.)
pOLUˆENNAQ PROGRAMMA NE PROIZWODIT OˆENX SILXNOGO WPEˆATLENIQ; S DRUGOJ STORONY, MY WIDIM,

ˆTO W PROCESSE WYWODA PROGRAMMY IZ POSTUSLOWIQ NA DOL@ NA[EJ IZOBRETATELXNOSTI POˆTI NIˆero NE

OSTALOSX.
wTOROJ PRIMER
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dLQ FIKSIROWANNOGO ZNAˆENIQ n (n > 0) ZADANA FUNKCIQ f(i) DLQ 0 ≤ i < n. oBESPEˆITX ISTINNOSTX
R:

0 ≤ k < n and (∀i : 0 ≤ i < n : f(k) ≥ f(i))

pOSKOLXKU NA[A PROGRAMMA DOLVNA RABOTATX PRI L@BOM POLOVITELXNOM ZNAˆENII n, TRUDNO SEBE PRED-
STAWITX, KAK MOVNO OBESPEˆITX ISTINNOSTX R, NE PRIBEGAQ K POMO]I CIKLA; PO“TOMU MY I]EM OTNO[ENIE

P , KOTOROE LEGKO MOVNO SDELATX ISTINNYM W NAˆALE PROGRAMMY I TAKOE, ˆTO W KONCE (P andnonBB)⇒ R.
sLEDOWATELXNO, OTYSKIWAQ P , MY I]EM OTNO[ENIE, BOLEE SLABOE, ˆEM R; INAˆE GOWORQ, MY HOTIM POLU-
ˆITX OBOB]ENIE NA[EGO KONEˆNOGO SOSTOQNIQ. sTANDARTNYJ SPOSOB OBOB]ENIQ OTNO[ENIQ — “TO ZAMENA

KONSTANTY PEREMENNOJ (WOZMOVNO, W OGRANIˆENNOM INTERWALE), I ZDESX MOJ OPYT PODSKAZYWAET MNE, ˆTO
NUVNO ZAMENITX KONSTANTU n NOWOJ PEREMENNOJ, NAPRIMER j, I WZQTX W KAˆESTWE r

0 ≤ k < j ≤ n and (∀i : 0 ≤ i < j : f(k) ≥ f(i))

GDE USLOWIE j ≤ n DOBAWLENO DLQ TOGO, ˆTOBY OBLASTX OPREDELENIQ FUNKCII f BYLA KONEˆNOJ. tEPERX,
IMEQ TAKOE OBOB]ENIE, MY LEGKO POLUˆAEM

(P and j = n)⇒ R

˜TOBY PODTWERDITX WOZMOVNOSTX ISPOLXZOWANIQ TAKIM OBRAZOM WYBRANNOGO r, MY DOLVNY RASPOLA-
GATX LEGKIM SREDSTWOM DLQ OBESPEˆENIQ ISTINNOSTI r W NAˆALE PROGRAMMY. pOSKOLXKU

(k = 0 and j = 1)⇒ P

MY OTWAVIWAEMSQ PREDLOVITX SLEDU@]U@ STRUKTURU DLQ NA[EJ PROGRAMMY (KOMMENTARII DA@TSQ W

SKOBKAH):

k, j := 0, 1 {P STALO ISTINNYM};
do j 6= n → NEKIJ [AG K j = n PRI INWARIANTNOSTI P od
{R STALO ISTINNYM}

sNOWA MOJ OPYT PODSKAZYWAET MNE WYBRATX W KaˆESTWE MONOTONNO UBYWA@]EJ FUNKCII t TEKU]EGO
SOSTOQNIQ FUNKCI@ t = (n − j), KOTORAQ I W SAMOM DELE TAKOWA, ˆTO r ⇐ (t ≥ 0). ˜TOBY GARANTIROWATX

MONOTONNOE UBYWANIE t, Q PREDLAGA@ UWELIˆIWATX j NA 1, POSLE ˆEGO MY MOVEM NAPISATX

wp(”j := j + 1”, P ) =
0 ≤ k < j + 1 ≤ n and (∀i : 0 ≤ i < j + 1 : f(k) ≥ f(i)) =

0 ≤ k < j + 1 ≤ n and (∀i : 0 ≤ i < j : f(k) ≥ f(i)) and f(k) ≥ f(j)

pERWYE DWA ˆLENA SLEDU@T IZ P and j 6= n (POTOMU ˆTO (j ≤ n and j 6= n) ⇒ (j + 1 ≤ n), I IMENNO
PO“TOMU MY RE[ILI UWELIˆITX j TOLXKO NA 1). sLEDOWATELXNO,

(P and j 6= n and f(k) ≥ f(j))⇒ wp(”j := j + 1”, P )

I MY MOVEM ISPOLXZOWATX POSLEDNEE USLOWIE W KAˆESTWE PREDOHRANITELQ. pROGRAMMA

k, j := 0, 1;
do j 6= n→ if f(k) ≥ f(j)→ j := j + 1 fi od

DEJSTWITELXNO DAST PRAWILXNYJ OTWET, ESLI ONA ZAWER[ITSQ NORMALXNO. oDNAKO NORMALXNOE ZAWER[ENIE
NE GARANTIROWANO, POSKOLXKU KONSTRUKCIQ WYBORA MOVET PRIWESTI K OTKAZU — I “TO DEJSTWITELXNO TAK

I BUDET, ESLI k = 0 NE UDOWLETWORQET R. eSLI NEWERNO, ˆTO f(k) ≥ f(i), MY MOVEM SDELATX “TO OTNO[ENIE

WERNYM PRI POMO]I PRISWAIWANIQ k := j I PRODOLVITX NA[I ISSLEDOWANIQ:

wp(”k, j := j, j + 1”, P ) =
0 ≤ j < j + 1 ≤ n and (∀i : 0 ≤ i < j + 1 : f(j) ≥ f(i)) =

0 ≤ j < j + 1 ≤ n and (∀i : 0 ≤ i < j : f(j) ≥ f(i))

s OGROMNYM OBLEGˆENIEM MY ZAMEˆAEM, ˆTO

(P and j 6= n and f(k) ≤ f(j))⇒ wp(”k, j := j, j + 1”, P )
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I SLEDU@]AQ PROGRAMMA BUDET RABOTATX, NE PODWERGAQSX OPASNOSTI OTKAZA.

k, j = 0, 1;
do j 6= n→ if f(k) ≥ f(j)→ j := j + 1
[] f(k) ≤ f(j) → k, j := j, j + 1 fi od

sLEDUET SDELATX NESKOLXKO PRIMEˆANIJ. pERWOE: POSKOLXKU PREDOHRANITELI KONSTRUKCII WYBORA NE
OBQZATELXNO ISKL@ˆA@T DRUG DRUGA, PROGRAMMA TAIT W SEBE WNUTRENN@@ NEDETERMINIROWANNOSTX TOGO

VE TIPA, ˆTO I W PERWOM PRIMERE. —TA NEDETERMIROWANNOSTX MOVET PROQWITXSQ I WNE[NE. fUNKCIQ f
MOGLA OKAZATXSQ TAKOJ, ˆTO KONEˆNOE ZNAˆENIE k NEODNOZNAˆNO; W “TOM SLUˆAE NA[A PROGRAMMA MOVET

WYRABOTATX L@BOE DOPUSTIMOE ZNAˆENIE!
wTOROE PRIMEˆANIE: TO, ˆTO MY POSTROILI PRAWILXNU@ PROGRAMMU, NE OZNAˆAET, ˆTO MY SPRAWI-

LISX S ZADAˆEJ. pROGRAMMIROWANIE W RAWNOJ STEPENI QWLQETSQ KAK MATEMATIˆESKOJ, TAK I INVENERNOJ
DISCIPLINOJ; MY DOLVNY ZABOTITXSQ O PRAWILXNOSTI W TOJ VE MERE, KAK SKAVEM, I OB “FFEKTIWNOSTI.
iSHODQ IZ PREDPOLOVENIQ, ˆTO NA WYˆISLENIE ZNAˆENIQ FUNKCII f DLQ DANNOGO ARGUMENTA ZATRAˆIWAETSQ
OTNOSITELXNO MNOGO WREMENI, HORO[IJ INVENER DOLVEN OBRATITX WNIMANIE NA TO, ˆTO W PROGRAMME, PO
WSEJ WEROQTNOSTI, BUDET MNOGOKRATNO WYˆISLQTXSQ f(k) DLQ ODNOGO I TOGO VE ZNAˆENIQ k. w “TOM SLUˆAE

REKOMENDUETSQ POJTI NA SDELKU I POVERTWOWATX NEKOTORYM OB˙EMOM PAMQTI, ˆTOBY S“KONOMITX ˆASTX

WREMENI, ZATRAˆIWAEMOGO NA WYˆISLENIE. nO PRI “TOM NA[I USILIQ, NAPRAWLENNYE NA POWY[ENIE “FFEK-
TIWNOSTI PROGRAMMY I UMENX[ENIE ZATRAT WREMENI, NI W KOEJ MERE NE DOLVNY SLUVITX IZWINENIEM ZA

WNESENIE BESPORQDKA W PROGRAMMU. (—TO OˆEWIDNAQ WE]X, NO Q HOˆU PODˆERKNUTX “TU MYSLX, POTOMU ˆTO
OˆENX ˆASTO ZAPUTANNOSTX PROGRAMMY OPRAWDYWAETSQ SSYLKOJ NA “FFEKTIWNOSTX. oDNAKO PRI BLIVAJ[EM
RASSMOTRENII TAKOE OPRAWDANIE WSEGDA OKAZYWAETSQ NEOBOSNOWANNYM, DOLVNO BYTX, POTOMU, ˆTO ZAPUTAN-
NOSTX PROGRAMMY WSEGDA NEOPRAWDANNA.) ˜TOBY AKKURATNO REALIZOWATX OBMEN WREMENI WYˆISLENIJ NA

PAMQTX, MOVNO WOSPOLXZOWATXSQ METODOM WWEDENIQ ODNOJ ILI NESKOLXKIH DOPOLNITELXNYH PEREMENNYH,
ˆXE ZNAˆENIE MOVNO ISPOLXZOWATX, TAK KAK SOHRANQETSQ INWARIANTNYM NEKOTOROE OTNO[ENIE. w DANNOM

PRIMERE BYLO ZAMEˆENO, ˆTO WOZMOVNY ˆASTYE POWTORNYE WYˆISLENIQ f(k) DLQ ODNOGO I TOGO VE k, A “TO
NAWODIT NA MYSLX O WWEDENII DOPOLNITELXNOJ PEREMENNOJ, SKAVEM max, I RAS[IRENII INWARIANTNOGO
OTNO[ENIQ ZA SˆET DOPOLNITELXNOGO ˆLENA

max = f(k)

—TO OTNO[ENIE DOLVNO STATX ISTINNYM, KOGDA k POLUˆIT NAˆALXNOE ZNAˆENIE, I DOLVNO SOHRANQTXSQ
INWARIANTNYM (PRI POMO]I QWNOGO PRISWAIWANIQ ZNAˆENIQ PEREMENNOJ max) POSLE IZMENENIQ k. mY

PRIHODIM K SLEDU@]EJ PpoGpaMME:

k, j, max := 0, 1, f(0);
do j 6= n→ if max ≥ f(j) → j := j + 1
[] max ≤ f(j) → k, j, max := j, j + 1, f(j) fi od

wEROQTNO, “TA PROGRAMMA GORAZDO BOLEE “FFEKTIWNA, ˆEM NA[A PREDYDU[AQ WERSIQ, w TAKOM SLUˆAE

HORO[IJ INVENER NA “TOM NE OSTANOWITSQ, POTOMU ˆTO TEPERX ON OBNARUVIT, ˆTO MOG BY RASPORQDITX-
SQ POWTORNYMI WYˆISLENIQMI f(j) DLQ ODNOGO I TOGO VE j. dLQ “TOGO MOVNO WWESTI DOPOLNITELXNU@

PEREMENNU@, SKAVEM h, I OBESPEˆITX INWARIANTNOSTX

h = f(j)

oDNAKO MY Ne MOVEM SDELATX “TO NA TOM VE GLOBALXNOM UROWNE, KAK DLQ NA[EGO PREDYDU]EGO ˆLENA:
ZNAˆENIE j = n NE ISKL@ˆENO, A PRI “TOM ZNAˆENIE f(j) NE OBQZATELXNO OPREDELENO. sLEDOWATELXNO,
ISTINNOSTX OTNO[ENIQ h = f(j) DOLVNA ZANOWO OBESPEˆIWATXSQ POSLE KAVDOJ PROWERKI, POKAZYWA@]EJ,
ˆTO j 6= n, PO ZAWER[ENII WNE[NEJ OHRANQEMOJ KOMANDY (TAK SKAZATX, ”KAK RAZ PERED od”) MY IMEEM

h = f(j − 1), NO NAS “TO NE DOLVNO BESPOKOITX, I PUSTX WSE OSTAETSQ TAK, KAK ESTX.

k, j, max := 0, 1, f(0);
do j 6= n→ h := f(j);

if max ≥ h → j := j + 1
[] max ≤ h → k, j, max := j, j + 1, h fi od

pOSLEDNEE PRIMEˆANIE KASAETSQ NE STOLXKO NA[EGO RE[ENIQ ZADAˆI, SKOLXKO NA[IH SOOBRAVENIJ O
PODHODE K RE[ENI@. mY GOWORILI O MATEMATIˆESKOM PODHODE, MY GOWORILI OB INVENERNOM PODHODE I PRO-
WELI RAZDELENIE MEVDU “TIMI PODHODAMI, SOSREDOTOˆIWAQ WNIMANIE TO NA ODNOM, TO NA DRUGOM ASPEKTE.
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hOTQ RAZDELENIE PODHODOW ABSOL@TNO NEOBHODIMO, KOGDA REˆX IDET O BOLEE SLOVNYH ZADAˆAH, Q DOLVEN
PODˆERKNUTX, ˆTO, SOSREDOTOˆIWAQ WNIMANIE NA ODNOM IZ ASPEKTOW, NE SLEDUET POLNOSTX@ IGNORIROWATX

DRUGIE ASPEKTY. rAZRABATYWAQ MATEMATIˆESKU@ ˆASTX PROEKTA, MY DOLVNY POMNITX, ˆTO DAVE MATEMATI-
ˆESKI PRAWILXNAQ PROGRAMMA MOVET POGIBNUTX, ESLI ONA PLOHA S INVENERNOJ TOˆKI ZRENIQ. aNALOGIˆNO,
OSU]ESTWLQQ ”SDELKU” MEVDU PAMQTX@ I WREMENEM, MY DOLVNY DELATX “TO AKKURATNO I SISTEMATIˆESKI,
ˆTOBY PO NERQ[LIWOSTI NE WNESTI O[IBOK W PROGRAMMU; KROME TOGO, HOTQ PREDWARITELXNO BYL PROWEDEN
MATEMATIˆESKIJ ANALIZ, MY DOLVNY K TOMU VE DOSTATOˆNO HORO[O RAZBIRATXSQ W ZADAˆE, ˆTOBY SUDITX O

TOM, PRIWEDUT LI PREDPOLAGAEMYE IZMENENIQ K ZNAˆITELXNOMU ULUˆ[ENI@ PROGRAMMY.
zAMEˆANIE. dO TOGO KAK Q NAˆAL POLXZOWATXSQ “TIMI FORMALXNYMI POSTROENIQMI, Q WSEGDA ISPOLX-

ZOWAL ”j < n” W KAˆESTWE PREDOHRANITELQ W “TOJ KONSTRUKCII POWTORENIQ, TEPERX Q DOLVEN OTUˆIT˙SQ OT
“TOJ PRIWYˆKI, TAK KAK W SLUˆAE, PODOBNOM DANNOMU, KONEˆNO, PREDPOˆTITELXNEE PREDOHRANITELX ”j 6= n”.
dLQ “TOGO IME@TSQ DWE PRIˆINY. pREDOHRANITELX ”j 6= n” POZWOLQET NAM SDELATX WYWOD, ˆTO PO ZAWER-
[ENII PROGRAMMY j = n, NE SSYLAQSX PRI “TOM NA INWARIANTNOE OTNO[ENIE P ; TEM SAMYM UPRO]AETSQ

DISKUSSIQ O TOM, ˆTO DAET NAM WSQ KONSTRUKCIQ W CELOM PO SRAWNENI@ S PREDOHRANITELEM ”j < n”. gORAZDO
WAVNEE, ODNAKO, ˆTO PREDOHRANITELX ”j 6= n” STAWIT ZAWER[ENIE PROGRAMMY W ZAWISIMOSTX OT (ˆASTI)
INWARIANTNOGO OTNO[ENIQ, A IMENNO j ≤ n, I PO“TOMU EMU SLEDUET OTDATX PREDPOˆTENIE, TAK KAK EGO
ISPOLXZOWANIE PRIWEDET K USILENI@ KONSTRUKCII. eSLI W REZULXTATE WYPOLNENIQ j := j + 1 ZNAˆENIE j
TAK WOZRASTET, ˆTO STANET SPRAWEDLIWYM OTNO[ENIE j > n, PREDOHRANITELX ”j < n” NE PODNIMET TREWOGU,
TOGDA KAK PREDOHRANITELX ”j 6= n”PO KRAJNEJ MERE NE DOPUSTIT NORMALXNOGO ZAWER[ENIQ. tAKOJ ARGUMENT
PREDSTAWLQETSQ WPOLNE WESOMYM, DAVE ESLI NE PRINIMATX WO WNIMANIE SBOJ MA[INY. pUSTX W POSLEDO-
WATELXNOSTI x0, x1, x2, . . . ZNAˆENIE x0 ZADAETSQ, A ZNAˆENIE xi DLQ i > 0 OPREDELQETSQ KAK xi = f(xi−1),
GDE f — NEKOTORAQ WYˆISLIMAQ FUNKCIQ. bUDEM WNIMATELXNO I TOˆNO SLEDITX ZA TEM. ˆTOBY SOHRANQLOSX

INWARIANTNYM OTNO[ENIE X = xi. pREDPOLOVIM, ˆTO W PROGRAMME IMEETSQ MONOTONNO WOZRASTA@]AQ
PEREMENNAQ n, TAKAQ, ˆTO DLQ NEKOTORYH ZNAˆENIJ n NAS INTERESU@T xn. pRI USLOWII ˆTO n ≥ i, MY
WSEGDA MOVEM SDELATX ISTINNYM OTNO[ENIE X = xn PRI POMO]I

do i 6= n → i, X := i+ 1, f(X) od

eSLI VE OTNO[ENIE n ≥ i NE OBQZATELXNO IMEET MESTO (MOVET BYTX, POSLEDU@]IE IZMENENIQ W PRO-
GRAMME PRIWELI K TOMU, ˆTO W PROCESSE WYˆISLENIJ n BUDET NE TOLXKO WOZRASTATX), PRIWEDENNAQ WY[E
KONSTRUKCIQ (K SˆASTX@!) NE PRIDET K ZAWER[ENI@, W TO WREMQ KAK KONSTRUKCIQ

do i < n→ i, X := i+ 1, f(X) od

NE OBESPEˆIT ISTINNOSTI OTNO[ENIQ X = xn. mORALX “TOJ ISTORII TAKOWA, ˆTO PRI PROˆIH RAWNYH

USLOWIQH MY DOLVNY WYBIRATX NA[I PREDOHRANITELI KAK MOVNO BOLEE SLABYMI. (kONEC ZAMEˆANIQ.)
tRETIJ PRIMER

dLQ FIKSIROWANNYH a(a ≥ 0) I d(d > 0) TREBUETSQ OBESPEˆITX ISTINNOSTX R:

0 ≤ r < d and d|(a− r)

(zDESX WERTIKALXNAQ ˆERTA ”|” ZAMENQET SOBOJ SLOWA ”QWLQETSQ DELITELEM”.) iNAˆE GOWORQ, NAM TREBUETSQ

WYˆISLITX NAIMENX[IJ NEOTRICATELXNYJ OSTATOK r, POLUˆENNYJ W REZULXTATE DELENIQ a NA d. ˜TOBY “TA

ZADAˆA DEJSTWITELXNO BYLA ZADAˆEJ, MY DOLVNY OGRANIˆITX ISPOLXZOWANIE ARIFMETIˆESKIH OPERACIJ

TOLXKO OPERACIQMI SLOVENIQ I WYˆITANIQ. pOSKOLXKU USLOWIE d|(a − r) WYPOLNQETSQ PRI r = a I PRI
“TOM, TAK KAK a ≥ 0, WERNO, ˆTO 0 ≤ r, PREDLAGAETSQ WYBRATX W KAˆESTWE INWARIANTNOGO OTNO[ENIQ P :

0 ≤ r and d|(a− r)

w KAˆESTWE FUNKCII t, UBYWANIE KOTOROJ DOLVNO OBESPEˆITX ZAWER[ENIE RABOTY PROGRAMMY, MY
WYBIRAEM SAMO r. pOSKOLXKU IZMENENIE r DOLVNO BYTX TAKIM, ˆTOBY NEIZMENNO WYPOLNQLOSX USLOWIE

d|(a − r), r MOVNO IZMENQTX TOLXKO NA ˆISLO, KRATNOE d, NAPRIMER NA SAMO d. tAKIM OBRAZOM, NAM, KAK
OKAZALOSX, PREDLAGAETSQ WYˆISLITX

wp(”r := r − d”, P ) and wdec(”r := r − d”, r) = 0 ≤ r − d and d|(a− r + d) and d > 0

pOSKOLXKU ˆLEN d > 0 MOVNO BYLO BY DOBAWITX K INWARIANTNOMU OTNO[ENI@ P , OBOSNOWANIQ TREBUET
TOLXKO PERWYJ ˆLEN; MY NAHODIM SOOTWETSTWU@]IJ PREDOHRANITELX ”r ≥ d” I PROBUEM SOSTAWITX TAKU@

PROGRAMMU:
if a ≥ 0 and d > 0 →
r := a;
do r ≥ d → r := r − d od

fi
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pO ZAWER[ENII PROGRAMMY STALO ISTINNYM OTNO[ENIE P and non r ≥ d, IZ ˆEGO SLEDUET ISTINNOSTX
R, I, TAKIM OBRAZOM, ZADAˆA RE[ENA.

pREDPOLOVIM TEPERX, ˆTO NAM, KROME TOGO, POTREBOWALOSX BY PRISWOITX q TAKOE ZNAˆENIE, ˆTOBY PO

OKONˆANII PROGRAMMY BYLO BY TAKVE WERNO, ˆTO

a = d ∗ q + r

INAˆE GOWORQ, TREBUETSQ NAJTI NE TOLXKO OSTATOK, NO I ˆASTNOE. pOPROBUEM DOBAWITX “TOT ˆLEN K NA[EMU
INWARIANTNOMU OTNO[ENI@. pOSKOLXKU

(a = d ∗ q + r)⇒ (a = d ∗ (q + 1) + (r − d))

MY PRIHODIM K PROGRAMME

if a ≥ 0 and d > 0 →
q, r := 0, a;
do r ≥ d → q, r := q + 1, r − d od

fi

nA WYPOLNENIE PRIWEDENNYH WY[E PROGRAMM BUDET, KONEˆNO, ZATRAˆIWATXSQ OˆENX MNOGO WREMENI, ESLI
ˆASTNOE WELIKO. mOVEM LI MY SOKRATITX “TO WREMQ? oˆEWIDNO, “TOGO MOVNO DOBITXSQ, ESLI UMENX[ATX
r NA WELIˆINU, KRATNU@ I BOLX[U@ d. wWODQ DLQ “TOJ CELI NOWU@ PEREMENNU@, SKAVEM dd, MY POLUˆAEM

USLOWIE, KOTOROE DOLVNO NEIZMENNO WYPOLNQTXSQ NA PROTQVENII WSEJ Ra6oTY PROGRAMMY:

d|dd and dd ≥ d

mY MOVEM USKORITX NA[U PERWU@ PROGRAMMU, ZAMENIW ”r := r − d” UMENX[ENIEM, WOZMOVNO POWTOR-
NYM, r NA dd, PREDOSTAWLQQ W TO VE WREMQ WOZMOVNOSTX dd, PERWONAˆALXNO RAWNOMU d, DOWOLXNO BYSTRO
WOZRASTATX, NAPRIMER KAVDYJ RAZ UDWAIWAQ dd. tOGDA MY PRIHODIM K SLEDU@]EJ PROGRAMME:

if a ≥ 0 and d > 0→
r := a;
do r ≥ d →
dd := d;
do r ≥ dd→ r := r − dd; dd := dd+ dd od

od
fi

qSNO, ˆTO OTNO[ENIE 0 ≤ r and d|(a − r) SOHRANQETSQ INWARIANTNYM, I PO“TOMU PROGRAMMA OBESPEˆIT
ISTINNOSTX R, ESLI ONA ZAWER[ITSQ NORMALXNO, NO TAK LI “TO? kONEˆNO, TAK, POSKOLXKU WNUTRENNIJ CIKL,
KOTORYJ ZAWER[AETSQ PRI dd > 0, WOZBUVDAETSQ TOLXKO PRI NAˆALXNYH SOSTOQNIQH, UDOWLETWORQ@]IH
USLOWI@ r ≥ dd, I PO“TOMU UMENX[ENIE r := r − dd WYPOLNQETSQ PO KRAJNEJ MERE ODIN RAZ DLQ KAVDOGO
POWTORENIQ WNE[NEGO CIKLA.

nO TAKOE RASSUVDENIE (HOTQ I DOSTATOˆNO UBEDITELXNOE!) QWLQETSQ WESXMA NEFORMALXNYM, A POSKOLX-
KU W “TOJ GLAWE MY GOWORIM O FORMALXNOM POSTROENII PROGRAMM, MY MOVEM POPROBOWATX SFORMULIROWATX
I DOKAZATX TEOREMU, KOTOROJ INTUITIWNO WOSPOLXZOWALISX.

pUSTX IF, DO I ww PONIMA@TSQ W OBYˆNOM SMYSLE, I P — “TO OTNO[ENIE, SOHRANQ@]EESQ INWARI-
ANTNYM, T.E.

(P andBB)⇒ wp(IF, P ) DLQ WSEH SOSTOQNIJ (1)

I PUSTX t — CELOˆISLENNAQ FUNKCIQ, TAKAQ, ˆTO DLQ L@BOGO ZNAˆENIQ t0 I DLQ WSEH SOSTOQNIJ

(P andBB and t ≤ t0 + 1)→ wp(IF, t ≤ t0) (2)

ILI, ˆTO TO VE,
(P andBB)⇒ wdec(IF, t) DLQ WSEH SOSTOQNIJ (3)

tOGDA DLQ L@BOGO ZNAˆENIQ t0 I DLQ WSEH SOSTOQNIJ

(P andBB and wp(DO,T ) and t ≤ t0 + 1)⇒ wp(DO, t ≤ t0) (4)

ILI, ˆTO TO VE,
(P andBB and wp(DO,T ))⇒ wdec(DO, t) (5)
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w SLOWESNOJ FORMULIROWKE: ESLI SOHRANQEMOE INWARIANTNYM OTNO[ENIE P GARANTIRUET, ˆTO KAVDAQ

WYBRANNAQ DLQ ISPOLNENIQ OHRANQEMAQ KOMANDA WYZYWAET DEJSTWITELXNOE UMENX[ENIE t, TO KONSTRUKCIQ
POWTORENIQ WYZOWET DEJSTWITELXNOE UMENX[ENIE t, ESLI ONA NORMALXNO ZAWER[ITSQ POSLE PO KRAJNEJ MERE
ODNOGO WYPOLNENIQ KAKOJ-LIBO OHRANQEMOJ KOMANDY. tEOREMA NASTOLXKO OˆEWIDNA, ˆTO BYLO BY DOSADNO,
ESLI BY EE DOKAZATELXSTWO OKAZALOSX TRUDNYM, NO, K SˆASTX@, “TO NE TAK. mY POKAVEM, ˆTO IZ (1) I (2)
SLEDUET, ˆTO DLQ L@BOGO ZNAˆENIQ t0 I DLQ WSEH SOSTOQNIJ

(P andBBandHk(T )) and t ≤ t0 + 1)⇒ Hk(t ≤ t0) (6)

DLQ WSEH k ≥ 0. —TO SPRAWEDLIWO DLQ k = 0, POSKOLXKU (BB andH0(T )) = F , I, ISHODQ IZ PREDPOLOVENIQ,
ˆTO (6) SPRAWEDLIWO DLQ k = K, MY DOLVNY POKAZATX, ˆTO (6) SPRAWEDLIWO I DLQ k = K + 1.

(P andBB andHK+1(T ) and t ≤ t0 + 1)
⇒ wp(IF, P ) and wp(IF,HK(T )) and wp(lF, t ≤ t0)

= wp(IF, P andHK(T ) and t ≤ t0)

⇒ wp((IF, (P andBB andHK(T ) and t ≤ t0 + 1) or (t ≤ t0 and nonBB))

⇒ wp(IF,HK(t ≤ t0) orH0(t ≤ t0))

= wp(IF,HK(t ≤ t0))

⇒ wp(IF,HK(t ≤ t0)) orH0(t ≤ t0)

= HK+1(t ≤ t0)

pERWAQ IMPLIKACIQ SLEDUET IZ (1), OPREDELENIQ HK+1(T ) I (2); RAWENSTWO W TRETXEJ STROKE OˆEWIDNO;
IMPLIKACIQ W ˆETWERTOJ STROKE WYWODITSQ PRI POMO]I PRISOEDINENIQ (BB or nonBB) I POSLEDU@]EGO
OSLABLENIQ OBOIH ˆLENOW; IMPLIKACIQ W PQTOJ STROKE SLEDUET IZ (6) PRI k = K I OPREDELENIQ H0(t ≤ t0);
OSTALXNOE PONQTNO. tAKIM OBRAZOM, MY DOKAZALI SPRAWEDLIWOSTX (6) DLQ WSEH k > 0, A OTS@DA NEMEDLENNO
WYTEKA@T (4) I (5).

uPRAVNENIE

iZMENITE NA[U WTORU@ PROGRAMMU TAKIM OBRAZOM, ˆTOBY ONA WYˆISLQLA TAKVE I ˆASTNOE, I DAJTE
FORMALXNOE DOKAZATELXSTWO PRAWILXNOSTI WA[EJ PROGRAMMY. (kONEC UPRAVNENIQ.)

pREDPOLOVIM TEPERX, ˆTO IMEETSQ MALENXKOE ˆISLO, SKAVEM 3, NA KOTOROE NAM POZWOLENO UMNOVATX

I DELITX, I ˆTO “TI OPERACII WYPOLNQ@TSQ DOSTATOˆNO BYSTRO, TAK ˆTO IMEET SMYSL WOSPOLXZOWATXSQ
IMI. bUDEM OBOZNAˆATX PROIZWEDENIE ”m ∗ 3” (ILI ”3 ∗m”) I ˆASTNOE ”m/3”; POSLEDNEE WYRAVENIE BUDET
ISPOLXZOWATXSQ TOLXKO PRI USLOWII, ˆTO PERWONAˆALXNO SPRAWEDLIWO 3|m. (mY WEDX RABOTAEM S CELYMI

ˆISLAMI, NE TAK LI?)
i OPQTX MY PYTAEMSQ OBESPEˆITX ISTINNOSTX VELAEMOGO OTNO[ENIQ R PRI POMO]I KONSTRUKCII

POWTORENIQ, DLQ KOTOROJ INWARIANTNOE OTNO[ENIE P WYWODITSQ PUTEM ZAMENY KONSTANTY PEREMENNOJ.
zAMENQQ KONSTANTU d PEREMENNOJ dd, ˆXI ZNAˆENIQ BUDUT PREDSTAWLQTXSQ TOLXKO W WIDE d ∗ ( STEPENX 3),
MY PRIHODIM K INWARIANTNOMU OTNO[ENI@ P :

0 ≤ r < dd and dd (A− r) and (∃i : i ≥ 0 : dd = d ∗ 3i)

mY OBESPEˆIM ISTINNOSTX “TOGO OTNO[ENIQ I ZATEM, ZAMENQQ EGO INWARIANTNYM, POSTARAEMSQ DOSTIˆX
SOSTOQNIQ, PRI KOTOROM d = dd.

˜TOBY OBESPEˆITX ISTINNOSTX P , NAM PONADOBITSQ E]E ODNA KONSTRUKCIQ POWTORENIQ: SNAˆALA MY
OBESPEˆIM ISTINNOSTX OTNO[ENIQ

0 ≤ r and dd (a− r) and (∃i : i ≥ 0 : dd = d ∗ 3i)

A ZATEM BUDEM UWELIˆIWATX dd, POKA EGO ZNAˆENIE NE STANET DOSTATOˆNO BOLX[IM I TAKIM, ˆTO r < dd.
pOLUˆIM SLEDU@]U@ PROGRAMMU:

if a ≥ 0 and d > 0 →
r, dd := a, d;

do r ≥ dd → dd := dd ∗ 3 od;
do dd 6= d→ dd := dd/3;
do r ≥ dd→ r := r − dd od

od
fi
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uPRAVNENIE

iZMENITE PRIWEDENNU@ WY[E PROGRAMMU TAKIM OBRAZOM, ˆTOBY ONA WYˆISLQLA TAKVE I ˆASTNOE, I
DAJTE FORMALXNOE DOKAZATELXSTWO PRAWILXNOSTI WA[EJ PROGRAMMY, —TO DOKAZATELXSTWO DOLVNO NAGLQDNO
POKAZYWATX, ˆTO WSQKIJ RAZ, KOGDA WYˆISLQETSQ dd/3, IMEET MESTO 3|dd. (kONEC UPRAVNENIQ.)

dLQ PRIWEDENNOJ WY[E PROGRAMMY HARAKTERNA DOWOLXNO RASPROSTRANENNAQ OSOBENNOSTX. nA WNE[NEM
UROWNE DWE KONSTRUKCII POWTORENIQ RASPOLOVENX PODRQD; KOGDA DWE ILI BOLX[E KONSTRUKCIJ POWTORENIQ
NA ODNOM I TOM VE UROWNE SLEDU@T DRUG ZA DRUGOM, OHRANQEMYE KOMANDY BOLEE POZDNIH KONSTRUKCIJ OKA-
ZYWA@TSQ, KAK PRAWILO, BOLEE SLOVNYMI, ˆEM KOMANDY PREDYDU]IH KONSTRUKCIJ. (—TO QWLENIE IZWESTNO
KAK ”ZAKON dEJKSTRY”, KOTORYJ, ODNAKO, NE WSEGDA WYPOLNQETSQ.) pRIˆINA TAKOJ TENDENCII QSNA: KAVDAQ
KONSTRUKCIQ POWTORENIQ DOBAWLQET SWOE ”and nonBB” K OTNO[ENI@, KOTOROE ONA SOHRANQET INWARIANT-
NYM, I “TO DOPOLNITELXNOE OTNO[ENIE SLEDU@]AQ KONSTRUKCIQ TAKVE DOLVNA SOHRANQTX INWARIANTNYM.
eSLI BY NE WNUTRENNIJ CIKL, WTOROJ CIKL BYL BY W TOˆNOSTI PROTIWOPOLOVEN PERWOMU; I FUNKCIQ

DOPOLNITELXNOGO OPERATORA

do r ≥ dd→ r := r − dd od

IMENNO W TOM I SOSTOIT, ˆTOBY WOSSTANAWLIWATX WOZMOVNO NARU[ENNOE OTNO[ENIE r < dd, DOSTIGAEMOE
PRI WYPOLNENII PERWOGO CIKLA.

˜ETWERTYJ PRIMER

dLQ FIKSIROWANNYH Q1, Q2, Q3 I Q4 TREBUETSQ OBESPEˆITX ISTINNOSTX R, PRIˆEM R ZADAETSQ KAK

R1 andR2, GDE
R1: POSLEDOWATELXNOSTX ZNAˆENIJ (q1, q2, q3, q4) ESTX NEKOTORAQ PERESTANOWKA ZNAˆENIJ (Ql, Q2, Q3,

Q4)
R2: q1≤q2 ≤q3 ≤q4
eSLI MY WOZXMEM R1 W KAˆESTWE SOHRANQEMOGO INWARIANTNYM OTNO[ENIQ P , POLUˆIM TAKOE WOZMOVNOE

RE[ENIE:
q1, q2, q3, q4 := Q1, Q2, Q3, Q4;
do q1 > q2 → q1, q2 := q2, q1
[] q2 > q3 → q2, q3 := q3, q2
[] q3 > q4 → q3, q4 := q4, q3
od

oˆEWIDNO, ˆTO POSLE PERWOGO PRISWAIWANIQ P STANOWITSQ ISTINNYM I NI ODNA IZ OHRANQEMYH KOMAND

NE NARU[AET EGO ISTINNOSTI. pO ZAWER[ENII PROGRAMMY MY IMEEM nonBB, A “TO ESTX OTNO[ENIE R2.
w TOM, ˆTO PROGRAMMA DEJSTWITELXNO PRIDET K ZAWER[ENI@, KAVDYJ IZ NAS UBEVDAETSQ PO-RAZNOMU W
ZAWISIMOSTI OT SWOEJ PROFESSII: MATEMATIK MOG BY ZAMETITX, ˆTO ˆISLO PERESTANOWOK UBYWAET, ISSLEDO-
WATELX OPERACIJ BUDET INTERPRETIROWATX “TO KAK MAKSIMIZACI@ q1 + 2 ∗ q2 + 3 ∗ q3 + 4 ∗ q4, A Q — KAK

FIZIK — SRAZU ”WIVU”, ˆTO CENTR TQVESTI SME]AETSQ W ODNOM NAPRAWLENII (WPRAWO, ESLI BYTX TOˆNYM).
pROGRAMMA PRIMEˆATELXNA W TOM SMYSLE, ˆTO, KAKIE BY PREDOHRANITELI MY NI WYBRALI, NIKOGDA NE WOZ-
NIKNET OPASNOSTI NARU[ENIQ ISTINNOSTI r: PREDOHRANITELI, ISPOLXZUEMYE W NA[EM PRIMERE, QWLQ@TSQ
ˆISTYM SLEDSTWIEM NEOBHODIMOSTI ZAWER[ENIQ PROGRAMMY.

zAMEˆANIE. zAMETXTE, ˆTO MY MOGLI BY DOBAWITX TAKVE I DRUGIE WARIANTY, TAKIE, KAK

q1 > q3 → q1, q3 := q3, q1

PRIˆEM IH NELXZQ ISPOLXZOWATX DLQ ZAMENY ODNOGO IZ TREH, PEREˆISLENNYH W PROGRAMME. (kONEC ZAMEˆA-
NIQ.)

—TO HORO[IJ PRIMER TOGO, KAKOGO RODA QSNOSTI MOVNO DOSTIˆX PRI NA[EJ NEDETERMINIROWANNOSTI;
IZLI[NE GOWORITX ODNAKO, ˆTO Q NE REKOMENDU@ SORTIROWATX BOLX[OE KOLIˆESTWO ZNAˆENIJ ANALOGIˆNYM

SPOSOBOM.
pQTYJ PRIMER

nAM TREBUETSQ SOSTAWITX PROGRAMMU APPROKSIMACII KWADRATNOGO KORNQ; BOLEE TOˆNO: DLQ FIKSIRO-
WANNOGO n (n > 0) PROGRAMMA DOLVNA OBESPEˆITX ISTINNOSTX

R : a2 ≤ n and (a+ 1)2 > n

˜TOBY OSLABITX “TO OTNO[ENIE, MOVNO, NAPRIMER, OTBROSITX ODIN IZ LOGIˆESKIH SOMNOVITELEJ,
SKAVEM POSLEDNIJ, I SOSREDOTOˆITXSQ NA

P : a2 ≤ n

oˆEWIDNO, ˆTO “TO OTNO[ENIE WERNO PRI a = 0, PO“TOMU WYBOR NAˆALXNOGO ZNAˆENIQ NE DOLVEN

NAS BESPOKOITX. mY WIDIM, ˆTO ESLI WTOROJ ˆLEN NE QWLQETSQ ISTINNYM, TO “TO WYZYWAETSQ SLI[KOM
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MALENXKIM ZNAˆENIEM a, PO“TOMU MY MOGLI BY OBRATITXSQ K OPERATORU ”a := a + 1”. fORMALXNO MY

POLUˆAEM

wp(”a := a+ 1”, P ) = ((a+ 1)2 ≤ n)

iSPOLXZUQ “TO USLOWIE W KAˆESTWE (EDINSTWENNOGO!) PREDOHRANITELQ, MY POLUˆAEM (P and nonBB) =
R I PRIHODIM K SLEDU@]EJ PROGRAMME:

if n ≥ 0 →
a := 0 {r STALO ISTINNYM};
do (a+ 1)2 ≤ n→ a := a+ 1 {P OSTALOSX ISTINNYM} od
{R STALO ISTINNYM }
fi {R STALO ISTINNYM }

pRI SOSTAWLENII PROGRAMMY MY ISHODILI IZ PREDPOLOVENIQ, ˆTO ONa ZAWER[ITSQ, I “TO DEJSTWITELX-
NO TAK, POSKOLXKU KORENX IZ NEOTRICATELXNOGO ˆISLA ESTX MONOTONNO WOZRASTA@]AQ FUNKCIQ: W KAˆESTWE
t MY MOVEM WZQTX FUNKCI@ n− a2.

—TA PROGRAMMA DOWOLXNO OˆEWIDNA, K TOMU VE ONA I NE OˆENX “FFEKTIWNA: PRI BOLX[IH ZNAˆENIQH
n ONA BUDET RABOTATX DOWOLXNO DOLGO. dRUGOJ SPOSOB OBOB]ENIQ R — “TO WWEDENIE DRUGOJ PEREMENNOJ

(SKAVEM, b — I SNOWA W OGRANIˆENNOM INTERWALE IZMENENIQ), KOTORAQ ZAMENIT ˆASTX R, NAPRIMER,

P : a2 ≤ n and b2 > n and 0 ≤ a < b

bLAGODARQ TAKOMU WYBORU P OBLADAET TEM PRIQTNYM SWOJSTWOM, ˆTO

(P and (a+ 1 = b))⇒ R

tAKIM OBRAZOM, MY PRIHODIM K PROGRAMME, PREDSTAWLENNOJ W TAKOJ FORME (ZDESX I DALEE KONSTRUKCIQ
if n≥0 →. . .fi OPUSKAETSQ):

a, b := 0, n+ 1 {r STALO ISTINNYM};
do a+ 1 6= b → UMENX[ITX b− a PRI INWARIANTNOSTI P od
{R STALO ISTINNYM}

pUSTX d BUDET WELIˆINOJ, NA KOTORU@ UMENX[AETSQ RAZNOSTX b−a PRI KAVDOM WYPOLNENII OHRANQEMOJ
KOMANDY. rAZNOSTX MOVET UMENX[ATXSQ LIBO ZA SˆET UMENX[ENIQ b, LIBO ZA SˆET UWELIˆENIQ a, LIBO ZA
SˆET I TOGO I DRUGOGO. nE TERQQ OB]NOSTI, MY MOVEM OGRANIˆITXSQ RASSMOTRENIEM TAKIH [AGOW, KOGDA
IZMENQETSQ LIBO a, LIBO b, NO NE a I b ODNOWREMENNO: ESLI a SLI[KOM MALO I b SLI[KOM WELIKO I NA ODNOM
[AGE TOLXKO UMENX[AETSQ b, TOGDA NA SLEDU@]EM [AGE MOVNO UWELIˆITX a. —TI SOOBRAVENIQ PRIWODQT
NAS K PROGRAMME W SLEDU@]EJ FORME:

a, b := 0, n+ 1 {P STALO ISTINNYM};
do a+ 1 6= b →
d := . . . {d IMEET SOOTWETSTWU@]EE ZNAˆENIE I P PO− PREVNEMU WYPOLNQETSQ};
if . . .→ a := a+ d {P OSTALOSX ISTINNYM}
[] . . . → b := b− d {P OSTALOSX ISTINNYM}
fi {P STALO ISTINNYM}
od {R STALO ISTINNYM}

tEPERX

wp(”a := a+ d”, P ) = ((a+ d)2 ≤ n and b2 > n)

pOSKOLXKU ISTINNOSTX WTOROGO ˆLENA SLEDUET IZ ISTINNOSTI P , MY MOVEM ISPOLXZOWATX PERWYJ ˆLEN W

KAˆESTWE NA[EGO PERWOGO PREDOHRANITELQ; ANALOGIˆNO WYWODITSQ WTOROJ PREDOHRANITELX, I MY POLUˆAEM

OˆEREDNU@ FORMU NA[EJ PROGRAMMY:

a, b := 0, n+ 1;
do a+ 1 6= b → d := . . . ;

if(a+ d)2 ≤ n→ a := a+ d
[] (b− d)2 > n→ b := b− d
fi {r OSTALOSX ISTINNYM}

od {R STALO ISTINNYM}
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nAM OSTAETSQ E]E SOOTWETSTWU@]IM OBRAZOM WYBRATX d. pOSKOLXKU MY WZQLI b − a (NA SAMOM DELE,
b−A−1) W KAˆESTWE NA[EJ FUNKCII t, “FFEKTIWNOE UBYWANIE DOLVNO BYTX TAKIM, ˆTOBY d UDOWLETWORQLO
USLOWI@ d > 0. kROME TOGO, POSLEDU@]AQ KONSTRUKCIQ WYBORA NE DOLVNA PRIWODITX K OTKAZU, T. E. PO
KRAJNEJ MERE ODIN IZ PREDOHRANITELEJ DOLVEN BYTX ISTINNYM. —TO ZNAˆIT, ˆTO IZ OTRICANIQ ODNOGO,
(a+ d)2 > n, DOLVEN SLEDOWATX DRUGOJ, (b− d)2 > n; “TO GARANTIRUETSQ, ESLI

a+ d ≤ b− d

ILI

2 ∗ d ≤ b− a

nARQDU S NIVNEJ GRANICEJ MY USTANOWILI TAKVE I WERHN@@ GRANICU DLQ d. mY MOGLI BY WZQTX

d = 1, NO ˆEM BOLX[E d, TEM BYSTREE RABOTAET PROGRAMMA, PO“TOMU MY PREDLAGAEM

a, b := 0, n+ 1;
do a+ 1 6= b → d := (b− a) ÷ 2;

if (a+ d)2 ≤ n→ a := a+ d
[] (b− d)2 > n→ b := b− d

fi
od

GDE n÷ 2 ESTX n/2, ESLI 2|n I (n− 1)/2, ESLI 2|(n− 1).
iSPOLXZOWANIE DEJSTWIQ ÷ POBUVDAET NAS RAZOBRATSQ W TOM, ˆTO PROIZOJDET, ESLI MY NAWQVEM SEBE

OGRANIˆENIE NA b − a, POLAGAQ, ˆTO b − a ˆETNO PRI KAVDOM WYˆISLENII d. wWODQ c = (b − a) I ISKL@ˆAQ
b, MY POLUˆAEM INWARIANTNOE OTNO[ENIE

P : a2 ≤ n and (a+ c)2 > n and (∃i : i ≥ 0 : c = 2i)

I PROGRAMMU (W KOTOROJ c IGRAET ROLX d)

a, c := 0, 1; do c2 ≤ n→ c := 2 ∗ c od;
do c 6= 1 → c := c/2;

if (a + c)2 ≤ n → a := a+ c
[] (a− c)2 > n → PROPUSTITX

fi
od

zAMEˆANIE. —TA PROGRAMMA OˆENX POHOVA NA POSLEDN@@ PROGRAMMU DLQ TRETXEGO PRIMERA, GDE WY-
ˆISLQLSQ OSTATOK W PREDPOLOVENII, ˆTO MY IMEEM PRAWO UMNOVATX I DELITX NA 3. w PRIWEDENNOJ WY[E

PROGRAMME MOVNO BYLO BY ZAMENITX KONSTRUKCI@ WYBORA NA

dO (a+ c)2 ≤ n → a := a+ c od

eSLI USLOWIE, KOTOROMU DOLVEN UDOWLETWORQTX OSTATOK, 0 ≤ r < d, ZAPISATX KAK r < d and (r + d) ≥ d,
SHODSTWO STANET E]E BOLEE OTˆETLIWYM. (kONEC ZAMEˆANIQ.)

pONIMAQ, ˆTO TAK MOVNO OKONˆATELXNO ”ZAMUˆITX” “TOT MALENXKIJ PRIIMER, Q BY HOTEL TEM NE MENEE

PREDLOVITX POSLEDNIJ WARIANT PREOBRAZOWANIQ PROGRAMMY. mY NAPISALI PROGRAMMU, ISHODQ IZ PREDPO-
LOVENIQ, ˆTO OPERACIQ WOZWEDENIQ ˆISLA W KWADRAT WHODIT W SOSTAW IME@]IHSQ OPERACIJ; NO PREDPOLO-
VIM, ˆTO “TO NE TAK I ˆTO EDINSTWENNYE OPERACII TIPA UMNOVENIQ, IME@]IESQ W NA[EM RASPORQVENII,—
“TO UMNOVENIE I DELENIE NA (MALYE) STEPENI 2. tOGDA NA[A POSLEDNQQ PROGRAMMA OKAZYWAETSQ NE TA-
KOJ UV HORO[EJ, T. E. ONA NEHORO[A, ESLI MY PREDPOLAGAEM, ˆTO ZNAˆENIQ PEREMENNYH, S KOTORYMI
NEPOSREDSTWENNO OPERIRUET MA[INA, OTOVDESTWLENY SO ZNAˆENIQMI PEREMENNYH a I c, KAK “TO BYLO BY
PRI ”ABSTRAKTNYH” WYˆISLENIQH. dRUGIMI SLOWAMI, MY MOVEM RASSMATRIWATX a I c KAK ABSTRAKTNYE
PEREMENNYE, ˆXI ZNAˆENIQ PREDSTAWLQ@TSQ (W SOOTWETSTWII S SOGLA[ENIEM, PREDUSMATRIWA@]IM BOLEE

SLOVNYE USLOWIQ, ˆEM PROSTO TOVDESTWENNOSTX) ZNAˆENIQMI DRUGIH PEREMENNYH, S KOTORYMI W DEJSTWI-
TELXNOSTM OPERIRUET MA[INA PRI WYPOLNENII PROGRAMMY. mY MOVEM POZWOLITX MA[INE RABOTATX NE

NEPOSREDSTWENNO S a I c, A S R, q, r, TAKIMI, ˆTO

p = a ∗ c
q = c2

r = n− a2
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mY WIDIM, ˆTO “TO — PREOBRAZOWANIE KOORDINAT, I KAVDOJ TRAEKTORII W NA[EM (a, c)-PROSTRANSTWE
SOOTWETSTWUET TRAEKTORIQ W NA[EM (p, q, r)-PROSTRANSTWE. oBRATNOE NE WSEGDA WERNO, TAK KAK ZNAˆENIQ
p, q I r NE NEZAWISIMY: W TERMINAH p, q I r MY POLUˆAEM IZBYTOˆNOSTX I, SLEDOWATELXNO, POTENCIALX-
NU@ WOZMOVNOSTX, POVERTWOWAW NEKOTORYM OB˙EMOM PAMQTI, NE TOLXKO WYIGRATX WREMQ WYˆISLENIJ, NO
DAVE IZBAWITXSQ OT NEOBHODIMOSTI WOZWODITX W KWADRAT! (sOWER[ENNO QSNO, ˆTO PRESLEDOWALASX IMENNO
“TA CELX, KOGDA STROILOSX PREOBRAZOWANIE, PEREWODQ]EE TOˆKU W (a, c)-PROSTRANSTWE W TOˆKU W (R, q, r)-
PROSTRANSTWE.) tEPERX MY MOVEM POPYTATXSQ PEREWESTI WSE BULEWY WYRAVENIQ I PEREME]ENIQ W (a, c)-
PROSTRANSTWE W SOOTWETSTWU@]IE BULEWY WYRAVENIQ I PEREME]ENIQ W (p, q, r) -PROSTRANSTWE. eSLI BY NAM
UDALOSX SDELATX “TO W TERMINAH DOPUSTIMYH OPERACIJ, NA[A ZADAˆA BYLA BY USPE[NO RE[ENA. pREDLAGA-
EMOE PREOBRAZOWANIE I W SAMOM DELE OTWEˆAET NA[IM TREBOWANIQM, I REZULXTATOM EGO QWLQETSQ SLEDU@]AQ
PROGRAMMA (PEREMENNAQ h BYLA WWEDENA DLQ OˆENX LOKALXNOJ OPTIMIZACII):

p, q, r := 0, 1, n; do q ≤ n → q := q ∗ 4 od;
do q 6= 1→ q := q/4; h := p+ q; p := p/2 {h = 2 ∗ p+ q}

if r ≥ h → p, r := p+ q, r − h
[] r < h → PROPUSTITX

fi
od { p IMEET ZNAˆENIE, TREBUEMOE DLQ a }

—TOT PQTYJ PRIMER BYL WKL@ˆEN BLAGODARQ ISTORII EGO SOZDANIQ (PRAWDA, NESKOLXKO PRIUKRA[EN-
NOJ). kOGDA MLAD[EJ IZ DWUH NA[IH SOBAK BYLO WSEGO NESKOLXKO MESQCEW, Q ODNAVDY WEˆEROM PO[EL POGU-
LQTX S NIMI OBEIMI. nAZAWTRA MNE PREDSTOQLO ˆITATX LEKCII STUDENTAM, KOTORYE WSEGO LI[X NESKOLXKO
NEDELX NAZAD NAˆALI ZNAKOMITXSQ S PROGRAMMIROWANIEM, I MNE NUVNA BYLA PROSTAQ ZADAˆA, ˆTOBY NA

EE PRIMERE Q MOG ”MASSIROWATX” RE[ENIQ. w TEˆENIE ˆASOWOJ PROGULKI Q PRODUMAL PERWU@, TRETX@ I

ˆETWERTU@ PROGRAMMY, PRAWDA, PRAWILXNO WWESTI h W POSLEDNEJ PROGRAMME Q SMOG TOLXKO PRI POMO]I
KARANDA[A I BUMAGI, KOGDA WERNULSQ DOMOJ. kO WTOROJ PROGRAMME, TOJ, KOTORAQ OPERIRUET S a I b I
KOTORAQ BYLA ZDESX PREDSTAWLENA KAK PEREHODNAQ STUPENX K NA[EMU TRETXEMU RE[ENI@, Q PRI[EL LI[X
NESKOLXKO NEDELX SPUSTQ — I ONA BYLA TOGDA W GORAZDO MENEE “LEGANTNOJ FORME, ˆEM PREDSTAWLENA ZDESX.
wTORAQ PRIˆINA DLQ EE WKL@ˆENIQ W ˆISLO PREDSTAWLENNYH PROGRAMM — “TO SOOTNO[ENIE MEVDU TRETXEJ

PROGRAMMAMI: PO OTNO[ENI@ K ˆETWERTOJ PROGRAMME TRETXQ PREDSTAWLQET SOBOJ NA[ PERWYJ PRIMER TAK

NAZYWAEMOJ ”ABSTRAKCII PREDSTAWLENIQ”.
–ESTOJ PRIMER

dLQ FIKSIROWANNYH X (X > 1) I Y (Y ≥ 0) PROGRAMMA DOLVNA OBESPEˆITX ISTINNOSTX OTNO[ENIQ

R : z = XY

PRI OˆEWIDNOM PREDPOLOVENII, ˆTO OPERACIQ WOZWEDENIQ W STEPENX NE WHODIT W NABOR DOSTUPNYH OPERACIJ.
—TA ZADAˆA MOVET BYTX RE[ENA PRI POMO]I ”ABSTRAKTNOJ PEREMENNOJ”, SKAVEM h; PRI RE[ENII ZADAˆI
MY BUDEM POLXZOWATXSQ CIKLOM, DLQ KOTOROGO INWARIANTNYM QWLQETSQ OTNO[ENIE

P : h ∗ z = XY

I NA[A (W RAWNOJ STEPENI ”ABSTRAKTNAQ”) PROGRAMMA MOGLA BY WYGLQDETX TAK:

h, z := hY , 1 {P STALO ISTINNYM};
do h 6= 1→ SVIMATX h PRI INWARIANTNOSTI P od
{ R STALO ISTINNYM }

pOSLEDNEE ZAKL@ˆENIE SPRAWEDLIWO, POSKOLXKU (P and h = 1) ⇒ R. pRIWEDENNAQ WY[E PROGRAMMA

PRIDET K ZAWER[ENI@, ESLI POSLE KONEˆNOGO ˆISLA PRIMENENIJ OPERACII ”SVIMANIQ” h STANET RAWNYM 1.
pROBLEMA, KONEˆNO, W TOM, ˆTO MY NE MOVEM PREDSTAWITX ZNAˆENIE h ZNAˆENIEM KONKRETNOJ PEREMENNOJ,
S KOTORYM NEPOSREDSTWENNO OPERIRUET MA[INA; ESLI BY MY MOGLI TAK SDELATX, MY MOGLI BY SRAZU

PRISWOITX z ZNAˆENIE XY , NE ZATRUDNQQ SEBQ WWEDENIEM h. fOKUS W TOM, ˆTO DLQ PREDSTAWLENIQ TEKU]EGO
ZNAˆENIQ h MY MOVEM WWESTI DWE — NA “TOM UROWNE KONKRETNYE — PEREMENNYE, SKAVEM x I y, I NA[E
PERWOE PRISWAIWANIE PREDLAGAET W KAˆESTWE SOGLA[ENIQ OB “TOM PREDSTAWLENII

h = xy

tOGDA USLOWIE ”h 6= 1” PEREHODIT W USLOWIE ”y 6= 0”, I NA[A SLEDU@]AQ ZADAˆA SOSTOIT W TOM, ˆTOBY
PODYSKATX WYPOLNIMU@ OPERACI@ ”SVIMANIQ”. pOSKOLXKU PRI “TOJ OPERACII PROIZWEDENIE h ∗ z DOLVNO
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OSTAWATXSQ INWARIANTNYM, MY DOLVNY DELITX h NA TU VE WELIˆINU, NA KOTORU@ UMNOVAETSQ z. iSHODQ IZ
PREDSTAWLENIQ h, NAIBOLEE ESTESTWENNYM KANDIDATOM NA “TU WELIˆINU MOVNO SˆITATX TEKU]EE ZNAˆENIE

x. bEZ DALXNEJ[IH ZATRUDNENIJ MY PRIHODIM K TAKOMU WIDU NA[EJ ABSTRAKTNOJ PROGRAMMY:

x, y, z := X,Y, 1 {P STALO ISTINNYM};
do y 6= 0 → y, z := y − 1, z ∗ x {P OSTALOSX ISTINNYM} od
{R STALO ISTINNYM}

gLQDQ NA “TU PROGRAMMU, MY PONIMAEM, ˆTO ˆISLO WYPOLNENIJ CIKLA RAWNO PERWONAˆALXNOMU ZNA-
ˆENI@ Y , I MOVEM ZADATX SEBE WOPROS, NELXZQ LI USKORITX PROGRAMMU. qSNO, ˆTO ZADAˆEJ OHRANQEMOJ
KOMANDY QWLQETSQ SWEDENIE y K NUL@; NE IZMENQQ ZNAˆENIQ h, MY MOVEM PROWERITX, NELXZQ LI IZMENITX
PREDSTAWLENIE “TOGO ZNAˆENIQ W NADEVDE UMENX[ITX ZNAˆENIE y. pOPYTAEMSQ WOSPOLXZOWATXSQ TEM FAK-
TOM, ˆTO KONKRETNOE PREDSTAWLENIE ZNAˆENIQ h, ZADANNOE KAK xy, WOWSE NE QWLQETSQ ODNOZNAˆNYM. eSLI
y ˆETNO, MY MOVEM RAZDELITX y NA 2 I WOZWESTI x W KWADRAT, PRI “TOM ZNAˆENIE h SOWSEM NE IZMENIT-
SQ. nEPOSREDSTWENNO PERED OPERACIEJ SVIMANIQ MY WSTAWLQEM PREOBRAZOWANIE, PRIWODQ]EE K NAIBOLEE
PRIWLEKATELXNOMU PREOBRAZOWANI@ h I POLUˆAEM SLEDU@]U@ PROGRAMMU:

x, y, z := X,Y, 1;
do y 6= 0 → do 2 | y → x, U := x ∗ x, y/2 od;

y, z := y − 1, z ∗ x
od {R STALO ISTINNYM }

sU]ESTWUET TOLXKO ODNA WELIˆINA, KOTORU@ MOVNO BESKONEˆNO DELITX POPOLAM I ONA NE STANET NEˆET-
NOJ, “TA WELIˆINA — NULX; INAˆE GOWORQ, WNE[NIJ PREDOHRANITELX GARANTIRUET NAM, ˆTO WNUTRENNIJ CIKL
PRIDET K ZAWER[ENI@.

q WKL@ˆIL “TOT PRIMER PO RAZNYM PRIˆINAM. mENQ PORAZILO OTKRYTIE, ˆTO ESLI PROSTO WSTAWITX
W PROGRAMMU ˆTO-TO, ˆTO NA ABSTRAKTNOM UROWNE DEJSTWUET KAK PUSTOJ OPERATOR, MOVNO TAK IZMENITX
ALGORITM, ˆTO ˆISLO OPERACIJ, KOTOROE RANX[E BYLO PROPORCIONALXNO Y , STANET PROPORCIONALXNO TOLXKO
log(Y ). —TO OTKRYTIE BYLO PRQMYM SLEDSTWIEM TOGO, ˆTO Q ZASTAWIL SEBQ DUMATX W TERMINAH OTDELXNOJ
ABSTRAKTNOJ PEREMENNOJ. pROGRAMMA WOZWEDENIQ W STEPENX, KOTORU@ Q ZNAL, BYLA SLEDU@]EJ:

x, y, z := h, Y, 1;
do y <> 0 → if non 2| y → y, z := y − 1, z ∗ x

[] 2|y → PROPUSTITX fi;
x, y := x ∗ x, y/2

od

—TA POSLEDNQQ PROGRAMMA OˆENX HORO[O IZWESTNA, MNOGIE IZ NAS PRI[LI K NEJ NEZAWISIMO DRUG OT

DRUGA. pOSKOLXKU POSLEDNEE WOZWEDENIE x W KWADRAT, KOGDA y STAL RAWNYM NUL@, UVE IZLI[NE, NA “TU
PROGRAMMU ˆASTO SSYLALISX KAK NA PRIMER, PODTWEVDA@]IJ NEOBHODIMOSTX IMETX TO, ˆTO MY NAZWALI BY

”PROMEVUTOˆNNYMI WYHODAMI”. pRINIMAQ WO WNIMANIE NA[U PROGRAMMU, Q PRIHOVU K ZAKL@ˆENI@, ˆTO
“TOT DOWOD SLAB.

sEDXMOJ PRIMER

dLQ FIKSIROWANNOGO ZNAˆENIQ n (n ≥ 0) ZADANA FUNKCIQ f(i) DLQ 0 ≤ i < n. pRISWOITX BULEWOJ

PEREMENNOJ ”WSE[ESTX” TAKOE ZNAˆENIE, ˆTOBY W KONEˆNOM REZULXTATE STALO SPRAWEDLIWYM

R : WSE[ESTX = (∀i : 0 ≤ i < n : f(i) = 6)

(—TOT PRIMER OBNARUVIWAET NEKOTOROE SHODSTWO SO WTORYM PRIMEROM DANNOJ GLAWY. zAMETIM, ODNAKO,
ˆTO W “TOM PRIMERE DOPUSKAETSQ RAWENSTWO n NUL@. w TAKOM SLUˆAE INTERWAL WOZMOVNYH ZNAˆENIJ DLQ

KWANTORA ”∀” PUST I DOLVNO BYTX WERNYM, ˆTO WSE[ESTX = ISTINA.) pO ANALOGII SO WTORYM PRIMEROM

WWEDEM INWARIANTNOE OTNO[ENIE

P : WSE[ESTX = (∀i : 0 ≤ i < j : f(i) = 6)) and 0 ≤ j ≤ n

POSKOLXKU “TO OTNO[ENIE LEGKO SDELATX ISTINNYM PRI j = 0 I K TOMU VE (P and j = n)⇒ R . eDINSTWEN-
NOE, ˆTO MY DOLVNY SDELATX, “TO PONQTX, KAK UWELIˆIWATX j PRI INWARIANTNOSTI r. pO“TOMU BEREM

wp(”j := j + 1”, P ) = (WSE[ESTX = (∀i : 0 ≤ i < j + 1 : f(i) = 6)) and 0 ≤ j + 1 ≤ n

sPRAWEDLIWOSTX POSLEDNEGO ˆLENA SLEDUET IZ SPRAWEDLIWOSTI P andj 6= n; I W “TOM NET NIKAKOJ PROBLEMY,
TAK KAK MY UVE RE[ILI, ˆTO USLOWIE j 6= n, WZQTOE W KAˆESTWE PREDOHRANITELQ, QWLQETSQ OSTATOˆNO
SLABYM, ˆTOBY DELATX WYWODY O ZNAˆENII


