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Нелокальная оптимизация позиционных
управлений для дифференциальных систем в

границах трубок достижимости и разрешимости

Аннотация. Разработан метод оптимизации позиционных управлений для
нелинейных дифференциальных систем в границах трубок достижимости
и разрешимости (управляемости). Метод базируется на реализации прин-
ципа оптимальности Р. Беллмана на дискретных множествах как аппрок-
симациях этих трубок. Для аппроксимации траекторных множеств развит
метод сечений. Проведены численные эксперименты, иллюстрирующие эф-
фективность предлагаемой методики.

Введение

Для решения задач оптимального позиционного управления (да-
лее: ЗОПзУ) нелинейными дифференциальными системами известны
различные методики [1–6]. Специфической чертой подхода Н.Н. Мо-
исеева [4] является возможность декомпозиции ЗОПзУ с аддитивным
целевым функционалом на «элементарные задачи» за счет реализа-
ции принципа оптимальности Р. Беллмана [1] на априорных «шкалах
состояний» в пространстве «время – состояния». Известный метод
«блуждающих трубок» [4], призванный дать оценку области, в ко-
торой требуется введение «шкал состояний», при данных начальном
и/или целевом множествах, обеспечивает, вообще говоря, локальное
решение задачи, будучи определенным на некоторых подмножествах
трубок достижимости и/или разрешимости (управляемости) [5].

Эффективность подхода определяется суммарной трудоемкостью
значительного числа «элементарных операций» по вычислению тра-
екторий системы для перехода из каждого узла на дискретном мно-
жестве состояний, введенном для одного узлового момента времени,
в каждый узел на аналогичном множестве для последующего узла по
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времени. Иными словами, требуется найти (по возможности глобаль-
ное) решение задачи оптимального программного управления (ЗО-
ПрУ) для рассматриваемой динамической системы при терминаль-
ных ограничениях, где программными управлениями рассматривают
функции или параметры.

Конструктивными направлениями в развитии подхода Н.Н. Мо-
исеева представляются: 1) предварительная аппроксимация траек-
торных трубок (трубки достижимости при заданном начальном мно-
жестве или трубки разрешимости при данном целевом множестве);
2) решение ЗОПрУ на основе современных алгоритмических и про-
граммных средств.

1. Формулировка ЗОПрУ и ЗОПзУ

Рассматривается управляемая система, описываемая векторным
обыкновенным дифференциальным уравнением в форме Коши:

(1) ẋ(t) = f(x(t), u, t),

где T = [tS , tF ] 3 t – заданный отрезок; x(t) =
(
x1(t), ..., xd(x)(t)

)
∈

Ed(x) – состояние системы в момент t ∈ T ; управление

(2) u ∈ U ⊂ comp
(
Ed(u)

)
,

где comp
(
Ed(u)

)
— множество всех компактов евклидова простран-

ства Ed(u).
На функцию f(x, u, t) накладываются условия:
1) условие Липшица по переменной состояния:

(3) ∃Lf (D) ∈ (0,∞) :
∥∥f(x1, u, t)− f(x2, u, t)

∥∥ ≤ Lf (D)
∥∥x1 − x2

∥∥
∀
(
xj , t

)
∈ D (j = 1, 2), ∀ u ∈ U, D ⊂ comp

(
Ed(x) × T

)
;

2) условие подлинейного роста:

(4)
∃ Mf (D) ∈ (0,∞) :

‖f(x, u, t)‖ ≤Mf (D) (1 + ‖x‖) ∀ (x, u, t) ∈ Ed(x) × U × T ;

3) непрерывности по совокупности аргументов (x, u):

(5) fi(x, u, t) ∈ C
(
Ed(x) × U × T

)
(i = 1, d(x));

4) непрерывной дифференцируемости по (x, u):

(6)
∂fi(x, u, t)

∂xj
,
∂fi(x, u, t)

∂uk
∈ C

(
Ed(x) × U × T

)
(i, j = 1, d(x), k = 1, d(u)).
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Функция u = u(t) (t ∈ T ) называется программным управлением,
функция u = u(t, x) (t ∈ T , x ∈ Ed(x)) – позиционным управлением.

Классы доступных программных и позиционных управлений:

(7) Uпрогр =
{
u ∈ PC

(
T,Ed(u)

)
: u(t) ∈ U (t ∈ T )

}
,

(8) Uпозиц =
{
u ∈ PC

(
T ×X,Ed(u)

)
: u(t, x) ∈ U (t ∈ T, x ∈ X)

}
,

где компакт X определяется в контексте конкретной задачи управ-
ления.

Декартово произведение T × Ed(x) назовем пространством по-
зиций, его точки (t, x) – позициями. Пусть задана позиция (tI , xI)
(tI ∈ [tS , tF )), из которой стартуют траектории системы (1) – (6)
при различных доступных программных управлениях, образуя пу-
чок траекторий. Согласно теореме существования и единственности
для любой функции u(·) ∈ Uпрогр существует единственное реше-
ние x[t] = x(t|u, (tI , xI)) (t ∈ [tI , tII ], tII ≤ tF ) в виде кусочно-
дифференцируемой функции. Условие подлинейного роста, как из-
вестно, является достаточным условием ограниченности пучка тра-
екторий при t ∈ [tI , tII ].

Для системы (1) задается начальное условие:

x(tI) = xI(a), a =
(
a1, ..., ad(a)

)
∈ A,

где a – вектор управляющих параметров,

A =
[
a−1 , a

+
1

]
× ...×

[
a−d(a), a

+
d(a)

]
⊂ comp

(
Ed(a)

)
(d(a) ≤ d(x)).

Поточечные и концевые фазовые ограничения для системы (1):

(9) gk (x(t), {u(t) ∧ u(t, x)}, t) ≤ 0 (t ∈ T, k = 1, d(g)),

(10)
hk

(
x(tII)

)
= 0

(
k = 1, d(he)

)
,

hk

(
x(tII)

)
≤ 0

(
k = d(he) + 1, d(h)

)
.

На некотором отрезке [tI , tII ] ⊆ T рассматривается целевой кри-
терий

I (u(·), a) = F
(
x(tII)

)
+

tII∫
tI

f0(x(t), u(t), t)dt→ inf (min).
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На функции gk(x, u, t) (k = 1, d(g)), hk(x) (k = 1, d(h)), f0(x, u, t),
F (x) налагаются стандартные условия по аналогии с (3) – (6).

Управления u(·) ∈ Uпрогр, a ∈ A называются допустимыми, если
траектория x(·|u, a, xI(a)) удовлетворяет фазовым ограничениям ((9),
(10)) во всей области определения [tI , tII ] (tS ≤ tI < tII ≤ tF ).

Будем говорить, что задача на отрезке [tI , tII ] имеет решение в
виде локально-оптимальных управлений uл(·) ∈ Uпрогр и aл ∈ A,
если ∃ε > 0 такое, что ∀v(·) ∈ Uпрогр и ∀c ∈ A таких, что траектория
x(·|v, c) удовлетворяет фазовым ограничениям и условию

‖x(t|v, c)− x(t|uл, aл)‖ < ε (t ∈ [tI , tII ]),

верно неравенство

I (v(·), c) ≥ I (uл(·), aл) = inf
u(·)∈U, a∈A

I (u(·), a) > −∞.

Локально-оптимальные управления uл(·) ∈ Uпрогр и aл ∈ A на-
зываются глобально-оптимальными и обозначаются uг(·) и aг, ес-
ли ∀v(·) ∈ Uпрогр и ∀c ∈ A таких, что траектория x(·|v, c) удовле-
творяет фазовым ограничениям и не обязана удовлетворять усло-
вию близости траекторий x(·|v, c) и x(·|uл, aл), выполнено неравен-
ство I (v(·), c) ≥ I (uг(·), aг) = min

j

{
I
(
uл

j (·), aл
j

)}
, где индекс j пробе-

гает конечное множество локальных минимумов целевого функцио-
нала.

Множеством достижимости R(tI , xI , tII) системы (1) – (7) из
позиции {tI , xI} (tS ≤ tI < tII ≤ tF ) называется множество, состо-
ящее из всевозможных состояний системы в момент tII на любых
доступных управлениях u(·) ∈ Uпрогр.

Трубкой достижимости, обозначаемой R(tI , xI , (tI , tII ]), систе-
мы (1) – (7) из позиции {tI , xI} на полуотрезке (tI , tII ] (tS ≤ tI <
tII ≤ tF ) будем называть объединение

⋃
t∈(tI ,tII ]

R(tI , xI , t).

Аналогично определяются множества и трубки достижимости из
компактаXtI

, лежащего на гиперплоскости, пересекающей простран-
ство позиций при t = tI ∈ [tS , tF ).

На гиперплоскости, пересекающей пространство позиций в мо-
мент t = tF , рассматривается компактM, называемый целевым мно-
жеством, на который траектории должны переводить систему.

Множеством разрешимости (M-управляемости), обозначаемым
W(τ, tF ,M), для системы (1) – (7) в момент τ ∈ [tS , tF ) при заданном
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целевом множестве M называется множество, состоящее из всевоз-
можных состояний в момент t = τ , из которых система переводима
на M при любых управлениях u(·) ∈ Uпрогр.

Трубкой разрешимости, или трубкойM-управляемости, обозна-
чаемой W

(
[tI , tII), tF ,M

)
системы (1) – (7) на полуотрезке [tI , tII)

(tS ≤ tI < tII < tF ) при заданном множестве M назовем объедине-
ние

⋃
t∈[tI ,tII)

W(t, tF ,M).

Ограничения (9), (10) являются дополнительными критериями
качества управления. В таких задачах может оказаться, что ника-
кое доступное управление не является допустимым: не позволяет за
выделенное время tII − tI с требуемой точностью соблюсти эти огра-
ничения.

При фазовых ограничениях речь идет об условных множествах
достижимости и разрешимости, для аппроксимации которых не до-
статочно «отсечения» частей соответствующих множеств системы без
фазовых ограничений. Будем обозначать одинаково условные и без-
условные множества, прибегая при необходимости к уточнению.

Необходимое условие перевода на множество M траекторий си-
стемы, стартующих из XtI

:

M
⋂
R
(
tI , XtI

, tF
)
6= ∅, XtI ⋂

W
(
tI , tF ,M

)
6= ∅.

Относительно системы (1)–(7) при условиях (9) и (10), с задан-
ным целевым множествомM, множеством начальных состоянийXtS ,
имеющем непустое пересечение с W(tS , tF ,M), рассматривается ЗО-
ПзУ с целевым критерием

I(u, x) =

tF∫
tS

z (x, u, t) dt→ inf,

где на функцию z(x, u, t) налагаются условия типа (3)–(6), управле-
ние u(·) ∈ Uпозиц.

Аналогично формулируется ЗОПзУ в границах трубки достижи-
мости при заданном множестве начальных состояний. Кроме того,
может быть рассмотрена ЗОПзУ в границах пересечения трубок до-
стижимости и разрешимости. Для определенности ограничимся за-
дачами, в которых траектории определяются в границах трубок раз-
решимости.
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Решением ЗОПзУ будем называть функцию u(·) ∈ Uпозиц, опре-
деляющую управление системой для каждой позиции {t, x} из трубки
разрешимости.

В плане конструктивной реализации подхода Н.Н. Моисеева необ-
ходимо ввести в рассмотрение понятия аппроксимации целевого мно-
жества, трубки разрешимости и аппроксимирующего позиционного
управления.

2. Схема численной оптимизации позиционного управления
и вычислительные эксперименты

Сечение трубки разрешимости – множество разрешимости, явля-
ется также множеством достижимости системы, получаемой из ис-
ходной при ее рассмотрении в «обратном времени» при целевом мно-
жестве как множестве начальных состояний. Управляющий параметр
ak (k ∈ 1, d(a)) при формулировке ЗОПрУ введен для формального
задания и идентификации неизвестной k-й координаты вектора на-
чального состояния xI(a) при аппроксимации таких множеств дости-
жимости, где множество M играет роль множества начальных со-
стояний. Таким образом, для аппроксимации трубок достижимости
и разрешимости необходимо иметь аппарат аппроксимации множеств
достижимости.

Пусть tS = 0. На отрезке [0, tF ], рассматриваемом в «прямом
времени», вводится равномерная сетка с шагом ∆t = tF /N : 0 = t0 <
t1 < ... < tj < tj+1 < ... < tN−1 < tN = tF (j = 0, N). Вводится
также сетка, узлы τ r (r = 0, N) которой следуют по узлам tj : t0 = τN ,
..., tN−r = τ r, ..., tN−1 = τ1, tN = τ0.

Для краткости вместо W(tj , tF ,M) будем писать W[tj ].
Под аппроксимацией (ограниченного) множества разрешимости

W[tj ] системы (1) в момент tj ∈ [0, tF ) будем полагать множество
Ŵ[tj ] = Ŵ(tj , tF ,M) =

{
xi(tj)

}
(i = 1, qtj ) такое, что(

∀◦xi(tj) (i = 1, qtj ) xi(tj) ∩W[tj ] 6= ∅
)

& (∀◦x(tj) ∈ W[tj ]

∃i ∈ 1, qtj & ∃ε ↓ 0 : ‖x(tj)− xi(tj)‖ ≤ ε & xi(tj) ∈ Ŵ[tj ]),

где qtj – количество элементов во множестве Ŵ[tj ].
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Аппроксимацией множества W([0, tF ), tF ,M) =
⋃

t∈[0,tF )

W[t] яв-

ляется множество

Ŵ([0, tF ), tF ,M) =
N−1⋃
j=1

Ŵ[tj ] =
{
{xi(tj)}, i = 1, qtj , j = 1, N − 1

}
c условием ∆t ≤ δ ↓ 0.

В основу алгоритмов, изложенных в статье [7], положена идея
построения контура множества достижимости в некоторый момент
tj по точкам:

1) сначала находятся координаты параллелепипеда, всех граней
которого изнутри касается множество достижимости — для этого ре-
шается серия ЗОПрУ для поиска экстремальных (по возможности в
глобальном смысле) значений каждой фазовой переменной;

2) затем в границах параллелепипеда вводится сетка с разбиени-
ем по каждой координате;

3) далее, в результате решения серии ЗОПрУ вычисляются экс-
тремальные (по возможности все локальные) значения некоторой фа-
зовой координаты при фиксированных значениях для всех остальных
координат.

В контексте схемы оптимизации позиционного управления узлы,
представляющие внутренность множества W[tj ] могут быть введены
условно, так как при работе оптимизационного алгоритма — в слу-
чае несвязности множества достижимости — будут удалены такие
элементы множества Ŵ[tj ], которые не принадлежат W[tj ].

Для эффективной реализации схемы необходимо учитывать воз-
можности несвязности, вырождения в многообразие меньшей размер-
ности для множества достижимости. Для аппроксимации, скажем,
3-мерного множества достижимости его 2-мерные сечения не обяза-
тельно строить также методом сечений: можно применить для упро-
щения расчетов, к примеру, метод опорных гиперплоскостей в пред-
положении выпуклости этих плоских сечений. Алгоритмы метода се-
чений, в т.ч. в комбинации с другими методами, изложены в статьях
[7,8]. Рассмотрим пример аппроксимации контура невыпуклого мно-
жества разрешимости.

Пример 1. Рассматривается система, описывающая управление
с помощью p(t) плоским маятником в среде с неизвестной вязкостью
q(t) (управление второго игрока) на отрезке времени T = [0, 2] 3 t:

ẋ1(t) = x2(t), ẋ2(t) = −0.15q(t)x2(t)− 10.15 sinx1(t) + p(t).
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На управления игроков наложены ограничения: |p(t)| ≤ 10, q(t) ∈
[0, 1], t ∈ T . Целевое множество M = (0, 0). Положим функцию
q(t) ≡ 0.5 (t ∈ T ) и для построения контура множества W(0, 2,M)
рассмотрим данную систему в «обратном времени», полагая за на-
чальный момент t = 0:

ẋ1(t) = −x2(t),
ẋ2(t) = 0.15q(t)x2(t) + 10.15 sinx1(t)− p(t), |p(t)| ≤ 10.

Рис. 1. Аппроксимация границы множества разре-
шимости в момент tS = 0 (пример 1).

Показанный на рис. 1 результат в целом совпадает, как показал
дополнительный расчет, с контуром, получаемым с помощью про-
граммы Я. Митчелла [9], которая реализует известный способ оцени-
вания множеств достижимости на основе решения уравнения Белл-
мана [3]. �

Основным отличием методов сечений и опорных гиперплоскостей
от методов эллипсоидов ([10], [11]) и других является получение ап-
проксимации множества достижимости, исходя непосредственно из
определения этого множества.

Для нахождения семейства оптимальных программных управ-
лений, аппроксимирующих оптимальное позиционное управление на
частичном временном отрезке [tj , tj+1] (j ∈ 0, N − 1), проводится ре-
шение серии ЗОПрУ с целевым критерием

Ij (u) =
tj+1∫
tj

z(x(t), u(t), t)dt→ inf , I (u) =
N−1∑
j=0

Ij (u) ,
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относительно системы (1) – (7) при поточечных фазовых ограниче-
ниях (9) и краевых условиях

x(tj) ∈ Ŵ[tj ], x(tj+1) ∈ Ŵ[tj+1].

На отрезке T вычисление оптимального позиционного управле-
ния проводится последовательно, переходя от отрезка [tN−1, tN ] к
отрезку [t0, t1], на основе принципа оптимальности Р. Беллмана.

Для каждой позиции {tj , xi(tj)} (j ∈ 0, N − 1, i ∈ 1, qtj ) определя-
ется программное управление для движения на текущем частичном
временном отрезке [tj , tj+1]. Тем самым проводится аппроксимация
позиционного управления программными управлениями: функциями
или параметрами. Ключевым отличием от схемы Н.Н. Моисеева яв-
ляется введение в рассмотрение вместо априорных «шкал состояний»
аппроксимаций множеств разрешимости системы при заданном целе-
вом множестве. В отличие от метода «блуждающих трубок», описан-
ный метод характеризуется нелокальностью: управление рассматри-
вается для всех узлов (позиций) из аппроксимации трубки разреши-
мости W([tS , tF ), tF ,M).

Для простоты изложения ограничимся случаем аппроксимации
позиционного управления семействами параметров.

Условие x(tj+1) ∈ Ŵ[tj+1] записывается посредством терминаль-
ных ограничений следующего вида: xi(tj)− xi = 0, где x – заданный
числовой вектор, i ∈ 1, qtj+1 , j ∈ 0, N − 1.

В узлах сетки M̂ функция цены ϕ позиционного управления
u(t, x) имеет только нулевые значения. Рассмотрим функцию

yj

(
t, xi(tj), um

)
=

t∫
tj

z(x(ξ), u(ξ), ξ)dξ, t ∈ [tj , tj+1].

Функция цены управляющего параметра um ∈ {um}Mm=0 для позиции
{tN−1, xi}:

ϕ(tN−1, um, xi(tN−1, um)) = yN−1(tN , xi(tN−1), um), i ∈ 1, qtN−1 .

Для позиции {tj , xi(tj)} (i ∈ 1, qtj , j = 0, N − 1) функция цены управ-
ления um определяется как сумма значения yj(tj+1, xi(tj), um) и со-
ответствующих значений функции цены на последующих частичных
временных отрезках.
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Функция Беллмана на множестве W[tj ] и ее аппроксимация как
объединение наименьших значений функции цены по всем элементам
множества Ŵ[tj ]:

B(tj ,W[tj ], {u}) = min
{u}

ϕ
(
tj ,W[tj ], {u}

)
≈ B(tj , Ŵ[tj ], {ũ}) =

=
qtj⋃
i=1

min
u
ϕ
(
tj , xi(tj), u

)
(j = 0, N − 1),

где {ũ} – объединение оптимальных программных управлений по
всем узлам из Ŵ[tj ]. Аналогично,

ϕmax(tj ,W[tj ], {u}) = max
{u}

ϕ(tj ,W[tj ], {u}) ≈ ϕmax
(
tj , Ŵ[tj ], ˜̃u) =

=
qtj⋃
i=1

max
u

ϕ(tj , xi(tj), u).

На каждом отрезке [tj , tj+1] (j = 0, N − 1) известны: а) дискрет-
ное множество всех возможных начальных состояний в момент tj в
виде Ŵ[tj ] и дискретное множество всевозможных конечных состоя-
ний в момент tj+1 в виде Ŵ[tj+1]; б) для каждого узла xs ∈ Ŵ[tj+1]
(s ∈ 1, qtj+1) минимальное и максимальное значения функции цены.

На отрезке [tj , tj+1] (j = 0, N − 1) проводится выбор управления
ũi для каждого узла xi ∈ Ŵ[tj ] (i ∈ 1, qtj ) из набора {um}Mm=0:

ũi = arg min
um

(
yj(tj+1, xi(tj), um) + B(tj+1, xs(tj+1), ũs)

)
,

B(tj , xi(tj), ũi) = min
um

(
yj(tj+1, xi(tj), um) + B(tj+1, xs(tj+1), ũs)

)
,

i ∈ 1, qtj , s ∈ 1, qtj+1 , j = 0, N − 1.

В случае аппроксимации позиционного управления семейства-
ми программных управляющих функций требуется привлечение вы-
числительных средств для оптимизации программных управлений
— вместо простой схемы выбора значений параметра, изложенной
выше. Случай аппроксимации параметрами более простой и менее
трудоемкий, поэтому с точки зрения сравнительной эффективности
можно считать его более приемлемым.

По результатам работы алгоритмов, реализующих изложенную
схему, строится «композиционное» программное управление, которое
обеспечивает кусочно-дифференцируемую траекторию, по которой
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производится перевод системы на целевое множество. Если реали-
зуется случай аппроксимации позиционного управления семейства-
ми параметров, то может понадобиться «сглаживание» получаемой
траектории. С этой целью проводится приближение «композицион-
ного» управления как кусочно–постоянной функции полиномиаль-
ной функции достаточно высокой степени. Таким образом, итоговым
этапом работы программной системы является применение результа-
тов, насчитанных для всех аппроксимирующих сечений трубки раз-
решимости, для построения оптимального программного движения
из любой позиции, взятой на аппроксимации этой трубки, на целевое
множество.

Пример 2. Опишем результаты применения метода к простей-
шей модельной задаче уклонения движущегося объекта от преследо-
вания (летательного аппарата от ракеты) [12].

При исследовании модели ставится вспомогательная ЗОПзУ, ко-
торую рассмотрим в безразмерных координатах: найти нелокальное
оптимальное управление u(t, x) ((t, x1, x2) ∈ W(t, tF ,M), t ∈ [0, tF )),
доставляющее глобальный минимум целевому функционалу вида (5)

I(u, x) =

tF∫
0

(
x1

√
1− (vu/x1)2 − v

√
1− u2

)
dt

относительно динамической системы

(11) ẋ1 = −x1x2 − λgvu/x1, ẋ2 = −vx2u,
(x1(0), x2(0)) ∈ W(0, tF ,M),

с ограничениями на управление и (введенными условно) фазовыми
ограничениями:

(12) u(t) ∈ [−0.985, 0.985], x1(t) ∈ [v, 0.1],
x2(t) ∈ [0.09, 0.12], t ∈ [0, tF ],

(13) M = {(x1(tF ), x2(tF ))|x1(tF ) = v, x2(tF ) ∈ [0.09, 0.12]} .

Здесь x1(t), x2(t) (t ∈ [0, tF ]) – безразмерные функции скорости ра-
кеты, движущейся на пассивном участке полета, и плотности атмо-
сферы на высоте ее полета; v = 0.018 – безразмерная постоянная
скорость цели, преследуемой ракетой; λ = 1.079 · 10−4, g = 9.81, u(t)
(t ∈ [0, tF ]) – управление целью (синус угла наклона траектории цели
в вертикальной плоскости). Функция цены характеризует значения
дальности пуска ракеты для текущей позиции.
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Эта задача состоит в поиске оптимального позиционного управ-
ления преследуемым объектом с целью уклонения от преследователя,
используя при этом текущие координаты (высоту полета и плотность
атмосферы) преследователя и расстояние между объектами. В зада-
че считается, что движение преследователя происходит на пассив-
ном участке полета и при этом выполняется принцип преследования,
согласно которому приравниваются управления для цели и пресле-
дователя, а также предполагается, что преследование начинается на
одной высоте полета с целью.

В работах [13], [14] представлены результаты аппроксимации оп-
тимального позиционного управления цели по описанной выше схеме
с использованием приближения на каждом частичном временном от-
резке позиционного управления семейством управляющих парамет-
ров.

На рис. 2, 3 показаны аппроксимирующие сечения для трубки
достижимости системы, получаемой при рассмотрении системы (11)
в «обратном времени» (при условиях (12)), где M из (13) играет
роль множества начальных состояний (моменты τ r = 0.5r, r = 1, 44).
Рис. 4 представляет семейство оптимальных управляющих парамет-
ров, аппроксимирующих оптимальное позиционное управление на от-
резке [tN−2, tN−1], определенное на сетке узлов xi ∈ Ŵ[tN−2] (i ∈
1, qtN−2).

В отличие от случая, соответствующего изображенному на рис.
4 графику, для большинства множеств Ŵ[tj ] в трубке разрешимо-
сти получаются разрывные по состоянию функции управления. Так
как для каждого узла существует программное управление, то соот-
ветствующая траектория для перевода системы на следующее мно-
жество разрешимости (вплоть до множества M) получается в ви-
де непрерывной кусочно-дифференцируемой функции, ограниченной
трубкой разрешимости. �

Вычислительные эксперименты проводились в системе MS Visual
Studio 2005 с интегрированной системой Intel Visual Fortran 9. Важ-
ным преимуществом новой системы программирования является ав-
томатическое распараллеливание потоков. Вообще говоря, реализа-
ция описываемых вычислительных схем довольно трудоемка, поэто-
му конструктивным является проведение расчетов на многопроцес-
сорных системах. Распараллеливание алгоритмов не представляет
труда, причем может быть осуществлено как на кластерах, так и
на суперкомпьютерах различной архитектуры. Простота реализации
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Рис. 2. Аппроксимирующие сечения трубки достижимости

Рис. 3. Аппроксимирующие сечения трубки достижимости

обусловлена отсутствием зависимости между, например, вычислени-
ями по аппроксимации множеств достижимости для различных мо-
ментов τ r.

3. Вопросы численного решения ЗОПрУ

Как указано выше, «элементарной операцией» в алгоритмах ап-
проксимации множеств разрешимости и оптимизации позиционного
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Рис. 4. Множество оптимальных значений параметров

управления является ЗОПрУ, которая может оказаться достаточно
трудноразрешимой. Эффективность решения серии ЗОПрУ зависит
от уровня надежности (включая уровень автоматизации) программ-
ного обеспечения.

Автором проведена реализация на языке Fortran ряда методов
улучшения программных управлений [15–18].

На языке Maple разработана программа автоматического вывода
конструкций принципа максимума Понтрягина и его линеаризован-
ной версии. Для учета концевых и поточечных фазовых ограниче-
ний реализованы методы гладких и недифференцируемых по Фре-
ше штрафных функционалов. Наряду с методами, работающими в
функциональных пространствах, эффективно применяются методы,
базирующиеся на сведении ЗОПрУ к задачам конечномерной опти-
мизации большой размерности за счет дискретизации по управлению
([18,19]). Последний подход реализован, например, в пакете «TOMP»
Д. Крафтом [20], причем, на наш взгляд, весьма успешно.

Заключение

Метод решения ЗОПзУ и алгоритм аппроксимации множеств раз-
решимости не используют дифференциальное уравнение Гамильтона-
Якоби-Беллмана, опираются непосредственно на определение мно-
жеств разрешимости и принцип оптимальности Р. Беллмана, реали-
зуемый на аппроксимации трубки разрешимости. В подходе «элемен-
тарной операцией» является ЗОПрУ, следовательно, эффективность



Нелокальная оптимизация позиционных управлений ... 57

его зависит от эффективности методов и многометодных схем реше-
ния ЗОПрУ. Иными словами, аппарат аппроксимации траекторных
трубок и решения ЗОПрУ, ЗОПзУ является единым с точки зрения
достаточно полного исследования возможностей управления в нели-
нейных дифференциальных системах.
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Abstract. It’s developed a method for optimization of positional controls for nonlinear
differential systems in borders of the reachable and solvability (controllability) tubes. The
method is based on realization of the Bellman’s optimality principle on discrete sets as
approximations of these tubes. The section method is worked out for approximation of
the trajectory sets. The numerical experiments were carried out and allow to illustrate the
efficiency of the suggested technique.
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