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Аннотация. В данной статье предложена программная реализация проце-
дуры аппроксимации функций многих переменных. Описан алгоритм ра-
боты программы и структуры данных, которые используются. В статье
приведены результаты тестирования программы апроксимации функций
зависящих от 1 до 4 переменных, а также обозначены проблемы, возника-
ющие при реализации описанного алгоритма.
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1. Введение

Процедуры многомерной аппроксимации имеют обширную об-
ласть применения, в частности, требуются для представления ими-
тационных моделей.

Часто требуется выполнить аппроксимацию той или иной много-
мерной функции, заданной таблицей значений на своей области опре-
деления [1]. Обычно эти значения известны не точно, а приближенно,
так как определяются экспериментально и могут содержать ошиб-
ки измерения. Программа, решающая задачу аппроксимации такой
функции, может использоваться как модуль, встраиваемый в слож-
ный программный комплекс, а также может работать самостоятель-
но.

В связи с тем, что непосредственная аналитическая реализация
как правило невозможна, современные исследователи вынуждены ис-
пользовать аналитическую аппроксимацию функций многих пере-
менных для применения теоретических методов. Конструктивных ме-
тодов для реализации задачи многомерной аппроксимации предложе-
но мало, и данная работа направлена на то, чтобы восполнить этот
пробел.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, (проект № 08-01-
00274-а).
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2. Постановка задачи

Целью данной работы является реализация на языке программи-
рования Си процедуры аппроксимации функции многих переменных,
заданной своими значениями на некоторой сетке узлов, методом наи-
меньших квадратов (МНК) [2], [3].

По этому методу должна быть минимизирована сумма квадра-
тов разностей между значениями в узловых точках xi приближаемой
функции f(x), x ∈ Rn и приближающей

(1) ϕ(x, {ψj}),

где {ψj} –набор коэффициентов, которые подлежат определению, j =
1, . . . , α.

Иными словами, требуется решить следующую задачу миними-
зации:

(2) S({ψj}) =
β∑
i=1

(ϕ(xi, ψj)− f(xi))2 → min
{ψj}

,

где β - количество узлов.
Для практической реализации во многих случаях удобно исполь-

зовать регулярную (прямоугольную) сетку узлов и следующую кон-
струкцию, представляющую собой композицию одномерных полино-
мов [4]:
(3)

ϕ(t, x(t)) =
m1∑
j1=1

(x1(t))
j1×

×

(
m2∑
j2=1

(x2(t))
j2

(
· · ·

mn∑
jn=1

ψj1,j2...jn(t)(xn(t))
jn

))
,

где m1,m2, . . .mn — количество узловых точек по каждой из коорди-
нат. Если, в частности, число mi − 1 совпадает с порядком i-го одно-
мерного полинома, то значения обеих функций в узлах совпадут, и
будет решена задача интерполяции.

3. Алгоритм работы программы

Программа на языке Си решает задачу минимизации 2.
Программа запрашивает у пользователя размерность приближа-

емой функции f(x), границы интервала, в котором задана каждая
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переменная, и степень аппроксимирующего полинома по каждой пе-
ременной mi.

На первом шаге алгоритма, реализованного в программе, выпол-
няется построение регулярной сетки узлов аппроксимации и, далее,
вычисляются значения функции f(x) в узлах.

На втором шаге алгоритма строятся аппроксимирующие полино-
мы по каждой переменной. Эти полиномы используются для постро-
ения аппроксимирующей конструкции 3.

На третьем шаге алгоритма выполняется построение функции
S({ψj}) и нахождение её частных производных по ψj .

Для выполнения четвёртого шага алгоритма аппроксимации ра-
ботает модуль программы, реализующий метод Гаусса решения си-
стемы линейных уравнений относительно ψj .

На пятом шаге вычисляются значения функций ϕ(xi, ψj) в узло-
вых точках.

4. Реализация структур данных

Аппроксимирующие полиномы представлены в программе одно-
связными списками. Количество элементов списка определяется сте-
пенью полинома, его элементами являются структуры, описывающие
мономы. Каждая такая структура состоит из следующих полей [5]:

• коэффициент {ψj}, вещественное число;
• степень xi, целое число;
• xi – значение узловой точки, вещественное число;
• указатель на следующий моном полинома.

struct monom_phi {
float psi;
int ind;
float x;
monom_phi * next;

};

Функция S({ψj}) представлена в программе с помощью списка, эле-
ментами которого являются структуры, описывающие квадрат раз-
ности приближающей и приближаемой функции.
struct monom_S {

monom_phi* phi_i;
float f_xi;
int pow;
monom_S* next;
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};

Операции построения и дифференцирования функции S({ψj})
реализованы как процедуры, выполняющиеся над линейными одно-
связными списками, которые представляют собой функции ϕ(xi, ψj)
и S({ψj}).

В качестве примера в программе рассматривается аппроксима-
ция по МНК функции

f(x) = cos(

n∑
i=1

xi) + sin(

n∏
i=1

xi)2 + (

n∑
i=1

ixi)/5

на промежутке 0 ≤ x ≤ 1.

5. Тестирование и проблемы, которые предстоит решить

В качестве аппроксимирующей конструкции выбран композици-
онный полином. Число узлов сетки равно количеству коэффициентов
аппроксимирующего полинома, то есть решается задача интерполя-
ции. Интерполяционный полином был выбран в качестве аппрокси-
мирующей конструкции, так как он обеспечивает надёжные резуль-
таты аппроксимации: значения приближаемой функции и аппрокси-
мирующего полинома совпадают в узлах сетки.

На сегодняшний день программа отлажена и протестирована для
функции четырёх переменных с различным количеством узловых то-
чек по каждой из переменных. Тестирование программы позволило
выявить ограничения, связанные с вычислительными ресурсами, на
• количество переменных, от которых зависит приближаемая функ-

ция;
• количество узловых точек по каждой из переменных.

Увеличение количества узлов и размерности приближаемой функ-
ции влечёт за собой рост объёма оперативной памяти, используемой
системой программирования, и времени счёта. Так, для функции че-
тырёх переменных количество узловых точек по каждой из перемен-
ных не может превышать 6 для выполненных тестов. Тестирование
производилось под управлением операционной системы Linux Debian
2.6.26-2-686, на компьютере со следующей конфигурацией:
• MB ASUS "Maximus Formula";
• Intel(R) Core(TM)2 Quad CPU Q6600 @ 2.40GHz;
• 4x2Gb Kingston DDR2;
• HDD WD-WCAUK1186052 500Gb.
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Таблица 1. Результаты тестирования программы

Переменные Узловые точки Память, Мб Время, с

1 500 13,5 3
1 1250 83,7 55
1 1615 140 122

2 30x30 62 21
2 35x35 115 58
2 40x40 195,6 134

3 7x7x7 6,5 1
3 10x10x10 53,6 25
3 11x11x11 94,8 57

4 4x4x4x4 3,6 1
4 5x5x5x5 21 6
4 6x6x6x6 90 47

Результаты тестирования программы приведены в таблице 1.
Необходимо найти оптимальное соотношение между количеством

переменных приближаемой функции и числом узлов по каждой пе-
ременной ради повышения эффективности вычислений, не ухудшая
качества результата (в точности вычисленных значений, густоте сет-
ки узлов).

Особенности реализации программы заключаются в том, что ап-
проксимирующая конструкция в каждой узловой точке представле-
на линейным односвязным списком, а весь набор таких конструкций
представляет собой массив указателей на начала этих списков. Раз-
мер этого массива равен количеству неизвестных коэффициентов ап-
проксимирующей конструкции, количество коэфициентов равно сте-
пени аппроксимирующего полинома. Количество числовых значений,
стоящих при искомых коэффициентах аппроксимирующей конструк-
ции (в системе линейных уравнений), равно количеству узловых то-
чек по каждой из переменных в степени, равной количеству перемен-
ных функции. Так, для функции десяти переменных с пятьюдесятью
узловыми точками по каждой необходимо создать 5010 массивов для
хранения 5010 вещественных значений в каждом массиве. Хранить та-
кой объём информации на стеке системы программирования не пред-
ставляется возможным. Увеличение стека shell, в котором проходит
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вычисление (запуск программы), даёт возможность увеличить чис-
ло узлов по каждой переменной, но незначительно, хотя существен-
но увеличивает время счёта. Одно из решений, которое позволяет
увеличить количество узлов по каждой переменной приближаемой
функции, заключается в том, чтобы все промежуточные результа-
ты вычислений коэффициентов аппроксимирующей конструкции, а
также значений приближаемой функции и аппроксимирующего по-
линома, записывать в файлы, а не хранить в оперативной памяти,
которой располагает система программирования.

Такой подход позволяет увеличить число узлов по каждой пе-
ременной аппроксимируемой функции (а именно этот параметр ока-
зывает большее влияние на увеличение объёма используемой памя-
ти), но не является достаточно эффективным для решения задач ап-
проксимации, возникающих на практике. Такая версия программы
позволяет выполнить аппроксимацию функции, например, пяти пе-
ременных с двадцатью узловыми точками по каждой из переменных,
и ей потребуется около 130,3851 терабайт дискового пространства
(205 ∗ 14/220) ∗ 205 – таков объём файлов для хранения информации,
где в каждом файле 205 строк 14 символов для записи одного значе-
ния в файл). Запуск программы для аппроксимации функции пяти
переменных с 10 узловыми точками по каждой из них потребует око-
ло 130 гигабайт дискового пространства, и это является приемлемым
для проведения расчётов на персональном компьютере.

Другим решением проблемы недостатка оперативной или внеш-
ней памяти для хранения промежуточных результатов вычислений
может стать разбиение всей области, на которой выполняется аппрок-
симация, на подобласти, в каждой из которых по каждой переменной
выбирается две узловые точки, и в качестве аппроксимирующей кон-
струкции рассматривается композиция линейных сплайнов.

В дальнейшем планируется параллельная реализация программы
и добавление возможности использовать переменный (нерегулярный)
шаг по каждой из переменных приближаемой функции.
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Abstract. The article is dedicated to program implementation of approximation algorithm
for functions of n-variables. The algorithm and data structures are described. Test results
of the program that approximates functions of 1–5 variables are presented. Also problems
of implementation of approximation algorithm for functions of n-variables are indicated.
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